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FORORD
Notatet er bygget op séledes, at de vaesentligste begreber sages forklaret anskueligt og ved hjelp

af et stort antal eksempler.
Disse eksempler er fortrinsvis regnet ved anvendelse af de indbyggede statistikfunktioner i Excel.
Det forudsettes derfor, at leeseren har adgang til en PC med Excel.

Da ikke alle de anvendte statistiske funktioner er indbygget fra starten, skal man forst velge et

tilfojelsesprogram:

I Excel 2003: Valg “Funktioner”, “Tilfejelsesprogrammer”, marker “Problemloser”

I Excel 2007: Velg “Excel-Office-knappen”, “Excel indstillinger (findes forneden)”,
Tilfejelsesprogrammer”,”Udfer”, ’marker Problemleser”, “Installer”.

I en del eksempler vil det blive forudsat, at man kan hente data fra * nettet” eksempelvis fra
www.statistikbanken.dk

Endvidere forudsattes i enkelte eksempler og opgaver, at data hentes fra min hjemmeside
www.larsen-net.dk under “Anvendt statistik”.

Endvidere er der til visse eksempler lavet et regneark, hvor mere komplicerede beregninger er
foretaget Disse kan ogsa findes p&4 min hjemmeside.

Der vil i ringe omfang blive benyttet statistiske tabeller.
Det kan dog vere en fordel, at have adgang til en lommeregner, da man enkle beregninger ofte
derved kan udferes hurtigere.

Andre notater indenfor statistik og matematik kan i pdf-format findes pa adressen
www.larsen-net.dk

marts 2008 Mogens Oddershede Larsen
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1.2 Gafisk beskrivel se af data

1 Deskriptiv Statistik

1.1 Indledning

Statistik kan lidt lest sagt siges, at veere en samling metoder til at opni og analysere data for
at treeffe afgerelser pa grundlag af dem.

Statistik er et uundveerligt vaerktej til at traeffe beslutninger, men kan naturligvis som alt andet ogsd
misbruges, bevidst eller ubevidst. Beslutninger der kan basere sig pa tal (statistik), far stor troveer-
dighed. Det kan bevirke at man slér sin “sunde fornuft” fra. Selv den bedste statistiske teori er
veerdiles, hvis tallene man bygger pé ikke er troverdige, eller relevante, og det er derfor ikke sé&
markeligt, at en kendt politiker engang udtalte:”Der findes 3 slags logn: lagn, forbandet logn og
statistik™.

Ved populationen forstas hele den gruppe man er interesseret i. Eksempelvis hvis det drejer sig om
folketingsvalg i Danmark, s& er populationen alle stemmeberettigede personer i Danmark .

Ved en stikpreve forstds en delmangde af populationen. For et folketingsvalg udtager et opinionsin-
stitut séledes en stikprave pa eksempelvis 1000 valgere.

Der er to grundlaeggende anvendelser af statistik:

1) Deskriptiv statistik, hvor man sammenligner og beskriver data.
Eksempelvis kunne man sammenligne hvormange personer der stemte pa partierne ved sidste og
naestsidste valg.

2) “inferens” statistik , hvor man ved anvendelse af statistiske metoder sgger at slutte (informere)
fra en stikpreve til hele proportionen.
Eksempelvis for et folketingsvalg pé basis af en stikpreve pa 1000 personer der bliver spurgt om
hvem de vil stemme pa give en prognose for den forventede mandatfordeling for hele landet
(populationen)
Her vil det veere nedvendigt med at kende nogle statistiske metoder til eksempelvis at vide hvor
stor en (reprasentativ) stikprave man skal udtage for at usikkerheden pa resultatet er under 5%

1.2.Grafisk beskrivelse af data

I den deskriptive statistik (eller beskrivende statistik) beskrives de indsamlede data i form af
tabeller, sgjlediagrammer, lagkagediagrammer, kurver samt ved udregning af centrale tal som
gennemsnit, typetal, spredning osv.

Kurver og diagrammer forstas lettere og mere umiddelbart end kolonner af tal i en tabel. Qjet er
uovertruffet til menstergenkendelse (“en tegning siger mere end 1000 ord”).




1. Deskriptiv statistik

1.2.1 Kvalitative data

Hvis der er en naturlig opdeling af talmaterialet i klasser eller kategorier siges, at man har kategorisk

eller kvalitative data .

Alle spergeskemaundersoggelser, hvor man eksempelvis bliver bedt om at satte kryds i nogle
rubrikker “meget god” , god, acceptabel osv. er af denne type.

Til illustration af disse data bruges sedvanligvis lagkagediagrammer eller sgjlediagrammer

Eksempel 1.1 Lagkagediagram

Et eksempel ses overfor, hvor et lagkagediagram so-
ger at give et anskueligt indtryk af hvordan en kom-
munes udgifter fordeler sig pa de forskellige omrader.

s
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I Excel opskrives
Udligning 23,1
gvrige 8,4 Skoler
Socialomradet,gvrige 9,4
Aldre 18,6
Barnepasning 10,4 Fritid / “ Burige
Bibliotek 1,9 kuitur
fritid 3.8
Skoler 10,5 Bome- social-
Administration 7,3 pasning omradet-
Teknik,anlaeg 6,6 owrige

AEldre

Excel-ordrer:

2003: Marker udskriftsomrade => Veaelg pa verktejslinien “Guiden diagram” => Cirkel = Marker ensket figur =
Naste = Navn pa kategori = Udfer

2007: Marker udskriftsomrade P> Velg pa verktejslinien “Indszt” P Cirkel P> Marker onsket figur

| 4
Eksempel 1.2 (kvalitative data)
Folgende tabel angiver mandattallet ved de to sidste folketingsvalg.

Partier A B C F K O Vv
Mandater (2001 52 9 16 12 4 22 56 4
2005 47 17 18 11 0 24 52 6

A = Socialdemokraterne, B =Radikale venstre, C = Konservative folkeparti , F =Socialistisk folkeparti, K = Kristendemokraterne,
O = Dansk Folkeparti, V = Venstre, @ = Enhedslisten

Et sgjlediagram fas i Excel ved at opskrive

A B C F K 0] V ]
52 9 16 12 4 22 56 4
47 17 18 11 0 24 52 6
2003: Valg pa verktejslinien “Guiden diagram” > Sajle P Marker onsket figur P Naste P marker

udskriftsomrade P> Neeste P> Neeste P> Udfor
2007: Marker udskriftomrade P> Velg pa verktejslinien “Indset” > Sejle P Marker onsket figur



1.2 Gafisk beskrivel se af data
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Fordelen ved en grafisk fremstilling er, at de vasentligste egenskaber ved data opnas hurtigt og
sikkert. Men netop det, at figurer appellerer umiddelbart til os, ger at vi kan komme til at leegge mere
i dem, end det som tallene egentlig kan bare. Eksempelvis viser forseg, at i lagkagediagrammer,
hvor man skal sammenligne vinkler (eller arealer), da vil denne sammenligning athange noget af'i
hvilken retning vinklens ben peger.
Nedenstaende eksempel viser hvordan en figur kan veere misvisende uden direkte at vere forkert.
Nedenstaende eksempel viser hvordan en figur kan veere misvisende uden direkte at vere forkert.

Eksempel 1.3. Misvisende figur

Tenderne i figuren nedenfor skal illustrere hvordan osteeksporten fordeler sig pa de forskellige
verdensdele. Den giver imidlertid et helt forkert indtryk. Det er hgjderne pa tenderne der angiver de
korrekte forhold, men af tegningen vil man tro, at det er rumfangene af tenderne. De 3 smé tonder
kan umiddelbart vaere flere gange indeni den store tende, men det svarer jo ikke til talforholdene.

@

De mest almindelige figurer til at give et visuelt overblik over storre talmaterialer er histogrammer
(sojlediagrammer) og kurver i et koordinatsystem.

L 4



1. Deskriptiv statistik

1.2.2. Kvantitative data (variable)

Kvantitative data er data, hvor registreringen i sig selv er tal, der angiver en bestemt raeekkefolge,
f. eks. som i eksempel 1.4 hvor data registreres efter det tidspunkt hvor registreringen foregar eller
som i eksempel 1.5, hvor det er storrelsen af registrerede vaerdi der er af interesse.

Eksempel 1.4. Kvantitativ variabel: tid

Fra “statistikbanken (adresse http://www.statistikbanken.dk/) er hentet felgende data ind 1 Excel, der
beskriver hvorledes indvandringer og udvandringer er sket gennem tiden.

Excel: valg “Befolkning og valg” P Ind- og udvandring P Ind- og udvandring efter bevagelse P under “bevaegelse” vaelges
alle og under “maned” veelges &r og derefter alle > Tryk pa tabel > Drej tabel med uret P Gem som Excel il
Indvandringer og udvandringer efter tid
Indvandrede Udvandrede

1983 27718 25999
1984 29035 25053
1985 36214 26715
1986 38932 27928
1987 36296 30123
1988 35051 34544
1989 38391 34949
1990 40715 32383
1991 43567 32629
1992 43377 31915
1993 43400 32344
1994 44961 34710
1995 63187 34630
1996 54445 37312
1997 50105 38393
1998 51372 40340
1999 50236 41340
2000 52915 43417
2001 55984 43980
2002 52778 43481
2003 49754 43466
2004 49860 45017
2005 52458 45869
Giv en grafisk beskrivelse af disse data.
Leosning:
Da dataene er registreret efter tid (&r) (den kvantitative variabel “tid”) tegnes to kurver i samme
koordinatsystem:

Excel:2003: Marker udskriftsomrade P> Valg pd varktejslinien “Guiden diagram” P Kurve P Marker onsket
figur P> Nzste P> Naste P> Naste P> Udfor
Excel 2007:Marker udskriftsomrade P> Velg pa verktejslinien “ Indsat” P> Streg P> Marker onsket figur

70000
- /\/\/\
50000 /

40000 -
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20000 -
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1.2 Gafisk beskrivel se af data

Eksempel 1.5. Kvantitativ variabel , sideafvigelse ved skydning.
Man har 100 gange malt sideafvigelsen ved skydning med maskingeveer.
Resultaterne (som kan findes pa adressen www.larsen-net.dk ) var felgende:

3322 2175 560 470 9.19 11.03 -0.8 -19.01 11.08 1091 693 14.6
-11.5 2,19 1447 11.27 22,06 11.81 19.53 1325 6.1 1.14 141  -4.23
933 1426 -4.16 20.88 -13.29 -6.53 -3.03 049 13.08 3.7 -0.56 -0.36
2229 9.01 2149 51 17.88 2.68 523 281 -564 11.63 321 -0.19
18.67 17.01 -6.34 21.6 1126 9.63 -597 642 1465 -0.77 031 -0.43
226 6.14 1256 11.81 11.76 2392 4.66 2398 481 2644 467 2138
-0.52 551 -2444 -50 1395 -6.66 10.63 10.00 -1.69 -037 7.59 2422

24.16 30.22 -11.84 1445 -12.27 1894 085 993 889 9.64 -328 16.27
16.63 587 435 6.7

Giv en grafisk beskrivelse af disse data.

Lesning:

I dette tilfelde, hvor vi er interesseret 1 at fa et overblik over tallenes indbyrdes storrelse er det

fordelagtigt at tegne et histogram.

Et histogram ligner et sgjlediagram, men her gelder, at antallet af enheder i hver sgjle reprasenteres

ved s@jlens areal (histo er greesk for areal). Man ber sé vidt muligt serge for at grupperne er lige

brede, da antallet af enheder sé svarer til hgjden af sgjlen.

Excel kan umiddelbart tegne er histogram, men af hensyn til det folgende forklares hvordan man

bestemmer intervalopdeling m. m.

Forst findes det storste tal x,,,, og det mindste tal x,,,, i materialet og derefter beregne variationsbred-

den x,, - x,,. Viser, at storste tal er 33.22 og mindste tal er -24.44 og variationsbredden derfor

33.22 -(-24.44) = 57.66.

Dernest deles tallene op 1 et passende antal intervaller (klasser). Som det forste bud velges ofte et

antal ner ~/n . Da 4100 =10 velges ca. 10 klasser. Da 5?'86 ~ 58 deler vi op i de klasser, der ses

af tabellen. Dette giver 11 intervaller. Vi teller op hvor mange tal der ligger 1 hvert interval (geres
nemmest ved at starte forfra og sat en streg i det interval som tallet tilherer).

Klasser Antal n
1-24.5 ; -18.7] /l 2
]-18.7; -12.9] / 1
1-12.9; - 7.1] /1] 3

1-7.1;-1.3] 11111111 11
]-1.3; 4.5] TN 19
14.5;10.3] TN 23
110.3; 15.1] TN 20
115.1;21.9] 1111111 12
121.9 ; 27.7] 111111 7
127.7 ; 33.5] /! 2




1. Deskriptiv statistik

I Excel sker det pa folgende made:
Data indtastes i eksempelvis sgjle Al til A100 ( data findes pa adressen www.larsen-net.dk )

2003: Vezlg “Funktioner”, Dataanalyse, Histogram

2007: Velg “Data”, Dataanalyse, Histogram

I den fremkomne tabel udfyldes “inputomradet” med A1:A100 og man velger “diagramoutput”..

1) Trykkes pa OK fas en tabel med hyppigheder, og en figur, hvor intervalgranserne er fastlagt af Excel.

2) Onsker man selv at bestemme graenserne, skal man ogsa udfylde intervalomréadet. Dette gores ved at skrive de avre
graenser i en sgjle (f.eks. 1 B1 -18.7,1B2 -12.9 osv. ) og sa skrive B1:B11 i inputomradet

Nedenstdende figurer er blevet gjort lidt “paenere” ved
a) cursor pa en sgjle > tryk hejre musetast P> formater dataseriec P> indstilling P mellemrumsbredde = 0 P> ok

I tilfelde 2 fremkommer folgende

Interval  Hyppighed Kunz;llativ Histogram
0

-18,7 2 0,00% 25

12,9 1 2,00% ! 20 4
7.1 3 3,00% | g 2
-1,3 11 6,00% |08
4,5 19 17,00% >
10,3 23 39,00% L °
15,1 20 52.00% 1 : : : : : : : : : 0
21,9 12 79,00% 00 AT NP2 RN 1 gt P

27,7 7 91,00% o nterval

33,5 2 98,00%

Mere 0 100,00%

Det ses, at de fleste malinger ligger fra ca. - 1.3 til ca. 15.1 og sa falder hyppigheden nogenlunde
symmetrisk til begge sider.
Man regner normalt med, at resultaterne af forseg, hvor man har foretaget malinger (hvis man lavede
nok af dem) har et sddant klokkeformet histogram (beskrives naermere i kapitel 3)

| 4

Sumpolygon

Ud over at tegne histogrammer for en stikprove er det ogsa ofte nyttigt, at betragte en sumpolygon
for en stikprove.

Eksempel 1.6 Sumpolygon

Lad os igen betragte de 100 sideafvigelser i eksempel 1.5.

Vi foretager nu en opsummering(kaldes kumulering), og derefter beregnes ved division med 100
(antal sideafvigelser) tallene i % af det totale antal

Derved fremkommer folgende tabel:

Klasser |Antal Sum Kumuleret relativ hyppighed
1-24.5;-18.71f 2 2 0.02
]-18.7; -12.9]] 1 3 0.03

1-12.9;-7.11] 3 6 0.06
]-7.1;-13] | 11 17 0.17
1-1.3 ; 4.5] 19 36 0.36
14.5;10.3] | 23 59 0.59
110.3; 15.1] | 20 79 0.79
115.1;21.9] | 12 91 0.91
121.9;27.71 | 7 98 0.98
127.7:33.5]1 ] 2 100 1.00




1.2 Gafisk beskrivel se af data

Afsattes punkterne (-18.7,0.02), (-12.9,0.03)...(33.5, 1.00 ) (bemeerk at x-verdierne er veerdierne
1 hejre intervalendepunkt), og forbindes de enkelte punkter med rette linier, fas den i figur 1.1
angivne sumpolygon, hvoraf man kan aflese, at 25% af sideafvigelserne ligger under ca. 1. (kaldes
25% fraktilen eller forste kvartil).

A Sumpolygon

0 | Ly | | | | | >
SI8T7-129-7.0 -1.3 45 103 151 219 27.7 33.5 383

Fig 1.1 Sumpolygon

I Excel fas en sumpolygon pa felgende made:

Data indtastes i eksempelvis sgjle Al til A100

2003: Vezlg “Funktioner”, Dataanalyse, Histogram

2007: Velg “Data”, Dataanalyse, Histogram

I den fremkomne tabel udfyldes “inputomradet” og man vealger “kumulativ frekvens”.

Trykkes pa OK fés en tabel med hyppigheder og kumulerede frekvenser.

Marker intervalsgjlen og kumulativ sejle > 1 vaerktejslinien vaelges “diagram” > veelg “kurve” osv. P udfor.

Interval  Hyppighed Kumulativ Sumpolygon
-18,7 2 2,00%
-12,9 1 3,00% _——
7,1 3 6,00% =
1,3 11 17,00%
4,5 19  36,00% L
10,3 23 59,00%
15,1 20 79,00%
21,9 12 91,00% -
27,7 7 98,00% e e R e e e e e s
33,5 2 100,00% -
Mere 0 100,00%




1. Deskriptiv statistik

1.3. Stikprever

I langt de fleste i praksis forekomne tilfeelde vil det bl.a. af tidsmaessige og omkostningsmeessige
grunde vare umuligt at foretage en totaltelling af hele populationen. Helt klart er dette ved afprov-
ningen odelegger emnet (dbning af konservesdaser) eller populationen i princippet er uendelig ( for
at undersege om en metode giver et storre udbytte end et andet, udferes en reekke kemiske forseg og
her er der teoretisk ingen evre granse for antal delforseg)

Som det senere vil fremga kan selv en forholdsvis lille reprasentativ stikpreve give svar pa vasentli-
ge forhold omkring hele populationen.

Det er imidlertid klart, at en betingelse herfor er, at stikproven er reprasentativ, dvs. at stikpreven
med hensyn til den egenskab der enskes er et “mini-billede” af populationen.

For at opna det, foretager man en eller anden form for lodtraekning (kaldes randomisering).
Afhengig af problemet kan dette gores pa forskellig méde.

Simpel udvalgelse: Den enkleste form for stikpreveudtagning er, at man nummererer populationens
elementer, og s& randomiserer (ved lodtrekning, evt. ved at benyttet et program der generer
tilfeldige tal) udtager de N elementer der skal indgé 1 stikpreven.

Eksempel: For at undersege om en @ndring af vitaminindholdet i foderet for svin @ndrede deres
vaegt, udvalgte man ved randomisering de svin, som fik det nye foder.

Stratificeret udvalgelse.

Under visse omstendigheder er det fordelagtigt (mindre stikprovestorrelse for at opnd samme
sikkerhed) at opdele populationen i mindre grupper (kaldet strada), og sa foretage en simpel udveel-
gelse indenfor hver gruppe. Dette er dog kun en fordel, hvis elementerne indenfor hver gruppe er
mere ensartet end mellem grupperne.

Eksempel: Onsker man at sperge vaelgerne om deres holdning til et politisk spergsmél (f.eks. om
deres holdning til et skattestop) kunne det maske vere en fordel at dele dem op 1 indkomstgrupper
(hoj, mellem og lav) .

Systematisk udvzelgelse:

Det er jo ikke sikkert at man kender alle elementer i populationen. I sé fald kunne man foretage en
sakaldt systematisk udvalgelse, hvor man valger at udtage hver k’te element fra populationen.
Eksempel: En detailhandler ensker at méle tilfredsheden hos sine kunder. Der enskes udtaget 40
kunder 1 lobet af en speciel dag.

Da man naturligvis ikke pa forhand kender de kunder der kommer i butikken, vaelges en systematisk
udvelgelse, ved at vaelge hver 7'ende kunde der forlader butikken. Man starter dagen med ved
lodtreekning at valge et af tallene fra 1 til 7. Lad det vaere tallet 5. Man udtager nu kunde nr.
55+1-7=1254+2-7=19,...,5+39-7 =278 . Derved har man fiet valgt i alt 40 kunder.

Problemet er naturligvis, om tallet 7 er det rigtige tal. Hvis man far valgt tallet for stort, eksempelvis
setter det til 30, sd vil en stikprove pd 40 kraeve, at der er 1175 kunder den dag, og det beheaver jo
ikke at veere tilfldet. Omvendt hvis tallet er for lille, s fir man méske udtaget de 40 kunder 1 labet
af formiddagen, og sé er stikpraven nok ikke reprasentativ, da man ikke far eftermiddagskunderne
med.

Klyngeudvzelgelse (Cluster sampling)

Denne metode kan med fordel benyttes, hvis populationen bestar af eller kan inddeles i delmangder
(klynger) . Metoden bestar 1, at man ved randomisering vaelger et mindre antal klynger, som sa
totaltaelles.



1.4 Karakteristiske tal

Eksempel: I et vareparti pa 2000 emner fordelt pa 200 kasser hver med 10 emner ensker man en
vurdering af fejlprocenten.
Man udtager randomiseret 5 kasser, og undersgger alle emnerne i kasserne.

1.4. Karakteristiske tal

I dette afsnit soger man at karakterisere stikproven og dermed hele populationen ved nogle fa
karakteristiske tal.

Benyttes Excel pé stikpraven péa de 100 sideafvigelser som vi i det folgende vil kalde x.
2003: Funktioner P> Dataanalyse P Beskrivende statistik P> udfyld inputomrade P Resumestatistik
2007: Data P> Dataanalyse P Beskrivende statistik P> udfyld inputomrade P Resumestatistik

fas folgende udskrift
Kolonne1

Middelveerdi 7,5186
Standardfejl 1,066327
Median 7,26
Tilstand 11,81
Standardafvigelse 10,66327
Stikprgvevarians 113,7053

Kurtosis 0,21644
Skaevhed -0,2137
Omrade 57,66
Minimum -24,44
Maksimum 33,22
Sum 751,86
Antal 100

Nogle af disse betegnelser er en ikke korrekt statistisk oversattelse fra engelsk, sé i det folgende vil
andre betegnelser ofte blive anvendt.

Ikke alle i listen er i denne sammenheng af interesse. Til gengeeld savnes en beregning af de sakaldte
kvartiler

I det folgende vil vi koncentrere os om

Estimat (sken) |Betegnelse

Midterveerdi | middelvaerdi ( burde hedde gennemsnit) og median

Spredning standardafvigelse (spredning), stikprevevarians, kvartilafstand, standardfejl
Begreberne vil blive gennemgaet i de folgende afsnit.

1.4.1. Midtervaerdier
Middelvzerdi: Kendes den teoretiske fordeling eksakt, eller hele “populationen” (mélt hegjden pé alle
danske maend) kan beregnes en “korrekt midtervaerdi” kaldet middelveerdi x (graesk my) eller E(X)

(Expected value)
Ud fra stikpreven vil en tilnermet vaerdi (kaldet et estimat) for 1 vaere gennemsnittet x (kaldt x
streg).

n

. 2%
Xt X tetx, G

Kaldes observationerne 1 en stikpreve Xx,,X,,...,X,erx =

n n



1. Deskriptiv statistik

24+4+5+9 B

4
I Excel-udskriften under middelvardi (som altsd burde hedde gennemsnit) findes for de 100 x-
verdier x =7.5186.

Eksempel: Tallene 2.4,5,9 har gennemsnittet x = 5

Median: Medianen beregnes pé felgende made:

1) Observationerne ordnes i reekkefolge efter storrelse.

2a) Ved et ulige antal observationer er medianen det midterste tal

2b) Ved et lige antal er medianen gennemsnittet af de to midterste tal.

Eksempel: Observationer 6, 17,7, 13, 5, 2. Ordnet i reekkefolge: 2, 5, 6, 7 13, 17. Median 6,5

Medianen kaldes ogsa for 50% fraktilen, fordi den brekdel (fraktil) der ligger under medianen er
ca. 50% .

Eksempelvis er medianen for de 100 x- vaerdier 7.26, dvs, halvdelen af sideafvigelserne ligger under
7.26.

Er median og gennemsnit nogenlunde lige store er fordelin-
gen nogenlunde symmetrisk omkring middelverdien.

Er medianen mindre end gennemsnittet er der muligvis tale
om en “hgjreskav” fordeling som har den “lange” hale til
hejre.(se figuren)

Er medianen storre end gennemsnittet, er der muligvis tale TR T
om en venstreskev fordeling o o

At man eksempelvis i lenstatistikker' angives medianen og ikke gennemsnittet fremgér af folgende
lille eksempel.

Lad os antage at en virksomhed har 10 ansatte, med ménedslenninger ordnet efter storrelse pd
20000, 21000, 22000, 23000, 24000, 25000, 26000, 27000, 28000, 100000

Gennemsnittet er her 31600, mens medianen er 24500.

Medianen @&ndrer sig ikke selv om den hgjeste lon vokser fra 100000 til 1 million, mens gennemsnit-
tet naturligvis vokser. Medianen giver derfor en mere rimelig beskrivelse af middellonnen i firmaet.

I nevnte lonstatistik' er ogsé angivet “nedre og ovre Kvartil som er henholdsvis 25% fraktilen og
75% kvartilen. Ved at angive dem far man et indtryk af, hvor stor lenspredningen er som det vil
fremgé 1 afsnittet om spredning

! jeevnfor statistisk drbog 2005 tabel 144 eller se www.statistikbanken.dk Og veelg lon\lenstatistik for den statsli-

ge sektor\lon32\klik for at vaelge\alle vaerdier\hovedgrupper\ledelse pa hejt niveau+kontorarbejde
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1.4 Karakteristiske tal

1.4.2 Spredningsmal.

Stej

Egentlige mélefejl, sdsom at nogle af observationerne ikke bliver korrekt registreret, uklarheder i
sporgeskemaet osv. skal naturligvis fjernes.

Derudover er der den “naturlige” variation som ogsa kunne kaldes “ren stej” (pure error), som
skyldes, at man ikke kan forvente, at to personer der pa alle omrader er stillet fuldsteendigt ens ogsa
vil svare ens pé et spergsmal. Tilsvarende hvis man maéler udbyttet ved en kemisk proces, sa vil
udfaldet af to forseg ikke vare ens, da der altid er en raekke ukontrollable stgjkilder (urenheder 1
ramaterialer, lidt forskel pd personer og apparatur osv.)

Denne naturlige variation skal naturligvis inddrages i den statistiske behandling af problemet, og
dertil spiller et méal for, hvor meget tallene spreder sig naturligvis en vasentlig rolle..

Kvartilafstand: Hvis fordelingen ikke er rimelig symmetrisk, er medianen det bedste skon for en
midtervaerdi, og kvartilafstanden kan vare et mél for spredningen.

Eksempel: I den tidligere omtalte lenstatistik' findes bl.a. felgende tal, idet de to sidste kolonner er
vor bearbejdning af tallene.

Lon pr. praesteret time
nr gennemsnit X  [nedre kvartil k1 {medianm  |ovre kvartil k3 X k3—-kl
m
m
1 [Ledelse pé hejt |353.41 231.63 313.38 433.78 1.13 0.64
niveau
2 |Kontorarbejde |196.82 158.86 186.99 222.78 1.05 0.34

Afkolonnen ™ ses, at for begge raekker er gennemsnittet storre end medianen dvs. begge fordelinger
m

er hojreskav, men det gaelder mest for reekke nr. 1. Her gelder dbenbart, at nogle i forholdsvis heje
lonninger trekker gennemsnittet op.
Skal man sammenligne lonspredningen i de to tilfaelde, m& man tage hensyn til, at medianen er meget
forskellig. Man vil derfor som der er sket i sidste kolonne beregne den relative kvartil-afstand.
Den viser ogsé, at lonspredningen er vasentlig mindre for rekke 2 end for reekke 1 .

| 4

I Excel beregnes kvartilerne saledes:
2003 og 2007: Data indtastes i eksempelvis sgjle Al til A100 » pi varktejslinien foroven: Tryk pa f = >
P4 rullemenu velges “Kvartil” (evt. forst vaelg kategorien “statistik”) P> Der fremkommer en tabel med anvisning pa, hvordan den
skal udfyldes
Med tallene fra sideafvigelserne i eksempel 1.5 fas
3 kvartil 14,3075
1. kvartil 0,185
kvartilafstand 14,1225

1jaevnf;zsr statistisk &rbog 2005 tabel 144 eller se www.statistikbanken.dk

under lon\lgnstatistik for den offentlige sektor \len 32
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1. Deskriptiv statistik

Standardafvigelse (dansk: spredning, engelsk: standard deviation)

I modsatning til de forrige spredningsmal baserer standardafvigelsen sig pé alle observationer i
stikproven (eller populationen) og er derfor (hvis fordelingen er nogenlunde symmetrisk (normalfor-
delt) det mest anvendte mal.

Hvis spredningen baserer sig pa hele populationen benavnes den o(X) eller korto .

Baserer spredningen sig kun pé en stikprove ben@vnes den s. Kort: s er et estimat (skon) for o .

Zn: (x; _;)2
i=1

s beregnes af formlen s = 1
n—

hvor observationerne i en stikpreve er x,,x,,...,X

n

Stikprevevariansen (eller blot variansen) er s?

— 2 — 2 - 2 _ :
2 _(2-97+4 5)4+§5 )" +0-3) :2—36:8.666

Eksempel: Tallene 2,4,5,9med ¥ — 5 .har variansen s
og spredningen s =+/8.667 =2.94

Af udskriften 1 Excel for de 100 verdier fas s =10.66327 og s?=113,7053

Anskuelig forklaring pa formlen for s.
At formlen for s skulle vaere serlig velegnet til at angive, hvor meget resultaterne “spreder sig” (hvor megen stgj der er
) er ikke umiddelbart indlysende. I det folgende gives en anskuelig forklaring.
Lad os betragte 2 forsggsvariable X og Y, hvorpa der for hver er udfert en stikprave pa 4 forseg.
Resultaterne var: ~ X: 35.9,33.3, 34.7, 34.1 med gennemsnittet x =34.5, og
Y: 34.3,34.6,34.7, 34.4 med gennemsnittet y = 34.5.

oo oo Y

De to forsegsvariable har samme gennemsnit, men det er klart, at Y-resultaterne grupperer sig meget tattere om gennem-
snittet end X-resultaterne, dvs. Y-stikpreven har mindre spredning (der er mindre stej pa Y - forseget) end X-stikpreven.
For at f4 et mél for stikprevens spredning beregnes resultaternes afvigelser fra gennemsnittet.

Xp —X Yi—Y
35.9-34.5= 14 343-345=-02
33.3-345=-12 34.6-34.5=0.1
34.7-34.5=02 34.7-345=02

34.1-34.5=-04 34.4-34.5=-0.1

Summen af disse afvigelser er naturligvis altid 0 og kan derfor ikke bruges som et mal for stikprevens spredning.
I stedet betragtes summen af kvadraterne pa afvigelserne (forkortet SS: Sum of Squares eller SAK: Sum af afvigelsernes
Kvadrat).

SAK, = Z(x,- -x)? = 147+ (-12)*+ 022 + (-04)* = 3.60

i=1
SAK, = Y (7~ ¥)* = (-02)* + 0.° + 027 + (-0.)* = 0.10

i=1
Da et mal for variansen ikke mé vere athangig af antallet af forseg, divideres med n - 1.
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1.4 Karakteristiske tal

Umiddelbart ville det veere mere rimeligt at dividere med ». Imidlertid kan det vises, at i middel bliver et sken for
variansen for lille, hvis man dividerer med »n, mens den “rammer” pracist, hvis man dividerer med » - 1. Det kan
forklares ved, at tallene x; har en tendens til at ligge taettere ved deres gennemsnit x end ved middelvaerdien 2 .

st = % =12 s = % =00333. 5, =412=1095 og s, =+00333=0.183

Som vi forudsa, er stikprevens spredning betydelig storre for X-resultaterne end for Y-resultaterne.

Frihedsgrader. Man siger, at stikprovens varians er baseret pd /= n - 1 frihedsgrader. Navnet
skyldes, atkun n -1 afde n led X; — X kan veelges frit, idet summen af de n led er nul. Eksempelvis

ser vi af ovenstdende eksempel, at der er 3 frihedsgrader, da kendskab til de forste 3 led pd 1.4,-1.2
og 0.2 er nok til at bestemme det fjerde led, da summen er nul.

Vurdering af sterrelsen af stikprevens spred- / \
ning. / \
Man kan vise, at for teethedsfunktioner med kun et ‘
maksimumspunkt gelder, at mellem x —2-s og /
x +2-s ligger ca. 89% af resultaterne, og mellem /
X —3-5 og x +3-sligger ca. 95% afresultaterne.

95%

For normalfordelingen er de tilsvarende tal 95% og / L

99%.(se figur 1.2)

H-20 p+2o

Fig 1.2. Mellem nu—-2-0 og u+2-o ligger
ca. 95% af resultaterne.

Dette benyttes bl.a. i statistisk kvalitetskontrol, hvor man lebende udtager stikprever af produktionen.
Eksempelvis kan man om en maling, der giver en veardi, der ligger udenfor intervallet
[X —3-5;X+3-5]sige, at hvis ikke det er en fejlmaling, si er der noget galt ved produktionen (en
maskine lgbet varm eller lignende)

Szetning 1.1. Spredning pa et gennemsnit.

= . . _ s
Stikprovegennemsnittet X varierer med en spredning pd standardfejlen s(x) = T
n

hvor n er stikprovestorrelsen.

For tallene i eksempel 1.5 galder sdledes, at gennemsnittetx = 7.5186 har en spredning pa
o) = 13186

V100

Man opnér altsd en vaesentligt mere precist estimat (resultat) , hvis man beregner et gennemsnit pa
100 malinger, da spredningen pd den enkelte méling sa skal divideres med 10.

Er det meget dyre mélinger er det dog saedvanligvis klogest f.eks. at ngjes med 25 mélinger, og bruge
ressourcerne pa anden vis.

Fordelen ved at ga fra 25 maélinger til 100 mélinger er begranset, da spredningen jo kun bliver
halveret derved.

=0.7581
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1. Deskriptiv statistik

s
Variationskoefficient =— .
X

Skal man sammenligne spredningen af to forskellige fordelinger, f.eks. spredningen af lenningerne
med 10 &rs mellemrum, hvor der maske er sket en generel lonstigning, sa kan man ikke direkte bruge
de to s-verdier. Det skyldes, at hvis alle tal eksempelvis bliver fordoblet, sa vil ogsé s blive for-
doblet. Man ma derfor i stedet bruge variationskoefficienten, hvor man har divideret med gennem-
snittet. (svarer til den relative kvartilafstand, hvor man dividerede med medianen.

Som navnt er de ovrige tal 1 Excel- listen uden storre interesse for os, men her gives en kort beskri-

velse af dem.
Tilstand (dansk: typetal, engelsk: mode) er det tal (her 11,81) der forekommer flest gange i dataszettet. Dette tal er kun
i seerlige tilfelde nyttigt at kende

Omrade (dansk™variationsbredden, engelsk: range) er afstanden mellem sterste og mindste talveerdi. I udskriften angav
Excel den til 57.66 (33.22 - (-24.44))

Den angiver kun et groft mal for, hvor meget tallene spreder sig, da den kun er baseret pa to tal, og ikke inddrager alle
observationerne..

Kurtosis: Angiver i hvilken grad fordelingen er spids eller flad i sammenligning med en normalfordeling. Et tal mellem
-1 og 1 angiver, at der nogenlunde er tale om en normalfordeling.
Verdien 0.216 antyder at fordelingen ikke pa det punkt afviger meget fra en normalfordeling.

Skeevhed: Angiver et mal for hvor “skav” fordelingen er.

Groft taget kan man sige , at en vaerdi under -1 angiver en kritisk skev fordeling med toppunkt mod venstre, mens
tilsvarende en positiv verdi over 1 angiver en kritisk skav fordeling mod hgjre. I sddanne tilfeelde ber man anvende
median og ikke gennemsnit som mal.

Da skeaevheden i eksemplet kun er - 0.214 er skeevheden ikke kritisk.

1.5. Grupperede fordelinger.

I mange statistiske tabeller angiver man for overskuelighedens skyld ikke de oprindelige data, men
grupperer tallene og angiver s kun hyppighederne indenfor hver gruppe.

Excel kan ikke her automatisk beregne de forskellige karakteristiske tal, s det ma geres manuelt.
Lad os igen betragte tallene fra eksempel 1.5, men nu tanke os, at vi kun kender hyppighederne.
For at fa estimat for gennemsnit og spredning antager man nu, at alle observationer ligger i midten
af intervallet. Se tavlen.

Klasser Midtpunkt x; Antal n N
' 100
]-24.5 ; -18.7] -21.6 2 -0.432
]-18.7; -12.9] -15.8 1 -0.158
]-12.9; -7.1] - 10.0 3 -0.30
1-7.1;-1.3] -4.2 11 -0.462
]-1.3;4.5] 1.6 19 0.304
14.5;10.3] 7.4 23 1.702
]10.3; 15.1] 13.2 20 2.64
]15.1;21.9] 19.0 12 2.28
121.9;27.7] 24.8 7 1.736
127.7 5 33.5] 30.6 2 0.612
133.5; 38.3] 36.4 1 0.364
SUM 8.286
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1.6 Grupperede fordelinger

Som det ses er x = 8.286 tet ved den “korrekte” veerdi 7.518 som Excel fandt.
Man siger, at gennemsnittet er et vaegtet gennemsnit, fordi hver vardi indgar med en vaegt svarende
til andelen af veerdier i hvert interval.

n

2 L
Y (x;-%) 00

i=1

Pé tilsvarende made kan man finde spredningen af formlen 1001

Excel har desvarre ikke et egentligt program hertil.

Excel: 1 Excel kan man generere tilfzldige tal baseret pa bl.a. en “javn” fordeling, (kaldes den rektangulzere fordeling),
dvs. hvor alle tal har samme sandsynlighed indenfor et angivet interval [ab].

Vi lader nu Excel danne 1 af sddanne tal i intervallet [-25.5 ; -19.7], 1 af sddanne tal i intervallet [-19.2 ; -13.9] osv.
Tallene placeres i samme sgjle under hinanden.

Funktioner P Dataanalyse | 2 Generering af tilfeldige tal

I menu vaelges”Antal variable = 1, Antal tilfeeldige tal = 1, Fordeling= jeevn, Mellem -25.5 og -19.7 Outputareal = Al
, OK

Vi gentager nu

Funktioner P> Dataanalyse > Generering af tilfzeldige tal

I menu vaelges”Antal variable = 1, Antal tilfeeldige tal = 1, Fordeling= jeevn, Mellem -19.7 og -13.9 Outputareal = A2
, OK

Saledes fortsettes, til vi har alle 100 tal placeret i A-sgjlen.

Vi har nu nogle (ganske vist) kunstige tal, som vi kan fortsatte med at tegne histogram, sumpolygon finde karakteristiske
tal osv. som for.

Onsker man kun at beregne gennemsnit, spredning og median, kan man 1 mange tilfelde gore det
uden at lave “kunstige” observationer jevnfer folgende eksempel.

Eksempel 1.6 Grupperet fordeling
I statistikbanken findes folgende tabel over aldersfordelingen af elever fra Kebenhavn, som er under
uddannelse til forsvaret i 2004.

alder | 21 22 23 24 25 26 27 | 28 | 29 | 30-34 | 35-39

antal | 1 11 44 48 45 34 211 22 | 15 19 2

Beregn gennemsnit og spredning

Lesning:

Beregningerne er foretaget i Excel
1-21+11-22+44-23+..+15-29+19-32+2-37 6736

X = = =25.7
1+11+44+48+45+34+21+22+15+19+2 262 —
J— 2 . —_— 2 . —_— 2
S:\/l (21-257)" +11 (2226225?) +..4+2-(37-25.7) 1074

Median: Der summeres op til man ndr 131. Heraf ses, at median er 2
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1. Deskriptiv statistik
Opgaver

Opgave 1.1.

Angiv 1 hvert af folgende tilfelde, om de folgende variable er kvantitative eller kvalitative.
a) Kon (mand eller kvinde)

b) Temperatur

c) Antal dage i den sidste uge hvor en kadet pa seofficerskolen har fiet mindst en drink

d) CPR-nummer

Opgave 1.2.
I www.statistikbanken.dk/luft4 er folgende oplysninger for dret 2003 hentet ind 1 Excel.
Udslip til luft af drivhusgasser efter enhed, type, kilde og tid

2003
Mia. C02-aekvivalenter | alt Energisektoren 32
Industri og produktion 8
Transport 13
Affaldsbehandling 2
Landbrug 10
Andet 9

a) Hent selv disse data ind 1 Excel, og opstil et lagkagediagram til belysning af tallene.

b) Find de tilsvarende tal for 1996, og valg en passende grafisk fremstilling til sammenligning af
tallene fra 1996 og 2003.

c) Beregn i Excel for drene 1990 til 2003 energisektorens udslip i forhold til det samlede udslip af

drivhusgasser (i %), og tegn dette grafisk.

Opgave 1.3
Folgende tabel angiver for et udvalgt antal lande oplysning om middellevetid for befolkningen og

indbyggerantal.

Land Middellevetid| Indbyggertal i millioner

Australien 80.3 19.9

Canada 80.0 32.5

Danmark 77,5 5.5

Frankrig 79.4 60.4

Marokko 70.4 32.2

Polen 74.2 38.6

Sri Lanka 72.9 19.9

USA 77.4 293.0

1) Indskriv ovenstaende tabel i Excel, hvor landene er opskrevet alfabetisk.

Benyt Excel til

1) at ordne landene efter middellevetid (leengst levetid forst), og atbild dem grafisk.

2) tegn i et koordinatsystem to kurver, som angiver savel landenes storrelse som middellevetid

Opgave 1.4

I http://www.statistikbanken.dk/statbank5a/default.asp?w=1600 findes nogle oplysninger om

Danmarks forbrug af energi efter type og mangde.

1) Hent produktion af naturgas og rdolie ind malt i tons for de sidste 2 &r (i méneder) ind i Excel

2) Tegn 1 Excel 1 samme koordinatsystem to kurver for henholdsvis produktionen af naturgas og
rdolie.
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Opgaver til kapitel 1

Opgave 1.5

Ferdselspolitiet overvejede, om der burde indferes en fartgraense pa 70 km/h pa en bestemt lande-
vejsstraekning, hvor der hidtil havde varet en fartgraense pa 80 km/h.

Som et led 1 analysen af hensigtmaessigheden af den overvejede @ndring observeredes inden for et
bestemt tidsrum ved hjelp af radarkontrol de forbipasserende bilers fart.

Resultatet af malingerne (som kan findes péd adressen www.larsen-net.dk ) var:

50 observationer

64 72 82 52 60 95 86 70 63 48
50 63 35 60 77 41 47 88 62 66
59 49 55 99 65 76 76 68 51 80
75 74 64 74 62 70 85 73 93 65
98 55 8 80 78 53 96 71 84 103

1) Foretag en vurdering af, om fordelingen er nogenlunde symmetrisk (normalfordelt) ved
a) at tegne et histogram
b) at beregne karakteristiske vaerdier

2) Tegn en sumpolygon for fordelingen, og benyt den til at angive hvor stor en procent af bilisterne,
der “approksimativt” overstiger hastighedsgraensen pa 80 km/h. (Vink: Vealg hensigtsmessige
intervalgrenser).

Opgave 1.6

Til fabrikation af herreskjorter benyttes et rdmateriale, som indeholder en vis procentdel uld. For
narmere at undersgge uldprocenten, méles denne 1 64 tilfaeldigt udvalgte batch.

Resultatet (som kan findes pa adressen www.larsen-net.dk ) var (i %):

34.2 |33.1 |34.5 [35.6 |136.3 |35.1 |34.7 |33.6 [33.6 |34.7 |35.0 {35.4 |136.2 [36.8 |35.1 [35.3
33.8 |34.2 |133.4 [34.7 |34.6 |35.2 |35.0 |34.9 (34.7 |33.6 |32.5 [34.1 |35.1 [36.8 |37.9 |36.4
37.8 136.6 |35.4 [34.6 |33.8 (37.1 |34.0 |34.1 [32.6 |33.1 [34.6 |35.9 |34.7 [33.6 |32.9 (33.5

35.8 |137.6 |137.3 |34.6 |35.5 |32.8 [32.1 (34.5 [34.6 (33.6 |24.1 |34.7 |35.7 |36.8 |34.3 |32.7

1) Foretag en vurdering af, om fordelingen er nogenlunde symmetrisk (normalfordelt) ved

a) at tegne et histogram

b) at beregne karakteristiske verdier

Der er i datamaterialet en sikaldte outliers (en mulig fejlmaling). En sddan kan edeleegge enhver
analyse. Det er i dette tilfeelde tilladeligt at fjerne den, da vi gér ud fra det er en fejlméling.
2) Beregn stikprovens relative kvartilafstand
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1. Deskriptiv statistik

Opgave 1.7
Den folgende tabel viser vagtene (i kg) af 80 kaniner.
(tallene kan findes pa adressen www.larsen-net.dk )

2.90(2.5512.95]2,70 |3.20(2.75(3.20]2.85] 2.60 | 2.90 | 2.85 [ 2.70 | 2.80 | 2.55 | 3.10 [ 2.90
2.60(2.45]2.65|3.15 |3.40(2.90(3.00]2.50] 2.95 | 3.00 | 3.25 [ 2.80 | 2.70 | 2.60 | 2.80 [2.70
2.4512.7012.65(2.95 |2.80(2.85(2.70]2.95]| 3.05 [ 2.65 | 2.70 | 2.70 | 3.00 [ 2.80 [ 2.70 | 3.00
2.7512.7512.85(2.70 |2.952.75(2.70]2.65| 3.05 [ 2.90 | 3.00 | 2.75 | 2.60 [ 3.00 | 3.15 | 2.60
2.602.8012.45]2.95 12.65(2.90(2.95]12.90]2.95 [ 2.75 [ 2.75 | 2.80 | 3.00 | 2.50 | 3.00 | 3.15

1) Foretag en vurdering af, om fordelingen er nogenlunde symmetrisk (normalfordelt) ved
a) at tegne et histogram
b) at beregne karakteristiske vaerdier

2) Angiv hvor stor en procent af kaninerne, der “approksimativt” overstiger en vegt pa 3 kg
(Vink: Anvend histogram og kumulativ frekvens).

Opgave 1.8
[ “statistikbanken” http://www.statistikbanken.dk/statbank5a/default.asp?w=1600 finder man under
punktet “Uddannelse og kultur”,”elever pr. 1 oktober”, Ul1: Elever efter bopalskommune osv, en
statistik over antal elever i forsvaret (se under punkt 5095) 1 2004 fordelt efter alder for hele landet.
1) Indset data i Excel for mendene.
2a) Lav et sgjlediagram over aldersfordelingen for mand. Bemark, at da intervallerne ikke er lige
lange, md man @&ndre pé inddelingerne.
2b) Beregn median , middelverdi, spredning og relativ kvartilafstand for maend.
Vurder om fordelingen er symmetrisk, venstreskev eller hojreskev..

Opgave 1.9
I http://www.statistikbanken.dk/statbankSa/default.asp?w=1600 findes under Lon og lenstatistik for
statslige ansatte under “lon 31" nogle oplysninger om fortjenesten for statsansatte efter uddannelse
m.m. i forsvar i 2005.
1) Angiv gennemsnit, median, evre og nedre kvartil for savel meend som kvinder
2) Overfor data til Excel pd egen harddisk
3) Angiv om de to fordelinger er symmetrisk, hojre eller venstreskav
4) Er der forskel pé lonspredningen for mand og kvinder
(Vink: Beregn den relative kvartilafstand)
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2.2 Rel ative hyppi gheder, tathedsfunktion

2 Tatheds- og fordelingsfunktion.

2.1 Indledning

Viharikapitel 1 pd basis af stikprover tegnet histogrammer, beregnet gennemsnit og spredning osv.
Vi vil i dette afsnit generalisere disse begreber.

2.2. Relative hyppigheder , teethedsfunktion.

2.2.1.Relative hyppigheder.
Ved den relative hyppighed forstas hyppigheden divideret med det totale antal.

23
I eksempel 1.5 er den relative hyppighed for sideafvigelsen i intervallet 14.0 ; 9.3] 100 =23%

Man kunne sige, at “sandsynligheden” er 23% for at sideafvigelsen ligger i dette interval.

Skal man sammenligne to talmaterialer, eksempelvis sammenligne de 100-vardier i eksempel 1.5
med 200 resultater fra en anden skydebane, har det ingen mening at sammenligne hyppighederne,
men derimod de relative hyppigheder, dvs. dividere hyppighederne med henholdsvis 100 og 200.

2.2.2. Tethedsfunktion.

Efter at man har indsamlet data, vil man sege ud fra stikpreven at fa et indtryk af karakteristiske treek
ved hele populationen. Her spiller tethedsfunktionen en vigtig rolle.

Vi vil igen benytte eksempel 1.5 til at anskueliggere denne funktion

Eksempel 2.1 . Taethedsfunktion

I den folgende tabel er dels beregnet de relative hyppigheder for tallene i eksempel 1.5 dels er der
af hensyn til det folgende foretaget en skalering ved at dividere den relative hyppighed med
intervalleengden 5.8.

Klasser |[Antaln Relativ ) n
‘ " Skalering 100.58
hyppighed 100

1-24.5; -18.7] 2 0.02 0.00345

1-18.7; -12.9] 1 0.01 0.00172
1-12.9; -7.1] 3 0.03 0.00517
1-7.1; - 1.3] 11 0.11 0.0190
1-1.3; 4.5] 19 0.19 0.0328
14.5; 10.3] 23 0.23 0.0400
110.3 ; 15.1] 20 0.20 0.0345
115.1; 21.9] 12 0.12 0.021
121.9 ; 27.7] 7 0.07 0.012
127.7 ; 33.5] 2 0.02 0.00345

Hvis man taenker sig histogrammet tegnet med de skalerede verdier i stedet for hyppighederne, sa
vil arealet af hver sgjle vaere den relative hyppighed og det samlede areal vaere 1.
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2. Tatheds- og fordelingsfunktion

Hvis man tenker sig antallet af forseg stiger (for eksempel ikke skyder 100 skud men maske 1

million skud), samtidig med at man eger antallet af klasser tilsvarende (til for eksempel Jloi6 ~1000)
, vil histogrammet blive mere og mere fintakket, og til sidst naerme sig til en kontinuert klokkeformet
kurve. For denne idealiserede kontinuerte kurve, vil arealet under kurven i et bestemt interval fra a
til b veere sandsynligheden for at fa en verdi mellem a og b. Det samlede areal under kurven er
naturligvis 1.

Man siger, at den (kontinuerte) stokastiske variabel X (X er her sideafvigelsen) har en
teethedsfunktion f{x) hvis graf er den ovenfor navnte kontinuerte kurve. ¢

Eksempel 2.1 begrunder, at en taethedsfunktion for en kontinuert stokastisk variabel X skal have den
egenskab, at sandsynligheden for at X ligger mellem 2 vaerdier a og b lig med arealet under kurven'.

Sandsynligheden for at X ligger mellem a og b skrives kort P(a < X <)
(P star for probability)

P(a< X <b)

]

a b

Fig 2.1 Teethedsfunktion

Pa basis af en stikprove pd n tal , kunne vi regne

gennemsnit X og spredning s ud.

Middelveerdi:  Kendes den stokastiske variabel X ’s tethedsfunktion f{ix) kan beregnes en
“korrekt midterveerdi”. Denne kaldes middelvardien for X og benavnes u eller

E(X) (E for expected).
Spredning (ogsa kaldet standardafvigelse efter engelsk: standard deviation)
Tilsvarende kan beregnes en eksakt vaerdi for spredningen. Denne benavnes o eller o( X)

Man siger kort, at gennemsnittet X er et estimat for x, og “stikpravens spredning” s er et estimat
for o .

Ofte regner man i variansen, som benzvnes o> eller V(X).

'En teethedsfunktion for en kontinuert statistisk variabel skal tilfredsstille folgende betingelser:

0 b
) f(x)=0, 2) j f)d=1, 3)Pa<x<bh)= j £ (x)dx for ethvert interval [a ; b]
-0

a

Definition: Middelvaerdi E£(X) :jw - f(x)dx Varians V(X) = j C =) f()dx

Spredning o(x)=./v(X)
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2.3 Fordel i ngsfunktion

2.3. Fordelingsfunktion

P-fraktil: Lad f(x) vare tethedsfunktionen for en stokastisk variabel X og lad p vare et tal mellem

0ogl.
Ved p - fraktilen eller 100-p% fraktilen forstds det tal x,, for hvilket det gelder, at

P(X <x,)=p (sefigur2.2)

Medianen m er 50% fraktilen.

.

X,

Fig 2.2 Arealet under kurven til venstre for

p - fraktilen x, er p

Svarende til at vi tegnede sumkurven i eksempel 1.6 for en stikprave, kan vi tilsvarende definere en
sékaldt fordelingsfunktionen F(x) for en stokastisk variabel X .

X,

/
Fig 2.3 Fordelingsfunktion

Denne er defineret’ ved  F(x) = P(X <)
Grafen for F(x) kan ses pa figur 2.3

Ved p - fraktilen forstas derfor ogsa det tal x , for hvilket F(x,)=p

3 x
F(x)= P(X <x)= j F(x)dx
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2. Tatheds- og fordelingsfunktion

2.4. Middelveaerdi og spredning af sum af stokastiske variable

Statistisk uafhaengighed

To hendelser (eller statistiske variable) siges at vaere uathangige, hvis sandsynligheden for at den
ene handelse indtreffer ikke afhanger af om den anden indtraeffer.

Lad eksempelvis X, vere resultatet af forste kast med en terning og lad X, vare resultatet ved andet
kast med samme terning.
X, og X, ma da anses for at vaere uathengige, da resultatet 1 andet kast ikke er afhengig af hvad
resultatet ved forste kast.

Middelveerdi og spredning af sum af stokastiske variable

Seetning 2.1.
Lad n vere et positivt helt tal, lad X, X,,..., X, vere n stokastiske variable, og lad
a,,a,,...,a, vere n konstanter.

Y=a,-X,+a, - X,+..+a,X, erdaen stokastisk variabel med middelvardien
E(Y)=a,-E(X))+a, E(X,)+..+a, -E(X,) (sumregel)

Hvis X, X,,..., X, er statistisk uatha@ngige, sa gelder, at variansen for Y er

Vy)= a12 -V(X1)+a§ -V(X2)+...+a3 -V(Xn) (kvadratregel)

Satningen bevises ikke her, men illustreres ved folgende eksempel:

Eksempel 2.1 Sum- og kvadratregel

Insektpulver szlges 1 papkartoner.

Lad X, vere vagten af insektpulveret og lad X, vare vegten af papkartonen.

I middel fyldes der 500 gram insektpulver i1 hver karton. Spredningen pa vegten af pulveret er pa 5
gram. Kartonerne vejer i middel 10 gram med en spredning pd 1.0 gram.

a) Find middelvaerdien af bruttovaegten

b) Find spredningen af bruttovagten.

Lesning.

Bruttovegtener ¥ = X, + X,

a) Ifelge sumreglen geelder da Y(Y) = E(X;)+ E(X,)=500+10=510gram

b) Det synes rimeligt, at vaegten af puveret og vaegten af papkartonen er uathengige af hinanden
(péfyldningen kan tenkes at ske maskinelt, uden at den pa nogen made er athengig af hvilken
vaegt kartonen tilfeldigvis har)

Ifolge kvadratreglen geelderda V(Y) =V(X,)+V(X,) = 52 +1' =26
Spredningen er o(X) = V26 = 5. gram
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3.2. Definition og beregning

3 NORMALFORDELINGEN

3.1 Indledning

Ofte vil man finde, at nér vi udtager en stikpreove, s vil dens histogram vere (nasten) symmetrisk
og “klokkeformede”. Dette gjaldt eksempelvis for tallene i eksempel 1.5 (sideafvigelse ved
skydning). Vi nevnte da, at vi sd nok havde at gare med en “normalfordeling”

Dette er ikke tilfeeldigt, idet normalfordelingen er den fordeling som oftest forekommer i forbindelse
med losning af “praktiske” problemer.

Dette skyldes, at nar méleresultater pavirkes af en lang reekke sma uathangige pavirkninger, vil
observationerne vere fordelt symmetrisk om en midtervaerdi med flest resultater taettest ved
midtervaerdien. Maler man f. eks vagten af syltetoj, der fyldes pd en ddse af en automatisk
pafyldningsmaskine, s& vil denne variere pad grund af mange sma uafhangige og ukrontrolable
pavirkninger. De fleste dasers vaegt vil ligge tet pa gennemsnitsvegten, nogle vil vere lidt lettere,
andre lidt tungere men de vil fordele sig symmetrisk omkring middelvaerdien. Andelen af meget
tunge déser og meget lette daser vil vere meget lille. En sddan symmetrisk fordeling med en
aftagende forkomst af observationer nér vi fjerner os fra middelvardien, er netop typisk for en
normalfordelt variabel.

Andre eksempler pa normalfordelte variable er maling af :

rekrutters hejde eller vaegt, pH i ledvesken i kne, udbyttet af et stof A ved en kemisk proces,
diameteren af en serie aksler produceret pa samlebénd, udbyttet pr hektar pd hvedemarker.

3.2 Definition og beregning .

Normalfordelingen med middelvaerdi u og spredningen o benavnes kort n(u, o).
Tathedsfunktionen f{x) * og den tilsvarende fordelingsfunktion findes pd Excel og mange
“matematiklommeregnere. Tidligere benyttede man ogsa tabeller over den

For at fa et overblik over betydningen af # og o er der pa figur 3.3 afbildet teethedsfunktionen for

normalfordelingerne n(0, 1), n(4.8, 3.2),n(4.8,0.7) og n(10, 1).

4 Normalfordelingen har funktionsforskriften er f(x) = ——- ew' k3 , —0 <X <™



3. Normalfordelingen

0.6
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Fig 3.3. Normalfordelinger med forskellig middelveerdi og spredning

Arealerne under kurverne er alle 1, og man ser, at “klokkeformen” bliver bred nar spredningen er
stor. Som tidligere navnt vil et interval pd [#—3-0;u+3-0] indeholder stort set hele

sandsynlighedsmassen.

Beregning af sandsynligheder
Excel:
P4 verktejslinien foroven: Tryk f > Velg kategorien “Statistisk™ > Velg “NORMALFORDELING”

eller NormINV.
Der fremkommer en tabel med anvisning pé, hvordan den skal udfyldes.

P(X < x) =NORMFORDELING(x; ¢ ; & ;1)

P(X<x,)=p X, = NORMINV(p; i£;0)

Folgende eksempel illustrerer hvordan man i Excel beregner sandsynligheder i normalfordelingen.

Eksempel 3.2 Beregning af sandsynligheder i normalfordelingen

Fordenieksempel 1.5 angivne stikprove pd sideafvigelserne ved 100 skud fandt vi at gennemsnittet
var x =7.79 og spredningen s = 10.75.

Vi antager nu, at den stokastiske variabel X = sideafvigelserne ved affyring med maskingeveer er
med tilnermelse normalfordelt n(x, o) med en middelverdi y = 7.79 ogenspredningpd o =10.75 .

1) Beregn sandsynligheden for, at skudene rammer til venstre for mélskiven, dvs X er mindre end

0

2) Beregn sandsynligheden for at skuddene falder i en afstand fra malskiven, som er mindre end 10,
dvs at X ligger mellem -10.0 og 10.0

3) Beregn sandsynligheden for, at skuddene rammer til hojre for mélskiven, i en afstand, der er storre
end 15, dvs. at X er storre end 15.

24



3.2. Definition og beregning

4) Beregn medianen m, dvs. find den sideafvigelse m som halvdelen af skuddene ligger til venstre
for. Dette er det samme som at finde m, s& P(X <m) =050

5) Beregn 95% fraktilen, dvs. den vaerdi x5, som 95% af sideafvigelserne ligger til venstre for.

Det er det samme som at sige, at P(X < x(95) =0.95

Losning: 0,04 [
1) Sandsynligheden for, at sideafvigelserne er mindre end i
0, er lig med arealet af det skraverede omrade under ~ 0.03;
tethedsfunktionen (se figuren).
Resultat: ,
P(X < 0) =NORMFORDELING(0;7,79;10,75;1)= g1 ©
0,234333 ~ 23.4%

0,02 |

-50  -30

0,04 F
2) Sandsynligheden for, at sideafvigelserne ligger mellem 0’03;
-10 og 10 er lig med arealet af det farvede omrade 0,02

under tethedsfunktionen (se figuren). [
0,01 |

Beregningen sker i Excel ved at beregne arealet fra
—oo til 10 og derfra traekke arealet fra — oo til -10, dvs.
P(-10£ X <10)= P(X £10)- P(X £-10) =

NORMFORDELING(10;7,79;10,75;1)- NORMFORDELING(-10;7,79;10,75;1) = 53.25%

3) Da arealet under kurven er 1, fés
P(X 215)=1- P(X <15)=1 - NORMFORDELING(15;7,79;10,75;1)= 0,251207 = 25.12%

4) Her kendes arealet = 0.5 og man skal finde den tilsvarende x - vaerdi, dvs. vi ser pa den omvendte
funktion og beregner medianen m = NORMINV(0,5;7,79;10,75) = 7,79

5) Tilsvarende fés x,45=NORMINV(0,95;7,79;10,75) = 25,472 L 2

Beregning ved tabel.

Har man ikke disse hjelpemidler til rddighed, ma man benytte tabel. Den normalfordeling, hvis
fordelingsfunktion er tabellagt, er den sdkaldte normerede normalfordeling. Den er bestemt ved
athave middelvardien 0 og spredningen 1. En statistisk variabel, der er normalfordeltz (0,1), kaldes
sedvanligvis U og dens fordeling U-fordelingen' .

Dens tethedsfunktion benzvnes ¢ og dens fordelingsfunktion @ .>

o angelsaksiske lande ofte Z og Z-fordelingen.

2 2

1 _w 1 v
2 o(u) = e ? for ethvert u,0g fordelingsfunktionen er bestemt ved ®(u) = P(U <u) = . J e 2dt

2.7 2z
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3. Normalfordelingen

Har man ikke et hjelpemiddel til radighed der som Excel kan beregne sandsynligheder i normalfordelingen, benytter man en tabel
over den normerede normalfordeling. Ud fra denne kan man sa beregne sandsynligheder i en vilkérlig normalfordeling.
Dette er unedvendigt, ndr man har et passende hjelpemiddel til rddighed, sa vi vil ikke gennemga hvorledes dette kan gores.

Ved beregningerne er det ofte nedvendigt at anvende folgende sammenhaeng mellem fraktiler for
X og fraktiler for U:

X,=u, 0c+p

I sadanne tilfelde kan det vare hurtigere at benytte en tabel over ofte benyttede verdier af U-
fordelingens p - fraktiler u,. Disse er derfor angivet i tabel 1 sidst i notatet.

Vi vil se ovennavnte relation benyttet 1 det felgende eksempel.

Eksempel 3.3. Normalfordeling.

En fabrik steber plastikkasser. Fabrikken far en ordre pd kasser, som blandt andet har den

specifikation, at kasserne skal have en lengde pa 90 cm. Kasser, hvis leengder ikke ligger mellem

89.2 0g 90.8 cm bliver kasseret.

Det vides, at fabrikken producerer kasserne med en lengde X, som er normalfordelt med en

spredning pa 0.5 cm.

1) Hvis X har en middelvardi pa 89.6, hvad er s& sandsynligheden for, at en kasse har en leengde,
der ligger indenfor specifikationsgranserne.

2) Hvor stor er sandsynligheden for at en kasse bliver kasseret, hvis man justerer stobningen, sa
middelverdien bliver den der giver den mindste procentdel kasserede (spredningen kan man ikke
aendre).

Fabrikanten finder, at selv efter den i spergsmal 2 foretagne justering kasseres for stor en procentdel

af kasserne. Der onskes hojst 5% af kasserne kasseret.

3) Hvad skal spredningen o formindskes til, for at dette er opfyldt?

4) Hvis det er umuligt at endre o , kan man preve at fa @ndret specifikationsgraenserne.

Find de nye specifikationsgrenser (placeret symmetrisk omkring middelvaerdien 90,0) idet
spredningen stadig er 0.5, og hejst 5% ma kasseres.

En ny maskine indkebes, og som et led 1 en undersogelse af, om der dermed er sket @ndringer 1

middelvaerdi og spredning produceres 12 kasser ved anvendelse af denne maskine.

Man fandt folgende leengder: 89.2 90.2 89.4 90.0 90.3 89.7 89.6 89.9 90.5 90.3 89.9 90.6.

5) Angiv pa dette grundlag et estimat for middelverdi og spredning.

Leosning:

1) P(89.2< X <90.8)= P(X <908)- P(X < 892)
=NORMFORDELING(90,8;89,6;0,5;SAND)-NORMFORDELING(89,2;89,6;0,5;SAND)= 0,779947 & 78.0%

2) Middelvardien ma nu settes til midtpunktet af intervallet, dvs. til 90 cm.
P(X >908)+ P(X <89.2)=1-P(X <90.8)+ P(X <89.2)
=1-NORMFORDELING(90,8;90;0,5;SAND)+NORMFORDELING(89,2;90;0,5;SAND)= 0,109599 % 10.96%

3) P(892< X <90.8)=095< P(X £89.2)=0.025 (dader ligger 5% udenfor intervallet, og af

symmetrigrunde ma sa 2,5% ligge pé hver sin side af intervallet.)

2-
Metode 1:Ved indsattelseiligningen x, =u, -0+ pfdsnud92 =u, ;-0 +90 <= o = 892790

U 025
Benyttes tabel 1 fasu,,5s = —1.96 og dermed o = 0408

Benyttes Excel fas 0 =(89,2-90)/NORMINV(0,025;0;1)=0,408171 ~ 0.408
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3.2. Definition og beregning

Metode 2: I celle Al skrives en startvaerdi for O eksempelvis 0,5.
P> 1 celle B1 skrives =NORMFORDELING(89,2;90;A1;SAND) P>
2003: Funktioner P> ° ‘Mélsegning”
2007: Data P> Hvad-hvis analyse | 2 ’Malsegning
I “Angiv celle” skrives B1. 1 “Til Verdi” skrives 0,025. I “Ved @ndring af celle” skrives Al.
Facit :0,408444
4) Med samme begrundelse som under punkt 3 fas:

P(90.0—d < X <90.0+d) =095 <> P(X <90.0—d) = 0025 og P(X <900+d)=0975.

Vifar nedre grense =NORMINV(0,025;90;0,5) = 89,02002 = 89.0
Ovre grense =NORMINV(0,975;90;0,5) = 90,97998 = 91.0

5) Ved indtastning af de 12 tal i Excel i cellerne Al til A12 findes x = Middel(A41: 412) = 89.97
og s =STDAFV(A1:A2)=0.435
L 4

Vi n@vner uden bevis folgende satning:

Satning 3.1 Additionssztning.
Lad n vere et positivt helt tal, lad X, X,,..., X, veere n normalfordelte stokastiske variable, og lad

a,,a,,...,a, vere n konstanter.

Y=a,-X,+a, X,+..4a,X, erdaogséd en normalfordelt stokastisk variabel

Eksempel 3.4 Additionssaetning

En boreproces fremstiller huller med en diameter X, , der er normalfordelt med en middelverdi x,
= 10.00 og en spredning pd 0.04. En anden proces fremstiller aksler med en diameter X, , der er
normalfordelt med en middelvaerdi ¢, = 9.94 og en spredning pd 0.03.

Find sandsynligheden for, at en tilfeldig valgt aksel har en mindre diameter end en tilfeldig valgt
borehul.

Lesning:

P(X,<X))=P(X,-X, <0).

Settes ¥ = X, — X, er Y normalfordelt.

Ifolge setning 2.1:sumregel geelder E(Y) = E(X,)—- E(X,)=9.94-10.00=-0.06 .
Da man ma antage, at de to processer er uathengige kan kvadratreglen anvendes

V(Y)=1V(X,)+(=1)*V(X,) = 004> + 003> = 0.025

o (Y) =-/0.0025 = 0.05

P(X, < X,)=P(Y <0) =NORMFORDELING(0;-0,06;0,05;1) = 0.8849
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3. Normalfordelingen

OPGAVER

Opgave 3.1

1) En stokastisk variabel X er normalfordelt med y=0o0g o =1.
Find P(X <0.75), P(X > 1.6) og P(0.75< X < 1.6).

2) En stokastisk variabel X er normalfordelt med ¢ =25.10g o =2.4.
Find P(22.3< X £278).

Opgave 3.2

Maksimumstemperaturen, der opnas ved en bestemt opvarmningsproces, har en statistisk fordeling
med en middelverdi pd 113.3° og en spredning pd 5.6°C. Det antages, at maksimumstemperaturens
variation er tilfeeldig og kan beskrives ved en normalfordeling.

1) Find procenten af maksimumstemperaturer, der er mindre end 116.1°C.

2) Find procenten af maksimumstemperaturer, der ligger mellem 115°C og 116.7°C.

3) Find den veardi, som overskrides af 57.8% af maksimumstemperaturerne.

Man overvejer at gd over til en anden opvarmningsproces. Man udferer derfor 16 gange i labet af
en periode forsgg, hvor man maler maksimumstemperaturen, der opnds ved denne nye proces.
Resultaterne var 116.6, 116,6, 117,0, 124,5,122,2,128,6,109,9,114,8 ,106,4, 110,7, 110,7 ,
113,7,128,1,118,8,115,4, 123,1

4) Giv et estimat for middelverdien og spredningen.

Opgave 3.3

En topedo affyres mod et 250 meter bredt mal.

Man sigter efter mélets midtpunkt. Afstanden fra midtpunktet til det punkt der rammes er
normalfordelt med en middelverdi pa 0 og en spredning o pa 100 meter.

Beregn sandsynligheden for at man rammer malet.

Opgave 3.4

En fabrik planlagger at starte en produktion af rer, hvis diametre skal opfylde specifikationerne

2,500 cm £ 0,015 cm.

Ud fra erfaringer med tilsvarende produktioner vides, at de producerede ror vil have diametre, der

er normalfordelte med en middelvaerdi pé 2,500 cm og en spredning pa 0,010 cm. Man ensker i

forbindelse med planlaegningen svar pa felgende spergsmal:

1) Hvor stor en del af produktionen holder sig indenfor specifikationsgranserne.

2) Hvor meget skal spredningen o ned pa, for, at 95% af produktionen holder sig indenfor
specifikationsgrenserne (middelverdien er uendret pa 2,500 cm).

3) Fabrikken overvejer, om det er muligt at f4 indfert nogle specifikationsgranser (symmetrisk
omkring 2,500), som bevirker, at 95% af dets produktion falder indenfor graenserne. Find disse
graenser, idet det stadig antages at middelvardien er 2.500 og spredningen 0.010 cm.

Opgave 3.5

En automatisk dasepéafyldningsmaskine fylder henskedssuppe i ddser. Rumfanget er normalfordelt

med en middelverdi pa 800 ml og en spredning pa 6,4 ml.

1) Hvad er sandsynligheden for, at en dise indeholder mindre end 790 ml?.

2) Hvis alle déser, som indeholder mindre end 790 ml og mere end 805 ml bliver kasseret, hvor stor
en procentdel af ddserne bliver si kasseret?

3) Bestem de specifikationsgranser der ligger symmetrisk omkring middelvardien pa 800 ml, og
som indeholde 99% af alle daser.
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Opgaver til kapitel 3

Opgave 3.6

Ved fabrikation af et bestemt marke opvaskemiddel fyldes vaskepulver i papkartoner. I middel

fyldes 4020 g pulver i hver karton, idet der herved er en spredning pd 12 g. Pulverfyldningen kan

forudsettes ikke at athaenge af kartonernes vaegt, der i middel er 250 g med en spredning pé Sg.

1) Find spredningen pa bruttovaegten

2) Beregn sandsynligheden p for, at en tilfaeldig pakke opvaskemiddel har en bruttovegt mellem
4250 g 0og 4300 g.

Opgave 3.7

Det antages, at den voksne befolkningen i middel vejer 80 kg med en spredning péd 10 kg.

1) Find sandsynligheden for at en voksen person vejer over 100 kg.

Pa en elevator stér, at der hojst md vare 10 personer i elevatoren. Endvidere oplyses, at vaegten ikke
ma overstige 900 kg.

2) Find sandsynligheden for, at den samlede vagt af 10 voksne personer er mere end 900 kg.

Opgave 3.8

I et laboratorium laegges et nyt gulv. Det forudsattes, at vagten Y der hviler pa gulvet, er summen

af vaegten X, af maskiner og apparater og vaegten X, af varer og personale. Da bade X, og X, er sum

af mange relativt smi vagte, antages det, at de er normalfordelte. Det antages endvidere at X, og X,

er statistisk uathengige. Erfaringer fra tidligere gor det rimeligt at antage, at der gelder folgende

middelveardier og spredninger (mélt i tons): E(X;)=6.0, o(X,) =1.2, E(X;)=3.5, o(X,) =04.

1) Beregn E(Y) ogo(Y) .

2) Beregn det tal y, , som vagten ¥ med de ovennavnte forudsatninger kun har en sandsynlighed
pa 1% for at overskride.

3) Beregn sandsynligheden for, at veegten af varer og personale en tilfaeldig dag, efter at det nye gulv
er lagt, er starre end vagten af maskiner og apparater. (Vink: se pa differensen X, - X))
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3. Konfidensinterval

4. Konfidensinterval

4.1. Indledning

Udtages en stikprave fra en population er det jo for, at man ud fra stikpreven kan fortalle noget
centralt om hele populationen.

I eksempel 1.5 var vi saledes interesseret i hvor meget sideafvisningen var for det pagaeldende
maskingever. Vi fandt, at for gennemsnittet af 100 skud var den 7.79 enheder mod venstre.

Et sddant gennemsnit er imidlertid ogsé behaftet med en vis usikkerhed.

Havde vi skudt andre 100 skud, havde vi uden tvivl faet et lidt andet gennemsnit.

Det er derfor ikke nok, at angive at den “sande” middelvaerdi er x, vi ma ogsd angive et
“usikkerhedsinterval”.

Et interval indenfor hvilket den “sande veerdi” x4 med eksempelvis 95% sikkerhed vil ligge,

kaldes et 95% konfidensinterval.

4.2. Fordeling og spredning af gennemsnit

Den centrale graensevaerdisaetning:
Gennemsnittet af veerdierne i en stikprove pd n tal vil veere tilncermelsesvis normalfordelt, hvis
blot n er tilstreekkelig stor (i praksis over 30).

Dette er af stor praktisk betydning, idet det sd ikke er sa vigtigt om selve populationen er
normalfordelt. Ofte er det jo kun af interesseret at kunne forudsige noget om hvor middelvardien
af fordelingen er placeret.

Endvidere fremgik det af s®tning 1.1 , at spredningen pdx er o(x) :i, hvor oer

Jn

spredningen pé den enkelte verdi i stikpreven.

Heraf fremgdr, at gennemsnittet kan man “stole” mere pa end den enkelte méling, da den har en
mindre spredning.

Eksempel 4.1. Fordeling af gennemsnit

Den tid, et kunde ma venter 1 en lufthavn ved en check-in disk, er givet at vare en stokastisk
variabel med en ukendt fordeling. Man har dog erfaring for, at ventetiden i middel er pa 8.2
minutter med en spredning pa 3 minutter.

Udtages en stikprave pa 50 kunder, enskes fundet sandsynligheden for, at den gennemsnitlige
ventetid for disse kunder er mellem 7 og 9 minutter

Losning:

Da antallet n i stikpreven pa 50 er sterre end 30, kan vi antage at gennemsnittet er approksimativt

lo2 3
normalfordelt med en middelvardi pa 8.2 og en spredning pd - =—==—=0424,
p g p gp \/; \/%

X

Vi har derfor, at P(7< X <9)= P(X <9)- P(X <7) =
NORMFORDELING(9;8,2;0,424;1)-NORMFORDELING(7;8,2;0,429;1) =0,9681 = 96.8%4
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4.3 Konfidensinterval for middelverdi

4.3. Konfidensinterval for middelvaerdi

4.3.1. Populationens spredning kendt eksakt

Et 95% konfidensinterval [x —r; X + ] mé ligge symmetrisk omkring gennemsnittet, og siledes,
at P(x—r< X <x+r)=095.

Heraf folger, at hvis den sande middelvaerdi ¢
ligger i et af de farvede omréder pa figur 4.1, sd
er der mindre end 2.5% chance for, at vi ville

have faet det fundne gennemsnit x .
For at finde greensen for intervallet, mé vi finde

en middelvaerdi u si P(X <X)=0.025.

Lad os illustrere det ved folgende eksempel:

Fig 4.1. 95% konfidensinterval

Eksempel 4.2 Beregning af 95% konfidensinterval
Lad gennemsnittet af 12 malinger veere x = 90
Lad os antages at spredningen kendes eksakt til o =0.5.
o 0.5

Vi ved, at spredningen pa gennemsnittet er “standardfejlen” o(X) = i 01443 |
Hvis den sande middelveardi i afviger sterkt fra 90 er det yderst usandsynligt, at vi ville have
fiet et gennemsnittet pa 90.
Eksempelvis, hvis =92 er P(X <90) =NORMFORDELING(90;92;0,5/KVROD(12);1) =
0
dvs. det er ganske usandsynligt at den sande middelvardi var 92.
For at finde greensen kunne man finde 4 af ligningen P(X < 90) = 0.025 dvs. finde u af
NORMFORDELING(90; z£;0.1443;1) = 0.025

o
Jn
Indsettes fra tabel 1 u; 5 = —1.96 (eller =NORMINV(0,025;0;1)) fés, at

Lettere er det at benytte formlenx, = x+u, - som ved benyttelse af, at o(X) = giver

_ o
H=X—=Uyps E

o 05

ovre grense for konfidensintervallet er g =X +196- =90+1.96-—= =90.283.
¢ 8 2 N
Da der er symmetri omkring x fas konfidensintervallet [89.717 ; 90.283] L 2

"1 celle Al skrives en startvaerdi for 1 eksempelvis  90. D1 celle Bl skrives

=NORMFORDELING(90;A1;0,5/0.1443;1) P Funktioner P> “Maélsegning” I “Angiv celle” skrives B1. I
“Til Veerdi” skrives 0,025. I “Ved @ndring af celle” skrives Al. Resultat 90,2841
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3. Konfidensinterval

Som det fremgér af eksempel 4.2 gaelder folgende

Er spredningen eksakt kendt er et 95% konfidensinterval bestemt ved formlen

_ o _ o
X —Uggrs —=S HS X +Ugg75 —=
Jn Jn (1)

Onskes eksempelvis et 99% eksakt skal u, o5 erstattes med u 995 0SV.

Disse vardier kan nemmest findes 1 tabel 1 bagerst 1 bogen.
Alternativt findes de af Excel: u o753 = NORMINV(0,975;0;1) osv.

Saedvanligvis udtrykkes de generelle formler ved signifikansniveauet o , som er sandsynlighe-
den for at bega en fejl . o settes sedvanligvis til 10%, 5%, 1 % eller 0.1% svarende til
henholdsvis 90%, 95%, 99% og 99.9% konfidensintervaller.

O
I sé fald bliver formlen (udtrykt ved « ) YU e -2 N ()

Eksempel 4.3. Konfidensinterval hvis spredningen er kendt eksakt

Lad os antage, at vi spredningen for en population kendes eksakt til o =5,8

1) Bestem et 95% konfidensinterval for en stikpreve pa 5 elementer, der har gennemsnittet
x =174

2) Bestem et 99% konfidensinterval for en stikprove pa 30 elementer, der har gennemsnittet
x=12.65

Losning:
o 58
“Radius” r 1 et 95% konfidensinterval er 7 =u(g75 - —==196-—=
Y 0.975 \/; \/;
U, 975 kan beregnes af Excel ved u g75= NORMINV(0,975;0;1) = 1,959961.¢ller slés op 1 tabel 1
5.8
1) ryr=196-— =5.08 .

V5

Lettere er det at finde radius r ved

P4 verktejslinien foroven: Tryk pa = eller f > Velg kategorien “Statistisk” > Velg “konfidensinter-
val” P> udfylde menuen : KONFIDENSINTERVAL(0,05;5,8;5)=5,08

95% konfidensinterval: 7-74—508 < 1 <774 +5.08 < 2.66 < u<12.82

. . . 58
2) “Radius” r 1 et 99% konfidensinterval er I =1y g95 ~% = 2.576~E =334
n

95% konfidensinterval: 12.65—334 < 11 <12.65+334 < 931< £ <16.00

Vived derfor med 95% henholdsvis 99% “sikkerhed”, at populationens sande middelvardi ligger
indenfor disse intervaller®.

2 Mere precist, at af de 100 stikprever med tilherende 95% konfidensintervaller, vil i middel kun 5 af disse

intervaller ikke indeholde den sande verdi.
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4.3 Konfidensinterval for middelverdi

4.3.2. Populationens spredning ikke kendt eksakt

Sadvanligvis er populationens spredning o jo ikke eksakt kendt, men man regner et estimat s
ud for den.

Da s jo ogsa varierer fra stikprove til stikpreve, giver dette en ekstra usikkerhed, s konfidensin-
tervallet for u bliver bredere.

Hvis stikprovesterrelsen er over 30 er denne usikkerhed dog uden vasentlig betydning, s i
sadanne tilfelde kan man i formel (1) (eller formel (2)) blot erstatte ¢ med s.

Er stikprovesterrelsen under 30 bliver denne usikkerhed pa s sé stor, at man i formel (1) mé
erstatte U- fraktilen #g975med en sakaldt t - fraktil 10.975,f -
(eller udtrykt ved e 1 formel (2) erstatte U- fraktilen ul ., med t - fraktilen t1 . J)

)
t-fordelinger
En t - fordeling har samme klokkeformede udseende som en U - fordeling (en normalfordeling
med middelverdi 0 og spredning 1)
I modsetning til U - fordelingen atha@nger dens udseende imidlertid af antallet » af tal i
stikpraven.
Er frihedsgradstallet /= n -1 stort (over 30) er forskellen mellem en U- fordeling og en t-
fordeling uden praktisk betydning.
ErfTille bliver t - fordelingen s& meget bredere end U - fordelingen, at t-fordelingen ma anvendes
1 stedet for U-fordelingen..

Grafen nedenfor viser tethedsfunktionen for ¢-fordelingerne for f= 1, 5 og 30.

0.4 — f=30 ,\ Deg. of freedom

Ved beregning af konfidensintervaller har vi kun brug for at beregne 7 - fraktiler .

Ved ¢ - fraktilen 7, ,,5(12) eller # 5, forstds 0.975 - fraktilen med frihedsgradstallet 12.
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3. Konfidensinterval

Eksempel 4.4. Beregning af t-fraktiler.

Find fraktilerne 109751208 %0.025.12 -

Losning:

Af symmetrigrunde (se figuren) er de 2 fraktiler lige store med modsat fortegn, dvs. Z 25,12 =-

£0.975,12
Excel: P4 verktojslinien foroven: Tryk pa = eller [ X > Velg kategorien “Statistisk™ > Velg “TINV”

Der fremkommer en tabel med anvisning pé, hvordan den skal udfyldes.

a
Bemark: TINV( & ;f) udregner den fraktil, der svarer til 1 - 5

Setter vi siledes @ = 5% fas (75 , dvs. der beregnes arealet af “gverste hale” hvilket jo ogsa altid er det man

har brug for.
to,975,12 = TINV(0.05;12) = 2,178813
Lo02512=- 2,178813

Er spredningen ukendt er et 95 % konfidensinterval bestemt ved formlen:
X=logrsn-1 o SHSXtlogrsa1 = ™ 3)
ller udtrykt ved X-t Y u<F4t = 4
X - = usx+ .
(cllerudiryktved « l—g,n—l \Vn H 1—%,n—1 \Vn 4)

Eksempel 4.5. Konfidensinterval, hvis spredningen ikke er kendt eksakt.
En forstmand er interesseret i at bestemme middelvaerdien af diameteren af voksne egetraeer i en

bestemt fredet skov.
Der blev mélt diameteren pa 7 tilfeldigt udvalgte egetraer (i 1 meters hgjde over jorden)
Resultatet ses 1 folgende skema.

diameter (cm) |64.0 |33.4 |45.8 |56.0 [51.5 [29.2 [63.7

1) Beregnx ogs.

2) Beregn et 95% konfidensinterval for middelvaerdien s .

Lesning:

Data indtastes i Excel i cellerne A1l til A7

1) Pa verktejslinien foroven: Tryk pad f X > Vealg kategorien “Statistisk” > Velg “middel”
Der fremkommer en tabel med anvisning pé, hvordan den skal udfyldes.
x =MIDDEL(A1:A7)= 49.08571
Tilsvarende fas s = =STDAFV(A1:A7)=13,7957
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4.3 Konfidensinterval for middelverdi

13.796
2) X+, =49086+, hvorr=: , 'i=’o.975,7—1'7
- . - 175,7171 An A7

Radius 7 1 konfidensintervallet kan ogsa findes ved 1 menuen i “Beskrivende Statistik™ at

afmerke “konfidensniveau for middelveerdi”
Kolonne1
Konfidensniveau(95,0%) 12,7589

95% konfidensinterval:  [49.08-12.76 ; 49.08 + 12.76] =[36.32 ; 61.84]

Eksempel 4.6 Konfidensinterval, hvis originale data ikke kendt
Find konfidensintervallet for midelvardien z, idet stikpreven er pa 20 tal, som har et gennemsnit

pa 50 og en spredning pa 12.

Lesning:
Nedenstidende program findes pa adressen www.mogens(@larsen-net.dk
A B C D E

1 |[Eksempel 4.6 Konfidensradiusr=  [TINV(B6;B3-1)*B5/KVROD(B3) = 5,616173
2 hedre graense = B4-E1 44,38383
3n= 20 pvre grense = B4+E1 55,61617
4 |gennemsnit = 50
5 |spredning s = 12
6 |Signifikansniveau o = 0,05

95% konfidensinterval: [44.38 ; 55.62]
¢

4.3.3. Dimensionering

For man starter sine mélinger, kunne det vare nyttigt pa forhand at vide nogenlunde hvor mange
malinger man skal foretage, for at fa resultat med en given ngjagtighed.

Hvis spredningen antages kendt , ved vi, at radius 1 konfidensintevallet er

o
1—% Jn

Loses denne ligning med hensyn til # fés

r=u

Det grundleggende problem er her, at man nappe kender spredningen eksakt.

Man kender muligvis pd basis af tidligere erfaringer storrelsesordenen af spredningen. Hvis ikke
ma man eventuelt lave nogle f4 malinger, og beregne et s pa basis heraf.

Endvidere vil man som en forste tilnermelse antage, at antallet af gentagelser er over 30, s man
kan bruge u-fordelingen. Det folgende eksempel illustrerer fremgangsméden.
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3. Konfidensinterval

Eksempel 4.7. Dimensionering.

Forstmanden i eksempel 4.4 fandt, at konfidensintervallet der blev beregnet pé basis af 7 traeer var

for bredt.

a) Find hvor mange traeer der skal males, hvis et 95% konfidensinterval hgjst skal have en radius
paca.5cm.

b) Find hvor mange treeer der skal méles, hvis et 95% konfidensinterval hejst skal have en radius
paca. 6 cm.

Lesning:

a) P4 basis af mélingerne pa de 7 traeer s®ttes s ~ 14 . Da samtidig u g75 = 1.96 fés

2 2
r 5

Da n > 30 er det rimeligt, at benytte en U- fordeling frem for en t-fordeling.
Der skal altsd tilfaeldigt udvelges ca. 32 egetreer.

2 2
b)n:(w) :(1.96-14) o1
r 6

Da n < 30 burde man have anvendt en ¢ - fordeling.
Da vi forelgbig regner med 21 treeer, erstattes u 975 med #( 975,90 = TINV(0,05;20) = 2.086.

2 2
t S :
e ( 0.975,20 j _ (2‘096 14] =238~24

r

Der skal altsd tilfeldigt udveelges ca. 24 egetraer.
Da overslaget jo er ath@ngigt af om vurderingen af s er korrekt, ber man dels for en sikkerheds
skyld vaelge s lidt rigelig stor, dels efter at man har malt de 31/24 traeer lige kontrollere
beregningen af konfidensintervallet. ¢
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4.4 Konfidensinterval for spredning

4.4. Konfidensinterval for spredning

(n- 1)s2 ,  (n- l)s2
Man kan vise, at et konfidensinterval for spredning er bestemt ved formlen e fo” < 2 , forudsat,

1 k2 1 2 1
—5n 5N

at middelvaerdien ikke er kendt eksakt.

Her er nevnerne fraktiler i den sékaldte ¥ 2. fordeling (se figuren)

Chi-Square Distribution

0.16 F

f=5

0.12 F

0.08 F

Fraktilerne kan beregnes i Excel

Eksempel 4.8. Konfidensinterval for varians og spredning af normalfordeling.
En virksomhed ensker at kontrollere med hvilken spredning en bestemt mélemetode angiver saltindholdet i en
oplesning. Der foretages folgende 12 mélinger af en oplesning af det pdgaldende salt. Resultaterne var:

Maling nr. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

% oplesning 6.8 | 60 ] 64|66 | 68 6.1 6.4 6.3 6.0 6.2 5.8 6.2

a) Angiv pa basis af maleresultaterne et estimat for oplesningens middelverdi og spredning.
b) Angiv et 95% konfidensinterval for variansen og for spredningen.

Lesning:
Excel:
Data indtastes i Excel i cellerne A1 til A12

1) P& verktejslinien foroven: Tryk pd = eller f, > Velg kategorien “Statistisk” > Velg “middel”

Der fremkommer en tabel med anvisning pé, hvordan den skal udfyldes.
X =MIDDEL(A1:A12)= 6.3
Tilsvarende fas s = =STDAFV(A1:A7)=0,316228

(n-1)s? Lo (o Ds?  (12-1)-0316228 . 2 (12-1):0316228
— S0 < > f=t < <

2 2
X a Xa X0975,11
lfz,nfl E,nfl

Idet X er gemti Al13 ogsiAl4 fas

Nedre greense = (12-1)*A1472/CHIINV(0,025;11) = 0,050182
Ovre graense =(12-1)*A14"2/CHIINV(0,975;11) = 0,288279
95% konfidensinterval for variansen: [0.0502 ; 0.288

95% konfidensinterval for spredningen: ~/0.0502 < & <+/0.2880 < 0.2241< & < 0.5366

Bemark: Excel beregner den “gvre hale”. ‘

(o2

2)

2
20.025,11
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3. Konfidensinterval

Opgaver
Opgave 4.1

Trykstyrken 1 beton blev kontrolleret ved at man stebte 12 betonklodser og testede dem.

Resultatet var:

2216

2225

2318

2237

2301

2255

2249

2281

2275

2204

2263

2295

1) Find et estimat for trykstyrkens middelverdi u# og spredning o .

2) Angiv et 95% konfidensinterval for u .
3) Man fandt, at radius i konfidensintervallet var for stor.
Bestem med tilnermelse antallet af malinger der skal udferes, hvis radius hejst skal vere 15.

Opgave 4.2

En fabrik producerer stempelringe til en bilmotor. Det vides, at stempelringenes diameter er
approksimativt normalfordelt. Stempelringene ber have en diameter pa 74.036 mm og en
spredning pd 0.001 mm. For at kontrollere dette udtog man tilfeldigt 15 stempelringe af
produktionen og malte diameteren. I resultaterne har man for simpelheds skyld, kun angivet de

3 sidste cifre, altsa 74.0365 angives som 365. Man fandt fol

gende resultater

342

364

370

361

351

368

357

374

340

362

378

384

354

356

369

1) Find et estimat for ringenes diameter u og spredning o .
2) Angiv et 99% konfidensinterval for .
3) Angiv et 99% konfidensinterval for yx, nir man fra tidligere mélinger ved, at o = 0.001.

Opgave 4.3

Ved en fabrikation af et bestemt spraengstof er det vigtigt, at en reaktoroplesning har en pH-verdi
omkring 8.50. Der foretages 6 mélinger pa en bestemt reaktantoplesning. Resultaterne var:

pH

8.54

7.89

8.50

8.21

8.15

8.32

Den benyttede pH-mélemetode antages pd baggrund af tidligere lignende malinger at give

normalfordelte resultater.

1) Angiv et estimat for oplesningens middelvardi og spredning.
2) Angiv et 95% konfidensinterval for pH.

3) Man finder, at radius i konfidensintervallet er for bredt.

Angiv med tilnermelse antallet af malinger der skal foretages, hvis radius skal vere 0.1.

Opgave 4.4
De 10 gverste ark papir i en pakke med printerpapir har felgende veegt

421 433 (426|427 419 (430424 | 424 428424

Angiv et 95%-konfidensintervaller for middelverdien af papirets vegt.

Opgave 4.5

Til undersegelse af alkoholprocenten i en persons blod foretages 4 uathangige malinger, som gav

folgende resultater (i %o):

| 108

| 102

| 107

| 98

Opstil et 95% konfidensinterval for middelvardien af personens alkoholkoncentration.
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4 Opgaver

Opgave 4.6

Den amerikanske har har testet et nyudviklet prototype af et geveer, som i et skud kan affyre 1100
“flechettes” (smé kugler med smaé finner i den ene ende til stabilisere dem ). I det folgende kort
kaldt kugler.

I testen blev prototypen affyret fra 1500 fods afstand mod en malskive, der var 2 fod bred.
Man malte nu hvor hver af de 1100 kugler landede, og afsatte det pa en vandret tallinie som vist
pa figuren. Eksempelvis vil en kugle med en vandret verdi pa y = 5.5 ramme skiven, mens en
kugle pa y = 2.0 ikke rammer skiven.

malskive

2 fod bred

Ved at @ndre indstillingerne pd gevaret kan man variere spredningen.
PA adressen www.larsen-net.dk kan findes en excelfil indeholder resultaterne af 3 skud med
spredningen indstillet pé ca. 1 fod, 2 fod og 4 fod (ben@vnt henholdsvis S1, S2 og S4) .
Man er interesseret at finde ud af hvordan en @ndring af geverets spredning a&ndrer antallet af
kugler der rammer 1 en given afstand fra skiven.
Vi betragter 1 det folgende det skud, hvor man har sat spredningen til 2 fod
1) Find antallet af kugler, der
a) rammer malskiven, dvs. indenfor intervallet 4 <y < 6.
b) rammer indenfor intervallerne 9 <y <11 og-1<y<1.
2) Vurder ved anvendelse af histogrammer og passende karakteristiske tal om fordelingen af
skud er approksimativt normalfordelt.
3) Vurder ved beregning af et passende 95% konfidensinterval om péstanden om, at man sigter
pa skivens midtpunkt pa 5 (middelvardien er 5) kan veare forkert.

I det folgende antages at fordelingen er normalfordelt med middelvardi 5 og spredning 2.

4a) Find sandsynligheden for, at en kugle rammer mélskiven, dvs. indenfor intervallet 4 <y <
6. Beregn pa grundlag heraf, hvor mange kugler, der kan forventes at rammme maélskiven.

4b) Find tilsvarende antal kugler, der kan forventes ramme indenfor intervallet 9 <y <11 .

I det folgende antages, at man kan anvende normalfordelingsapproksimationen for forskellige

verdier af spredningen.

5) Beregn for en spredning pd 6 det antal kugler, der kan forventes at ramme maélskiven og
tilsvarende forventes, at ramme indenfor intervallet 9 <y < 11.
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3. Konfidensinterval

Opgave 4.7.

En nedlagt kemisk fabrik havde muligvis bevirket, at fiskene 1 en nerliggende flod havde faet et

stort indhold af DDT. Specielt var man nerves for, at sddanne fisk skulle svemme ind 1 et stort

naturreservoir og her forgifte de dyr, som fanger og spiser fisk.

For at undersegge dette nermere, fangede man fisk pa 3 forskellige lokationer, TR, FC, LC og SC

hvor TR 14 leengst vek fra det truede natureservoir.

Man bestemte art (maller, aborrer og karper), veegt ( i gram), leengde (i centimeter) og DDT

niveau ( i ppm).

Dataene kan findes pa adressen www.larsen-net.dk

1) Beregn hvor mange procent af de fangede fisk der er af hver af de 3 arter, og illustrer tallene
ved et passende diagram

2) Beregn tilsvarende hvor mange procent af hver art der blev fanget pa hver af de 4 lokaliteter.
og begrund, hvorfor man i det felgende koncentrerer sig om at studere mallerne nermere.

3) Tegn et lagkagediagram over mallernes procentvise fordeling pa de 4 lokaliteter.

4) Tegn 3 histogrammer over henholdsvis lengde, vaegt og DDT-indhold af mallerne, og foretag
en vurdering af hvilke af dem der kan tenkes at veere normalfordelte.

5) Idet det antages, at vaegten for malleren er tilneermelsesvis normalfordelt, skal man beregne et
95% konfidensinterval for vaegten.

6) En af DDt-vardierne for mallerne er en tydelig “outliers”, dvs en verdi, som afviger s meget
fra de ovrige, at man md antage, at det er en fejlmaling.
Fjern denne fra talmaterialet, og vurder igen om dette har bevirket at talmaterialet bliver mere
normalfordelt.

Opgave 4.8 = opgave 4.1 fortsat.
Find et 95% konfidensinterval for trykstyrkens spredning.

Opgave 4.9 = opgave 4.2 fortsat.
Find ud fra stikpreven et 99% konfidensinterval for diameterens spredning.

Opgave 4.10 = opgave 4.4 fortsat.
Find et 95% konfidensinterval for spredningen af papirets vaegt.

Opgave 4.11 = opgave 4.5 fortsat.
Opstil et 95% konfidensinterval for spredningen af personens alkoholkoncentration.
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5.2 Sandsynl i ghed

5. Sandsynlighedsregning

5.1 Indledning

Vi har i det foregdende i forbindelse med indferingen af normalfordelingens tethedsfunktion
“defineret” sandsynligheden P(a < X <b) . For at kunne behandle andre statistiske fordelings-

funktioner er det nedvendigt at kende visse grundleeggende regneregler for sandsynlighed.

5.2. Sandsynlighed

Tilfeeldigt eksperiment (engelsk : random experiment)

Ved et “tilfeeldigt eksperiment forstas et eksperiment, som kan resultere i forskellige udfald, selv
om eksperimentet gentages pa samme made hver gang. Man kan ikke pé forhand forudsige,
hvilket udfald der vil indtreffe.

Eksempler pé tilfzeldige eksperimenter

1) Bestér eksperimentet i kast med en terning ved vi, at vi vil fa et af udfaldene 1,2,3,4,5,6
(Udfaldsrummet U = {1, 2, 3, 4,5, 6}), men man kan ikke forudsige udfaldet

2) Bestar eksperimentet i, at vi fra et skib affyrer et skud mod et mal, ved vi, at enten rammer vi
malet, eller ogsa gor vi det ikke ( Udfaldsrummet U = [ramme ; ikke ramme]), men vi kan ikke
forudsige resultatet.

3) Bestdr eksperimentet i, at vi tilfeldigt udtrekker en velger, og sperger hvilket parti
vedkommende vil stemme pa hvis der var valg i morgen, sa er udfaldsrummet de forskellige
opstillingsberettigede partier.

En delmangde af udfaldsrummet kaldes en haendelse.
Eksempel: A: at fi et lige ojental ved kast med en terning

Sandsynlighed

Det er en erfaring, at oges antallet af gentagelser af et eksperiment, vil den relative hyppighed
af en handelse 4 stabilisere sig mod en bestemt vaerdi.("de store tals lov"), som sd kaldes
“sandsynligheden for A og benavnes P(A) (P = probability) .

Eksempel 5.1. De relative hyppigheders stabilitet

Et eksperiment bestdr 1 at kaste en terning, og h&ndelsen A4 bestér i at fa et lige ojental. Terningen
kastes nu 100 gange, og man far et lige gjental 55 gange. Eksperimentet udferes igen 100 gange,
og man far 4 47 gange. Igen kastes 100 gange, og man far nu 4 57 gange. Til sidst kastes 100
gange, og man far 4 40 gange.

Eksperimentet foretages nu i serier pd 1000 gange, hvor man hver gang optaller antal gange 4
forekommer. Resultaterne vises i folgende tabel:

Serier pd 100 gentagelser Serier med 1000 gentagelser
1 2 3 4 1 2 3 4
Antal gange 4: et lige gjental | 55 | 47 | 51 40 486 508 488 | 509
Relativ hyppighed 0.5510.4710.51] 040 ] 0.486 | 0.508 ]0.488 [ 0.509
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5. Sandsynl i ghedsregni ng

Det ses, at med 1000 gentagelser er de relative hyppigheder tettere samlet (ligger mellem 48,6%
og 50,9%) end hvis man kun kastede 100 gange (mellem 40% og 55%). Hvis terningen var en
aegte terning(fuldsteendig homogen og symmetrisk), métte man pa forhand forvente, at det tal,
som de relative hyppigheder grupperede sig omkring, var tallet 0.5. Man vil derfor sige, at
sandsynligheden for at fa et lige gjental er 0.5, eller kort P(4) =0.5.

5.3 Regneregler for sandsynligheder

I dette afsnit vil folgende eksempel blive benyttet til illustration af definitioner og begreber.

Eksempel 5.2. Gennemgiende eksempel.
To skytter Anders og Brian skyder hver ét skud mod en skydeskive. Sandsynligheden for at
Anders rammer skiven er 0.80 mens Brian har en trefsandsynlighed pa 0,60.
Et eksperiment bestér i at de hver skyder et skud.
Lad A vere handelsen at Anders rammer skiven og lad B vere sandsynligheden for at Brian
rammer skiven.
Vi har derfor, at P(A) = 0.80 og P(B) = 0.60.
¢

Lad os ved at s&tte en streg over A forstd “ikke A”.
Generelt geelder | P(A) =1-P(A)

I eksempel 5.2 er 27h$ndelsen at Anders ikke rammer skiven.
Vi har derfor, at P(A)=1-P(A)=1-0.8=0.20

Fzllesmaengden til A og B benzvnes 4 N B oger |
mangden af alle udfald i udfaldsrummet U, der tilherer
béade A og B (Den skraverede mangde i figur 5.1 ).

Eksempelvis er 4 N B i eksempel 5.2 haendelsen, at
bade Anders og Brian rammer skiven

A B

Fig 5.1. Feellesmeengde

Foreningsmzngden af A og B benavnes 4 U B og
er mengden af alle udfald 1 udfaldsrummet U, der
enten tilherer A eller B eventuelt dem begge (den
skraverede meengde pa figur 5.2 )

Eksempelviser 4 U B ieksempel 5.2 den handelse,
at enten rammer Anders eller ogsd rammer Brian
skiven eventuelt gor de det begge.

Man kunne ogsé udtrykke det ved at mindst en af dem
rammer skiven.

Fig. 5.2 Foreningsmcengde
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5.3 Regneregl er for sandsynligheder

Der gaelder nu folgende s@tninger:

Additionssztning: P(AU B)= P(A)+ P(B)— P(AN B).

Saetningen fremgéir umiddelbart ved at betragte arealerne i figur 5.4.

D =1CD|+| GO - | D

P(AUB) — P(A) 4+ P(B) - P(AN B)

Fig.5.3 Additionsscetning

Statistisk uafhaengighed.

Vi har tidligere nevnt begrebet.

To handelser A og B siges at vere statistisk uathangige, safremt sandsynligheden for, at den
ene hendelse indtraeffer, ikke athenger af, om den anden hendelse indtraeffer.

I eksempel 5.2 ma man eksempelvis antage, om Anders rammer skiven har ingen indflydelse pa
om Brian rammer, s her ma man antage A og B er uafthengige.

Et andet eksempel er kast med en terning. Her vil sandsynligheden for at {4 en sekser 1 andet kast
vare uathangigt af udfaldet i forste kast

Der geelder folgende satning:

Produktsztning for uafhaengige haendelser:

For to uafthangige haendelser gaelder P(A N B)= P(A)- P(B)

Eksempel 5.3 (eksempel 5.2 fortsat)

Lad A vare hendelsen at Anders rammer skiven og lad B vare sandsynligheden for at Brian

rammer skiven. Det er givet, at P(A) =0.80 og P(B) = 0.60.

Find sandsynligheden for

a) At bdde Anders og Brian rammer skiven

b) Atenten Anders eller Brian (evt. begge) rammer skiven, dvs mindst en af dem rammer skiven.

c) At hverken Anders elle Brian rammer skiven

Lesning:

a) Da handelserne antages at vere uathengige gealder ifelge produktsetningen
P(ANB)=08-06=048
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5. Sandsynl i ghedsregni ng

b) Ifelge additionssatningen gelder P(4 B) =0.6+08-048 =092
¢) P(AnB)=P(A)-P(B)=(1-08)(1-0.6) = 0.08 ¢

Produktsatning og additionssatning kan generaliseres til flere heendelser end 2.

For tre hendelser A, B og C galder séledes

P(AUBUC)=P(A)+ P(B)+ P(C)—P(ANB)— P(ANC)- P(BN ()

I tilfelde af at haendelserne A, B og C er uathangige gelder saledes:
P(ANBNC)= P(A)- P(B)- P(C).

Er hendelserne A og B ikke uafh@ngige, kan man som beskrevet i afsnit 5.4 udlede en mere
generel produktsatning

5.4. Betinget sandsynlighed
Er hendelserne 4 og B ikke uathangige vil P(A N B) # P(A)- P(B)

Eksempel 5.4. Ikke uafhaengige haendelser

En fabrik har erfaring for, at den daglige produktion af glasfigurer indeholder 10 % misfarvede, 20% har ridser, og
1 % af produktionen er bade ridsede og misfarvede.

Et eksperiment bestar i tilfeldigt at udtage en glasfigur af produktionen. Lad A4 vare handelsen at fa en misfarvet
og lad B vere haendelsen at fi en ridset.

Herer P(A4)-P(B)=0.1-02=0.02% P(AnB)=001. ¢

For at fi en mere generel regel indfores P(B|4) som kaldes sandsynligheden for, at B indtreffer, nar 4 er indtruffet
(den af 4 betingede sandsynlighed for B).

For at forklare den folgende definition, vil vi simplificere eksem- U
pel 5.4, idet vi antager, at den daglige produktion er 100 glasfi-
gurer. I sa fald er der 10 misfarvede figurer, 20 ridsede figurer, og
1 figur der er bade misfarvet og ridset.
Hvis vi begrenser vort udfaldsrum til A, s& er
1

1 _ 100 _ P(4n B)
10 10 P4

100 A

P(B|A)=

B

Fig. 5.4 Taleksempel

Denne beregning begrunder rimeligheden i felgende definition:

Den af A betingede sandsynlighed for B P(B|4) (eller sandsynligheden for, at B indtraeffer, nar A er indtruffet

) defineres ved P(B ‘A) = PANB) .
P(A4)

Ved multiplikation fas Produktsztningen:  P(4nB)= P(4)- P(B|4).

Benyttes produktsatningen pa eksempel 5.2 fas P(A N B)= P(A4)- P(B ‘A) =01-01=0.01.
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5.4 Betinget sandsynlighed

Eksempel 5.4: Betinget sandsynlighed.

En beholder indeholder 3 rede og 3 hvide kugler. Vi udtrekker successivt 2 kugler fra urnen.

Vi betragter folgende 2 haendelser:

A: Den forst udtrukne kugle er rad. B:  Den anden udtrukne kugle er rod.

Beregn P(An B) hvis

1) kugleudtraekningen foregar, ved at den forst udtrukne kugle leegges tilbage for den anden udtrekkes.

2) kugleudtreekningen foregar, ved at den forst udtrukne kugle ikke laegges tilbage for den anden udtrakkes.
Lesning

1)Herer P(B|A)= ogderfor ifolge produktsatningen P(4 N B)= P(4)- P(B|4)=1

2)Herer P(B|A) =% ogderfor P(AN B) =%~%—

-3

Bayes satning
For to haendelser A og B for hvilken P(4) > 0 gelder

P(B)-P(A|B)

Bayes sztning: p(B|4)= 0

Bevis:
P(ANB) _ P(BnA) _ P(B)-P(4]B)

Af definitionen pa betinget sandsynlighed og produktsatningen fis pP(B|4)= D oD D

Bayes s&tning gar, at det er let at omskrive fra den ene betingende sandsynlighed til den anden.
Dette er tilfeldet, hvis den ene af de to betingede sandsynligheder P(B |A) og P(4 |B) er meget lettere at

beregne end den anden.

Eksempel 5.5 (Bayes sztning)

I en officeruddannelse kan man valge mellem en “teknisk” linie og en “operativ’linie. P4 en bestemt &rgang har 60
% valgt den operative linie og af disse er 20% kvinder. P4 den tekniske linie er 10% kvinder.

Ved lodtraekning vaelges en elev.

a) Find sandsynligheden for, at denne er en kvinde.

Ved ovenstéende lodtraekning viste det sig at eleven var en kvinde.

b) Hvad er sandsynligheden for, at hun kommer fra den tekniske linie.

Lesning:

Vi definerer folgende handelser:

T: Den udtrukne er tekniker

K: Den udtrukne er en kvinde.

a) P(K)=P(TnK)+P(ONK)= P(K|T)-P(T)+ P(K‘O)- P(0)=0.1-04+02-06=016=16%

PK|D)-P(T) _01-04 1 _ .
P(K) 016 4

En anden metode ville det vaere, at antage, at der bliver optaget 100 elever.
Vi har s folgende skema

b) Af Bayes s&tning fas: P(T]K) =

Kvinder I alt
Operativ 12 60
Teknisk 4 40
Heraf fas umiddelbart P(K) = 160 60 og P(TK) = 2 25% ¢
100 16
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5. Sandsynl i ghedsregni ng

Opgaver

Opgave 5.1

I en mindre by viser en undersogelse, at 60% af alle husstande holder en lokal avis, mens 30%
holder en landsdeekkende avis. Endvidere holder 10% af husstandene begge aviser.

Lad en husstand vere tilfeldig udvalgt, og lad 4 vere den haendelse, at husstanden holder en
lokal avis, og B den handelse, at husstanden holder en landsdekkende avis.

Beregn sandsynlighederne for folgende handelser.

C: Husstanden holder begge aviser .
D: Husstanden holder kun den lokale avis.
E: Husstanden holder mindst én af aviserne.
F: Husstanden holder ingen avis

G: Husstanden holder netop én avis.

Opgave 5.2

1) Ifigur 1 er vist et elektrisk apparat, som kun fungerer, hvis enten alle komponenter 1a, 1b og
lciden overste ledning eller alle komponenter 2a, 2b og 2c 1 den nederste ledning fungerer.
Sandsynligheden for at hver komponent fungerer er vist pa tegningen, og det antages, at
sandsynligheden for at en komponent fungerer er uathaengig af om de gvrige komponenter

fungerer.
la b lc
0.95 0.8 0.95
p
0.9 0.9 0.85—
2a 2b 2¢
Figur 1
Ia 1b le
0.95 0.8 0.95—
p I I i
0.9 0.9 0.85—
2a 2b 2c
Figur 2
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1) Hvad er sandsynligheden for at apparatet
i figur 1 fungerer.

2) I figur 2 er vist et andet elektrisk apparat,
som tilsvarende kun fungerer, hvis alle de
tre kredsleb I, I og III fungerer, og det er
kun tilfeldet hvis enten den egverste eller
den nederste komponent fungerer.

Hvad er sandsynligheden for at apparatet
1 figur 2 fungerer.



Opgaver til kapitel 5

Opgave 5.3

Tre skytter skyder hver ét skud mod en skydeskive. De har treffesandsynligheder 0.75, 0.50 og
0.30.

Beregn sandsynligheden for

1) ingen treffere, 2) én treeffer, 3) to treeffere,  4) tre treeffere.

Opgave 5.4

En “terning” har form som et regulart polyeder med 20 sideflader. Pa 4 sideflader er der skrevet
1, pa 8 sideflader er der skrevet 6 mens der er skrevet 2, 3 , 4 og 5 pa hver 2 sideflader.

Find sandsynligheden for i tre kast med denne terning at fa

1) tre seksere

2) mindst én sekser

3) enten tre seksere eller tre enere

Opgave 5.5

Fire projektgrupper pé en virksomhed antages at have sandsynlighederne 0.6, 0.7, 0.8 0g 0.9 for
at 4 succes med deres projekt. Grupperne antages at arbejde uathengigt af hinanden. Find
sandsynligheden for, at

a) alle grupper far succes,

b) ingen grupper far succes,

¢) mindst 1 gruppe far succes,

d) i alt netop 1 gruppe far succes,

e) 1 alt netop 3 grupper far succes,

f) 1 alt netop 2 grupper far succes.

Opgave 5.6

En virksomhed fremstiller en bestemt slags apparater. Hvert apparat er sammensat af 5 komponenter. Heraf er 3

tilfeeldigt udvalgt blandt komponenter af typen a og 2 blandt komponenter af typen b. Det vides, at 10% af a-

komponenterne er defekte og 20% af b-komponenterne er defekte. Et apparat fungerer hvis og kun hvis det ikke

indeholder nogen defekt komponent.

Der udtages pa tilfeeldig made et apparat fra produktionen. Lad os betragte haendelserne:

A: Det udtagne apparat indeholder mindst 1 defekt a-komponent.

B: Det udtagne apparat indeholder mindst 1 defekt b-komponent.

1) Find P(A), P(B)og P(AN B).

2) Find sandsynligheden for, at et apparat, der pa tilfeeldig made udtages af produktionen ikke fungerer.

3) Etapparatudtages pé tilfeeldig méde fra produktionen og det konstateres ved afprevning at det ikke fungerer. Find
sandsynligheden for, at apparatet ikke indeholder nogen defekt a-komponent.
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Opgave 5.7
To skytter konkurrerer ved en turnering. De har hver én patron og skyder mod en skive som giver 10 point, hvis et
centralt omrade af skiven rammes og ellers 5 point. Rammes skiven ikke noteres 0 point.

Skytte A’s dygtighed kan beskrives ved, at han i et skud har samme sandsynlighed for at fa 10 points, 5 points eller
0 points.

Skytte B er dygtigere, idet hans sandsynligheder for at ramme er givet ved

Points y 10 5 0

P(y) 06 (03 [0.1

B har imidlertid faet en defekt patron med, der har sandsynligheden 50% for at fungere.

1) Idet X betegner det af A opnéede antal points og Y det af B opnédede antal points, enskes tethedsfunktionen for
X og Y beregnet.

2) Find E(X), E(Y),0(X) og o(Y).

3) Beregn sandsynligheden for, at A vinder.

4) Det oplyses, at A vandt konkurrencen. Beregn sandsynligheden for, at B opnaede 5 points.
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6 Konbi natorik

6. Kombinatorik

6.1. Indledning:

Safremt et udfaldsrum U indeholder » udfald som alle er lige sandsynlige, vil sandsynligheden
for hvert udfald vaere P(u) = % .

En handelse 4 som indeholder a udfald vil da have sandsynligheden P(A4) = .

Dette udtrykkes ofte kort ved at sige, at sandsynligheden for 4 er antal gunstige udfald i 4
divideret med det totale antal udfald i udfaldsrummet.

I sddanne tilfzlde, bliver problemet derfor, hvorledes man let kan optelle antal udfald. Dette kan
ofte gares ved benyttelse af kombinatorik.

6.2. Multiplikationsprincippet

Multiplikationsprincippet: Lad et valg besté af n delvalg, hvoraf det forste valg
har r; valgmuligheder, det naste valg har r, valgmuligheder, . .. og det n’te valg har

r, valgmuligheder.

Det samlede antal valgmuligheder er da 7, -, ...,

Multiplikationsprincippet illustreres ved folgende eksempel.

Eksempel 6.1. Multiplikationsprincippet

En mand ejer 2 forskellige jakker, 3 slips og 4 forskellige fabrikater skjorter.

Pé& hvor mange forskellige mader kan han sammensette sin paklaedning afjakke, slips og skjorte.
Lesning:

1) Valg af jakke giver 2 valgmuligheder

2) Valg af slips giver 3 valgmuligheder

3) Valg af skjorte giver 4 valgmuligheder

Ifolge multiplikationsprincippet giver det i alt 2-3-4 = 24 muligheder

Man kunne illustrere losningen ved folgende “forgreningsgraf™

Skjorter

Jakker
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6. Konbinatorik

Eksempel 5.2 Fakultet
P4 hvor mange mader kan 5 personer opstilles i en ko (i rekkefolge)

Lesning:

Pladserne 1 kaen nummereres 1,2,3,4,5.

Plads nr. 1 i keen besettes 5 valgmuligheder
Plads nr. 2 i keen besettes 4 valgmuligheder
Plads nr. 3 1 keen besattes 3 valgmuligheder
Plads nr. 4 i keen besettes 2 valgmuligheder
Plads nr. 5 i keen besettes 1 valgmulighed

lalt 5-4-3-2-1=120 forskellige rekkefolger.
Excel: FAKULTET(5) =120

Ved n fakultet (n udrabstegn) forstas n!=n-(n—-1)-(n—-2)-...-2-1
Endvidere defineres 0! = 1.

6.3 Ordnet stikproveudtagelse

Lad os teenke os vi har en beholder indeholdende 9 kugler med numrene 1, 2,3, ..., 9.

Vi udtager nu en stikprave pa 4 kugler. Det kan ske

1) uden tilbagelegning: En kugle er taget op, nummeret noteres, men den leegges ikke tilbage inden man tager en
ny kugle op.

2) med tilbageleegning: En kugle tages op, nummeret noteres, og derefter leegges kuglen tilbage inden man tager en
ny kugle op. Man kan folgelig fa den samme kugle op flere gange.

Ved en ordnet stikproveudtagelse leegges vagt pa den raekkefolge hvori kuglerne udtages, .
dvs. der er forskel pé 2,1,3,5 og 3,1,2,5

6.3.1 Uden tilbagelaegning

Eksempel 6.2. Ordnet uden tilbageleegning

I en forening skal der blandt 10 kandidater vaelges en bestyrelse

P& hvor mange forskellige méder kan man sammensatte denne bestyrelse, hvis

1) Bestyrelsen bestar af en formand og en kasserer

2 Bestyrelsen bestér af en formand, en nastformand, en kasserer og en sekreter.

Lesning:
1) En formand valges blandt 10 kandidater 10 valgmuligheder
En Kasserer veelges blandt de resterende 9 kandidater 9 valgmuligheder

Da der for hvert valg af formand er 9 muligheder for kasserer, folger af multiplikationsprincippet, at det totale
antal forskellige bestyrelser er 10-9=90 .

2) Analogt fas ifelge multiplikationsprincippet at antal forskellige bestyrelser er

10-9-8-7 =5040
Excel: P4 vaerktejslinien foroven: Tryk pa f X > Velg kategorien “Statistisk” > Velg “Permut” > udfylde
menuen . Resultat: =PERMUT(10;4) = 5040 ‘

Eksempel 6.2 begrunder folgende definition

Permutationer. Antal méader (rekkefolger eller “permutationer”) som m elementer kan udtages (ordnet og uden
tilbageleegning) ud af n elementer er P(n,m)=n-(n—1)-(n—=2)-...(n—m+1)
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6.4 Uordnet stikprgveudtagel se
6.3.2 Med tilbageleegning
Eksempel 6.3. Ordnet, med tilbagelaegning

I en forening skal 4 tillidshverv fordeles mellem 10 personer. En person kan godt have flere tillidshverv. P4 hvor
mange forskellige méader kan disse hverv fordeles.?

Lesning:

Tillidshverv 1 placeres. 10 valgmuligheder
Tillidshverv 2 placeres 10 valgmuligheder
Tillidshverv 3 placeres 10 valgmuligheder
Tillidshverv 4 placeres 10 valgmuligheder
I alt (ifolge multiplikationsprincippet) 10-10-10-10 =10*

¢
6.4. Uordnet stikpreveudtagelse

Eksempel 6.4 Uordnet uden tilbagelaegning
En beholder indeholdende 5 kugler med numrene &y, k, ks ky ks
Vi udtager nu en stikpreve pa 3 kugler uden tilbageleegning. Rekkefolgen kuglen tages op er
uden betydning, dvs. der er ikke forskel pa eksempelvis k,k,,k,0g k4, k\ k,
Hvor mange forskellige stikprover kan forekomme?
Lesning:
Antallet er ikke flere end man kan foretage en simpel optelling:
{ky kg ks § ey ey g ey ey s kb by [ by kg ks WKy ks by ey s ks [ by by ks {3,k s |
Antal stikprever = 10
¢

Det er klart, at ren optalling er uoverkommeligt, hvis mangden er stor.

Definition af kombination
Lad M veare en maengde med n elementer.
En delmangde af M med r elementer kaldes en kombination af med  elementer fra M.

n
Antallet af kombinationer med » elementer betegnes K(n,r) eller ( j (n over r).
r

Saetning 6.1 (Antal kombinationer).
n!

Antal kombinationer med r elementer fra en mangde pa n elementer er K(n,r) = ﬁ
re-\n—r).

Bevis: Beviset knyttes for enkelheds skyld til et taleksempel, som let kan generaliseres.
Lad os antage, vi pa tilfeldig made udtager 3 kugler af en kasse, der indeholder 5 kugler med numrene
ki ky ks, ky,ks.
Vi skal nu vise, at £(5,3) = =i

3121
Lad os forst ga ud fra, at reekkefolgen hvori kuglerne treekkes er af betydning, Der er altsa eksempelvis forskel pd &, &, &,
og k,,k,,k, . Dette kan gores pd P(5,3) = 5-4-3 mader.
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6. Konbinatorik

Hvis de 3 kugler udtages, s& rekkefolgen ikke spiller en rolle, har vi vedtaget, det kan geres pa K(5,3) mader. Lad
en af disse méder vaere k,,k;,k,. Disse 3 elementer kan ordnes i reekkefolge pa 3!=3-2-1méder.

. . P(5,3) 5-4-3 5-4.3-2-1 5!
Vi har felgelig, at P(5,3) = K(5,3)-3! < K(53) = 2 K(53) = TR TE Ty 0

Eksempel 6.5. Antal kombinationer

I en forening skal der blandt 10 kandidater vaelges 4 personer til en bestyrelse
Pa hvor mange forskellige mader kan man sammensatte denne bestyrelse?
Lesning:

Antal mider man kan sammensatte bestyrelsen er

10! 10-9-8-7
K(10,4) = = =10-3-7 =210 mader
416! 4 =
Excel: P4 varktejslinien foroven: Tryk pa = eller [ X > Velg kategorien “Statistisk™ > Vealg “Kombin” >
udfylde menuen . Resultat: ==KOMBIN(10;4) =210 ¢

6.5 Hypergeometrisk fordeling

Afsarliginteresse er den sdkaldte “hypergeometriske fordeling”, som bl.a. finder anvendelse ved
kvalitetskontrol af varepartier (jevnfer eksempel 6.7),ved markedsunderseggelser, hvor man uden
tilbagelagning udtager en reprasentativ stikprave pa eksempelvis 500 personer

I det folgende eksempel “udledes” formlen for den hypergeometriske fordeling.

Eksempel 6.6. Hypergeometrisk fordeling
I en forening skal der blandt 5 kvindelige og 8 mandlige kandidater vaelges en bestyrelse pa 4
personer. Find sandsynligheden for, at der er netop 1 kvinde i bestyrelsen..
Lesning:
X = antal kvinder i bestyrelsen
At der skal veare netop 1 kvinde i bestyrelsen forudsetter, at vi udtager 1 kvinde ud af de 5
kvinder og 3 mand ud af de 8 mend.
At udtage 1 kvinde ud af 5 kvinder kan geres pa K(5,1) méder
At udtage 3 mend ud af 8 mand kan geres pa K(8,3) mader.
Antal gunstige udfald er ifelge multiplikationsprincippet K(5,1)-K(8,3)
Det totale antal udfald fas ved at udtage 4 personer ud af de 13 kandidater
Dette kan gores pa K(13,4) mader.
P(X =1)= K(5,1)-K(8,3)
K(13,4)
Excel: P(X =1)=KOMBIN(5;1)*KOMBIN(8;3)/KOMBIN(13;4) =0.3916 ¢
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6.2 Hypergeometrisk fordeling

Karakteristisk for de sdkaldte hypergeometriske fordeling er, at elementerne i udfaldsrummet

(kugler 1 en beholder) kan opdeles 1 to grupper

En opdeling kunne som i eksempel 5.7 vaere kvinder og mend eller som i eksempel 5.8 1 defekte

elementer og ikke-defekte elementer.

Lad os antage, at vi har en beholder med N kugler, hvoraf de M er rede og resten har en anden

farve.

Der udtrakkes en stikprove pa n kugler uden tilbagelaegning.

Vi ensker nu at finde sandsynligheden for at netop x kugler er rede blandt de n udtrukne kugler.

P& samme made som i eksempel 5.7 fas, at denne sandsynlighed bestemmes af formlen

K(M,x)-K(N—-M,n—x)
K(N,n)

P(X=x)=

Saette x =0, 1, 2, ... finder vi forskellige veerdier af P(X = x)

Denne sandsynlighedsfordeling kaldes den hypergeometriske fordeling med parametrene
M,N,N

I Excel behgver man ikke at benytte formlen, da der er indbygget en funktion
HYPGEOFORDELING(x,M,n,N)

Eksempel 6.6 (fortsat)

I eksempel 6.6 var det kvinderne der svarer til antal rede kugler 1 formen.

Antallet af kandidater var N = 13, hvoraf M = 5 var kvinder. Man udtog en bestyrelse pa n = 4.
Man skulle finde sandsynligheden for at netop x = 1 blev udtaget..

Excel:
P4 veerktojslinien foroven: Tryk pa  f, P> Velg kategorien “Statistisk” P> Vaelg “Hypergeo” P> udfylde menuen
. P(X =1)= HYPGEOFORDELING(1;5:4;13) = 0,391608 = 39.16% *

Den hypergeometriske fordeling finder bl.a. anvendelse i kvalitetskontrol, hvilket felgende
eksempel viser.

Eksempel 6.7. Kvalitetskontrol

En producent fabrikerer komponenter, som selges i @sker med 600 komponenter i hver. Som

led i en kvalitetskontrol udtages hvert kvarter tilfeeldigt en aske produceret indenfor de sidste 15

minutter, og 25 tilfeldigt udvalgte komponenter i denne undersoges, hvorefter det foregaende

kvarters produktion godkendes, séfremt der hgjst er én defekt komponent i stikpreven.

Hvor stor er acceptsandsynligheden p, hvis @sken indeholder i alt 10 defekte komponenter,

safremt udtraekningen sker uden mellemliggende tilbagelegninger ?

Lesning:

Lad X vere antallet af defekte blandt de 25 komponenter

Vi har: p=PX=0)+PX =1).

Excel: HYPGEOFORDELING(0;10;25;600)+HYPGEOFORDELING(1;10;25;600)=0,938876

p=93.89%

Anden beregningsmetode:

P(X=0)= K(100)-K(59025) _ cc1o o P =1)= K(10,1)- K(590,24)
K(600,25) K(600,25)

Viharaltsap = 0.6512 + 0.2876 = 0.9388 = 93.88%. L 4

=0.2876.

53



6. Konbinatorik

Opgaver

Opgave 6.1.

a) Bestem det antal mdder, hvorpa bogstaverne A, B og C kan stilles rekkefolge.
b) Samme opgave for A, B, C og D.

Opgave 6.2.

Pé et spisekort er opfert 6 forretter, 10 hovedretter og 4 desserter.

1) Hvor mange forskellige middage bestdende enten af forret og hovedret eller af hovedret og
dessert kan man sammensette.

2) Hvor mange forskellige middage bestaende af en forret, en hovedret og en dessert kan man
sammensatte.

Opgave 6.3

En klasse med 21 elever skal under en egvelse fordeles pa 5 grupper. 4 af grupperne skal vere pa
4 elever, og 1 gruppe skal vare pa 5 elever.

P4 hvor mange mader kan fordelingen af eleverne pa de 5 grupper forega?

Opgave 6.4

Af en forsamling pé 8 kvinder og 4 mand skal udtages en arbejdsgruppe pé 5 personer.

a) Gor rede for, at gruppen kan udvalges pa 448 forskellige méder, nar det forlanges, at den skal
bestd af hejst 3 kvinder og hejst 3 mand.

b) Beregn antallet af méader, hvorpa gruppen kan udvalges, nar det forlanges, at de 5 personer
ikke alle mé vere af samme kon.

Opgave 6.5.
Bestem antallet af 5-cifrede tal, der kan skrives med to I-taller, et 2- tal og to 3-taller.

Opgave 6.6.

I en kasse med 20 elektriske parer er 5 af paerene sprunget.

8 parer udtages af kassen uden tilbagelaegning. Find sandsynligheden for at hgjst 1 af disse paerer
er sprunget.

Opgave nr. 6.7

Supermarkeder ma ikke selge alkohol til mindrearige. En ekspedient beder blandt unge kunder
stikpravevis halvdelen om ID-identifikation. Blandt 10 unge kunder beder han séledes de 5 om
identifikation.

Hvis der blandt 10 unge kunder er 4 mindrearige, hvad er si sandsynligheden for, at han:

1) Finder alle 4 mindrearige

2) Finder hgjst 2 mindrearige

Opgave 6.8

En forretning har pa lager 100 tyverialarmer, hvoraf de 6 er defekte.

3 tyverialarmer s&lges til en kunde. Find sandsynligheden for, at kunden vil f4 mindst 1 defekt
tyverialarm.

54



Opgaver til kapitel 6

Opgave 6.9

Fra et sedvanligt spil kort udtraekkes pa tilfeldig made 3 kort uden tilbageleegning. Bestem
sandsynlighederne for hver af handelserne

A: Der udtrekkes kun 8'ere.

B: Der udtrackkes lutter hjerter.

C: Der udtrakkes 2 sorte og 1 redt kort.

Opgave 6.10

Pé en undervisningsinstitution skal 105 studerende holde fest sammen med deres 23 lerere. Et
festudvalg pa 3 personer velges tilfeldigt. Beregn sandsynligheden for at der kommer bdde
leerere og studerende med 1 udvalget.

Opgave 6.11

Ved en lodtreekning fordeles 3 gevinster blandt 25 lodsedler. En spiller har kebt 5 lodsedler.
Beregn sandsynligheden for hver af folgende haendelser:

1) Spilleren vinder alle tre gevinster.

2) Spilleren vinder ingen gevinster.

3) Spilleren vinder netop én gevinst.

Opgave 6.12

I en urne findes 2 bld, 3 rade og 5 hvide kugler. 3 gange efter hinanden optages tilfeldigt en
kugle fra urnen uden mellemliggende tilbagelaegning.

1) Find sandsynligheden for handelsen A4, at der hgjst optages 2 hvide kugler,

2) Find sandsynligheden for heendelsen B, at de optagne kugler har hver sin farve.

3) Find sandsynligheden for, at de tre kugler har samme farve,

Opgave 6.13

En fabrikant fremstiller en bestemt type radiokomponenter. Disse leveres 1 asker med 30
komponenter i hver @ske. En keber har den aftale med fabrikanten, at hvis en @ske indeholder
4 defekte komponenter eller derover, kan keberen returnere @sken, i modsat fald skal den
godkendes. Kaberen kontrollere hver @ske ved en stikpraove, idet han af asken udtager 10
komponenter tilfeldigt. Lad X vere antal defekte i stikpreven. Der overvejes nu to planer:

1) Hvis X =0, sa godkendes @sken, ellers undersgges @sken nermere.

2) Hvis X <1, sa godkendes asken, ellers undersoges asken naermere.

Hvad er sandsynligheden for, at en @ske, der indeholder netop 4 defekte komponenter, bliver
godkendt af keberen ved metode 1 og ved metode 2.

Opgave 6.14.
En test bestar af 40 spergsmal, der alle skal besvares med ,'ja'. 'nej' og 'ved ikke'. P& hvor mange forskellige mader
kan preven besvares?

Opgave 6.15.
I en virksomhed skal der installeres et kaldesystem. I hvert lokale
opsattes et batteri af n lamper, og hver af de ansatte har sin bestemte

lampekombination.
1) Hvis n =5, hvor mange ansatte kan da have deres eget kaldesystem Q Q Q Q Q

(se figuren)
2) Hyvis virksomheden har 500 ansatte, hvor stor skal z sa vere.
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Opgave 6.16

Normale personbilers indregistreringsnumre bestar af to bogstaver og et nummer mellem 20000 og 59999 .

Lad os antage, at man er néet til numre der begynder med UV. Et eksempel pa en nummerplade er da UV 54755
Hvad er sandsynligheden for, at en nyindregistreret bil fir et registreringsnummer med lutter forskellige cifre, nar
vi antager, at alle cifre har samme sandsynlighed?

Opgave 6.17
Hvor mange forskellige telefonnumre pa 8 cifre kan man danne, nar forste ciffer ikke mé veere nul?

Opgave 6.18

En beholder indeholder 3 hvide, 6 rede og 3 sorte kugler
3 kugler udtraekkes tilfaeldigt uden tilbageleegning.

Find sandsynligheden for at de er af samme farve.
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7.2 Definition og beregning

7 BINOMIALFORDELING
7.1. Indledning

Nast efter normalfordelingen er binominalfordelingen nok den fordeling der har flest
anvendelser.

7.2. Definition og beregning

Binomialfordelingen benyttes som model for antallet af "succeser" ved n uathaengige gentagelser
af et eksperiment, som hver gang har samme sandsynlighed p for "succes".

Problemstillingen fremgér af folgende eksempel, hvor formlen samtidig “udledes”.

Eksempel 7.1. En binomialfordelt variabel.

En skytte har 15% sandsynlighed for at ramme malet.

Skytten skyder 6 gange. Hvad er sandsynligheden for at skytten har netop 2 treffere.

Lad X vere antallet af traeffere blandt de 6 skud

Vi ensker at finde sandsynligheden for at finde netop 2 treffere blandt disse 6, det vil sige
P(X=2).

Losning:

Lad et eksperiment vaere at skyde et skud.

Resultatet af eksperimentet har to udfald: treffer , forbier.

Eksperimentet gentages 6 gange uathaengigt af hinanden.

Der er en bestemt sandsynlighed for at fa en treffer, nemlig p = 0.15.

Lad ¢ veere det udfald at fi en treeffer, og f vaere det udfald at fa en forbier.

Et af de onskede forleb med 2 treeffere vil eksempelvis vere ¢, £, ¢, f, f, 1, f-

Dette forleb mé have sandsynligheden

0.15-(1-015)-015-(1—-015)-(1-0.15)-(1-0.15) = 015 - (1-0.15)* .

Et andet gunstigt forleb kunne vere f, £, ¢, f, t, f med sandsynligheden
(1-015)-(1-015)-0.15-(1-0.15)-015-(1-0.15) = 0.15% - (1-0.15)*

Vi ser, at alle gunstige forleb har samme sandsynlighed.

Antal forleb mé vere lig antal méder man kan placere to #’er pad 6 tomme pladser (eller antal
méder man kan tage 2 kugler ud af en mangde pa 6). Dette ved vi kan geres pé K(6,2) mader.

Vi fér felgelig, at p = K(6,2)-0.15% - (1-0.15)* = 01762 = 17.62%

L 4

I eksemplet har vi “udledt” den sédkaldte binomialfordeling, som er defineret pa folgende méade:

DEFINITION af binomialfordeling.

1) Lad et tilfeeldigt eksperiment have 2 udfald “succes” og “fiasko”

2) Lad eksperimentet blive gentaget n gange uafhcengigt af hinanden, og lad sandsynligheden
for succes veere en konstant p

Lad X veere antallet af succeser blandt de n gentagelser

Der geelder da: P(X=x)=K(n,x)-p*-(1-p)"* for xe {0,1,2,...,n}
X siges at veere binomialfordelt b ( n, p).
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7. Binom al fordeling

Excel: P(X < x) = BINOMIALFORDELING(x, n, p, 1)
P(X = x) = BINOMIALFORDELING(x, 7, p, 0)

Eksempel 7.2 (beregning af binomialfordeling)

I eksempel 7.1 fandt vi, at X var binomialfordelt med n = 6 0g p = 0.15.

P(X =2) beregnes 1 Excel pé folgende méde:

Pa veerktgijslinien foroven: Tryk pa fx > Veelg kategorien “Statistisk” > Veelg “Binomialfordeling” > udfylde menuen .
Resultat: ==BINOMIALFORDELING(2;6;0,15;0) =0,176177 = 17.6%

L 4

Approksimation af hypergeometrisk fordeling med binomialfordeling.

Den hypergeometriske fordeling anvendes sadvanligvis ved kvalitetskontrol, da man udtager
stikproven uden tilbagelaegning. Hvis man i stedet efter at have taget et emne op og undersogt
det lagde emnet tilbage, sd var der jo en fast sandsynlighed for at fa en defekt. I et sddant tilfaelde
var fordelingen derfor binomialfordelt. Hvis man udtager en lille stikprove af storrelsen n af en
stor mangde af storrelsen N, vil sandsynligheden for at fa en defekt ikke @&ndre sig meget hvad
enten man laegger tilbage eller ej. For de fleste anvendelser kan man derfor med en passende
ngjagtighed erstatte den hypergeometriske fordeling med binomialfordelingen,, hvis stikpre-
vestarrelsen n er mindre end eller lig 10% af partistorrelsen N ( % < % ).

Eksempel 7.3. Hypergeometrisk fordeling approksimeret med binomialfordeling .

I eksempel 6.7 betragtede vi folgende situation.

En producent fabrikerer komponenter, som slges 1 @sker med 600 komponenter i hver. Som
led i en kvalitetskontrol udtages hvert kvarter tilfeldigt en a&ske produceret indenfor de sidste
15 minutter, og 25 tilfeeldigt udvalgte komponenter i denne undersegges, hvorefter det foregaende
kvarters produktion godkendes, safremt der hgjst er én defekt komponent i stikpreven.

Hvor stor er acceptsandsynligheden p, hvis @sken indeholder i alt 10 defekte komponenter.
Lesning:

Lad X vere antallet af defekte blandt de 25 komponenter

Vi har: p= P(X<])

25 1 10
aL=2" < kan approksimeres med binomialfordelingen b(ZS, —j .
N 600 10 600

P(X <1) = BINOMIALFORDELING(1,25,1/ 60,1) = 09353

Benyttede vi den hypergeometriske fordeling fandt vi 93.88%. Denne forskel pd 0.35% har
nappe praktisk betydning.
L 4

Middelveerdi og spredning for binomialfordeling b(n,p)
Binomialfordelingen har middelveerdien tt=n-p og spredningen o =n-p-(1-p).

[ (1=
Heraf fas (ved division med n), at p har spredningen o(p) = r-(=p) .
n

Et bevis vil ikke blive foretaget her.
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7.2 Definition og beregning

Eksempel 7.4: Sandsynlighedsfunktion for binomialfordeling .

Ifolge et teleselskabs opgerelse ser 70% af husstandene i en kommune med 1000 husstande
fjernsyn via en parabolantanne.

En repreesentativ stikprave pa 15 husstande udtages.

Lad X = antal husstande med parabol ud af 15

Da man m4 antage, at man ikke sporger den samme husstand to gange er X fordelt hypergeo-
metrisk med N = 1000, M =700 og n = 15.

1 . . . . .
a % = 10(5)0 < 0.1 kan man tillade sig at approksimere med binomialfordelingen b(15, 0.70).

(antallet N af indbyggere i kommunen er sé stort, at sandsynligheden ikke @ndrer sig, fordi man
har udtaget op til 15 husstande).
1) Tegn sandsynlighedsfunktionen for X (idet X antages binomialfordelt)
2) Beregn middelvardi og spredning for X
Lesning:
1) Da X er en “diskret” variabel, der kun antager hele verdier tegnes et stolpediagram.
Vi beregner vardierne ved at benytte Excel, eksempelvis
P(X=9)=BINOMIALFORDELING(9;15;0,7;0) = 0,147
Vi fér folgende tabel:
X 0 1 2 3 4 5 6 71 8 [ oo i f2f 3|45

P(X=x)| 1,4E-08] 5,0E-07| 8,2E-06| 8,3E-05| 5,8E-4| 3.0E-3| 1,2E-2| 3,5E-2{ 0,081] 0,147| 0,206] 0,219 0,170| 0,092 0,031]| 4,7E-

Aftabellen og af nedenstaende stolpediagram ses, at vi har de sterste vaerdier sandsynligheder
for x =10 og x = 11 svarende til at 70% af 15 er 10.5, og at fordelingen er nogenlunde
symmetrisk omkring middelvaerdien 10.5.

0 S5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Stolpediagram for binomialfordelingen

2) p=n-p=15-07=105 og o =[n-p-(1- p) =4/15:0.7-(1-0.7) = 1.77
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7. Binom al fordeling

7.3. Konfidensinterval for p .

Iaviser, TV m.m. optrader utallige opinionsundersggelser og markedsundersggelser, hvor man
sporger en forhabentlig reprasentativ stikprove om deres mening.

Resultaterne er naturligvis usikre, men sjeldent fortelles der om hvor stor usikkerheden er.
Folgende eksempel illustrerer dette.

Eksempel 7.5. Opinionsunderseogelse.

Ved valget 1 2007 stemte 25.5% af vaelgerne pé socialdemokraterne.

I en opinionsundersggelse 4 maneder efter valget svarede 1035 veelgere pd spergsmalet om
hvilket parti det var mest sandsynligt de ville stemme pa hvis der var valg i morgen.

22.7% svarede, at de ville stemme pa Socialdemokraterne.

Pa grundlag heraf blev der konkluderet, at partiet var gdet signifikant tilbage siden valget.

Er denne konklusion rimelig?

L 4

En metode til at afgere dette pé, er at angive et passende “usikkerhedsinterval” for sandsynlighe-
den p for svarprocenten.

Et interval, hvor man vil vaere 95% sikker pd at den sande sandsynlighed p ligger indenfor
intervalgrenserne , kaldes et 95% konfidensinterval for p.

Onsker man at vaere mere sikker f.eks. 99% sikker, sa bliver intervallet naturligvis bredere.
Ofte vil man ved sddanne opinionsundersogelser valge 90%.
Da regningerne i princippet er de samme, vil vi i det felgende valge 95%.

Vihar tidligere naevnt, at séfremt en fordeling er nogenlunde symmetrisk omkring middelverdien
1, savil ca. 95% af alle vaerdier ligge indenfor [u—2-0; u+2- o]

For binomialfordelingen b(n,p) gelder, at den har middelverdien wg=n-pog

spredningen /np(1— p) .

Endvidere er fordelingen rimelig symmetrisk om middelverdien nér blot middelvardien ikke
ligger for tet ved 0 eller n.

Viharnu u+20=np+2np(1-p)

.. 1—
Divideres med n haves p+2- M
n
Nér man skal lave et konfidensinterval benytter man sig af, at for store stikprevesterrelser, vil

et estimat p for parameteren p veere tilneermelsesvis normalfordelt.
Dette begrunder folgende formel for konfidensinterval:
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7.3 Konfidensinterval for binom alfordeling

95% konfidensinterval for p i binomialfordelt variabel .
Lad der i en stikprove pd n veere x Sucesser, og lad p = X
n

Forudsat, at n-p-(1— p)>10 kan et 95% konfidensinterval beregnes af formlen
. |p-(1-p) . |p-(1-p)
P=Uogrs T SPSPptiuggrse —

I tabel 1 ses, at 1975 =1.96 (eller NormInv(0,975,0,1) = 1,96
Onskede vi eksempelvis et 90% interval findes tilsvarende, at w95 = 1.645

Eksempel 7.6 Beregning af konfidensinterval
I eksempel 7.5 svarede 1035 valgere pa spergsmélet om hvilket parti det var mest sandsynligt
de ville stemme pa hvis der var valg i morgen. 22.7% svarede, at de ville stemme pa Socialdemo-
kraterne.
Opstil et 95% konfidensinterval for sandsynligheden p for at man vil stemme pa socialdemokra-
terne.
Lesning:
Da p=0.227fas n-p-(1- p) =1035-0227-(1-0227) ~ 182 > 10
0227-(1-0227) 0.227-(1-0227)
1035 1035
< 0227-0.026< p<0227+0.026 < 0202< p<0.253

Viharnu: 0227 - 1.96-\/ < p<0227- 1.96-\/

Vi ser altsé, at da valgresultatet 14 pd 25.5%, s m4 man konkludere, at socialdemokraterne med
stor sikkerhed er gdet tilbage i forhold til valget.
Excel: (filen kan findes pd adressen www.larsen-net.dk )

A B C D E F
11 p= [0,227 n*p*(1-p)= 181,6125 | OK
2l n= | 1035 u-veerdi = NORMINV(1-B3/2;0;1) 1,959964
3| alfa=| 0,05 r= KVROD(B1*(1-B1)/B2)*F2 | 0,02552
4 nedre graense = b1-f3 0,20148
5 gvre greense = b1+f3 0,25252

L 4

Hvis betingelsen ikke er opfyldt (stikpravesterrelsen n er for lille) kan man eventuelt benytte folgende (mere
besverlige ) metode.
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7. Binom al fordeling

Eksempel 7.7. Beregning af konfidensinterval hvis betingelserne ikke er opfyldt
I forbindelse med et reklamefremstod enskede man at undersege om borgerne i en mindre by havde set en
bestemt reklame. Man spurgte et antal tilfeldigt udvalgte husstande, og af 50 svar havde 10 set reklamen.
Opstil et 95% konfidensinterval for sandsynligheden p for at man har set reklamen.
Lesning:

_ .10
Vi har, at p 50 20%

Dan-p-(1-p)=50-02-08=8<10 er betingelse 2 ikke opfyldt.
Vi finder nu den gvre graense i konfidensintervallet ved at lade p stige indtil P(X <10) =~ 0.025

Excel: I celle Al skrives en startverdi for p eksempelvis 0,3.
P 1 celle BI skrives ==BINOMIALFORDELING(10;50;A1;SAND) P> Funktioner P> “Mailsogning”
I “Angiv celle” skrives B1. 1 “Til Verdi” skrives 0,025. 1 “Ved @&ndring af celle” skrives Al.
Resultat  0,336496

Dernast findes nedre graense ved at lade p falde, indtil P(X210)=1-P(X <9)~ 0025

I celle A1 skrives en startverdi for p eksempelvis 0,15.
P 1 celle B skrives ==1-BINOMIALFORDELING(9;50;A1;SAND) P> Funktioner P> “Malsogning”
I “Angiv celle” skrives B1. I “Til Vaerdi” skrives 0,025. I “Ved @ndring af celle” skrives Al.
Resultat  0,10048
Konfidensinterval: [0.100; 0.336

L 4

7.4. Dimensionering

For man starter sine mélinger, kunne det vare nyttigt pa forhand at vide nogenlunde hvor
mange malinger man skal foretage, for at fi resultat med en given ngjagtighed.

Hvis man antager, at man kan approksimere med normalfordelingen, ved vi, at radius for et

(1=
95% konfidensinterval er 7 = Uy g7s 1,% .

Loses denne ligning med hensyn til n fés

2
u A A
=[] 5.0

7

Det grundleeggende problem er her, at man neeppe kender p eksakt.

Man kender muligvis pa basis af tidligere erfaringer storrelsesordenen af p. Hvis ikke
kunne man eventuelt udtage en lille stikprave, og beregne et p pa basis heraf.

Endelig er der den mulighed, at setter p= 0.5, som er maksimumsvardien af p-(1- p)

Benyttes denne verdi far man den sterst mulige verdi af n for en given verdi af r.
Ulempen er, at dette forer til en storre stikprovesterrelse end nedvendigt.
Det folgende eksempel illustrerer fremgangsmaden.
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7.4 Di mensi onering

Eksempel 7.8. Dimensionering.

I den i eksempel 7.6 nevnte underseggelse onskes inden udtagning af stikpreven, at antallet
skal veere sé stort, at radius 1 konfidensintervallet hgjst er 2%.

Lesning:

Metode 1. For at fi en gvre grense, sattes p = 0.5.

2 2
Vi far , — Mj 51— 5 =(ﬂ] 11 5401
" [ . ) PUmP=gn) 278y

Metode 2 Da man pa forhdnd ved, at ved sidste valg fik ingen partier mere end 30% af
stemmerne sattes p=0.3.

" 2 196)°
nz(ﬂj ﬁ.(l-ﬁ):(.—j 03-0.7=2017 ¢
. 0.02 =
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7. Binom al fordeling

Opgaver

Opgave 7.1

Under en skydegvelse viser det sig, at en premierlgjtnant rammer et mal med 40% sandsyn-
lighed.

Premierlgjtnanten affyrer 8 skud.

a) Find sandsynligheden for 3 treffere.

b) Find sandsynligheden for at f mindst 3 traeffere.

Opgave 7.2

P& flyvestationens hovedverksted har man fiet oplyst, at sandsynligheden for en defekt bolt i
en boltefabrikation er 0.1.

Man far en forsendelse med 400 bolte

a) Hvad er sandsynligheden for, at man i en stikpreve pé 12 bolte finder mindst 1 defekt bolt.
b) Hvor mange defekte bolte vil der i middel vare 1 forsendelsen.

Opgave 7.3

Under en gvelse affyrer en officer 80 skud mod et mil. P4 grund af meget vanskelige forhold
er sandsynligheden for en traeffer kun 0.05 1 hvert forseg.

Hvad er sandsynligheden for at officeren opnar mindst 5 treffere.

Opgave 7.4

Idet sandsynligheden for at ramme et storre mal er 0.8, affyres 225 skud med en kanon. Malet
anses for gdelagt, sdfremt mindst 200 skud treeffer det

Find sandsynligheden for at mélet edelegges.

Opgave 7.5

Nér SOS har faet anvist erhvervspraktikanter, har det desverre vist sig, at kun 60% af de

anviste skoleelever dukker op. Forud for arets praktik har SOS meddelt, at det kun er muligt

at gennemfore praktiktjenesten, hvis der dukker mindst 12 praktikanter op.

Skoleelevernes “dukken op” er uathengig af hinanden.

a) Hvad er sandsynligheden for at SOS kan oprette et hold, hvis praktiktjenesten anviser 15
skoleelever til SOS?

b) Hvor mange elever skal praktiktjenesten anvise, hvis der skal vaere 95% sandsynlighed for
at kurset oprettes.

Opgave 7.6

Man udskifter i gjeblikket en &ldre model fragmenteringsvest med en nyere. I lejrens depot
udger den @ldre model 5% .

Ved en ovelse udleveres hurtigt og ganske tilfaeldigt 62 fragmenteringsveste til en deling.
Hvad er sandsynligheden for, at flere end 5 fra delingen fér udleveret en gammel model.
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Opgaver til kapitel 7

Opgave 7.7
Antallet af teendstikker 1 hver af 60 teendstikaesker optaltes.
Resultatet var

43 |45 |49 |47 |47 |46 |46 |48 |44 |48 [45 |46 |42 |45 |48 |47 |45 |46 [50 [49
42 |44 |44 |46 |44 |51 |47 |46 |47 |44 |41 |50 |49 |44 |45 |43 |50 |47 |47 |45

48 |46 [48 [46 |51 |48 |46 |44 |49 |46 (47 [49 (45 |50 |46 |43 |47 |43 |49 |44
Data findes pa adressen www.larsen-net.dk .

Lad X vere antal teendstikker pr. a&ske.

1) Tegn et histogram over fordelingen af X.

2) Beregn estimater for middelvardi, spredning og median

3) Vurder ud fra spergsmal 1 og 2 om X kan antages at vaere tilnarmelsesvis normalfordelt.

4) Vurder ud fra en hensigtsmessig konstrueret sumpolygon, hvor stor en procentdel af

&skerne, der indeholder mindst 45 tendstikker.

Antag 1 det folgende at X er normalfordelt, med de 1 spergsmél 2 beregnede estimater for

middelveardi og spredning.

5) Beregn sandsynligheden for at der i en tilfeldig teendstikaeske er mindst 45 tendstikker.

Taendstikkerne selges i pakninger med 10 @sker i hver.

6) Beregn sandsynligheden for, at hojst 2 @sker 1 en tilfeldig pakning indeholder mindre end
45 tendstikker.

Opgave 7.8
Blandt familier med 3 bern udvalges 50 familier tilfeldigt. Angiv sandsynligheden for, at der
1 mindst 8 af disse familier udelukkede er bern af samme ken.

Opgave 7.9

Ved et keb af 100000 plastikbaegre aftaltes med leveranderen, at det skal vare en forudsat-
ning for kebet, at partiet godkendes ved en stikprevekontrol.

Kontrollen udeves ved, at 100 bagre udtages tilfeldigt af partiet og kontrolleres. Partiet
godkendes, sédfremt ingen af de 100 baegre er defekte.

Beregn sandsynligheden for, at partiet godkendes, hvis det i alt indeholder 250 defekte bagre.

Opgave 7.10

I et elektrisk specialapparat indgar 30 komponenter, som hver er indkapslet i et heliumfyldt
hylster. Beregn, idet sandsynligheden for, at et komponenthylster laekker, er 0.2%, sandsyn-
ligheden for, at mindst ét af de 30 komponenthylstre laekker.

Opgave 7.11

Det er oplyst, at der for en given vaccine er 80% sandsynlighed for, at den ved anvendelse har
den enskede virkning.

Pé et hospital foretoges vaccination af 100 personer med den pagaldende vaccine.

Beregn sandsynligheden for, at 15 eller ferre af de foretagne vaccinationer er uden virkning.
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7. Binom al fordeling

Opgave 7.12

En fabrikant far halvfabrikata hjem i partier pa 200000 enheder. Fra hvert parti udtages en

stikprove pd 100 enheder og antallet af fejlagtige blandt disse noteres.

Hvis dette antal er mindre end eller lig med 2, accepteres hele partiet; i modsat fald underso-

ges partiet yderligere.

1) Hvad er sandsynligheden for, at et parti med en fejlprocent pé 1 vil blive yderligere
undersogt.

2) Hvor stor er sandsynligheden for, at et parti med en fejlprocent pa 5 vil blive accepteret.

Opgave 7.13

En producent af billigt plastiklegetoj far mange klager over at en bestemt type legetoj er
defekt ved salget. Legetojet salges til butikkerne i kasser pa 10 stk., og som et led i en
kvalitetetskontrol udtages 100 kasser og antallet x af defekt legetoj optaltes. Folgende
resultater fandtes:

X 0 1 2 3 4 5 6

Antal kasser 34 38 19 6 2 0 1

Lad p vere sandsynligheden for at fa et defekt stykke legetoj.

1) Find et estimat p for p.

2) Angiv et 95% konfidensinterval for p.

3) Lad X vere antal defekte 1 en kasse pa 10 stykker legetoj, og antag at X er binomialfordelt
b(10, p ). Beregn hvor mange af de 100 kasser, der kan forventes at have x =2 defekte.

Opgave 7.14

I rapporten “Analyse af elevkampagnen 2006" udarbejdet af “Forsvarets rekruttering”

returnerede 604 personer et udsendt spergeskema.

Pa side 10 er en opgerelse over hvilke medier der var udslagsgivende for materialebestilling.

Der péstés side 7, at den usikkerhed der knytter sig til milingerne er +3.5%

Heraf fremgér at TV-spot var udslagsgivende for p = 34%

1) Beregn et 95% konfidensinterval for p, og kommenter ovennavnte pastand.

2) Hvor mange personer skulle have indsendt spergeskemaet, hvis pastanden om de 3.5%
skulle vaere korrekt i selv det varst teenkelige tilfelde?

Opgave 7.15

I en analyse af arbejdsgivernes tilfredshed med jobnet, svarede 488 arbejdsgivere pé sporgs-

malet.

Det viste sig, at kun 5% var utilfredse med jobnet.

1) Beregn et 95% konfidensinterval for p = 0.05.

2) Giv et skon over hvor mange arbejdsgivere man skulle have haft svar fra, hvis et 95%
konfidensinterval for p skulle have radius 0.01.
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Opgave 7.16

I en analyse blev 428 arbejdsgivere spurgt om hvilke jobtyper de annoncerede pa jobnet.

Det viste sig, at kun 7% benyttede jobnet til at annoncere efter ledere.

1) Beregn et 95% konfidensinterval for p = 0.07

2) Giv et skeon over hvor mange arbejdsgivere man skulle have haft svar fra, hvis et 95%
konfidensinterval for p skulle have radius 0.02.

Opgave 7.17

En ny behandling af cancer forventes at give bedre overlevelseschancer end den hidtidige

behandling. 120 patienter provede den nye behandling, og af disse overlevede 82 1 mere end 5

ar.

Idet antallet af overlevende patienter antages at vare binomialfordelt, skal man

1) Angive et estimat for sandsynligheden p for at overleve 1 5 ar ved den nye behandling.

2) Angive et 95% konfidensinterval for p.

3) Hvor mange patienter skulle approksimativt lade prove den nye behandling, hvis radius i
95% konfidensintervallet for p hejst skal vaere 0.05

Opgave 7.18

Af 1000 tilfeeldigt udvalgte patienter, der led af lungekreeft, var 823 dede senest 5 ar efter
sygdommen blev opdaget.

Angiv pd dette grundlag et 95% konfidensinterval for sandsynligheden for at do af denne
sygdom senest 5 ar efter at sygdommen bliver opdaget.

Opgave 7.19

En fabrikant af lommeregnere er interesseret i at fa et skon over hvor stor en procentdel p af
de producerede lommeregnere, der er defekte. En stikprove pa 800 lommeregnere indeholder
10 defekte.

Beregn et 95% konfidensinterval for p.
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8. Poi sson- og eksponential fordeling

8. Poisson- og eksponentialfordeling

8.1. Indledning

Poissonfordelinger benyttes ofte som statistisk model for antallet af "impulser" pr. tidsenhed.
Disse impulser antages at komme tilfeldigt og uathaengigt af hinanden.

Som eksempler kan n@vnes: Antal trafikuheld pd en bestemt vejstrekning i lobet af et ar, antal
biler, der passerer en militeer kontrolpost, antal varevogne der ankommer pr. time til et stort
varehus og antal telefonsamtaler der fores fra en telefoncentral, der er oprettet under en ovelse.
Modellen kan dog ogséd anvendes pa andet end pr. tidsenhed, eksempelvis ogsa pa antal revner
pr. km kabel, hvis disse revner forekommer tilfeldigt og uathengigt af hinanden.

Eksponentialfordelinger benyttes som model for det tidsrum der gér fra en impuls udsendes til
den naste 1 ovennavnte Poissonfordeling.

8.2. Poissonfordeling

Lad X angive antallet af “impulser” i et givet tidsrum.
Eksempelvis kunne impulserne vare biler der ankommer til en benzinstation pr. time.
Hvis det gennemsnitlige antal impulser i tidsrummet er A siges X at vaere Poissonfordelt p(A)

Der galder da, at sandsynligheden for at X' = x er bestemt ved

X

P(sz)z/l—'-e_’l for x=0,1,2,... |,
X!

Det kan vises, at middelvaerdien for p(1) er A og spredningen er Ja
Et bevis for disse pdstande fores ikke her

Eksempel 8.1: Poissonfordeling

Der ankommer hver uge (7 dage) 1 gennemsnit 70 tankskibe med olie til en bestemt havn.
Skibene ankommer tilfeldigt og uathangigt af hinanden.

Havnen har kun faciliteter til at modtage hejst 15 oliertankskibe om dagen.

a) Hvad er sandsynligheden for at man pé en given dag modtager hgjst 12 tankskibe

b) Hvad er sandsynligheden for, at man pa en given dag ma afvise olietankere.

' Ethvert tidspunkt i tidsrummet har samme mulighed for at veere impulstidspunkt som ethvert andet tidspunkt.

Endvidere skal impulserne indtrceffe tilfeeldigt og uafhcengigt af hinanden .
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8. 2. Poi ssonfordeling

Leosning:
Lad X' betegne antallet af tankskibe der ankommer pé en dag. Idet vi med tilneermelse kan antage,
at betingelserne i setning 8.2 er opfyldt (impuls er her tankskibes ankomst)), er X Poissonfordelt

p (). Da det gennemsnitlige antal ankomster pr. dager u= 770 =10 fas:

a) P(X <12)=POISSON(12;10;1) = 0,7915
b) P(X > 16) = 1— P(X < 15) = 1-POISSON(15;10;1) = 0,04874
¢

Konfidensinterval
Som for binomialfordelingen kan man vise, at Poissonfordelingen kan approksimeres med normalfordelingen.
Der gelder:

Konfidensinterval for Poissonfordelt variabel
Lad X vaere Poissonfordelt p( z).

Lad der i en stikpreve af sterrelsen n vaere talt m impulser, og lad x = n
n

Forudsat, at m > 10 vil X vare et estimat for z og et konfidensinterval for z vil veere

_ _ X
x—“0.975'\/75#SX+”0,975'\/; (1

Eksempel 8.2.Konfidensinterval for Poissonfordeling.

I eksempel 8.1 betragtede vi antallet af tankskibe der anleber en havn.

Ledelsen af havnen foler, at antallet af tankskibe, der anlgber havnen er steget, sa flere matte afvises.

Man har derfor planer om at udbygge havnen, men inden da foretager man en optelling af antal skibe der havde
anlebet eller ensket at anlebe havnen i de sidste 30 dage.

Man fandt, at der i alt havde veret 360 anleb eller ensker om anlegb pa de 30 dage,

1) Angiv pa det grundlag et estimat for middelvaerdien 4 af antal anleb pr dag.

2) Angiv et 95% konfidensinterval for £/ og angiv pé det grundlag, om der var basis for at antage, at antal anleb

I | =

er steget.
Lesning:
1) P& n =30 dage er der optalt m =360 anlgb. Da m>10 kan formel (1) anvendes.
_ 360
Vihar X = —— =12
30 =
. - x 12
2) Et95% konfidensinterval for g erx tug g5 -4/— =12£1.96- 30" 12+124.
n
10.76 ; 13.24].

Da nedre greense for konfidensintervallet er storre end 10, er der basis for at antage, at antallet af tankskibe i
middel er steget
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8. Poi sson- og eksponential fordeling

8.3 EKSPONENTIALFORDELINGEN

[ afsnit 8.2 betragtede man antallet X af tankskibe, der ankommer til en havn pa en dag. Skibene
ankommer tilfeldigt og uathaengigt af hinanden.

1
I middel ankom der 10 skibe pr. dag, dvs. i middel gar der u = T dag fra et skib ankommer til

det naeste skib ankommer.
Vi antog, at X var Poissonfordelt med middelverdien 4 = 10.

Lad T vere tidsrummet fra et skib ankommer til det naste ankommer.
Man kan vise (jevnfer s@tning 8.1) , at

P(T<t)=1-¢" P(T>t)=e'" >,
Man siger derfor at 7 er eksponentialfordelt.

2

De foregéende betragtninger kan udtrykkes ved felgende s@tning:

Saetning 8.1 Eksponentialfordeling:
Lad X vere en Poissonfordelt stokastisk variabel. Lad det gennemsnitlige antal impulser i en
tidsenhed vere A .

I middel gar der # :% tidsenheder mellem 2 impulser.

Lad T = tidsrummet fra en impuls udsendes til den naste udsendes.

T siges at vaere eksponentialfordelt exp ( « ) med parameteren x, og der gelder
t

P(T<t)=1l-e M =1-e * , >0

Middelverdien for exp (4 ) er E(X)= u og spredningen er o(X) = u.

Bevis:
I tidsrummet fra ¢, til £, + tx er der i gennemsnit A-¢ impulser.
Lad W vare det aktuelle antal impulser i tidsrummet [7, ; ¢, + ¢ |. W er da Poissonfordelt p(4-7).
Idet T er tiden fra én impuls til den naeste, er P(T > ¢) = P(W =0), da der ingen impulser er i tidsrummet
[t t,+ 1]

0
(lt) .e—,u-t

Da p(W =0) = o1

=e M e p(r>1=e*.

t

Vihar derfor p(T<7)=1-P(T>t)=1-¢*" =1—e7 L 4

Eksempel 8.3. Tiden mellem to ankomster.

I afsnit 8.2 betragtede man antallet X af tankskibe, der ankommer til en havn pa en dag. Skibene

ankommer tilfaeldigt og uathaengigt af hinanden.

I middel ankom der 10 skibe pr. dag.

Lad os antage, at en “havnedag” er pa 15 timer.

I s& fald ankommer der i middel 1.5 skibe pr time.

1) Find sandsynligheden for, at der gar mere end 2 timer mellem to pa hinanden felgende
ankomster.

2) Find sandsynligheden for at der gar mellem 1 og 3 timer mellem to pd hinanden folgende
ankomster
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8.3 Eksponentialfordelingen

Lesning:
Lad T veare tidsrummet fra et skib ankommer til det naeste ankommer.

1 2
T er eksponentialfordelt med middelveaerdi y = I = 3 time

1) P(T>2)=e 2 =¢7% =0.0498

2) P(1<T<3)=P(T<3)-P(T<1)=1-e¢ "33 —(1—e‘1-5'1) —e 5 ™5 202120

1
Excel: 1) P(T >2)=1- EKSPFORDELING(2;1,5;1) (bemerk: ikke ¢z men A =—)
y7,

2)PA<T<3)=P(T<3)-P(T<1)=
EKSPFORDELING(3;1,5;1)-EKSPFORDELING(1;1,5;1) = 0,212021 ¢

Levetider. I apparater, som bestar af elektroniske komponenter (eksempelvis lommeregnere),
er der et meget ringe mekanisk slid. Apparatets fremtidige levetid vil derfor (nesten ikke)
athenge af, hvor leenge det har fungeret indtil nu. I sddanne tilfeelde vil eksponentialfordelingen
erfaringsmeessigt vare en god approksimativ model for apparatets levetid. Det kan nemlig vises,
at eksponentialfordelingen er den eneste kontinuerte fordeling, som har ovennavnte egenskab
(er uden hukommelse)

Bevis:
Lad T vare eksponentialfordelt med middelverdi g oglad b > a > 0 vere vilkarlige konstanter. Der gelder da:
_a b _axb a b
P(T>a)=e *, P(T>b)=e *, P{T>a+b)=e * =e #e*
P(ANB)

I afsnit 5.4 om betinget sandsynlighed gaelder p(A|B) = P(A)

P((T>a+b)n(T>a)) _P(T>a+b) e

b
—e H —
P(T > a) P(T>a) 5 © A(T>8) ¢

Vi har derfor P(T>a+b|T>a) =

Eksempel 8.4. Levetid for elektriske pzerer.

Man har erfaring for, at en bestemt type elektriske parer har en "braendtid" 7 (malt i timer),

som approksimativt er eksponentialfordelt. Pa basis af et stort antal mélinger ved man , at

middellevetiden er 7 = 1500 timer.

1) Hvor stor er sandsynligheden for, at en tilfaeldig paere braender over, inden den har vaeret
teendt i 1200 timer?

2) Find sandsynligheden for, at en tilfeldig paere breender i mere end 1800 timer.

3) Enpare har breendt i 800 timer. Hvad er sandsynligheden for, at den braender i mindst 1800
timer mere.

Lesning: 1200

1) P(T<1200)= F(1200)=1-¢ 5% =1-0.449=551% .

1800

2) P(T> 1800) = 1- F(1800) = e 5% =30.12%

3) Da eksponentialfordelingen ingen hukommelse har, vil svaret blive som 1 spergsmél 2,
dvs. 30.12%.
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8. Poi sson- og eksponential fordeling

Opgaver

Opgave 8.1

Under golfkrigen angreb de allierede flystyrke byen Basra i Irak med i gennemsnit fire

angrebsbelger pr. degn. Angrebsbelgerne blev gennemfort uafthengigt af hinanden og pa

tidspunkter, der ikke fulgte et regelmeessigt skema.

1) Beregn sandsynligheden for, at byen Basra inden for det naste degn rammes af mindst 5 af
de allierede flystyrkers angrebsbelger.

2) Beregn sandsynligheden for, at byen Basra inden for det naste dogn ikke rammes af de
allierede flystyrkers angrebsbalger.

Opgave 8.2
En statistik viser, at pa en flyvestation har “Brand og Redning” i gennemsnit 3 udrykninger i den
forste uge af sommerferien. Udrykningerne kommer tilfeeldigt og uathengigt af hinanden.
1) Find sandsynligheden for at der hgjst er 5 udrykninger i den forste uge.
2) Statistikken viser ogsa, at “Brand og Redning” i gennemsnit har 5 og 2 udrykninger i 2. og 3.
ferieuge.
Find sandsynligheden for flere end 13 udrykninger i den 3 uger lange sommerferie.

Opgave 8.3

Etradioaktivt preeparat undergar gennemsnitligt 100 desintegrationer (senderdelinger) pr. minut.
Lad X betegne antal desintegrationer i et sekund (som er lille i forhold til praparatets
halveringstid).

Find P(X <1).

Opgave 8.4

Pé et teknisk universitet er et centralt edb-anleg i konstant brug. Man har erfaring for, at
anlaeggetilobet afen 20 ugers periode har gennemsnitligt 7 maskinstop. Beregn sandsynligheden
p for, at anlegget i en 4 ugers periode har mindst ét maskinstop.

Opgave 8.5

P& en fabrik indtreeffer i gennemsnit 72 ulykker om aret. Antag, at de forskellige ulykker
indtraeffer uathaengigt af hinanden, og at de er nogenlunde jeevnt fordelt over aret. Beregn, idet
et arbejdsar sattes lig med 48 uger, sandsynligheden for at der 1 en uge indtreffer flere end 3
ulykker.

Opgave 8.6
Til et bestemt telefonnummer er der i lobet af aftenen i middel 300 opkald i timen. Beregn
sandsynligheden for, at der i labet af et minut er hojst 8 opkald.

Opgave 8.7

En fabrikation af fortinnede plader finder sted ved en kontinuerlig elektrolytisk proces.
Umiddelbart efter produktionen kontrolleres for pladefejl. Man har erfaring for, at der i middel
er 1 pladefejl hvert 5'te minut.

Beregn sandsynligheden for, at der hojst er 5 pladefejl ved en halv times produktion.
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8. Opgaver

Opgave 8.8
Pé en fabrik fremstilles kobberkabler af en bestemt tykkelse. Mikroskopiske revner forekommer
tilfeldigt langs disse kabler. Man har erfaring for, at der i gennemsnit er 12.3 af den type revner
pr. 10 meter kabel.
Beregn sandsynligheden for, at der
1) ingen ridser er i 1 meter tilfeeldigt udvalgt kabel.
2) er mindst 2 ridser i 1 meter tilfeeldigt udvalgt kabel.
3) er hojst 4 ridser 1 2 meter tilfeldigt udvalgt kabel
Fabrikken gar nu over til en anden og billigere produktionsmetode. For at fa et estimat for
middelvardien ved den nye metode maltes antallet af revner pé 12 kabelstykker pa hver 10
meter.
Resultaterne var

Kabel nr 1 2 3 4 |5 |6 [7 8 9 (10 |11 |12

Antal revner 8 4 14 |6 |8 10 [10 [16 |2 |2 6 8
4) Angiv pé basis heraf et estimat for middelvardien af antal revner pr. 10 m kabel.

Opgave 8.9

Ved en TV-fabrikation optelles som led 1 en godkendelseskontrol antal loddefejl pr. 5 TV-
apparater. Fabrikanten ensker at fa et overblik over antal loddefejl, og optalte derfor antal
loddefejl pa 24 tilfeldigt udtagne TV apparater. Resultatet fremgar af skemaet:

Antal loddefejl 0 |1 2 |3 (4|5 (6|7 |8 |9

Antal TV apparater 3 12 4 16 |5 |2 I 10 | 1T |0

Lad X vaere antallet af loddefejl 1 5 TV apparater.
1) Angiv den sandsynlighedsfordeling X approksimativt kan antages at folge, og giv et estimat
for parameteren i fordelingen.
2) Beregn pé basis af svaret 1 spargsmaél 1 sandsynligheden for, at der pd 5 tilfeeldigt udtagne
TV-apparater hojst er i alt 18 loddefejl?

Opgave 8.10

Ved inspektion af en produktion med isolering af kobberledning taltes der i labet af 50 minutter
ialt 11 isoleringsfejl.

Idet antallet af isoleringsfejl pr. 50 minutter antages at vaere Poissonfordelt p ( 1, ), skal man
la) angive et estimat for p,.

1b) angive et 95% konfidensinterval for y;, .

Det oplyses nu, at man i hver 5 minutters periode i den ovenfor omtalte 50 minutters periode
havde observeret folgende antal isoleringsfejl:

Periode 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Antal fejl 1 0 2 2 1 1 3 0 1

Idet antallet af isoleringsfejl pr. 5 minutter antages at vere Poissonfordelt p ( 1, ), skal man
2a) angive et estimat for p, .
2b) angive et 95% konfidensinterval for u, .

73



8. Poi sson- og eksponential fordeling

Opgave 8.11
P& en fabrik fremstilles gulvtaepper, som har sterrelsen 20 m’. Ved fabrikationen er der
gennemsnitlig 6 vavefejl pr. 100 m? klade.
1) Beregn sandsynligheden for, at et tilfeeldigt gulvteppe ingen vavefejl har.
2) Beregn sandsynligheden for, at et tilfeldigt gulvtaeppe hojst har 2 vavefejl.
Fabrikken keber en ny vav. For at fa et estimat for middelverdien maltes antallet af veevefe;jl
i 12 gulvtaepper hver pA 20 m*. Resultaterne var

Gulvtappe nr 1 (2 3 14 |5 |6 |7 |8 |9 10 |11 [I2

Antal vaevefejl 4 |2 7 13 |14 |5 |5 |8 |1 |1 3 5
3) Find et estimat for middelvardien af antal vavefejl pr. 20 m* klade.

Opgave 8.12

Under golfkrigen angreb de allierede flystyrke byen Basra i Irak med i gennemsnit fire

angrebsbelger pr. degn. Angrebsbelgerne blev gennemfort uathengigt af hinanden og pa

tidspunkter, der ikke fulgte et regelmeessigt skema.

Lad os antage, at en angrebsbelge er kommet kl 0.00

1) Beregn sandsynligheden for, at den naste angrebsbelge rammer byen Basra inden kl 3.00

2) Find det klokkeslet ¢, for hvilken sandsynligheden for, at den naste angrebsbelge kommer
mellem kl 0.00 og ¢ er storre end 50%.

Opgave 8.13

Ved en ovelse har man etableret et lazaret ved stilling A. Under ovelsen skal lazerettet kun

modtage og opbevare “sarede” soldater, der baeres hertil af sanitetstropper pa hver sin bére.

Ovelsesledelsen har besluttet, at sarede soldater i lazarettet forbliver pa baren under resten af

gvelsen. I sin planlegning af gvelsen forudser staben, at udkald til barekreevende sirede soldater

vil indtreffe pd tilfeldige tidspunkter under ovelsen fra kl 8.00 til 12.00 og uafhengigt af

hinanden. Den forventede tid mellem to pd hinanden folgende barekraevende udkald antager

ovelsesstaben vil veere 15 minutter. Pa lazarettet har man opstillet de 18 bérer, der kan anvendes
under ovelsen.

a) Bestem sandsynligheden for, at der hejst vil vaere 20 minutter mellem to barekraevende udfald.

b) Bestem sandsynligheden for, at der vil veere mindst 10 minutter mellem to barekraevende
udfald.

¢) Hvad er sandsynligheden for, at der vil vaere tilstreekkeligt med bérer under ovelsen?

d) Hvad er risikoen for, at lazarettet ikke ser sig i stand til at hente mindst 1 sdret soldat som
folge af mangel pé bérer?

e) Hvor stor errisikoen for, at der efter evelsens afslutning ligger flere end 5 sarede soldater, som
man ikke kunne hente pd grund af baremangel.

f) Efter at have vurderet disse tal beslutte gvelsesstaben, at man ikke vil acceptere, at risikoen
for, at en saret soldat ikke kan hentes til lazarettet pa grund af bdremangel, er over 10%. Hvad
er det mindste antal barer, lazarettet efter denne udmelding mé preve at skaffe plads til pa
lazarettet klar til udkald?
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Opgaver til kapitel

Opgave 8.14
Pa et betalingsnummer maltes man i tidsrummet fra kl 20 til 22 tiden t (antal minutter) mellem
a hinanden folgende telefonopkald. Folgende resultater fandtes:

Beliggenhed af't 10;17 | 11;27112;31{13:41] 1451 15:61] 16;71 | 17:8]1 | 18:;9] |19;10]|]110; o0 [

Antal observationer.| 36 21 16 | 13 7 9 6 1 2 6

Det antages, at antallet NV af telefonopkald til nummeret er Poissonfordelt. Lad T vere tiden
mellem to opkald.
1) Angiv fordelingsfunktionen for 7, og giv et estimat for middelvaerdien .
Vink: Antage, at for alle observationer i et interval er tidsrummet mellem observationerne
intervallets midtervaerdi.
2) Pa baggrund af den i spergsmél 1 fundne estimat for x, enskes bestemt P(2< 7 <3).
3) Aftabellen ses, at i intervallet ]2; 3] forekommer i alt 16 observationer. Angiv hvor mange
observationer man ma forvente, ud fra resultatet i spergsmal 2.

Opgave 8.15

Om en bestemt type elektriske komponenter vides, at deres levetider er eksponentialfordelte med

en middellevetid pa 800 timer.

1) Find sandsynligheden for, at en komponent holder mindst 200 timer.

2) Find sandsynligheden for, at en komponent holder mellem 600 og 800 timer.

3) En komponent har holdt 1 900 timer. Find sandsynligheden for, at den kan holde 1 mindst 200
timer mere.

4) 1 et elektrisk system indgar netop én komponent af denne type. Hver gang komponenten
svigter, udskiftes den gjeblikkeligt med en ny komponent af samme type. Find sandsynlighe-
den for, at komponenten udskiftes 12 gange 1 lgbet af 8000 timer.

Opgave 8.16

Nedbrydningstiden i den menneskelige organisme for et givet kvantum af et bestemt stof antages

at veere eksponentialfordelt med middelverdien 5 timer.

Ved et forsgg indsprgjtes stoffet samtidig i 10 patienter.

1) Beregn sandsynligheden (afrundet til et helt antal procent) for, at stoffet hos en tilfeldig valgt
patient vil vaere nedbrudt efter 8 timers forleb.

2) Beregn sandsynligheden for, at stoffet efter 8 timers forleb vil vaere nedbrudt hos mindst 5 af
patienterne.

3) Efter hvor mange timers forleb vil der vaere ca. 90% sandsynlighed for, at stoffet er nedbrudt
hos samtlige 10 patienter?

4) Hvor mange patienter skal indga i en ny undersogelse, hvis der skal vare ca. 95% sandsynlig-
hed for, at der er mindst en patient, hvis organisme efter 8 timers forleb endnu ikke har
nedbrudt stoffet?
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9. Koteori

9. Kateori
9.1 Indledning

Oprindelig er kateorien udviklet i forbindelse med dimensionering aftelefoncentraler. Senere har
teorien fundet anvendelse inden for en lang reekke forskellige omrader som et verktej der kan
anvendes 1 beslutningsprocesser af gkonomisk raekkevidde.

Som eksempler pd anvendelser kan n@vnes

a) Hvor mange kasser skal der oprettes i et supermarked, s& keerne i spidbelastningssituationer
ikke bliver for stor.

b) Hvor mange benzinstandere skal en service-station investere i sa der ikke er overkapacitet,
men heller ikke sé f4, at mange potentielle kunder opgiver at tanke fordi alle standerne altid
er optaget

c) Militeer styrker skal i felten rdde over et velfungerende kommunikationssystem. Hvordan skal
det dimensionere, s& eksempelvis 1 middel hojst 10% ikke straks kommer igennem (der er
optaget pa linien)

d) Hvor mange startbaner skal man bygge i en lufthavn for at man kan betjene trafikken pé fuldt
betryggende vis.

9.2. En kemodel med M ekspedienter og N pladser i systemet

Vi vil i det folgende antage, at folgende betingelser er opfyldt:

a) Der er M > 1 ekspedienter i kosystemet

b) Der erialt N pladser i kasystemet. En kunde, der ankommer til systemet, nar der er N kunder
1 systemet, vil blive afvist.

¢) Kundeankomsterne er Poissonfordelte med en gennemsnitlig ankomst pd A kunder pr.

tidsenhed.
d) Ekspeditionstiderne er eksponentialfordelt med en gennemsnitlig ekspeditionstid pa

1
4 =— tidsenheder pr. kunde. ( & er altsa det gennemsnitlige antal kunder der ekspedere pr.
a

tidsenhed)
e) En kunde kan frit vaelge en ledig ekspedient.
Situationen er anskueliggjort i figur 9.1.

DOE..0

Kopladser

Iojuarpadsyy

Fig 9.1. Komodel
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9.2 En keomodel med M ekspedienter og N pladser 1 systemet

Et kesystem der opfylder disse betingelser kaldes en “klassisk kemodel”.

Eksempel 9.1. Ko ved benzinstation

En benzinstation har 4 benzinstandere , og der er pa pladsen plads til 4 biler, der venter pa at
blive ekspederet. Pa stationen har man faet gennemfort en analyse, der viser, at der i den travleste
tid 1 gennemsnit 1 et tidsrum pa 5 minutter ankommer 2 kunder , og det i gennemsnit tager 5
minutter for en kunde at blive ekspederet (fylde benzin pé bilen og betale).

Vi antager at betingelserne for en klassisk kemodel er opfyldt.

Med de ovenfor angivne betegnelser er M =4 og N =8, og regnes med en tidsenhed pé 1 minut,

2
s er /1=§ og 1=>5. L 2

Et sddant system kan karakteriseres ved en r&ekke begreber der defineres 1 det folgende:
Tilstand £, :

Man siger, at systemet er i tilstanden £, hvis der er n kunder 1 systemet.
Tilstandssandsynlighed P, :
Ved tilstandssandsynligheden P, forstds sandsynligheden for at vere i tilstand E, .

Statistisk ligevaegt:
Man siger, at systemet er i statistisk ligevaegt, hvis tilstandssandsynlighederne er uathaengige
af begyndelsestilstanden og af tiden t. Det betyder ikke, at systemet er i samme tilstand (den
kan selvfolgelig skifte mellem en tilstand £, og £, eller E,_,, men det skal forstas sddan,
at sandsynligheden for at finde systemet i en given tilstand er uathengig af tiden og af
begyndelsestilstanden.
Systemerne vil i praksis altid meget hurtigt komme 1 statistisk ligevaegt, sa det er en
forudsatning for de efterfolgende formler.

A
Trafiktilbud: p: p = A-u =— (Enheden kaldes Erlang efter dansk matematiker)
a

Det gennemsnitlige antal kundeankomster pr. middelekspeditionsperiode

Overslagsbetragtninger:
Uden beregninger kan man umiddelbart se, at hvis antallet af kunder 1 gennemsnit er storre end

> 1s4 ma der vare en stor

det antal som de M ekspedienter kan ekspedere, dvs. hvis
a .

sandsynlighed for at alle ekspeditionssteder er optaget, og at der er mange kunder der mé vente
og der mé ske en del afvisninger.

lM >l i > M < p> M ses,athvis trafiktilbuddet p > M har vi ovennavnte forhold,
a- a

mens hvis p < M sé har vi omvendt, at der i gennemsnit er ledige ekspedienter, ingen ko osv.

Da

2 L .
I eksempel 9.1 er p = r 5=2< M =4 savima forvente at der stort set ikke er ke osv.

Man kan nu udlede en raekke formler, der kan benyttes til at vurdere om systemet har de optimale
dimensioner.
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9. Koteori

Disse udledninger er ret omfattende og vil ikke blive gennemgéet her, men resultaterne er samlet
1 folgende skemaer.

Tabel 9.1a
nr Tilstand Sandsynlighed
1| E, : 0 kunder Py : 0 kunder N-M -1
S Y
M+1 M
P M p
+—§:'T— for p= M
M! M-p — !
pM M pi -
(N_M)._M!-’-;)W for p= M
2 . . n
E, : n kunder P, : n kunder p_' - for 1< M
n:
M n-M n-M
P P P
M'(Mj PO_(M] py forM<n< N
0 forn>N
N-M N-M
3 |Systemet er blokeret Py ﬂ (r h_(2 .
M \Mm M Py
4 | Alle ekspeditionssteder | At blive forsinket M ( P, - PN) for pz M
er optaget, dvs. N-1 M-p
EpEppi o Enay F=§4Pi, (N-M)-Py for p=M
5 [Mindst et ekspeditionssted| Straks at blive ekspederet | 1— F — Py,
er ledigt M-1
s= DB
i=0
Tabel 9.1b
6 |Gennemsnitlig kelengde N-M )
M<N G- Zi'PMH‘ —_p(F—(N—M)-PN) forpz M
i=1
N-M)-(N-M+1)-P
( )(2 +)Nforp:M
7 |Gennemsnitlig antal optagne ekspedienter= = il P (1 - PN)
det gennemsnitlige antal kunder under = Z i-Py+ M- Z 5
ekspedition =0 =M
8 |Gennemsnitligt antal kunder i systemet E+G
9 |Middelventetid i keen for alle kunder Vo G
A
10| Middelventetid i keen for forsinkede kunder |W, G
A-F
11| Middelventetid i kesystemet Wy G U+
(i ke + ekspedition) for forsinkede kunder A-F H="go T H
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9.2 En keomodel med M ekspedienter og N pladser 1 systemet

Eksempel 9.2. Fortsattelse af eksempel 9.1

En benzinstation har 4 benzinstandere , og der er pa pladsen plads til 4 biler, der venter pa at
blive ekspederet. P4 stationen har man faet gennemfort en analyse, der viser, at der i den travleste
tid i gennemsnit i et tidsrum pé 5 minutter ankommer 2 kunder , og det i gennemsnit tager 5
minutter for en kunde at blive ekspederet.

a) Find sandsynligheden for, at der ingen kunder er

b) Find sandsynligheden for at alle 8 pladser er optaget ( at en kunde bliver afvist )

c¢) Find sandsynligheden for at en kunde vil blive forsinket (skulle vente i keen).

¢) beregn hvor mange benzinstandere der i gennemsnit er i brug

Leosning:

Med de i tabel 9.1a angivne betegnelser er M =4 og N = 8.

. . 2
Regnes med en tidsenhed pa 1 minut, sier A=— og u=>5.

2
Heraf folger, at trafiktilbuddeter p=A4-pu= ra 5=2 Erlang
2
M+1 - M M i
a) Ifolge tabel 9.1anr. 1 er F, = 'DM' T, ! Z %
! i

Ved indsettelse fis (lommeregner benyttet)
-1 -1
3 )
2t g L o 25 \2) 20 2! 22 23 ot
Pt 2 2 N

—_—t—t+—+
4! 4-2 = ! 41 2 or 1 2t 3t 41

-1

1-— -1 -1
2.¢+1+2+2+§+£ :(24-7) :(ﬂ) =£=0.1311
24 2 6 24 8 8 61

Konklusion: Der er ingen biler pd tankomridet i 13.1% af tiden

Da P, giver anledning til ret store regninger, og indgar i mange af formlerne er der nedenfor

angivet et Excel regneark med beregninger anfert (findes som excelfil i www.larsen-net.dk ).
Anvendes programmet til en anden opgave skal man ogsd huske i celle e2 at endre B12 til

B(8+M)
A

B C D E

[ | Eksempel 9.2 ! led 1 | HVIS(B6<>B3;B6(B3+1)[FAKULTET(B3)*(1-(B6/B3)A(B2-B3))|(B3-B6);(B2-B3)"B6*B3/FAKULTET (B3)) 0,625

2 [N= 8 sum | SERIESUM(B6;0;1;B8:B12) 7

3 |M= 4 p0 = | (E1+E2)A(-1) 0,131148

4 |A= 0,4 pM = | B6~B37/FAKULTET(B3)*E3 0,087432

5|u= 5 pN = || B6 “B3/FAKULTET(B3)*(B6/B3)*(B2-B3)*E3 0,005464

6 |p= 2

7 | Koefficienter

8 1

9 |1/FAKULTET(1) 1

10 | 1/FAKULTET(2) 0,5

11 | 1/FAKULTET(3) | 0,166667

12 | 1/FAKULTET(4) | 0,041667

13 | 1/FAKULTET(5) | 0,008333
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M N-M
b) Ifolge tabel 9.1anr. 3 er Py :%.(ﬁ) B

Ved indsettelse fas (lommeregner benyttet)
4 8-4 4
P :2—(%) ‘0.1311=£(l) 0.1311=0.00546
8 41 \4 24\2
Konklusion: Der er kun fuldt optaget pa tankstationen i 0.05% af tiden.
Der er altsd megen ringe sandsynlighed for at en kunde afvises.

M

c) Ifolge tabel 9.1anr. 4 er F = (Py - Py)
M-p

Ved indsettelse fas (lommeregner benyttet)

4
F= i-(a ~PR)=2 2 —000546)| = 2(£0.1311—0.00546j = 0164
4-2 41 24

Konklusion: I middel vil 16.3% afkunderne opleve, at de skal vente i keen (blive forsinket)

d) Ifelge tabel 9.1b nr. 7 er E = p(1-Py)
Ved indsettelse fis (lommeregner benyttet): E =2 (1 - 0.00546) = 1.99

Konklusion: I gennemsnit er ca. 2 benzinstandere i brug

Ud fra disse tal kunne ejeren af tankstationen nu vurdere, om anlaegget er fornuftigt
dimensioneret.
L 4

9.3. Kesystemer med plads til et ubegraenset antal ventende kunder.

I en del tilfeelde, er der plads til s& mange ventende kunder, at der i praksis er plads til et
ubegranset antal.

Eksempelvis pa et stort posthus, hvor der er 4 ekspedienter og man traekker et nummer. Da man
jo kan std meget taet (eventuelt helt ud pd gaden) er keen 1 praksis ubegranset.

Idet vi stadig antager at kesystemet opfylder kravene til en klassisk kemodel, s giver tabel 9.2
en oversigt over formler der kan anvendes 1 dette tilfaelde.

Formlerne galder kun for| p< M

Dette skyldes, at hvis p > M vil keen gradvist vokse, og man nér derfor aldrig til statistisk

stabilitet.(matematisk skyldes det , at man ved udledningen har benyttet nogle regler for
uendelige rekker, der sa ikke har nogen endelig sum).

Strengt taget er det i nedenstdende tabel unodvendigt at se specielt pd tilfeldet M = 1, da den

generelle formel gelder for M > 1 dvs. ogsé for M = 1. men da formlen i dette tilfeelde, er blevet
meget simpel, sd anfores denne serskilt.
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9.3 Kosystemer med plads til et ubegranset antal ventende kunder

Tabel 9.2a
nr Tilstand Sandsynlighed Generel forudsztning p < M
1 . . A\
E : 0 kunder Py : 0 kunder (ﬂ 0 +§p_j
Ml M-p &l
1-p forM=1
2 | E,, : n kunder P, : nkunder p" A, n< M
n!
M n-M
sl on n>M
P po forM=1
4 | Alle ekspeditionssteder [ At blive forsinket M p
“Fm
er optaget, dvs. F M-p
EMaEM+l,"'7EN—1 P forM=1
5 |Mindst et ekspeditionssted| Straks at blive ekspederet | | — F
er ledigt S 1-p forM=1
Tabel 9.2b
6 |Gennemsnitlig kelengde G P g
M-p
2
P for M=1
I-p
7 |Gennemsnitlig antal optagne ekspedienter= |E P
det gennemsnitlige antal kunder under
ekspedition
Gennemsnitligt antal kunder i systemet E+G
9 |Middelventetid i keen for alle kunder Vo G
(i ke, afviste og straksekspederede) A
P
_— for M=
A-(1-p)
10| Middelventetid i keen for forsinkede kunder |W, G
A-F
11|Middelventetid i kesystemet Wy G oUW
(i ke + ekspedition) for forsinkede kunder 2k KT ke TH

Eksempel 9.3 Ubegranset plads
Pé et posthus er der 4 ekspedienter, og i praksis ubegranset plads til ventende kunder.
Kunderne traekker et nummer, og stér derfor i en fzlles ko til de 4 ekspedienter.

En undersogelse viser, at hver ekspedient i gennemsnit kan ekspedere en kunde pa 2 minutter.

Kunderne ankommer med en gennemsnitlig intensitet pa 90 kunder pr. time.
Det antages, at den klassiske kemodel kan anvendes.
a) Find det gennemsnitlig antal optagne ekspedienter

b)

Find den gennemsnitlige keleengde

c) Middelventetiden i kesystemet for alle kunder
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Lesning:

90

Man har, at M =4, /1=@=1.5 ,H=20g p=152=3

Da p < M kan de i tabellen naevnte formler benyttes:

a) Det gennemsnitlig antal optagne ekspedienter E = 3

b) Aftabel 9.2 nr. 6 fas G =

5

M! M-p O 11 20 3!

81 81
—P=|—
2 2

1.53

Yo 3

P

M-p 4-3

-1
0 1 2 3 4 2
81( 3 3 3 3
+p +—’0 +_p +—’0 D =[—(— +1+3+—2 +—+

2\ 41 4-3

Den gennemsnitlige kolaengde er pd 1.53 kunder.

c) Middelventetiden 1 kesystemet for alle kunder

F= F—3F—3i =12-P —12iP
4_3PM M 410

3

3!

9

G
Wy =——+
TR H
. 3
Af sporgsmél b) ses, at G=3 F, dvs. Wg, = z+ u=2+2=4
Excel:(findes som excelfil i www.larsen-net.dk )

A | B C D E
1 |Eksempel 9.3 led 1 HVIS(B6<B3;B6"B3)/FAKULTET(B3)*B6/(B3-B6);"ro>M") 10,125
2|n= 1 sum SERIESUM(B6;0;1;B8:B12) Bemzerk: B8 til B(8+M) 16,375
3 [M= 4 p0 = [ET+E2)"(-1) 0,037736
4 A= 1,5 pM =B6"B3/FAKULTET(B3)*E3 0,127358
5 |n= 2 pn =JHVIS(B2<=B3;B6"B2/FAKULTET(B2)*E3;B6"B2/(B3*FAKULTET(B3))*E3) 0,113208
6 |p= 3
7 [|Koefficienter
8 1
9 [1/FAKULTET(1) 1
10|1/FAKULTET(2) 0,5
11|1/FAKULTET(3) | 0,166667
12|1/FAKULTET(4) | 0,041667
13|1/FAKULTET(5) | 0,008333
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Opgaver

Opgave 9.1

I forbindelse med en international militer operation skal en signalofficer vurdere kapaciteten
af en radioforbindelse til en underlagt enhed.

Radiosystemet tillader, at 2 samtaler kan stilles i ke.

Signalofficeren forventer et behov for 15 samtaleopkald pr. time og hvert opkald varer i middel
2 minutter.

Anvend den klassiske kemodel til at vurdere om sandsynligheden for at vurdere om
sandsynligheden for at samtaleopkald kan afvises kan holdes under 0.1.

Opgave 9.2

En militerlaege har plads til 10 patienter i sit ventevarelse. Det antages, at en patent, der finder,

at ventevearelset er fuldt, gar igen (afvises fra systemet).

Patienterne ankommer til laegen med en gennemsnitsverdi pa 1.2 patienter pr. 20 minutter.

Lagens konsultationstid er i gennemsnit 20 minutter pr. patient.

Det forudsattes, at betingelserne for at anvende den klassiske keateori er opfyldt.

a) Find sandsynligheden for at venteverelset er fyldt.

b) Find det gennemsnitlige antal patienter 1 ventevarelset.

c¢) Find den gennemsnitlige ventetid pr. patient.

d) Beregn sandsynligheden for at laegen er optaget.

e) Beregn sandsynligheden for at venteverelset er fuldt besat, safremt der er 2 leger i systemet
med samme gennemsnitlige behandlingstid pr. patient.

Opgave 9.3

I en oliehavn har man 3 oliepumper til losning af lige s& mange tankbade. Safremt alle pumper

er 1 gang, er der 1 havneomrddet plads til yderligere 2 ventende tankbade. Safremt systemet er

fuldt besat med tankbade (i alt 5 bade) sa henvises tankbadene til naermeste olichavn.

Man har erfaring for, at i gennemsnit ankommer der 4 tankbade pr. degn, og lossetiden er i

gennemsnit 0.5 degn pr. tankbad.

Det forudsattes, at betingelserne for at anvende den klassiske keateori er opfyldt.

a) Bestem sandsynligheden for at dette system er blokeret.

b) Find, hvor mange oliepumper der i gennemsnit er i drift.

¢) Hvor lenge vil de skibe, der ikke omdirigeres til andre havne 1 gennemsnit opholde sig i
havnen?

Opgave 9.4

I forbindelse med en international militeer operation skal en signalofficer vurdere om to
radiobaserede linkforbindelser kan give en sandsynlighed pd 90% for at en samtale straks bliver
ekspederet gennem kommunikationssystemet.

Det er ikke muligt at have samtaler 1 ko, dvs. samtaler der ikke kan ekspederes straks , bliver
afvist.

Der skal dimensioneres for 30 samtaleopkald pr. time og hvert opkald varer i middel 1 minut
Anvend den klassiske kateori til at vurdere om kravet til straksekspedition kan opfyldes.
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Opgave 9.5

Pé et militert lager forseger man kun at have ét eksemplar af en meget dyr enhed pé lager. Det

sker ved, at straks enheden er afsat s bestilles en ny enhed.

Man har erfaring for, at der i gennemsnit kommer en “kunde” til enheden pr. 4 uger. Safremt

enheden ikke er pa lager forsvinder kunden (afvises af systemet)

Det forudsattes, at betingelserne for at anvende den klassiske keateori er opfyldt.

a) Hvad er sandsynligheden for, at enheden ikke er pé lager, nér der i gennemsnit forleber 1
uge, fra enheden er afsat til den atter er pa lager.

b) Besvar samme spergsmal , hvis der gér 2 uger.

Opgave 9.6

Et reservedelsdepot skal reducere omkostningerne. Efter en reorganisering vil der saledes kun
veaere én ekspedient. Der ankommer i middel en kunde til depotet hvert tiende minut. En kunde
kan 1 middel ekspederes pd 5 minutter. Kunder, der ankommer og ikke umiddelbart kan
ekspederes, vil alle vente i ke, hvor der er plads nok.

Det forudsettes, at betingelserne for at anvende den klassiske keateori er opfyldt.

a) Bestem trafikudbuddet.

b) Bestem sandsynligheden for straksekspedition.

Depotet forventes udbygget, si der kan std 5 kunder indenders.

¢) Vurder om kundelokalet er stort nok til at rumme middelantallet af kunder 1 kesystemet.

Opgave 9.7

Et uniformsdepot skal reorganiseres saledes at der kun vil vare én ekspedient. Der ankommer
1 middel en kunde til depotet hvert tredie minut. En kunde kan i middel ekspederes pa 2
minutter. Kunder, der ankommer og ikke umiddelbart kan ekspederes, vil alle vente i ka, hvor
der er plads nok.

Det forudsattes, at betingelserne for at anvende den klassiske keateori er opfyldt.

a) Bestem sandsynligheden for straksekspedition.

Depotet skal udbygges, saledes at middelantallet af kunder i ke kan vente indenders og
yderligere kunder 1 ke ma vente udenfor.

b) Hvor mange kunder skal depotet dimensioneres til at rumme indenders?

Opgave 9.8

I forbindelse med en storre militerovelse er det nedvendigt at en bestemt enhed rader over et
velfungerende kommunikationssystem.

Styrkechefen har i middel behov for at sende 40 signaler pr. time og transmissionen af et signal
varer 1 middel 1 minut.

Der kan sendes via 2 signallinier og signaler, der ikke umiddelbart kan afsendes, afvises og vil
ikke vaere relevant at sende senere.

Styrkechefens krav til signalsystemet er, at der hgjst mé afvises 1 signal pr. time.

Kan styrkechefens krav til signalsystemet opfyldes?

Det forudsattes, at betingelserne for at anvende den klassiske keateori er opfyldt.
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Opgave 9.9

I et apotek er der 4 kasser som hver betjenes af en ekspedienter. Kunderne treekker numre, sa
den der har det mindste nummer velger den forste ledige ekspedient.

Det viser sig, at der i gennemsnit ankommer 12 kunder pr. minut. Ekspeditionstiderne for hver
ekspedient er 15 sekunder pr. kunde.

Det forudsattes, at betingelserne for at anvende den klassiske keateori er opfyldt.

a) Beregn den gennemsnitlige keleengde og det gennemsnitlige antal optagne ekspedienter.
b) Find middelventetiden for de kunder der forsinkes.

Opgave 9.10

I forbindelse med en storre militeerevelse er det nedvendigt at en bestemt enhed rader over et
velfungerende kommunikationssystem.

Chefen for enheden finder, at der i middel er behov for at sende 30 signaler pr. time og at
transmissionen af et signal i middel varer 1 minut.. Der kan kommunikeres via to signalforbin-
delser. Alle signaler, der ikke straks afsendes vil blive lagt i ke med henblik pa afsendelse
snarest muligt. Chefens krav til kommunikationssystemet er, at der 1 middel ikke ma vare mere
end 4 signaler i keo.

Det forudsattes, at betingelserne for at anvende den klassiske keateori er opfyldt.

Beregn den gennemsnitlige kelengde med henblik pa, at vurdere om chefens krav til
kommunitationssystemet kan opfyldes.

Opgave 9.11

I et militeert cafeteria har man kun en kasse, som betjenes af en butiksassistent. Man har
observeret, at der 1 gennemsnit kommer 5 kunder pr. 10 minutter til kassen. Desuden viser det
sig, at butiksassistenten i gennemsnit kan betjene 8 kunder pa 10 minutter.

Det forudsettes, at betingelserne for at anvende den klassiske keteori er opfyldt.

a) Beregn den gennemsnitlige kolaengde ved kassen.

b) Beregn sandsynligheden for at der befinder sig netop 2 kunder i koen.

c¢) I hvor stor del af tiden er ekspedienten beskaftiget med ekspedition?

d) Hvor leenge vil en kunde i gennemsnit befinde sig i kaen?

e) Hvor lenge vil en kunde i1 gennemsnit befinde sig i systemet?
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10. Hypotesetest

10.1. Indledning

Ofte vil man i statistiske beretninger se vendinger som denne':

“Ved rekrutteringen af officerer til forsvaret er virkningen af TV-spot pd antal henvendelser gaet
frem fra 49% til 52%. Forskellen er lige knap signifikant, hvorimod fremgangen for hjemmesiden
er signifikant”

Sadanne statistiske problemer, hvor man gnsker “med 95% sikkerhed, at give et “statistisk bevis”
for en eller anden pastand kaldes hypotesetest, og vil blive behandlet i1 dette kapitel.

10.2. Binomialtest
De forskellige begreber der indgér i en sddan hypotesetest vil blive gennemgéet i forbindelse med
folgende eksempel.

Eksempel 10.1. Binomialtest- 1 variabel.

Ved valget 1 2007 stemte 25.5% af valgerne pé Socialdemokraterne. I en opinionsundersogelse
4 maneder efter valget svarede 1035 velgere pa spergsmalet om hvilket parti det var mest
sandsynligt de ville stemme p4, hvis der var valg i morgen. 22.7% svarede, at de ville stemme
pa partiet Socialdemokraterne. Er dette en signifikant tilbagegang for Socialdemokraterne? 4

1) Hvad menes med signifikant?
Hvis vi siger, vi statistisk har “bevist” , at socialdemokraterne er gaet tilbage, sa skal
sandsynligheden « for at vi tager fejl naturligvis helst veere meget ringe. Sandsynligheden «
for at vi tager fejl kaldes “signifikansniveauet” .
Det er derfor strengt taget ikke nok, at sige, at der er en signifikant tilbagegang, man ber
samtidig angive pa hvilket signifikansniveu
Indenfor den fagkreds spergsmaélet drejer sig om, er det nok underforstéet (ofte 5% eller 10%),
men det kan andre jo ikke vide. I det folgende szttes « til 5%.

2) Forklaring af test “tankegangen”.
Lad X = antal vaelgere der i undersogelsen vil stemme pa Socialdemokraterne .
Da man enten stemmer pa Socialdemokraterne eller pé noget andet, si er X binomialfordelt
b(n,p)
Ved beregningerne har man som udgangspunkt, at intet er sket siden sidste valg, dvs. vi
antager, at der stadig er 25.5 % det stemmer péd Socialdemokraterne.
Dette udtrykkes ved at sige, at nulhypotesen /,,: p = 0.255 (nul @ndring)

Nulhypotesen skal indeholde en konkret pastand (her et lighedstegn). Den ma séledes aldrig
indeholde tegn som =, < eller >.

Det man vil bevise placeres (s vidt mulig) i den alternative hypotese /
Her onsker vi at bevise, at p <25.5%, sa H: p <0.255

'Fra “Analyse af forsvarets elevkampagne 2006 side 8
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Hvis vi pa basis af de folgende beregninger finder ud af, at tilbagegangen for socialdemokra-
terne er signifikant, s udtrykkes det ofte kort ved at sige, at H, forkastes.

Vi ved sd, at sandsynligheden for at bega fejl ved at péstd dette er mindre end 5%.

Hvis vi omvendt finder, at tilbagegangen ikke er signifikant, s& udtrykkes det kort ved at sige,
at H, accepteres. Bemerk, at vi ikke siger, at der ingen tilbagegang er for socialdemokrater-
ne, for det ved vi faktisk ikke. Vi kan bare ikke bevise det.

Da vi antager, at nulhypotesen er sand, sé antages at » = 1035 og p = 0.255.

Da 25.5% af 1035 er 264, og 22.7% af 1035 er ca. 235 kan situationen anskueligeres ved
folgende tallinie.

H, lorkastes : H, accepteres
i : >
0 0 264

Problemet er om de 235 ligger i forkastelsesomradet, eller acceptomradet.
Hvis graensen mellem acceptomradet og forkastelsesomradet kaldes x , sd er greensen bestemt

ved,at P(X <x,)=«a
Hvis H er sand sé er der mindre end 5% chance for at de 235 falder i forkastelsesomrédet.
Hvis det sé alligevel sker, sd ma det vare fordi H, ikke er sand. Det betyder at alternativet
er sandt, dvs. tilbagegangen er signifikant.
I stedet for at finde x,,, er det lettere (og ogsé mere oplysende) at beregne P(X <235)
Hvis denne vaerdi er mindre end 5% ma 235 ligge i forkastelsesomradet.
P(X <£235) kaldes P - veerdien

3) Opstillling og beregninger
De foregdende betragtninger kan sammenfattes pd folgende méde:
X = antal vaelgere der i undersogelsen vil stemme pd Socialdemokraterne .

X er binomialfordelt b(n,p), hvor n = 1035
Nulhypotese H,: p = 0255 Alternativ hypotese H: p < 0.255

Signifikansniveau a = 5%.
Stikpreveverdi :22,7% af 1035 = 235
P -vardi= P(X <£235)=BINOMIALFORDELING(235;1035;0,255;1) = 0,020356.

Denne sandsynlighed er s lille, at den ikke kan skyldes tilfeldig variation.

Da P - vaerdi = 2.04% < 5% forkastes H, , dvs. man kan p4 et signifikansniveau pa 5% sige,
at socialdemokraterne er i tilbagegang
L 4
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Resultatet kan sammenfattes i folgende tabel:
Oversigt 10.1 Test af parameter p for binomialfordelt variabel

X er binomialfordelt variabel , hvor z er kendt og p er ukendt. Der foreligger en stikprave pa X . Observeret
stikpreveverdi x. Signifikansniveau er ¢ .
Y er binomialfordelt variabel H(n, p,) , hvor p, er en given konstant.

Alternativ hypotese Beregning af P - veerdi H, forkastes
H:p>p, P-verdi = P(Y > x) =1 - BINOMIALFORDELING(x, n, p,, 1)
P-verdi < o
H:p<pg P-veerdi = P(Y < x)= BINOMIALFORDELING(x, n, p,, 1)
H: p=p, P-verdi= P(Y 2 x) forx> n- p, P-vardi < %a

P-verdi= P(Y < x) forx< n- p,

Eksempel 10.2. Opinionsundersogelse.

Ved valget 1 2007 stemte 26.3% af valgerne pa partiet Venstre. I en opinionsundersogelse 4
méneder efter valget svarede 1035 valgere pa spergsmalet om hvilket parti det var mest
sandsynligt de ville stemme pa, hvis der var valg i morgen. 27.2% svarede, at de ville stemme
pa Venstre. Er dette en signifikant fremgang for Venstre? L 2
Losning:

X = antal vaelgere der i underseggelsen vil stemme pa Venstre .

X er binomialfordelt b(n,p), hvor n = 1035

Nulhypotese Hy: p = 0263 Alternativ hypotese H: p > 0.263

Signifikansniveau o = 5%.

Stikpreveveaerdi :27.2% af 1035~ 282

P-verdi= P(X >282)=1- P(X <282)=1-BINOMIALFORDELING(282;1035;0,272;1)=
0,232859

Da P - verdi = 23% > 5% accepteres H,,, dvs. man kan ikke pd dette grundlag med 95%

sikkerhed sige, at Venstre er i fremgang ¢
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Sammenligning af to binomialfordelte variable

I eksempel 10.1 sammenlignede vi en p-verdi for en binomialfordelt variabel med en fast verdi.
Ofte skal man som det fremgar af folgende eksempel sammenligne to p-verdier fra to
binomialfordelte variable pé basis af 2 stikpraver.

Formlerne er ret uoverskuelige.

De er samlet i1 folgende tabel, og vist hvorledes de bruges 1 efterfelgende eksempel, men det
sikreste er nok eksempelvis at benytte Excel til beregningerne som vist i eksempel 10.3

OVERSIGT 10.2. Test af parametre p, og p, for binomialfordelte variable.

X, og X, er binomialfordelt henholdsvis b(n,, p;) og b(n,, p,), hvor n, og n, er kendte og p, og p, ukendte.
Observerede stikpraveverdier x, og x,. Signifikansniveau er &

.Lad ﬁlzﬁ,ﬁzzﬁ’ﬁ:)ﬁ*xz og u= PP .
gl ) ny +n, R R 1
p(l=p)| —+—
oo
Forudsaetning: |H: Alternativ Beregning H, for-
hypotese kastes

. H:p, > p, P-vaerdi =1 - NORMALFORDELING(u,0,1,1)
5<n-p<n -5

. P-veerdi
S<n-p<n,—5 |H:p, <p P-vardi = NORMALFORDELING(u,0,1,1) verd

H:p, # p, Hvis p; > p, s& P-verdi =1 -NORMALFORDELING(u,0,1,1) |P-veerdi
Hvis p; < D, sé P-verdi =NORMALFORDELING(u,0,1,1) [< 3 ¢

Eksempel 10.3. Sammenligning af to binomialfordelte variable

Som navntiindledningen pdstod man irapporten fra forsvarets rekruteringstjeneste, at “TV-spot
er gdet frem fra 49% til 52%. Forskellen er lige knap signifikant”.

For at efterprove denne pastand mé man vide antallet i stikpraverne. 1 2006 blev det oplyst, at der
var 604 svar, mens det kun fremgar af rapporten, at der var faerre der svarede 1 2005.

Lad os antage, at der var 500 der svarede i 2005.

Lesning:

Vi ensker at benytte det excel-program, der ligger i www.larsen-net.dk hvor den alternative
hypotese er H: p; > p,

Da vi skal vise, at der er fremgang fra 2005 til 2006 velges X, 0g X, som nedenfor.
X, = antal personer der 1 2005 svarer, at TV-spot var der hvor de fik kendskab til uddannelsen
X, = antal personer der 1 2006 svarer, at TV-spot var der hvor de fik kendskab til uddannelsen

X, er binomialfordelt med n =500 og p =p, . X, er binomialfordelt med n =500 og p = p,
Vi har nu ( som ensket) at den alternative hypotese er H: p; > p, .
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10. Hypotesetest

A ] B C D E F G Hf H
Eksempel 10.3
X1 = antal personer der svarede i 2005 x1 er binomialfordelt med n1= 500 p=p1
X2 = antal personer der svarede i 2006 x2 er binomialfordelt med n2= 604 p=p2

HO: p1=p2 H: p1<p2

"p1= 0,49 x1=|"p1*n1= 245
"p2= 0,52 x2= ["p2*n2 314,08
"p= (e7+e8)/(g2+g3) |0,506413

Da "p*n1= |[253,2065217 ligger mellem 5 og 495
og "p*n2= |305,8734783 ligger mellem 5 og 599

kan approksimeres med normalfordelingen.

y="p1-"p2=] - 0,03
s= (C9*(1-C9)*(1/92+1/93))*0,5=_10,030228

P-veerdi= |NORMFORDELING(b15;0;d14;SAND)= 0,160491

Da P-veerdi > 0,05 accepteres HO, dvs. fremgangen i TV-spot er ikke signifikant

SEEEEEEEEECEREEEEEE

N
o

Beregning ved anvendelse af oversigt 10.2

x; =052-604 =314, x, =0.49-500 ~ 245

X, +x, 3144245 559
n +m,  604+500 1104
Da n, - p = 6040506 = 306 €[5;604 —5]0g n, - p =500-0.506 = 253 €[5;500 — 5]
er forudsaetningerne for at approksimere med normalfordelingen opfyldt.
Vi finder

=0506.

P, =052, p, =049 08 p=

= py— Py =0,52-049 = _ pa—py | L] = (1-0506) | ——+—| =
X=p;—py=052-0,49=0,03 s \/p (1-p) [nl+n2] JO.506 (1-0.506) (604+500) 0.0303

Da P(X>0.03) =1-NORMFORDELING(0,03;0;0,0303;SAND) = 0.1676 > 0.05 accepteres
nulhypotesen. Man kan altsa ikke drage en klar konklusion. Fremgangen kunne skyldes udslag
af tilfeldig variation.

Konklusion: P4 signifikansniveau 5% er fremgangen i TV - spot ikke signifikant

4
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10.3 Normalfordelingstest

10.3 Normalfordelingstest
10.3.1. Indledning

Er observationerne s&edvanlige méalinger, kan man som navnt i kapitel 2 sedvanligvis antage, at
maélingerne er normalfordelt. Endvidere vides, at hvis blot antallet i stikpraven er tilstreekkelig
stort (over 30) sa vil gennemsnittet 1 alle tilfelde vare rimelig normalfordelt.

Vi kan derfor i sddanne tilfelde foretage de folgende omtalte normalfordelingstest.
Testtankegangen er den samme som allerede er gennemgéet i afsnit 10.2

10.3.2. Normalfordelingstest (1 variabel)
Kendes spredningen ikke eksakt, kan man anvende en t-test (se oversigt 10.3 og eksempel 10.6)
Kendes spredningen eksakt, kan man anvende en U - test (se oversigt 10.4)

Oversigt 10.3 Test af middelveerdi /£ for normalfordelt variabel (o ukendt.)

Der foreligger en stikprove pd X af storrelsen n med gennemsnit X og spredning s.
T er en stokastisk variabel der er ¢ - fordelt med f=n - 1.

Forudsatninger Alternativ hypotese Beregning af P - vaerdi H, forkastes
o ukendt. H: > p,
Signifikansniveau: « . TFORDELING( |t| 7,1 P-verdi <o
Mo er en given konstant H:p< p,
(X~ ) ~n 1
[:%, H;,u;t/uo P-vaerd1<5a

Oversigt 10.4 Test af middelvaerdi /£ for normalfordelt variabel (o kendt eksakt.)

Der foreligger en stikprove pa X af sterrelsen » med gennemsnit x og eksakt spredning o

o
Y er en stokastisk variabel der er normalfordelt med middelveerdi 44, og spredning T
n

Alternativ hypotese Beregning af P - verdi H, forkastes
H:pu> u, P(Y > X) = | - NORMALFORDELING(¥; 4030 /vl y2

P-verdi < g
H:u< p, P(Y < X)=NORMALFORDELING(; #y; o/ n31)
Hop# p, P-vardi= P(Y > X)forx > u, P'V?Efdi<%05

P -vardi= P(Y < X) for x < u,

2 Er tallene placeret i en sgjle med navn “data” kan NORMALFORDELING(Xx,o/ Jn ,1) erstattes af
1-ZTEST(data; £ ; O )
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10. Hypotesetest

Eksempel 10.4. Normalfordelingstest (1 variabel)
En leege maler til session hejden af 20 tilfeldigt udvalgte vaernepligtige. Resultatet fremgar af
nedenstdende skema (i cm)

1721185(1791165(192(180]|189(170|178(201|165[186|182|191(185]|174(178|181(183|179

Middelhgjden var 177.2 pa det tidspunkt hvor leegen selv var vaernepligtig.

Laegen vil nu gerne pd baggrund af ovennavnte materiale, pd et signifikansniveau pa 5%, vise,
at middelhgjden er blevet foraget.

Opstil passende hypoteser og foretag en relevant test.

Lesning:

Lad X = hgjden af en vernepligtig

X antages normalfordelt med middelvaerdi ¢ og spredning o , der begge ikke kendes eksakt.
Da legen onsker at vise, at hgjden er blevet foreget, bliver

nulhypotesen Hy:pu = 177.6  mod H:p>177.6 , dvs. vi har en ensidet test.

Excel: (kan findes som en excel-fil pA www.larsen-net.dk )

Iark 1 er data placeret og givet navnet “hgjde”. I ark 2 stér folgende :
A B C D

Konklusion: Da P -vaerdi < 0.05 forkastes HO, dvs.
vi har vist, at middelhgjden er steget

1 |Eksempel 10.4

2

3 |X = hgjden af en vaernepligtig X er normalfordelt med middelveerdi p
4 |HO: u= 177,2 H:p>177,2
5

6 |In= 20
7 |Gennemsnit = |MIDDEL(hgjde) 180,75

8 [Spredning s = STDAFV(hgjde) 8,990492

9

10 [t= (C7-B4)*C6"0,5/C8 1,765875

11 |P - veerdi = TFORDELING(ABS(C10);C6-1;1) |0,046741

12

13

14

Beregning ved anvendelse af oversigt 10.3
Data indtastes 1 A1 til A25

Vi finder x =MIDDEL(A1:A25)=180.75cm og s=STDAFV(A1:A25)=8.99 cm.
G- Ho):~ln (180.75-1772)7/25

=177. f=19
s 9.990
Da P-verdien = P(T>177) = TFORDELING(1,77;19;1) = 0,046741 < 0.05 forkastes H, ,
d.v.s. middelhgjden er vokset signifikant ¢
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10.3 Normalfordelingstest
10.3.3 Sammenligning af 2 normalfordelte variable.

Indledning

Ved sammenligning af 2 normalfordelte variable er der athangigt af hvordan stikpreven er
indsamlet valg mellem 2 metoder.

Er stikpreverne for de to variable indsamlet” uathangigt af hinanden “ benyttes sedvanligvis
den i oversigt 10.5 angivne metode.

Kendes en tabel over data har Excel et faerdigt program som pé basis af indtastede data
umiddelbart regner relevante P - verdier ud. Dette er vist 1 eksempel 10.5.

Er de oprindelige data ikke kendt, men kun deres gennemsnit, spredning osv. ma man
anvende de i oversigt 10.5 angivne formler. Dette er vist i eksempel 10.6

Er observationerne indsamlet “parvist” skal man benytte den i eksempel 10.7 angivne metode.

Er visse forudsetninger opfyldt, kan man dog ogsé anvende den i oversigt 10.6 angivne metode. Denne har en
sterre styrke', men man skal altsd til gengeeld vare ret sikker pé at forudsatningerne er opfyldt. Et excelprogram
er vist i eksempel 10.8

Generel metode

Denne metode kraver, at stikpreoverne for de to variable er indsamlet uathengigt af hinan-
den. Den kan godt anvendes selv om der er mindre afvigelser fra forudsaetningen om at de
variable er normalfordelte.

Formlerne fremgar af folgende oversigt

Oversigt 10.5 Test af middelveerdier 4, og 1, og konfidensinterval for differens s, —y, for 2 normalfor-

delte variable

Givet 2 stikprever af X; og X, med starrelse, gennemsnit og spredning henholdsvis n,, X, s, 0g n,, X5, s,.

Signifikansniveau er « . Lad d vere en given konstant.
2 2

s Ky X -X,-d
a="1pb="2 c=a+bh, t:%
n ny ¢
2
Frihedsgradstallet fer det nermeste hele tal, som er storre end £ =——

T er en statistisk variabel der er ¢ - fordelt med frihedsgradstallet f.

Alternativ hypotese P - verdi H, forkastes
Hop > p, +d P-vardi<a
TFORDELING(|], £, 1)
Hop <py,+d
H:p, #u, +d P-vaerdi<%a

95% Konfidensinterval for differens 1 — 4, X, - X, ~ 10,975 (f)- Ne< - <% -%,+ to.075(f)- Je

'En test har “storre styrke” end en anden, hvis den med givne data og et givet signifikansniveau giver den storste
chance for at forkaste nulhypotesen.
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10.

Hypotesetest

Eksempel 10.5. Sammenligning af 2 normalfordelte variable (data givet)

To produktionsmetoder M1 og M2 enskes sammenlignet. Der udvelges tilfaeldigt 20
personer, hvoraf de 10 bliver sat til at arbejde med den ene metode, og de 10 andre med den
anden. To personer bliver syge under forsggsperoden, sa der var kun 8 personer i den ene
gruppe.

Efter 2 ugers forlob, beregnede man for hver person det gennemsnitlige tidsforbrug pr enhed.
Da metode 1 er mere kostbar end metode 2, gnsker man kun at gé over til den, hvis tidsforbru-
get pr enhed ved metode 1 er mindst 2 minutter mindre end ved metode 2.

Man fik folgende resultater.

M, 87.8 919 89.8 89.0 92.6 8.4 914 88.7

M, 924 94.6 93.0 94.0 924 929 964 92.1 928 914

1)

2)

Undersog pa basis af disse resultater, om det pa et signifikansniveau pd 5% kan pavises at
tidsforbruget ved metode M, er 2 minutter mindre end ved metode M,
Angiv endvidere et 95% konfidensinterval for differensen mellem de to middeludbytter.

Lesning:

1))

Lad X, =udbyttet ved anvendelse af metode M, og
X, = udbyttet ved anvendelse af metode M,.
X, og X, antages approksimativt normalfordelte med middelvardi og spredning henholds-

vis zulaal Og IUZ’GZ'
Hy:py = py +2 H:p, <pu+2 eller

Hotpy =4y =2 Hipy —py <2

Bemerk: Hypoteserne skal skrives sa differensen bliver positiv, da Excel ikke tillader
negative forskelle.

Vi velger den robuste metode, som ikke forudsatter eksempelvis at varianserne er ens
Excel kalder metoden “to stikprever med forskellig varians”

Excel lesning:(kan findes som en excel-fil pA www.larsen-net.dk )

Lad stikprevevardierne for M, og M, std i to sgjler i cellerne A7 til A14 og B71 til B16

Funktioner P> Dataanalyse P> t-test: to stikprover med forskellig varians P> Den fremkomne tabel udfyldes
P <Omréde for variabel 1": B7..B16 P> “Omrade for variabel 2" A7 ..A14 P> Afmerk “Etiket-

ter” P> “Hypotese for forskel i middelvaerdi”: 2

(bemezerk, at da Excel ikke tillader en negativ forskel, ma vi satte M, sgjlen ind som variabel 1 og M, sgjlen
ind som variabel 2.)
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10.3 Normalfordelingstest

A B C D E F
1 |Eksempel 10.5
2 | X1= tidsforbrug ved anvendelse af metode M1 X1 har middelvaerdi y1 og spredning o1
3 | X2= tidsforbrug ved anvendelse af metode M2 X2 har middelvaerdi y2 og spredning 62
4 |HO: py2 =u1 +2 H:pu2 < p1 +2
5 Data:
6 M1 M2 Resultat
7 87,8 92,4 t-test: To stikprgver med forskellig varians
8 91,9 94,6
9 89,8 93 M2 M1
10 89 94 Middelveerdi 93,2 90,075
11 92,6 92,4 Varians 2,095556| 2,887857|
12 89,4 92,9 Observationer 10, 8
13| 91,4 96,4 Hypotese for forskel i middelvaerdi 2
14 88,7 92,1 fg 14
15 92,8 t-stat 1,489397|
16 91,4 P(T<=t) en-halet 0,079282 P-veerdi
17| t-kritisk en-halet 1,761309
18| P(T<=t) to-halet 0,158563]
19 t-kritisk to-halet 2,144789
20| 1) Konklusion

21| Da P-veerdi = | 0,0792815 |> 0,05 accepteres HO, dvs.
22| vi kan ikke pa dette grundlag bevise at tidsforbruget ved metode 1 er 2 minutter kortere end ved metode 2
23| 2) Konfidensinterval

24 r= |E19*(E11/E12+F11/F12)"0,5= 1,620043
25 Nedre graense = | E10-F10-E24 1,504957|
26 @vre graense =| E10-F10+E24 4,74504 3

Bemark, at da testen er ensidet sammenlignes “en-halet” P - veerdien med 0.05.

Havde den veret tosidet skulle vi have sammenlignet den “to-halet P - veerdi pa 0.158 med
0.05.!

Bemark, at vi sammenligner altid P - vaerdien med signifikansniveauet «

Konklusion: Vi kan ikke pé dette grundlag bevise, at tidsforbruget ved metode 1 er 2
minutter mindre end ved metode 2 (vi er dog tet pa en forkastelse).

2) 95% Konfidensinterval for differens

Formlen der benyttes er

2 2

s, S
i = Hyixy =Xy - 10,975(]()'\/;S My = My £ X=X+ to,975(f)'\/zﬂ hvor ¢ = n71+ ’72

1 2
Excel kan ikke umiddelbart beregne konfidensintervallet, men da alle tallene kan findes i
cellerne, er det, som det ses af excellasningen, ret let at foretage beregningerne.

95% konfidensinterval: 150 < p, — p; <4.75 ¢

! tkritisk en-halet, er den graense, som t-stat - vaerdien skal over, for at man kan forkaste nuthypotesen, dvs ¢, o5 (14) = 1.7613
t-kritisk to-halet, er tilsvarende ¢ g75(14) = 2.1447
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10. Hypotesetest

Eksempel 10.6. Sammenligning af 2 normalfordelte variable (oprindelige data ikke givet)
Et luftfartsselskab A havder, at dets fly til USA i gennemsnit afgér mere pracist end et
konkurrerende luftfartsselskab.

En forbrugergruppe undersegger denne pastand ved i en given periode at bestemme forsinkel-
serne for samtlige flyafgange til USA for hver af de to selskaber.

Man fandt folgende tal:
Luftfartsselskab Antal afgange x S
A 100 55 minutter 30 minutter
B 80 60 minutter 35 minutter
Stetter undersogelsen luftfartsselskab A's pastand?
Lesning:

X, = forsinkelsen 1 minutter for luftfartselskab A.
X, =forsinkelsen 1 minutter for luftfartselskab B.
X, og X; antages approkssimativt normalfordelte med middelverdi og spredning henholdsvis

Hy,04 08 Up,Op.
Da vi gnsker at vise, at A er mere pracise end B, sa haves:
Hyipy = pp Hopry < up

A [ B C D E
Eksempel 10.6

XA =forsinkelsen for luftfartselskab A XA er normalfordelt med middelveerdi pA
XB =forsinkelsen for luftfartselskab A XB er normalfordelt med middelvaerdi uB
HO: pA =uB H: yA < uB

Data Beregning
nA = 100|a= B972/B7 9
x-streg-A= 55 b= B1272/B10 15,3125
SA = 30 |c= E7+E8 24,3125
nB = 80 [t= (B8-B11-B13)/KVROD(E9) -1,01404
x-streg-B= 60 [g= E9"2/(E772/(B7-1)+E872/(B10-1)) 156,1194
sB = 35 [f= RUND.OP(E11;0) 157

d= 0 |P-veerdi= |TFORDELING(ABS(E10);E12;1) 0,156062
Konklusion: Da p -veerdi > 0.05 accepteres HO, dvs.
det kan ikke pa dette grundlag vises, at A er mere pracis end B

ol ol =l &l 5| 2 S ©f oof ~| of inf & wo] pof —
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10.3 Normalfordelingstest

Parvise observationer

Parvise observationer (Matched pairs samples) anvendes, hvis det er sddan, at ndr man har
valgt et objekt i den ene gruppe, sé er det samtidig givet hvem der skal vare 1 den anden
gruppe (der er ikke uathangighed).

Eksempel: Hvis man vil undersege om der er en sammenhang mellem @gtefzllers intelligen-
skvotient (IQ), sé er det selvfolgelig siledes, at er en person er valgt (randomiseret) , sa vil
vedkommendes @gtefelle automatisk ogsé blive valgt.

Lad os igen betragte problemstillingen i eksempel 10.5, men nu antage, at forsaget er
foretaget pa en anden made.

Eksempel 10.7. Parvise observationer

To produktionsmetoder M1 og M2 gnskes sammenlignet. Der udvalges tilfeeldigt 8 personer.
Efter lodtreekning bliver 4 personer sat til forst i 2 uger, at arbejde med produktionsmetode
M1 og derefter 1 de neste 2 uger med produktionsmetode M2.

De ovrige 4 personer arbejder omvendt forst med metode M2 og derefter med metode M1.
Efter 2 ugers forlgb, beregnede man for hver person det gennemsnitlige tidsforbrug pr. enhed.
Da metode 1 er mere kostbar end metode 2, ensker man kun at gé over til den, hvis tidsforbru-
get pr. enhed ved metode 1 er mindst 2 minutter mindre end ved metode 2.

Man fik folgende resultater.

Person nr. 1 2 3 4 5 6 7 8
M, 87.8 91.9 89.8 [ 89.0 | 92.6 894 (914 | 88.7
M, 92.4 94.6 93.0 [94.0 [92.4 929 1964 |[92.1

1) Undersog pé basis af disse resultater, om det pa et signifikansniveau pa 5% kan pavises at
tidsforbruget ved metode M, er 2 minutter mindre end ved metode M,

2) Angiv endvidere et 95% konfidensinterval for differensen mellem de to middeludbytter.

Forklaring pa metode:

Da en forsggsperson kan vaere hurtig og en anden langsom (person 1 er saledes hurtigere end

person 2) kan spredningen pa M, og M, vere sa stor, at man intet kan vise.

Hvis man i stedet tager differenserne M2 - M1 vil disse forskelle jo udjevnes, da person 1 jo

er hurtig under arbejdet med begge metoder, mens person 2 er langsom ved begge.

Person nr. 1 2 3 4 5 6 7 8
M, 87.8 1919 [89.8 |[89.0 [92.6 [89.4 (914 |[88.7
M, 924 (94.6 [93.0 [94.0 (924 (929 [96.4 [92.1
D=M,-M, [46 |2.7 3.2 5 -0.2 3.5 5 34

I stedet for at benytte metoden 1 eksempel 10.5 kan vi nu teste nulhypotesen
Hy:D =0 mod H:D <2 ved metoden 1 eksempel 10.4 (en variabel)
Dette sker automatisk i Excel.
Lesning:
1) Lad X, =udbyttet ved anvendelse af metode M, og
X, = udbyttet ved anvendelse af metode M,.
X, og X, antages approksimativt normalfordelte med middelvardi og spredning henholds-

Vis [4,,0, 0g H,,0,.
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10.

Hotpy =gy =2

Hypotesete

st

Hepiy — g1y <2

Data indtastes (de samme som i eksempel 10.5) og derefter:
Funktioner P> Dataanalyse P> t-test: Parvis dobbelt stikpreve for middelverdi » Den fremkomne tabel
udfyldes P> “Omréde for variabel 1": B7:B14 P> “Omréde for variabel 2" A7:A14 P> Afmaerk

“Etiketter” P> “Hypotese for forskel i middelvardi”: 2

Den folgende excel-udskrift kan findes som en excel-fil p4 www.larsen-net.dk .

A | B C D E F
1 Eksempel 10.7
2 X1= tidsforbrug ved anvendelse af metode M1 X1 har middelveerdi p1 og sprednin%;
o)
3 X2= tidsforbrug ved anvendelse af metode M2 X2 har middelvaerdi y2 og spredning
02
4 HO: p2 =p1 +2 H:p2 < p1 +2
5 Data:
6 M1 M2 Resultat
7 87,8 92,4 t-test: Parvis dobbelt stikprgve for middelvaerdi
8 91,9 94,6
9 89,8 93 M2 M1
10 89 94 Middelveerdi 93,475 90,075
11 92,6 92,4 Varians 2,122142857 |2,887857143
12 89,4 92,9 Observationer 8 8
13 91,4 96,4 Pearson-korrelation 0,433089341
14 88,7 92,1 Hypotese for forskel i middelveerdi |2
15 fg 7
16 t-stat 2,339141989
17 P(T<=t) en-halet 0,025955245 | P-veerdi
18 t-kritisk en-halet 1,894578604
19 P(T<=t) to-halet 0,05191049
20 1) Konklusion t-kritisk to-halet 2,364624251
21 |Da P-veerdi = 0,0259552 < 0,05 forkastes HO, dvs
22 det er bevist, at tidsforbruget ved metode 1 er 2 minutter kortere end ved metode 2
23 R) Konfidensinterval
24 gennemsnit | d= | MIDDEL(A26:A33) 3,4
25| Differens Differens
26 4,6
27 2,7 r= Konfidensniveau(95,0%) 1,41525139
28 3,2 hedre grense E24-E27 1,98474861
29 5 @vre graense E24+E27 4,81525139
30 -0,2
31 3,5
32 5
33 3,4

Konklusion: M1 er signifikant 2 minutter lavere end M2, dvs. man vil gé over til at
benytte metode M1

2) Konfidensinterval for differens: 1.99 < p, — 1, <482
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10.3 Normalfordelingstest

Metode der kraever forudsatninger opfyldt.

Denne metode kraver,

1) at man har samme antal gentagelser af hver variabel

2) at de to variable har nasten samme varians. Kravet er at man kan fa en accept ved en varianstest.
Til gengeld har testen sé en storre styrke' end den “robuste test”.

Eksempel 10.8. Sammenligning af 2 normalfordelte variable (ens varians)

To produktionsmetoder M1 og M2 enskes sammenlignet. Der udvelges tilfaldigt 16 personer, hvoraf de 10
bliver sat til at arbejde med den ene metode, og de 10 andre med den anden.

Efter 2 ugers forleb, beregnede man for hver person det gennemsnitlige tidsforbrug pr. enhed.

Da metode 1 er mere kostbar end metode 2, ensker man kun at ga over til den, hvis tidsforbruget pr. enhed ved
metode 1 er mindst 2 minutter mindre end ved metode 2.

Man fik felgende resultater.

M, 87.8 919 89.8 89.0 92.6 894 914 88.7
M, 924 94.6 930 940 924 929 964 92.1

Man mener, at spredningerne er rimelig ens.
1) Underspg pa basis af disse resultater, om det pé et signifikansniveau pa 5% kan pavises at tidsforbruget ved
metode M, er 2 minutter mindre end ved metode M,
2) Angiv endvidere et 95% konfidensinterval for differensen mellem de to middeludbytter.
Lesning:
1) Forst testes om spredningerne er ens: Hy:of = 03 :
Velg “Funktioner”, “Dataanalyse”, “F-test: Dobbelt stikpreve for varians”
Den fremkomne tabel udfyldes:
“Omréde for variabel 1": A1:A8  “Omrade for variabel 2": B1:B8

“Outputomrade”: Skriv cellenummer for gverste venstre celle i det enskede outputomréde.
F-test: Dobbelt stikprave for varians

M2 MT
Middelveerdi 93,475 90,075
Varians 2,122143 2,887857
Observationer 8 8
fg 7 7
F 0,73485
P(F<=f) en-halet 0,34732 Hy,_accepteres, da P-veerdi=0.347 > 0.025
F-kritisk en-halet 0,264058

Da H, accepteres, kan vi i det folgende tillade os at forts@tte beregningerne under den forudsatning, at de er
ens.
2) Nutestes: Hy: gty < gty +2 mod H:py > py +2

CEINT3

Velg “Funktioner”, “Dataanalyse”, “t-test: to stikprever med ens varians”

Den fremkomne tabel udfyldes:

“Omréde for variabel 1": BI:B8  “Omrade for variabel 2": A1:A8

“Hypotese for forskel i middelvaerdi”: 2

(bemeerk, at da Excel ikke tillader en negativ forskel, mé vi sette K, sgjlen ind som variabel 1 og K, sgjlen
ind som variabel 2.

“Outputomrade”: Skriv cellenummer for gverste venstre celle i det enskede outputomréde.

'En test har “storre styrke” end en anden, hvis den med givne data og et givet signifikansniveau giver den storste
chance for at forkaste nulhypotesen.
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t-test: To stikprgver med ens varians

M2 MT
Middelveerdi 93,475 90,075
Varians 2,122143 2,887857
Observationer 8 8
Puljevarians 2,505
Hypotese for forskel i middelveerdi 2
fg 14
t-stat 1,769107
P(T<=t) en-halet 0,049323 H, forkastes, da P-veerdi = 0.049 < 0.05
t-kritisk en-halet 1,761309
P(T<=t) to-halet 0,098646
t-kritisk to-halet 2,144789

M1 er altsé signifikant 2 minutter lavere end M1, dvs. man vil ga over til at benytte metode M1

N 1 1
2) Et 95% konfidensinterval for differensen er (se eventuelt oversigt 10.1) X, —X; £¢j975(14)-s \/—+—

)
1 1 . — 1 1
7 =1t5975(14) -5 |—+— = (¢t —kritisk to — halet)- /puljevarians - - + -
no N, observation 1  observation 2
Vi finder 95% konfidensinterval: 2.0 < u, — 4, <4.39 ‘

Nedenstiende oversigt angiver de formler, der skal anvendes:
Oversigt 10.6. Test af middelveerdier ;, og 1, og konfidensinterval for differens s — 4, for 2 normal-

fordelte variable. o, ~ o0,

Givet 2 stikprover af X, og X, med storrelse, gennemsnit og spredning henholdsvis n,, X|, s, og n,, X5 , 5,. Signifikansni-
veau er & . Lad d vaere en given konstant

Y -X-d (m,=1)-s; +(n,=1)-5] f=n+n,-2
> 1T, :

hvor s* =
1 . 1 n+n,—2
S |—+—
n.on,

T er en statistisk variabel der er ¢ - fordelt med frihedsgradstallet f.

t=

Forudsetning. Alternativ hypotese P - veerdi H, forkastes
H:py > p, +d
Ho:o'l =O-2 P-V&rdi<a
accepteres ved F - test Hip <y, +d TFORDELING( |t| D
H:ﬂlilu2+d P-Vaardi<%ot
F st Pt Hio? %07 P(Q> F) = Ffordeling(F.n1,n2) for F>1  |P-vardi< 1 a
s P(Q < F) =1 - Ffordeling(F,n1,n2) for F <1
Qer F - fordelt' F(n, —1,n,—1)

95% konfidensinterval for differens f4; — fy : X, =X, —t4975(f)-s- .t Sy =y SX| =Xy +1o975(f)- s i+i
n

1 nom

1) Excel: F-fordeling: Lad F =2, n,=6, n,=8, P(Q = F') = FFORDELING(2;6;8)=0,1792
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10.4 Test i Antalstabeller

10.4.1 Indledning

Vi har hidtil betragtet tilfeelde, hvor antal variable var 1 eller 2.

Man kan naturligvis godt have mere end 2 variable. Vi vil i dette kapitel betragte observatio-
ner, som bliver katalogiseret 1 klasser, eksempelvis kan klasserne vare en opdeling af valgere
efter hvilket politisk parti de vil stemme pa.

Eksempel 10.8 illustrerer dette.

Eksempel 10.8 (kategoriske data)

Et ministerium planlaegger en oplysningskampagne om de fysiske og psykiske virkninger af at

ryge hash. For kampagnen viste en undersogelse at 7% af indbyggerne enskede at hash blev

legaliseret, 65% at man beholde det nuvarende forholdsvis liberale straffepolitik, 18 %

onskede strengere straffe og 10 % havde ingen mening. Efter kampagnen spurgte man 500
ersoner (reprasentativt udvalgt) , og svarene fremgik af folgende tabel.

Legalisering | Efter eksisterende lov| Strengere straf | Ingen mening

Efter kampagnen 39 336 99 26

Kan man pa dette grundlag vise pa et signifikansniveau pd a = 0.01,at kampagnen har
betydet en @ndring af folks mening? ¢

Vi vil se pa tilfeeldige eksperimenter, der opfylder folgende krav:

1. Eksperimentet skal have k£ mulige udfald, hvor £ >2.
Disse udfald kaldes “klasser”,  kategorier” eller “celler”

2. Eksperimentet gentages n gange uafhangigt af hinanden.

3. Sandsynligheden for de k udfald er p,, p,, . . ., p, (hvor p, + p, + ...+ p, =1) er de samme
ved de n gentagelser.

4. De statistiske variable der er af interesse er antallet ,, n,, . . ., n, 1 hver af de k klasser.

Betragter vi eksempel 10.8 ses, at betingelserne er opfyldt:

Eksperimentet bestdr i tilfeldigt at udtage n = 500 personer af en stor population og sperge

dem om strafferammen for besiddelse af hash

1) Udfaldene er svar pa spergsmalet, og der er k£ =4 (og kun 4) svarmuligheder (4 klasser).

2) Resultatet af hvad en person svarer vil vere uathaengigt af hvad de ovrige svarer.

3) Sandsynligheden for udfaldene i de 4 klasser vil vere p,, p,, p; 0g p, , hvor disse sandsyn-
ligheder er ukendte.

4) De statistiske variable X, er antal personer blandt 500 som har en af de i meninger om
straffen for hash.

Test i antalstabeller kaldes saeedvanligvis for y? - test (udtales ki-i-anden) efter den testfunk-

tion der anvendes.
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10.4.2 En-vejs tabel

Eksempel 10.8.(fortsat)

Kan man pa det i eksempel 10.8 angivne grundlag vise pa et signifikansniveau pa « = 0.01 ,at
kampagnen har betydet en @ndring af folks mening?

Lesning:

Lad

X,= antal personer blandt 500 , der gar ind for legalisering. P(X)) =p,

X,= antal personer blandt 500 , der gar ind for den nuverende straffepolitik. P(X,) = p,
X;= antal personer blandt 500 , der gar ind for en strengere straf. P(X;) = p;

X,= antal personer blandt 500 , der ingen mening har. P(X,) =p,

Vi ensker at teste nulhypotesen

H,:p, =007, p, = 065, p, = 018, p, = 0.10

mod den alternative

H: “Mindst én af sandsynlighederne afviger fra den angivne verdi 1 nulhypotesen.”

Vi beregner nu de forventede vaerdier, forudsat nulhypotesen er sand.
Resultatet opstilles i det folgende skema:

nr 1 2 3 4

0) 39 336 99 26

i

E. |E, =500-007 = 35|E, = 500-0.65= 325| E, = 500-0.18 = 90 | E, = 500-0.1= 50

1

Betingelserne for, at man kan udfere en )(2 - test er, at ingen af klasserne har en

forventet veerdi p4 mindre end 1, og mindst 80% af klasserne skal have en forventet
veerdi over 5.

Da alle de forventede verdier i dette eksempel er storre end 5 er forudsaetningerne opfyldt.
Man danner nu summen

. < (0-E) (39-35° (336-325° (99-90)° (26- 50)°
7=, = + + +
E, 35 325 90 50
Det er klart, at jo mere de forventede vaerdier afviger fra de observerede vardier jo sterre
bliver ;(2 . Vi forkaster derfor nulhypotesen ved en ensidet sékaldt ¥ ? _test med frihedsgrad-
stallet & - 1 hvor £ er antal klasser .

=13249.

Excel - lgsning: (kan findes som en excel-fil p4 www.larsen-net.dk) .
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A B C D E F G
Eksempel 10.8
x1=antal personer der gar ind for legalisering P(X1)=p1
x2=antal personer der gar ind for nuvaerende politik P(X2)=p2
x3=antal personer der gar ind for strengere straf P(X3)=p3
x4=antal personer der ingen mening har P(X4)=p4

HO: p1= 0,07 p2=)0,65 p3=10,2 p4=10,1
H: Mindst en af sandsynlighederne afviger fra den angivne vardi i nulhypotesen
n = 500

x1 X2 x3 x4

P-veerdier 0,07] 0,65| 0,18] 0,1
Observerede data 39 336 99| 26
Forventede data 35 325 90| 50
Beregninger C11*$B9 og kopiere mod hgjre

P-veerdi = CHITEST(C12:F12;C13:F13)=| 0,004127

Da P- veerdi < 0.05 forkastes HO, dvs.
kampagnen har haft en betydning for meningen om legalisering af hash

230w |[~|o o ]|x]w ||~

N
N

-
w

N
N

N
(&)

-
(o))

—_
~

[N
oo

-
(e}

Da P -veardi =0.42% <0.05 (endda mindre end 1% )forkastes nulhypotesen, dvs. kampag-
nen har haft en betydning for meningen om legalisering af hash. ¢

10.4.3. To-vejs tabel
I dette afsnit betragter vi eksperimenter hvor data er karakteriseret ved to kriterier.
Et eksempel herpé er folgende:

Eksempel 10.11. (testning af uafthaengighed)

Ved en uddannelsesinstitution indstillede et &r 500 studerende sig til en &rsprove, der bl.a.
omfattede matematik og fysik.

De opniede karakterer i de to fag inddeltes i 4 grupper:

Fysikkarakterer

Observerede vardier 3,0 2 4,7 10, 12 Total

-3,0 18 46 13 0 77

' 2 22 60 42 5 129
Matematik- 4,7 7 123 42 16 188

karakterer

10, 12 2 28 68 8 106

Total 49 257 165 29 500

Underseog om der er en sammenheng mellem de opndede fysikkarakterer og de opniede
matematikkarakterer.
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Lesning:

X, = antal studerende med opnaet matematikkarakter
X, = antal studerende med opnéet fysikkarakterer
H,: X, og X, er statistisk uafthangige.

Udfaldene antages at vare uathangige, og de studerende antages at vare repraesentative for
en argang med samme sandsynlighed fra drgang til argang.
Vi fér folgende tabel over de forventede vardier:

Fysikkarakterer
Forventede vardier
0,3,5 6,7 8,9 10,11, 13
77-49 77257 77-165 77-29
— = = =2541 | ——— = 4466
500 7546 500 39578 500 500
Matematik- 12949 129257 129165 129.29
karakterer Y ' _ T} =7 - 7482
500 12.642 500 66.306 500 57 500 748
188-49 188-.257 188165 188-29
= 18424 - - - =
500 500 = 96.632 500 62.04 500 10.904
10, 11,13 106~49_ 106-257 106-165_ 106~29_
500 10.388 500 - 54484 500 - 3498 500 - 6.148

Da alle de forventede vardier er over 1, og kun 1 klasse af 16 ligger under 5 er betingelserne

foren y % test opfyldt.

Vi beregner nu teststorrelsen

,_ (18- 7.546)° . (46 - 39.578)°

7.546

39578

(8- 6.148)°

6.148

= 108917

Det kan vises, at for 2-vejs tabeller er frihedsgradstallet /= (antal sejler - 1)*(antal reekker -1)
Vi har folgelig f =(4-1)-(4-1)=9

Excel - losning:
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A | B C D E F G
1 |Eksempel 10.9
2 | X1 = antal studerende med opnaet matamatikkarakter
3 |x2 = antal studerende med opnaede fysikkarakter
4 I
5 |HO: X1 og X2 er statistisk uafthaengige
6 I
7 |Observerede data
8 fysik
9 -3;0 2 4;7 10;12 sum
10 -3;0 18 46 13 0 77
11 Matematik 2 22 60 42 5 129
12 4;7 7 123 42 16 188
13 10;12 2 28 68 8 106
14 SUM K9 257 165 29 500
15
16
17 | Forventede data fysik
18 -3;0 2 4,7 10;12
19 -3;0] 7,546 39,578 25,41 4,466
20 j Matematik 2 12,642 66,306 42,57 7,482
21 4;7 18,424 96,632 62,04 10,904 I
22 10;12] 10,388 54,484 34,98 6,148
23
24 | Beregningseksempel i celle c19 $G10*C$14/$G$14
25
26 |P-veerdi= [CHITEST(C10:F13;C19:F22) = 2,44228E-19,
27
28 | Da P- veerdi < 0.05 forkastes HO, dvs. matematik og fysikkarakterer er ikke uafhangige.

Det er ret besverligt at beregne de forventede verdier i Excel, men er det forst gjort, er det

nemt at fi P-vardien.
Bemark at ensker man at kopiere ned gennem en sgjle, skal visse adresser vare absolutte

(med $ tegn)

Da P - veerdi = 2.44-107" < 0.05 forkastes nulhypotesen (staerkt) dvs.

der er ikke uathngighed mellem fysikkaraktererne og matematikkaraktererne.

Nar vi ser pa tallene er det tydeligt at gode karakterer i det ene fag ogséd har en tendens til at
bevirke gode karakterer i det andet fag.
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Opgaver

Opgave 10.1

En ny vaccine formodes med en sandsynlighed pa mindst 85% at have en forebyggende
virkning over for en bestemt influenzatype. For en truende influenzaepedemi vaccineres et
hospitalspersonale pa 600 personer med den padgaldende vaccine. 125 af disse bliver smittet
af sygdommen. Kan dette opfattes som en eksperimentel pavisning af, at vaccinen er mindre
virksom end ventet?

Opgave 10.2.

I forbindelse med anskaffelse af en ny uniform til severnet fik 100 soldater (tilfeldigt udvalgt)
i en uge udleveret uniformstype A og i en anden uge udleveret uniformstype B. Hvilken uniform
man fik forst blev valgt ved lodtreekning.

Det viste sig efterfolgende , at af de 100 soldater foretrak 65 soldater uniformstype A.

Kan dette tages som et statistisk bevis for, at soldaterne generelt foretraekker uniformstype A.

Opgave 10.3

Det forventes, at lovgivningen bliver strammet omkring mangden af skadelige partikler i bilers
udstedningsgas. En person mener, at mere end 20% af forsvarets biler ikke vil opfylde de
forventede nye krav. Ved en undersegelse af 30 af forsvarets biler tilfeeldigt udvalgt, fandt man,
at 10 af disse ikke kunne opfylde de nye krav.

Test om dette pé et signifikansniveau pa 5 % er et bevis for, at mere end 20% af forsvarets biler
udsender flere skadelige partikler end enskeligt.

Opgave 10.4

En fabrikant af chip til computere reklamerer med, at hgjst 2% af en bestemt type chip, som
fabrikken sender ud pa markedet er defekte.

Et stort computerfirma, vil kebe et meget stort parti af disse chip, hvis pastanden er rigtigt. For
at teste pastanden kebes 1000 af dem. Det viser sig, at 33 ud af de 1000 er defekte.

Kan fabrikantens pastand pd denne baggrund forkastes pa signifikansniveau 5% ?

Opgave 10.5

Forsvaret overvejer at indfere et nyt sikkerhedssystem. For man indferer dette mere kostbare
system, ensker man at sikre sig, at det nye system giver vesentlig feerre arbejdsulykker.

Man har to arbejdspladser A og B, som er nogenlunde af samme storrelse og i sikkerhedsmeessig
henseende er nogenlunde ens. I arbejdsplads B indferes det nye system, og efter en passende
forsegsperiode telles antallet af (storre eller mindre) arbejdsulykker péd de to arbejdspladser.
Man fandt, at i B havde 5 ud af 250 medarbejdere veret udsat for en arbejdsulykke, mens det
for A gjaldt for 24 ud af 263 medarbejdere.

Kan man pa et signifikansniveau pa 1% (da systemet er kostbart at indfere) vise, at det nye
sikkerhedssystem giver faerre ulykker.
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Opgave 10.6

I en opinionsundersogelse svarede 893 personer, hvoraf 475 var mand og 418 kvinder.

Er stikproven repreesentativ med hensyn til kensfordeling, idet vi antager, at antallet af mend og
kvinder i hele befolkningen er ens.

Opgave 10.7

Ved en undersegelse af en eventuel sammenhang mellem luftforurening og forekomsten af
lungecancer sammenlignedes bl.a. sygdommens forekomst i byen X - kebing inden for den gamle
bygrense (i nerheden af byens industrivirksomheder) med dens forekomst i samme bys
forstadsomrade (villakvarter):

Antal tilfeelde af lungecancer | Samlet indbyggerantal

Indre by 30 9000

Forstadsomrade 40 27000

1) Det ses. at den relative hyppighed af cancertilfelde i den indre by afviger fra den relative
hyppighed i forstadsomradet. Kan dette forklares som et tilfeeldigt udsving? Den opstillede
nulhypotese. som testes, enskes specificeret med angivelse af den alternative hypotese.

2) Diskuter muligheden for at drage arsagsmaessige konklusioner ud fra det fundne testresultat.

Opgave 10.8

Mange forbrugere tror, at sakaldte "mandagsbiler", dvs. biler produceret om mandagen, har flere
alvorlige fejl end biler produceret pa ugens gvrige arbejdsdage.

For at undersegge, om der er noget grundlag for denne tro, udtog man pa en bilfabrik tilfeldigt
100 "mandagsbiler" og undersogte dem for fejl. Man fandt at 8 biler havde alvorlige fejl.
Tilsvarende udtog man tilfaeldigt 200 biler, der var produceret pa ugens evrige arbejdsdage, og
man fandt 12 biler, der havde alvorlige fejl.

Giver denne undersagelse stotte til formodningen om, at "mandagsbiler" er af darligere kvalitet
end andre biler.

Opgave 10.9

I en nordisk undersogelse om anvendelsen af it 1 folkeskolen blev der bl.a. spurgt:

Hvor ofte anvende it pé skolen til at kommunikere meddelelser ud til alle leerere pa skolen .

I Sverige svarede 31 skoler pa spergsmalet, og af dem var der 21, der svarede, at det skete mindst
en gang om ugen. | Danmark var det 40 ud af 47 skoler der svarede det samme.

Kan man heraf slutte, at man 1 de danske skoler er signifikant bedre til at anvende it til den form
for kommunikation?
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Opgave 10.10

En virksomhed bliver af miljekontrollen palagt at formindske indholdet i sit spildevand af et stof
A, der mistaenkes for at kunne forurene grundvandet. Indholdet af stoffet A i spildevandet skal
under 1.7 mg/l, og miljekontrollen henviser til en ny metode, som burde kunne formindske
indholdet til det enskede niveau. For at vurdere den nye metode onskes foretaget 15 delforsog
(ét forseg om dagen 1 3 uger).

1) Folgende vaerdier af indholdet af A fandtes (i mg/1).

1.55]11.66(1.98(1.37]1.601.62|1.53(1.79(1.72| 1.57 | 1.70 |1.40|1.77|1.58 | 1.84

Kan man ud fra disse data bevise pa signifikansniveau o = 0.05, at indholdet af A ved
benyttelse af den ny metode er under 1.7 mg/1.

2) Angiv et estimat for middelindholdet af stoffet A ved den nye metode, og et 95% tosidet
konfidensinterval for det forventede indhold af A .

Opgave 10.11

Den samlede mangde kosmisk strdling , som en person blev udsat for ved flyvning med jetfly
fra Kastrup til New York kunne pa et givet tidspunkt erfaringsmaessigt antages at vaere
normalfordelt med middelverdien x =5.42 mrem og spredningen o = 0.55 mrem.

1) Beregn sandsynligheden p, for, at mengden af kosmisk straling, som personen udsattes for,
mindst er 6.25 mrem.

Nogle ar senere foretog man 12 mélinger af den kosmiske straling, som en person blev udsat for

ved at flyve den samme straekning. Resultaterne var:

4.85( 6.24 [ 5.10 | 6.78 [ 5.09 | 6.62 | 4.45 [ 7.09 |5.30]|5.46|6.14(6.49

Det antages 1 det folgende spergsmaél fortsat, at mengden af kosmisk straling er normalfordelt
men middelveardien og spredningen antages nu at vere ukendt.
2) Foretag en testning af , om middelvardien kan antages at vere over 5.42.

Opgave 10.12

Pé pakken af en iscreme star, at portionen indeholder 14 gram fedt. For at kontrollere dette kabes

10 pakker is, og fedtindholdet méles. Man finder et gennemsnit pa 13.1 gram og et estimat s for

spredningen pé 0.42 gram.

1) Kan man ud fra disse data bevise pa signifikansniveau « =0.01, at middelindholdet afviger
fra 14 gram?

2) Angiv et estimat for middelindholdet.

3) Angiv et 95% konfidensinterval for middelindholdet.

Opgave 10.13
Man frygter, at den sékaldte “ syreregn er arsag til, at en bestemt skov er steerkt medtaget. Man
méler SO, - koncentrationen forskellige steder i skovbunden (i 1 g/m’) og finder:

327 (239 (217 |18.6 [27.6 |35.1 (422 [36.5 |13.4 |41.8 |343 |30.0

I ubeskadede skove er SO, - koncentrationen 20 u g/m’. Giver forsogene et bevis for, at
middelkoncentrationen af SO, i den beskadigede skov er storre end normalt?
Angiv et tosidet 95%-konfidensinterval for SO, - koncentrationen.
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Opgave 10.14

Pé et bestemt mejeri produceres maelk i 1 liters kartoner. Idet malkens massefylde er 1.033, bor
vagten vare 1033 gram. Det vides, at vegten er normalfordelt med en middelverdi pd 1045
gram (for at undga underfyldte kartoner) og med en spredning pa 6.96 gram.

1) Beregn sandsynligheden for at en tilfeldig karton maelk vejer mindre end 1033 gram.

2) Ledelsen kraever at mejeriet skal justere processen, dvs. @ndre middelverdien sz, sdledes at

1 middel 1% af produktionen er underfyldt.
Find g, idet spredningen antages uendret 6,96 gram.

3) Ved enmejeriinspektion udtages en stikprove pa 20 kartoner melk. Man vejede disse og fandt
et gennemsnit pd x =1040 gram og estimat for spredningen péd s = 7.66 gram.
Kan man ud fra disse data bevise, pa et signifikansniveau pa « = 0.001, at middelvaegten er
over 1033 gram.

Opgave 10.15

Et levnedsmiddelfirma havde udviklet en diet, som har lavt indhold af fedt, kulhydrater og

kolesterol. Dizten er udviklet med henblik pa patienter med hjerteproblemer, men firmaet ensker

nu at undersegge diztens virkning pa folk med vagtproblemer.

To stikprever pd hver 100 personer med vagtproblemer blev udtaget tilfeldigt. Gruppe A fik den

nye diet, mens gruppe B fik den diet, man normalt gav. For hver person blev registreret

storrelsen af vaegttabet i en 3 ugers periode.

Man fandt folgende verdier for gennemsnit og spredning:

Gruppe A: X, = 931 kg, s, = 4.67

Gruppe B: x, = 740 kg, s, = 4.04.

1) Underseog om vagttabet for gruppe A er signifikant sterre end for gruppe B. Signifikansniveau
a=5%.

2) Beregn et 95% konfidensinterval for differensen mellem de to gruppers middelverdier.

Opgave 10.16

Det péstds at modstanden i en trdd af type A er storre end modstanden i en trad af type B. Til
afklaring af denne pastand udtages tilfeldigt 6 trade af hver type og deres modstande méles.
Folgende resultater fandtes:

Modstand i trad A (i ohm) 0.140 0.138 0.143 0.142 0.144 0.137

Modstand i trdd B (i ohm) 0.135 0.140 0.142 0.136 0.138 0.140

Hvilke konklusioner kan drages med hensyn til pastanden?
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Opgave 10.17

I forsvaret ensker man ved et forseg at undersoge om et skift fra en dektype A til en anden
dektype B ville formindske benzinforbruget vesentligt.

Blandt 24 “ens” biler blev (randomiseret) valgt 12 biler som blev forsynet med dak af type A,
og de resterende 12 biler blev forsynet med dek af type B

De blev derefter sat til at kare en bestemt rute og deres benzinforbrug blev malt.

Resultaterne var (i kilometer pr. liter)

A[105 106 | 114 | 11.8 [ 12.6 | 10.8 | 11.0 [ 11.6 | 12.8 | 10.4 | 12.0 | 10.8

B (113|114 123 | 12.1 (129 | 114 | 11.5 | 12.1 [ 13.9 | 109 | 12.7 | 11.5

Viser disse resultater pa et signifikansniveau pa 5%, at dektype B giver et mindre benzinforbrug
end type A? Bemark: Jo mindre benzinforbrug, jo flere kilometer kan der keres pr. liter benzin.

Opgave 10.18

En produktion af plastikvarer ma omlaegges pa grund af bestemmelser i en ny miljelov.

Ved den fremtidige produktion kan inden for miljelovens rammer vealges mellem 2 pro-
duktionsmetoder I og II. Metode I er den dyreste, og fabrikanten har regnet ud, at det (kun) kan
betale sig at benytte metode I, sdfremt den giver et middeludbytte, som er mindst 10 maleenheder
(udbytteprocenter) storre end udbyttet ved benyttelse af metode II.

1)Ved et fuldsteendigt randomiseret forseg fandtes folgende maleresultater:

Metode I | 35.2 | 38.1 | 37.6 [37.6(34.9137.9136.5(40.0 (36.2|37.4 | 37.2 | 379
Metode IT | 26.2 | 22.2 | 24.3 |24.5122.0(27.6 [23.8 |22.8|23.4| 20.8

Fabrikanten valgte herefter at benytte metode I.

Foretag en undersogelse af, om valget var statistisk velmotiveret.

Opstil et 95% - konfidensinterval for differensen mellem middeludbytterne ved benyttelse af
metoderne 1 og II.

Opgave 10.19

Maling af intelligenskvotient pd 16 tilfeldigt udvalgte studerende ved en studie (med mere end
200 studerende) viste et gennemsnit pd x, =107 og en varians pa s 12 =100, medens en tilsvarende
méling pa 14 tilfeeldigt udvalgte studerende fra en anden studieretning viste et gennemsnit pa
x, =112 og en varians pa s, = 64.

Tyder disse tal pa en forskel pa studentermaterialet pa de to retninger?

Opgave 10.20

1) 100 studerende, 52 piger og 48 drenge, indstillede sig til en prove, ved hvilken 39 piger og 27
drenge bestod. Undersog. om det anforte tyder pé, at resultatet ved den pidgeldende prove
athanger af deltagerens ken.

2) Det oplyses supplerende, at pigerne ved ovennavnte prove opnaede et gennemsnit pa 64%
med en empirisk spredning pa 10%, medens drengenes gennemsnit var 59% med en empirisk
spredning pd 8%. Underseg, om det anforte kan tages som vidnesbyrd om, at piger i
almindelighed klarer sig bedre end drenge ved den omhandlede prove.
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Opgave 10.21

I forbindelse med den fysiske trening af nye soldater blev der klaget over, at treeningsprogram-
met var for hardt. Som begrundelse blev det bl. a. péstaet, at soldaterne i middel tabte sig mere
end 2 kg i lgbet af treeningsperioden. For at undersgge denne pastand blev udtaget 16 tilfaeldigt
valgte rekrutter og deres vaegt blev mélt for og efter treeningsprogrammet.

Resultaterne (méilt i kg) for og efter treeningsprogrammet blev for hver person folgende:

nr | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11| 12| 13| 14| 15| 16

For |89.5[ 74.0( 69.5] 91.0| 75.0| 81.0] 64.0| 75.0] 70.0{ 61.5[ 76.5| 67.5| 85.5]| 74.5|106.5| 57.0

Efter] 82 ]69.5| 70 [ 87.5(72.5(79.0163.5|74.0|1 66.0] 60 | 73.5| 65.0( 83.5(70.5(99.5| 54
Foretag en testning af, om soldaterne taber sig mere end 2 kg.

Opgave 10.22
Et bestemt medikament enskes testet for dets effekt pa blodtrykket. 12 mend fik deres blodtryk
maélt for og efter indtagelse af medikamentet. Resultaterne var:

mandnr | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
For 120 | 124 | 130 118 ] 140 | 128 | 140 [ 135 | 126 | 130 | 126 [ 127

Efter 128 131 | 131 ] 127 | 132 ] 125 | 141 | 137 [ 118 | 132 | 129 | 135
Udfer en testning af, om disse tal tyder pa, at medikamentet pdvirker blodtrykket.

Opgave 10.23

Et dizetprodukt pastar i en reklame, at brug af produktet i en maned vil resultere i et vaegttab pa
3 kg.

En forbrugerorganisation ensker at teste denne pdstand. 8 personer bruger produktet i en maned,
og det resultat fremgéar af nedenstdende tabel:

person nr 1 2 3 4 5 6 7 8
Startvaegt 81 101 98 99 78 71 75 93
Slutvaegt 78 95 95 97 73 69 70 89

1) Undersog pé grundlag af disse tal, om det pa basis af disse tal pa et signifikansniveau pa 5%
kan vises, at reklamens pastand er fejlagtig?

2) Opstil et 95% tosidet konfidensinterval for middelvardien af vagttabet, og giv pd grundlag
heraf en vurdering af virkningen af dietproduktet.
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Opgave 10.24

En producent af malervarer har laboratorieresultater, der tyder pd, at en ny lak A, har en storre
slidstyrke end den s@dvanlige lak B. Han ensker en afprevning i praksis og aftaler med ejerne
af 6 bygninger med mange trapper, at han ma lakere deres trapper. Efter 3 maneders forlob méles
graden af slid (i %) 1 hver bygning.

1) Angiv hvorledes du ville foretage forsoget.

2) De malte vaerdier af slid efter valg af plan var
Bygning nr 1 2 3 4 5 6
Ny lak 20.3 25.1 21.8 19.6 18.9 23.5
Saedvanlig lak 19.5 28.4 21.6 22.0 20.9 25.8

Undersgg om observationerne leverer et eksperimentelt bevis for, at den nye lak er mere
slidsteerk end den saedvanlige lak.

Opgave 10.25
Folgende tabel angiver i procent valgresultatet ved sidste folketingsvalg, og ved en meningsma-
ling, hvor 1035 velgere bliv spurgt om hvem de ville stemme pa hvis der var valg i morgen

Partier A B C F K O V | O [Ovrige

Valg 20011% | 259 | 9.2 10.3 6 1.7 [ 132 29 | 34| 13

Opinion 2005 | 24.8 | 10.6 | 9.7 8.2 1.4 | 13.8 [27.2] 3.6 0.7

A = Socialdemokraterne, B =Radikale venstre, C = Konservative folkeparti , F =Socialistisk
folkeparti, K = Kristendemokraterne,

O = Dansk Folkeparti, V = Venstre, @ = Enhedslisten

Kan man pa dette grundlag vise pa et signifikansniveau pa 5%, at der er sket en @&ndring af
partiernes tilslutning.

Opgave 10.26

I faget statistik onskede man at undersege om 3 hold var lige dygtige. Ved en preve blev hver
besvarelse karakteriseret som enten tilfredsstillende eller ikke-tilfredsstillende.

Man fik folgende resultat:

Klasse X y z
Holdsterrelse 31 25 |36
Antal tilfredsstillende besvarelser 22 16 |26

Kan man pd dette grundlag vise pa et signifikansniveau pa 5%, vise, at der er forskel pa
klassernes statistikkundskaber.
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Opgave 10.27
En bernelege vil gerne undersege om der antallet af barn der bliver fodt er ligelig fordelt pa alle
ugens dage. Der udvalges tilfeldigt 500 personer, og man optaller hvad ugedag de er fodt pa.
Resultatet var:

Ugedag sondag | mandag | tirsdag onsdag torsdag fredag lordag

Antal 57 78 74 76 71 81 63
Test pa et signifikansniveau pd 5% om antallet er ligeligt fordelt pa dagene.

Opgave 10.28
En terning kastedes 120 gange, hvorved folgende resultater fandtes:
Antal Qjne
1 2 3 4 5 6
Antal gange 25 17 15 23 24 16

Test nulhypotesen: Terningen er en erlig" terning.

Opgave 10.29

En kemikaliefabrik har pdbegyndt en fabrikation af kunstgedning. Ved fabrikationen haldes
gadningen 1 s&ekke af 5 "ens" maskiner, idet det tilstraebes, at nettoindholdet i s&kkene er 25 kg
i hver .

Ved indkerselen af produktionen fandt man, at der var mange overvagtige og undervagtige
sekke. Folgende antalstabel indeholder produktionsresultatet ved forste provekeorsel:

Maskiner
2 3 4 5
Under 24 kg 5 3 7 3 12
Nettovaegt | Mellem 24 og 26 kg 14 17 16 15 13
Over 26 kg 11 10 7 12 5

Foretag en testning af, om det kan antages, at veegtfordelingen er den samme for de 5 maskiner.

Opgave 10.30

Ved start af en stor amerikansk industrivirksomhed underkastedes alle 173 ansegere til et bestemt
job pa fabrikken en psykoteknisk prove. Idet ansegerne grupperedes efter, om de var medlemmer
af en fagforening eller ikke, er nedenstidende anfort resultaterne af den pageldende prove.

Resultat af proven
godt middel darligt
Medlem af en fagforening 37 42 23
Ikke medlem af en fagforening 17 26 28

Hvad kan der sluttes om sammenhang mellem prastation ved preven og medlemskab af en
fagforening?
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Opgave 10.31

En fabrik, der arbejdede 1 3 - holdskift, fremstillede bl.a. en bestemt maskindel i mas-

sefabrikation.

For at undersegge, om kvaliteten af denne maskindel pavirkedes af omstendigheder, der athang
af, inden for hvilket tidsrum af degnet fabrikationen fandt sted (traethed, belysningsforhold m.v.),
lod man et bestemt arbejdshold arbejde pa hvert af de 3 skift en uge ad gangen. Man regnede

med, at produktionsbetingelserne fra uge til uge var i1 det veesentlige uaendrede.
Arbejdsholdets ugentlige produktion var:

Skift Antal ikke - defekte emner Antal defekte emner
kl. 8% - 16% 1602 88
kl. 16% - 24% 1590 122
kl. 0% - 8% 1507 103

Foretag en statistisk analyse af, om produktionens kvalitet ma antages at athange af

produktionsperioden.
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11.2. Det sasonm@&ssige menster og korrektion heraf

11. Tidsraekker
11.1. Indledning.

Erhvervsmassige beslutninger baseres ofte pa prognoser. Disse er naturligvis usikre, da de
baserer sig pd en uendret udvikling. De kan derfor ikke opfange en pludselig &ndring sdsom
politiske beslutninger, olieprisernes himmelflugt osv.

Grundideen i prognoser er en opbyning i tidsserier. Seedvanligvis kan man opdele eksempelvis
en virksomheds drift over en periode i

1) en “trend” (en langsigtet tendens) ,

2) en konjukturmaessigt menster (svingninger omkring trenden i perioder af et antal ar)

3) et sesonmaessigt menster (udsving indenfor et ar, lavsason, hgjsason)

4) stoj , dvs, uforklarlige, tilfeeldige udsving, som ikke folger et bestemt menster.

En analyse bygger pa, at man starter med at undersgge om der er et sesonmaessigt monster, og
hvis det er tilfeeldet, sd prove at eliminere det, sd trenden bliver tydeliger.

Hvis talmaterialet rekker tilstraekkelig langt 1 tid kan man sa tilsvarende forsgge at finde et
konjukturmaessigt menster. Tilsidst prover man s at fa opstillet et udtryk for trenden, og ud fra
den sige noget om fremtiden, med den usikkerhed som stgjen som bl.a. stegjen bevirker.

11.2. Det seesonmeaessige monster og korrektion heraf.
11.2.1 Indledning

Korrektionen foregar i en raekke trin.

1) Forst undersgges om der overhovedet er sesonmassige udsving ved at tegne en graf.

2) Beregning af glidende gennemsnit

3) Beregning af s@sonfaktorer

4) Foretage en andring af de aktuelle tal (ved benyttelse af sasonfaktorerne) til tal der er
“renset” for sesonudsving (f. eks skal man méske sette de faktiske tal 10% op for at korrigere
for saesonvariationen)

Vi anvender folgende gennemgaende eksempel for en virksomheds kvartalsvise omsatning.
Tallene er pé forhénd korrigeret for prisudviklingen, dvs. der er tale om et mangdeindeks.'
Eksemplet findes péd adressen i www.larsen-net.dk

'Man vaelger et “sammenligningsér” f.eks 2000, hvor talsterrelsen sattes lig med 100. Indekstallene i de folgende
indeks for omsetning

ar fremkommer som Arets talveerdi i procent af tallet i 2000. Mangdeindeks = —
prisindeks
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Eksempel 11.1. Beregning af saesonfaktorer m.m.
Den folgende tabel viser en virksomheds kvartalsmassige mangdeindeks i perioden 2002 - 2005.

Tabel 11.1: Kvartalsvis mangdeindeks for virksomhed A’ s omsetning. Indeks 2001 = 100
ar 2002 2003 2004 2005
1 kvartal 94 96 108 117
2 kvartal 103 108 113 124
3 kvartal 95 100 106 121
4 kvartal 117 120 132 142

11.2.2 Grafisk undersogelse

En figur tegnes 1 Excel:
Velg pa vaerktejslinien “Guiden Diagram P kurve P> marker onsket figur P Neaste P> marker udskriftsomrade
P Neste P Neeste P Udfor

Cursor pa Y-akse. hgjre musetast P Formater akse P> skala P> minimum = 90 P> ok

Cursor pi X-akse. hejre musetast P> Formater akse P> “flueben” vak ved Vardiakse(Y) krydser mellem
kategoreseriervaerdier P ok

Kvartal Indeks 150

02-k1 94

02-k2 103 o p
02-k3 95

02-k4 117

03-k1 96 1301

03-k2 108

03-k3 100 120 V4 | —o—Seriet]
03-k4 120

04-k1 108 10|

04-k2 113

04-k3 106 A

04-k4 132 10 V

05-k1 117 \/

05-k2 124 w—
05-k3 121 02-k1 02-k2 02-k3 02-k4 03-k1 03-k2 03-k3 03-k4 04-k1 04-k2 04-k3 04-k4 05-k1 05-k2 05-k3 05-k4
05-k4 142 Fig 11.1. Mcengdeindeks i 16 kvartaler

Vi ser, at der er en stigende tendens i tallene, samt en nogenlunde regelmassig sasonbevagelse
Der er en tydelig hojsason i 4 kvartal (julehandel) samt en vis lavsaeson i 1. og 3. kvartal.
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11.2.3. Beregning af centreret glidende gennemsnitstal
Et centreret glidende gennemsnit beregnes pé folgende made:
1:94+103+95+117+1-96

For tredie kvartal i ar 2002: ¢, = 7 =1025
1 1
Fjerde kvartal (rykker et kvartal frem): Cj, =2 103455+ 127 06+, 108 _ 103375 OSV.
I Excel skrives formlen i den forste celle =(B1/2+B2+B3+B4+B5/2)/4 og kopieres derefter.
Kvartal  Indeks C
02-k1 94 1%0
02-k2 103
02-k3 95 102,5 | 1401
02-k4 117 103,375
03-k1 96 104,625 | 130 -
03-k2 108 105,625
03-k3 100 1075 | 1] e
03-k4 120 109,625
04-k1 108 111 | 4o
04-k2 113 113,25
04-k3 106 115,875 100 |
04-k4 132 118,375
05-k1 117 121,625
05k2 124 12475 | "o o o o o o 0 on on ok o 05 05 05 05
05_k3 121 k1 k2 k3 k4 k1 k2 k3 k4 k1 k2 k3 k4 k1 k2 k3 k4
05-k4 142

Fig 11.2: Centreret glidende indeks

Bemerk, at man kun kan bruge centreret glidende gennemsnit omkring et nogenlunde retlinet
udviklingsforleb. I tilfeelde af en meget krum kurve md man eventuelt forst foretage en passende
transformation (se naeste kapitel)

11.2.4 Beregning af saesonfaktorer ved multiplikativ og additiv model

Indledning:

En sasonfaktor for en given periode (et kvartal 1 eksemplet) udtrykker i hvilken retning og hvor
meget det malte tal skal korrigeres (f. eks. 5% op).

Hvorledes det skal beregnes athaenger af, om sa@sonsvingningerne er sterre, jo hgjere absolut
veerdi der er tale om (en multiplikativ model), eller er af samme absolutte sterrelse uanset
niveauet ( en additiv model)

Betragtes figur 11.2, synes udsvingene at have nogenlunde samme storrelse uanset niveauet,
hvilket kunne tale for en additiv model. Imidlertid md man forvente, at for en industrivirksom-
heds produktion vil udsvingene blive sterre jo hgjere omsatningen er.

Beregning af saesonfaktorer ved multiplikativ model
: Y
1) For hvert kvartal i hvert af arene beregnes A = ek hvor Y er det malte tal, og C er det

glidende gennemsnitstal. Er A > 1 er der “hejsa@son” og er A <1 er der “lavsason”.

9% 108
1 kvartal fis sdledes (se Excel data) ———— = 09176, ~— = 0973 0g — "
104625 11 121625

=0.962
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Tilsvarende beregnes for 2. kvartal osv.

2) Sasonfaktoren for 1. kvartal beregnes nu som gennemsnittet af alle A-tallene i 1. kvartal, dvs.
0918+0.973+0.962

=0951
3
Tilsvarende beregnes sesonfaktorerne for 2, 3 og 4. kvartal.
I Excel fés
kvartal Y Cc A saesonfaktorer  korrektion
02-k1 94
02-k2 103
02-k3 95 102,5 0,926829 0,923946894 0,925477158

02-k4 117 103,375 1,131802 1,11384761 1,115692392
03-k1 96 104,625 0,917563 0,950836325 0,952411124
03-k2 108 105,625 1,022485 1,004755226 1,006419326
03-k3 100 107,5 0,930233
03-k4 120 109,625 1,094641
04-k1 108 111 0,972973
04-k2 113 113,25 0,997792
04-k3 106 115,875 0,914779
04-k4 132 118,375 1,1151
05-k1 117 121,625 0,961973
05-k2 124 124,75 0,993988

05-k3 121
05-k4 142
sum 3,993386056 4

Den sidste sgjle “korrektion” skyldes, at da sesonfaktorernes sum burde vare 4, men er 3.9933,
sa korrigerer man ved, at multiplicerer hver sesonfaktor med 4/ 3.9933.

At sesonfaktorernes sum ikke er 4 skyldes, at de yderste led jo ikke er regnet med.

Det er vigtigt, at der ber indga et rimeligt stort antal ar i beregningerne og i hvert fald mindst 4.
Endvidere ma man vere opmarksom pa ekstreme talverdier i en tidsserie. De kan eksempelvis
skyldes en arbejdskonflikt, og mé i sddant et tilfeelde naturligvis udelades.

Saesonkorrektion af tidsserie
For en multiplikativ model beregnes et s@sonkorrigeret tal Z for en given periode (kvartal) af
Y

seesonfaktor(korrigeret)

formlen Z =

96
09524

=100.8

Eksempelvis for kvartal 03-k1: Z =

Beregningerne sker i Excel:
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kvartal Y C A saesonfaktorer korrektion Z

02-k1 94 98,69687329
02-k2 103 102,3430267
02-k3 95 102,5 0,926829 0,923946894 0,925477158 102,6497512
02-k4 117 103,375 1,131802 1,11384761 1,115692392 104,8676148
03-k1 96 104,625 0,917563 0,950836325 0,952411124 100,7968068
03-k2 108 105,625 1,022485 1,004755226  1,006419326 107,3111348
03-k3 100 107,5 0,930233 108,0523697
03-k4 120 109,625 1,094641 107,556528
04-k1 108 111 0,972973 113,3964076
04-k2 113 113,25 0,997792 112,2792429
04-k3 106 115,875 0,914779 114,5355119
04-k4 132 118,375 1,1151 118,3121808
05-k1 117 121,625 0,961973 122,8461082
05-k2 124 124,75 0,993988 123,2090807
05-k3 121 130,7433673
05-k4 142 127,2752248

sum 3,993386056 4

135

130 \
125 1 /J
120

115 4

110 4

105 4

100

95

90 T T T T T T T T T T T T T T T
02-k1 02-k2 02-k3 02-k4 03-k1 03-k2 03-k3 03-k4 04-k1 04-k2 04-k3 04-k4 05-k1 05-k2 05-k3 05-k4

Fig 11.3. Scesonkorrigeret tidsserie

Figuren er tegnet ved at placere kvartal og Z sejlen ved siden af hinanden

Sammenlignes figur 11.1 med figur 11,3 ses, at de store s@sonudsving er dempet kraftigt ned.
Idet vi ikke her vil behandle egentlige konjukturudsving (som krever tal fra vasentlig flere ar
end de 4), s& vil naste trin vaere at lave en prognose for fremtiden ved benyttelse af regressionsa-
nalyse Dette sker i naste kapitel.
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Beregning af saesonfaktorer ved additiv model
Ersasonsvingningerne af samme absolutte storrelse uanset niveauet ber man anvende en additiv

model.

1) For hvert kvartal i hvert af arene beregnes 4 =Y —C, hvor Y er det malte tal, og C er det
glidende gennemsnitstal. Er A > 0 er der “hgjsason” og er A <0 er der “lavsason”.

I 1 kvartal fas siledes (se Excel data) 96-104.625=-8.625,

117-121.625=-4.625 .
Tilsvarende beregnes for 2. kvartal osv.
2) Sasonfaktoren for 1. kvartal beregnes nu som gennemsnittet af alle A-tallene i 1. kvartal, dvs.

Tilsvarende beregnes saesonfaktorerne for 2, 3 og 4. kvartal.

B 8.625+3+4.625 _ 5417
3

Kvartal Y C
02-k1 94

02-k2 103

02-k3 95 102,5
02-k4 117 103,375
03-k1 96 104,625
03-k2 108 105,625
03-k3 100 107,5
03-k4 120 109,625
04-k1 108 111
04-k2 113 113,25
04-k3 106 115,875
04-k4 132 118,375
05-k1 117 121,625
05-k2 124 124,75
05-k3 121

05-k4 142
sum

A

-7,5
13,625
-8,625

2,375

-7,5

10,375

-3
-0,25
-9,875
13,625
-4,625
-0,75

saesonfaktorer korrektion

-8,29167 -8,11458
12,54167 12,71875
-5,41667 -5,23958
0,458333 0,635417

-0,70833 0

108—111=-30g

Den sidste sgjle “korrektion” skyldes, at da s@sonfaktorernes sum burde vare 0, men er -

0.70833, sa korrigerer man ved, at subtrahere hver sesonfaktor med -0.70833/4.
Sasonkorrektion af tidsserie

Det s@sonkorrigerede tal Z for en given periode (kvartal) beregnes af formlen

Z =Y - korrigeret sesonfaktor

Eksempelvis for kvartal 03-k1: Z =96—(-5.23958) =101.24
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Beregningerne i Excel:

11.2. Det sasonm@&ssige menster og korrektion heraf

Kvartal Y C A saesonfaktorer korrektion Z
02-k1 94 99,23958
02-k2 103 102,3646
02-k3 95 102,5 -7,5 -8,29167  -8,11458 103,1146
02-k4 117 103,375 13,625 12,54167 12,71875 104,2813
03-k1 96 104,625 -8,625 -5,41667  -5,23958 101,2396
03-k2 108 105,625 2,375 0,458333 0,635417 107,3646
03-k3 100 107,5 -7,5 108,1146
03-k4 120 109,625 10,375 107,2813
04-k1 108 111 -3 113,2396
04-k2 113 113,25 -0,25 112,3646
04-k3 106 115,875 -9,875 114,1146
04-k4 132 118,375 13,625 119,2813
05-k1 117 121,625 -4,625 122,2396
05-k2 124 124,75 -0,75 123,3646
05-k3 121 129,1146
05-k4 142 129,2813
sum -0,70833 0

135

130

125 //—'

120

115 /

110 1

105 -

100 +

95 4

90

02- 02- 02- 02- 03- 03- 03- 03- 04- 04- 04- 04- 05- 05~ 05- 05-
k1 k2 k3 k4 k1 k2 k3 k4 k1 k2 k3 k4 k1 k2 k3 k4

Fig. 11.4 Scesonkorrigeret tidsserie

Sammenlignes figur 11.1 med figur 11.4 ses, at de store sesonudsving er dempet kraftigt ned.
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11.Tidsrakker

Opgaver
Opgave 11.1
En virksomhed W’s kvartalsvise omsetning malt i mangder fremgar af nedenstiende skema .
Tabel 11.1: Kvartalsvis mangdeindeks for virksomhed A’ s omsatning. Indeks 2001 = 100
ar 2002 2003 2004 2005
1 kvartal 103 108 116 132
2 kvartal 112 123 132 150
3 kvartal 105 115 123 139
4 kvartal 115 127 141 154

1) Foretag en grafisk undersogelse af kvartalstallene

2) Beregn s@sonfaktorerne for kvartalerne

3) Foretag en sasonkorrektion af omsaetningstallene 1 tabellen.

4) Foretag en sesonkorektion for den efterfolgende “aktuelle” 1. kvartal 2006, hvor det faktiske
tal er 141.

5) Tegn det seesonkorrigerede mangdeindeks for omsaetningen i hele perioden fra 1 kvartal 2002
til forste kvartal 2006. Den aktuelle tendens 1 virksomhedens omsatning kommenteres.

Opgave 11.2

P& adressen http://www.statistikbanken.dk/pris6

“fra industriens ordre og omsatningssituation (ikke sesonkorrigeret)

afmaerk “ordreindgang fra hjemmemarkedet”, tobaksindustri, og maned = 2000 til 2004

1) Flyt indekstallene over i Excel (skriv dem kolonnevis)

2) Saml dem i kvartaler.

3) Foretag en grafisk undersogelse af kvartalstallene

4) Foretag en s@sonkorrektion af kvartalstallene

5) Foretag en sasonkorrektion for den efterfolgende “aktuelle” 1. kvartal 2005" idet man fra
statistikbanken kan beregne det aktuelle kvartalstal.

6) Tegn det sesonkorrigerede indekstal for hele perioden fra 1. kvartal 2000 til 1. kvartal 2005.

Opgave 11.3

Pé adressen http://www.statistikbanken.dk under “ Miljo og energi” og derefter “energi” findes

nogle oplysninger om Danmarks forbrug af energi efter type og mangde.

1) Hent forbrug af “olie, 1 alt” ind malt i tons for perioden 2000 til 2005 (i méneder) ind i Excel.

2) I stedet for at opgere forbruget manedsvis, s opger det 1 kvartaler, og tegn og kommenter
udviklingen af forbruget.

3) Beregn et centreret glidende gennemsnit af forbrugstallene i tabellen og tegn denne.

Benyt i det folgende en additiv model.

4) Beregn sasonfaktorer, og foretag en sesonkorrektion af forbrugstallene 1 tabellen.

5) Tegn det s@sonkorrigerede forbrugsindeks for forbruget i hele perioden fra 1. kvartal 2000 til
4. kvartal 2005, .

6) Foretag ved hjzlp af tendenslinien (regressionslinien) en fremskrivning for de efterfolgende
4 kvartaler 1 2006, og beregn pa basis af tendenslinien det forventede tal for forbruget af olie
1 4. kvartal 2006.
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12.2. Regressionslinie og regressionskoefficienter

12. Regression
12.1. Indledning

I det forrige kapitel har vi set, hvordan vi kan korrigere for kortvarige seesonmeessige udsving.
Tilsvarende kan man, hvis man har data nok korrigere for de lengerevarende konjunktur udsving.
Tilbage er der s “trenden”, som beskriver den overordnede udvikling over tid.

Det er derfor vaesentlig, at man far opstillet et matematisk udtryk for “trenden”, idet man s med
en passende usikkerhed kan forudsige hvad der vil ske i1 fremtiden (forudsat naturligvis at
udviklingen vil fortsette som hidtil).

Regressionsanalyse har dog ogsé en reekke andre anvendelser. Det folgende eksempel viser dette.

Eksempel 12.1 Kvalitet af garn

I et spinderi udtrykkes garnets kvalitet bl.a. ved en norm for den forventede traekstyrke.
Kvaliteten anses saledes for at veere i orden, hvis middeltraekstyrken mindst er lig med 10
maleenheder (me).

Ved uldgarn opfylder garnets naturlige traekstyrke ikke det nevnte kvalitetskrav, hvorfor der
tilsettes en vis mangde kunstfibre, hvilket foreger treekstyrken. Herved sker der dog det, at andre
kvalitetsegenskaber, sdsom elasticitet og isoleringsevne, forringes. Man har eksperimenteret med
forskellige tilsatte mangder kunstfibre x og registreret garnets traekstyrke y ved disse forskellige
mangder. Herved fremkom folgende observationsmateriale:

Mangde x (i gram) af[ 40 [ 50 [55 [60 |70 | 7580|8590 | 95 |100{105 (110|120 | 130
kunstfibre pr. kg uld

Trekstyrke (me): ¥[4.5[(6.5(5.417.018.218.0]17.118.9(8.2[10.319.6[10.8]10.5[11.2]12.0

Her er man interesseret 1 at finde et funktionsudtryk y = f(x) indenfor det maleomrade

40<x <130 som er af praktisk interesse, mens man ikke er specielt interesseret i at
“ekstrapolere”, dvs. finde ud af forholdene udenfor omradet.
Afszttes i eksempel 12.1 de malte punktpar (x,, ;) i etkoordinatsystem for at fa et overblik over

forlebet, fis folgende tegning:
Plot of styrke vs kunstfibre

12,5 j\ T T T T \i
10,5 |- . -
‘&) |
5 85F . o .
> i . 1
o i
6.5 - a
4.5 L ‘ ‘ ‘ ‘ A
40 60 80 100 120 140
kunstfibre

Punkterne ligger ikke eksakt pa en ret linie, men det synes rimeligt at antage, at afvigelserne fra
en ret linie kan forklares ved den tilfeldige variation (stegjen). ¢
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12. Regression

12.2 Regressionslinie og regressionskoefficienter
En matematisk model kunne derfor teenkes at vere ligningen for en ret linie y =a-x+5b, hvor

problemet si er, at bestemme konstanterne a og b.
Ligningen kaldes regressionsligningen og a og b kaldes regressionskonstanterne.

Excel (og mange lommeregnere) kan uden vanskelighed bestemme regressionsligningen.
Onsker man en nermere forklaring pa beregningerne, sker det i forbindelse med eksempel 12.2,
hvor antallet af tal er s& (urealistisk) fa, at man kan overkomme at foretage beregningerne “i
hinden”

Eksempel 12.2. Bestemmelse af regressionskoefficienter ved mindste kvadraters metode.
I et medicinsk forseg méles pa en forsegsperson sammenherende vardier af en bestemt medicin
i blodet (i %) og reaktionstiden.

Resultaterne var:

x [1 123 6 8

y 2114 9 |7

Bestem ved mindste kvadraters metode et estimat for regressionslinien.
Lesning:
Excel:

Data indtastes:
X

© o<

1
2
3
6
8 7
Excel 2003: Marker udskriftsomrade P> Velg pé varktejslinien “Guiden Diagram P> XY-punkt P> Naste P>
Nzste P> Neeste P> Udfor
Placer cursor pd et punkt pd figuren, hejre musetast > Velg “tilfoj tendenslinie” > Velg
indstillinger > veelg”Vis ligning i diagram” og “Vis R-kvadreret i diagram” » ok
Excel 2007: Marker udskriftsomrade P> Vealg pa varktejslinien “indset P> Punktdiagram P> Veelg “Kun med
datomaerker P> Placer cursor pa et punkt pa figuren, hejre musetast > Velg “tilfoj tendenslinie”
| 2 Velg indstillinger | 2 vaelg”Vis ligning i diagram” og “Vis R-kvadreret 1 diagram” P ok
Der fremkommer felgende figur
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12.2. Regressionslinie og regressionskoefficienter

Diagramtitel
10
g y=09706x+09176  ° __—
R?=0,7149 .
6 4
4 4
2 >
*
0 T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Heraf ses, at regressionsligningen er y = 0.9706-x + 09176 .

Tallet R? kaldes forklaringsgraden og er et mal for i hvilken grad regressionsligningen forklarer

variationen i tallene. Det gaelder, at 0< R* <1og jo tettere R”er ved 1 jo bedre “passer”
ligningen. Ligger punkterne fuldstendigt “diffust” uden nogen sammenhang siger man at de
statistiske variable X og Y er uathengige. Regressionslinien vil si vere nasten vandret (y = )

og R>~0 Da vi har R?>= 0.7149 vil man lest sagt sige, at linien forklarer 71.5% af
variationen.

Forklaring af de indgiende storrelser i en regressionsanalyse:

Residual. Ved et punkts residual til en linie forstas den “lodrette” afstand fra punktet til linien (se figur 12.1).

A *

Residual 1‘4-\ |
[
|

Pa figur 12.2 er afsat de 5 punkter,
og indtegnet en ret linie.

I
1
'
®
1
I
~

Figur 12.2 Residualer

Mindste Kvadraters metode. Regressionslinien bestemmes som den af alle mulige rette linier, for hvilket summen
af kvadratet af residualerne til linien er mindst.

I eksempel 12.2 er kvadratsummen SK = r12 + r22 + r32 + r42 + r52 .

Beregning: I vort tilfelde hvor vi har 5 punkter, indsattes vi disse i ligningen y=a-x+b. Dette giver:
2=a+b-1, 1=a+b-2, 4=a+b-3, 9=a+b-6, T=a+b-8.
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12. Regression

Residualerne erséd ry =2—(a+b-1), r, = 1—-(a+b-2), ry,=4—(a+b-3),r, =9—-(a+b-6),rs=7—(a+b-8)
Indsaettes disse i SK, far vi en funktion af to variable a og b.

En sédan funktion kan man ved differentialregning finde en mindste vaerdi for, og dermed har man fundet de vaerdier,
for hvilken SK er mindst. Man finder her, at a = 0.97 og b = 0.92, dvs. ligningen bliver y =092 +0.87 - x

SK’s mindsteveaerdi kaldes SK, 4. 0 kan her beregnes til 12.77
Gennemsnittet af y-verdierne er y = w =48

Man beregner nu residualerne til den vandrette linie y = 4.8 og danner kvadratsummen

SKiotal = (2 —48)% + (1-48)? + (5—48)2 +(9—-48)% + (7-48)° =448

SK residual =1- 12.77
SKtOta] 44.8

Hvis punkterne ligger tet ved regressionslinien vil SK, . vere lille i forhold til SK,,, og dermed vil

forklaringsgraden ligge tet ved 1.

Hvis punkterne ligger fuldsteendigt “diffust” fordi der ikke er nogen sammenheaeng mellem x og y, vil regressionslini-
en vere (tet ved) den vandrette linie y = » . Derved vil de to residualer blive (nasten) lige store, dvs.

=0715.

Forklaringsgraden beregnes nu af R>=1-

forklaringsgraden vere taet ved 0. ‘

12.3. Transformation af data inden linezr regressionsanalyse kan foretages.
Ligger punkterne ikke tilnermelsesvis pa en ret linie, er det muligt, at man ved at valge en
passende transformation kan fore problemet over i en linear model i de transformerede data.

I oversigt 12.3 er angivet en liste med kommentarer over en rekke muligheder.

Excel har ( som andre programmer) indbygget en raekke transformationer.

Dette illustreres ved folgende eksempel.

Eksempel 12.3 (transformation af udtryk).
Den effekt P (kWatt) som en bil mé yde for at overvinde luftmodstanden ved en given hastighed
v (km/t) er malt i en vindtunnel. Man fandt felgende sammenhang mellem v og P.

v 10 |30 60 90 120

P 0.01 | 0.28 2.11 7.35 | 17.25

1) Find den model blandt de indbyggede i Excel, som giver den bedste beskrivelse af data.
2) Angiv ligningen for den fundne model
3) Find den effekt der skal ydes ved en hastighed pa 100 km.

Lesning:
1) Data indtastes
v p
10 0,01
30 0,28
60 2,11
90 7,35
120 17,25

Vi indtaster nu pa samme made som i eksempel 12.2, men valger nu pa skift forst lineer og hvis den ikke er en
god model de gvrige muligheder, dvs., eksponential, logaritmisk og potens model (den sidste hedder i Excel 2007
“strem”)

Resultatet bliver:
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12.4 Trend og fremskrivning ved at benytte regression

Diagramtitel Diagramtitel
20 20
* *
15 15
y=0,1513x- 3,9834 y=5,6211Ln(x) - 16,056
10 | R?=0,8582 10 4 R?=0,5936
*
5 | 5
*
e ; ; ; : : 0 e *— ; ; ; ‘
20 40 60 80 100 120 140 20 40 60 80 100 120 140
5 -5
Diagramtitel Diagramtitel
20 y=1E-050%% :2 " 02’0185°wa
2= 0,999 : R2=0,8938 /
15 | RS 30 /
25

20 /
15 hd
| 10
5 | )
(g S ‘ ‘ : : : 0 . ‘ : ‘

0 20 40 60 80 100 120 140 0 20 40 60 80 100 120 140

Man starter altid med den simpleste model, nemlig en ret linie. Selv om forklaringsgraden er
rimelig hoj, sé ligger punkterne klart ikke pé en ret linie. Vi seger derfor efter en anden model.

Det ses, at potensmodellen er den bedste, da den har hejest forklaringsgrad, og punkterne
ligger ogsa mere “tilfeldigt omkring kurven.

P=1075y29955.

2) Ligning

3) v =100 P = =10/(-3)*100"2,9955 = 9.79

12.4 Trend og fremskrivning ved at benytte regression.

Skal man benytte regression til at komme med en prognose for hvad der vil ske i fremtiden, sa
skal man naturligvis vere klar over, at det forudsatter, at udviklingen fortsaetter som hidtil, idet
man jo benytter den kendte “historiske” trend til at forudsige fremtiden.

Lad os som eksempel igen vaelge de sa@sonkorrigerede tal fra afsnit 11.2.5.

Eksemplet findes pa adressen i www.larsen-net.dk
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12. Regression

Eksempel 12.4 Trend og fremskrivning.

Vi fandt der, at pa basis af 4 &r (16 kvartaler) folgende tal:
4

kvartal Y

02-k1 94 98,69687329

02-k2 103 102,3430267

02-k3 95 102,6497512

02-k4 117 104,8676148

03-k1 96 100,7968068

03-k2 108 107,3111348

03-k3 100 108,0523697

03-k4 120 107,556528

04-k1 108 113,3964076

04-k2 113 112,2792429

04-k3 106 114,5355119

04-k4 132 118,3121808

05-k1 117 122,8461082

05-k2 124 123,2090807

05-k3 121 130,7433673

05-k4 142 127,2752248

Diagramtitel
135
130 *
y=2,0045x+ 95,141

125 R?=09312

120 4

115
e Z

110 4 ——Lineeer (2)

105 4

100

95 4

90

Som det ses, er modellen nogenlunde, men der er dog en tendens til at punkterne i midten ligger
under linien og punkterne yderst ligger over.
Vi valger derfor nu ogsa at se pa den eksponentielle vakst. Endvidere fremskriver vi kurverne

med 4 kvartaler, for der at se hvor stor forskellen er pa de to modeller et ar frem.

Excel 2003: Marker udskriftsomrade P> Vealg pa vaerktejslinien “Guiden Diagram” > XY -punkt P Naste P
Naeste P> Neeste P> Udfor
Cursor pa Y-akse, hojre musetast P Formater akse P> skala P> minimum = 90 P> ok
Placer cursor pé et punkt pd figuren, hgjre musetast > Valg “tilfej tendenslinie” > veelg linear
figur > Velg indstillingerp> veelg ”Vis ligning i diagram” , “Vis R-kvadreret 1 diagram” og sat
prognose 4 enheder frem » ok
Placer cursor pé et punkt pa figuren, hejre musetast > Velg “tilfo] tendenslinie” > veelg eksponentiel
figur | 4 Velg indstillinger > vaelg ”Vis ligning i diagram” , “Vis R-kvadreret i diagram” og sat
prognose 4 enheder frem P ok
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12.5 Regressionsanalyse

Excel 2007: Marker udskriftsomrade P Velg pa vaerktejslinien “Indseet” > Punktdiagram > Velg “kun med
datomaerker P> Cursor pa Y-akse, hejre musetast P> Formater akse P> akseindstilling: Minimum =
90 P> ok
Placer cursor pa et punkt pa figuren, hejre musetast > Valg “tilfej tendenslinie” > velg
linezer P> Veelg indstillinger P> vaelg Vis ligning i diagram™ , “Vis R-kvadreret i diagram” , prognose:
Fremad 4 P> ok
Placer cursor pd et punkt pd figuren, hejre musetast > Velg “tilfej tendenslinie” > veelg
eksponentiel > Velg indstillinger > vaelg ”Vis ligning i diagram” , “Vis R-kvadreret i diagram” og
prognose: Fremad 4 P ok

Der fremkommer folgende figur:

140

120

105

95

90

Diagramtitel

135 4

130

125 4

y = 96,154e%77x
R? = 0,9405

y = 2,0045x + 95,141

115 4

110

¢ Z
= = Lineeer (2)

Eksponentiel. (2)

100 -

R? = 0,9312
.
* o
.
0 5 10 15 20

25

Som det ses, er de to kurver indenfor maleomrddet stort set ens, men ved fremskrivningen ses,
at den eksponentielle kurve stiger staerkest.
Hvilken man skal valge, athaenger af, om man tror pa at y (omseatningen) gennemsnitlig vokser
med en konstant absolut sterrelse pr kvartel pa 2.005 (haldningskoefficienten af den rette linie)
eller at den vokser med en konstant gennemsnitlig veekstrate pd 0.0177 (samme procentvise

vaekst).

12.5 Regressionsanalyse

De foregéende betragtninger kraever ingen statistiske forudsetninger, idet man jo altid ved
mindste kvadraters metode kan beregne regressionskoefficienterne, derefter beregne forklarings-
grad, tegne kurver og punkter ind i et koordinatsystem og sa herudfra vurdere om modellen er

acceptabel.

Lad os antage, at vi har fundet (ved at betragte tegning + forklaringsgrad , at modellen

Y =a+ [-x gzlder (a og b er i det folgende estimater for de eksakte vaerdier a og ).

I dette afsnit ensker vi at foretage en ngjere statistisk analyse.
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12. Regression

Forudseetninger for regressionsanalyse

Der stilles krav om normalitet og “varianshomogenitet” (se nedenfor punkt 1 og 2), men da de
sedvanligvis er opfyldt i praksis, er det unedvendigt at lave ekstra forseg m.m. for at kunne
kontrollere om kravene er opfyldt. Analysen er heldigvis stadig er gyldig, selv om der
forekommer mindre afvigelser (testene er “robuste” overfor kravet normalitet og varianshomoge-
nitet)'.

Test af haeldning og opstilling af konfidensintervaller.

Som tidligere navnt vil en vandret regressionslinie betyde, at punkterne ligger fuldstendigt
diffust, dvs. y er uathengig af x.

Hvis linien er vandret, vil alle x-vaerdier give samme y-vardi, og tilfeldet er ikke interessant.

Vi er derfor interesseret i1 at kunne teste om haldningskoefficienten £ for linien er 0, dvs.
nulhypotesen H,: f =0

Hvis H, forkastes, vil vi
2) opstille et konfidensinterval for heeldningskoefficienten f, .

3) foren given veerdi forx = x,,, dels beregne den tilsvarende “forventede” y, vaerdi (predicted

value”) dels et konfidensinterval for y,.

Beregningerne foretages i Excel pa tallene fra eksempel 12.1

1

1) De enkelte observationer ), er indbyrdes uatheengige (eksempelvis hvis der udferes flere mélinger for samme

mangde medicin skal de vaere indbyrdes uathangige, ligesom det ogsa skal geelde malinger baseret pa forskellige
mangder medicin.

2) Der skal veere “varianshomogenitet”, dvs. variansen af ¥ skal vare den samme uathangig af x’s veerdi.
Punkt 1 kan opfyldes ved en hensigtsmaessig forsegsplan. I eksempel 12.2 skal man séledes vare sikker pé at den
foregéende dosis medicin er ude af blodet inden man foretager en ny indsprejtning, ligesom forsegene skal vare
randomiseret. Man kan nok i dette tilfelde betvivle uathengigheden, hvis man udferer forsegene pd samme
person.
Hvis man er i alvorlig tvivl om kravet om normalitet er rimeligt opfyldt, kan man fa et indtryk af, om der er
alvorlige afvigelser, ved at tegne et normalfordelingsplot . Man afsatter her residualerne i et koordinatsystem som
har den egenskab, at hvis residualerne er normalfordelte vil punkterne (med tilneermelse) ligge pé en ret linie
(vises i eksempel 11.7)
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12.5 Regressionsanalyse

Eksempel 12.5 Regressionsanalyse

I et spinderi udtrykkes garnets kvalitet bl.a. ved en norm for den forventede trekstyrke.
Kvaliteten anses sdledes for at vaere i orden, hvis middeltraekstyrken mindst er lig med 10
maleenheder (me).

Man har eksperimenteret med forskellige tilsatte maengder kunstfibre x og registreret garnets
trekstyrke y ved disse forskellige mangder. Herved fremkom folgende observationsmateriale:

Mangde x (i gram) af| 40 | 50 | 55|60 |70 {75 [80 [85 90| 95 (100|105 (110|120 | 130
kunstfibre pr kg uld

Traekstyrke (me): ¥14.5[6.5|5.417.0|8.218.0(7.118.9(8.2110.319.6110.8]10.5{11.2{ 12.0

1) Vurdér modellen ved at se pa forklaringsgraden » 2 , 0g pa en figur med punkterne indtegnet.
undersog endvidere om der kunne tenkes at vare “outliers”, dvs. punkter der afviger s
kraftigt fra linien, at de kunne tenkes at vaere fejlmalinger.

2) Opskriv regressionsligningen.

3) Test om Y er uathengig af x

4) Angiv et 95% konfidensinterval for heldningenskoefficienten S

5) Opstil et 95% konfidensinterval for middeltreekstyrken svarende til x - vardien 100.
Lesning:

Af hensyn til de efterfolgende test veelges nu Excels regressionsprogram

Data indtastes pé sedvanlig méde i to sgjler.

X y
40 4,5
50 6,5
55 5,4
60 7
osv osvV.
95 10,3
100 9,6
105 10,8
110 10,5
120 11,2
130 12

Excel 2003:Vealg Funktioner P> Dataanalyse P> Regression
Excel 2007: Data P> Dataanalyse > Regression

Den fremkomne tabel udfyldes.
Sadvanligvis er det ikke nodvendigt at udfylde alle felter, men for at kunne forsté de fremkomne
udskrifter er dette sket her. Udskrifterne vises dog i en lidt anden rekkefolge.

1) Vurdering af model:
RESUMEOUTPUT
Regressionsstatistik

Multipel R 0,958802
R-kvadreret 0,919301
Justeret R-kvadreret 0,913093
Standardfejl 0,648068
Observationer 15

Afudskriften ses, at forklaringsgraden “R-kvadreret” er 0.9193. , hvilket er tilfredsstillende,
da modellen altsa “forklarer” 91,93% af variationen.
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12. Regression

Nedenstaende plot (som er blevet redigeret i forhold til det oprindelige tegning i Excel ) viser,
at punkterne fordeler sig tilfeeldigt omkring linien. Endvidere synes der ikke at vaere nogen
“outliers” (punkter der afviger sa kraftigt fra det generelle billede, at man kunne frygte de var
fejlmalinger)

X Linjetilpasningsplot
14
12 +
10 + Y
s 87 = Forudsagty

6 4

4 L — Lineeer

o I (Forudsagt y)
0 | |

0 50 100 150
X

Residualplot:

Da linietilpasningsplottet i Excel ofte ikke er s@rlig overskueligt kan det vaere bedre at tegne
en figur, hvor residualerne er indtegnet (et residualplot)

Af nedenstiende plot af residualerne, ses, at de fordeler sig tilfeeldigt omkring “0 - linien”.

x Residualplot
_ 2
% 1% i ¢ * .
- | M * ¢ | |
-9 0 . [ & A4 * * |
@ -1 % 50° « * 100 150
x o
X
QOutliers:

Daundersegelse af outliers er vigtig, har Excel endvidere beregnet sakaldte “Standardresidua-
ler” , hvor man har “normeret” residualerne ,hvorved der tages hensyn til, at konfidensinter-
vallerne er smallest tet ved “midtpunktet”. Ligger en standardresidual numerisk udenfor 2
enheder er der grund til at undersoge om den dertil svarende vardi skulle vaere en “outliers”
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12.5 Regressionsanalyse

RESIDUALOUTPUT SANDSYNLIGHEDSOUTPUT
Observation Forudsagt y Residualer Standardresidualer Fraktil v
1 5,00455 -0,50455 -0,80793 3,333333 4,5
2 5,803524 0,696476 1,115265 10 5,4
3 6,203011 -0,80301 -1,28586 16,66667 6,5
4 6,602497 0,397503 0,63652 23,33333 7
5 7,401471 0,798529 1,278682 30 7,1
6 7,800958 0,199042 0,318725 36,66667 8
7 8,200445 -1,10044 -1,76214 43,33333 8,2
8 8,599932 0,300068 0,480499 50 8,2
9 8,999418 -0,79942 -1,28011 56,66667 8,9
10 9,398905 0,9010095 1,44292 63,33333 9,6
11 9,798392 -0,19839 -0,31768 70 10,3
12 10,19788 0,602121 0,964174 76,66667 10,5
13 10,59737 -0,09737 -0,15591 83,33333 10,8
14 11,39634 -0,19634 -0,3144 90 11,2
15 12,19531 -0,19531 -0,31275 96,66667 12

Da standardresidualerne her ligger indenfor 2 enheder pé hver side, ses igen at der ikke er
nogen outliers.
Modellen synes p4 tilfredstillende made at beskrive data.

2) Regressionsligning:

Udskrift 1:
Koeffi- Stan-— t-stat P-verdi Nedre gvre 95% Nedre gvre
cienter dardfejl 95% 95,0% 95, 0%
Skering 1,808655 0,578421 3,126883 0,008021 0,559052 3,058258 0,559052 3,058258
X 0,079897 0,00657 12,1693 1,77E-08 0,065714 0,094081 0,065714 0,094081

Af udskriften ved “Skaring” aflaeses a = 1.80866 og ved “x” b=0.0798 .
Regressionsligningen bliver derfor y = 1.80866 + 0.07989 - x

3) Test af om Y er uafhaengig af x (regressionslinien er vandret)
H,: =0, H.#0
Man beregner en P - verdi.
Dette kan ske pd 2 méder.

1) Ud for x i udskrift 1 ses, at P - vaerdi = 1.7-107° . Da denne veerdi er meget lille (langt
under 0.1% forkastes H, Y er ikke uathangig af x.
eller anderledes udtrykt sa er haeldningskoefficienten ikke nul (linien er ikke vandret)

2) Man kunne i stedet betragte den “variansanalysetabel”, som automatisk bliver udskrevet:

Udskrift 2
ANAVA

fg SK MK F Signifikans F
Regression 1 62,19744 62,19744 148,0919 1,77E-08
Residual 13 5,459897 0,419992
I alt 14 67,65733

Det ses, ud for “Regression”, at ' = 148.09 og at P-value=1.7- 1078 , dvs. samme resultat.
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12. Regression

Forklaring:
1) Spredningen pé heeldningen S er s 5 = 0.00657 (ses under standardfejl) .
o . B-0_ 0079897
Der udfores nu en sadvanlig tosidet t - test pd = 7 = 000657 12.1693 (ses under t-stat), hvor t har N-2

= 13 frihedsgrader.
Nulhypotesen forkastes, hvis P-vaerdien er under% . Excel angiver den dobbelte vardi (svarende til begge

“haler””) sa man altid skal sammenligne med signifikansniveauet &

2) Anskuelig forklaring af F - test.
Hvis modellen galder s& burde punkterne (uanset om H, er sand eller ¢j) ligge eksakt pa en ret linie, dvs.
kvadratsummen SK af residualerne vare 0. s

residual
“stojen”. Et estimat for forsegsfejlens (stojens) varians o~ er derfors’,, ., (= 0.419992, ses under MK i

residual
udskrift 2)
Er H, sand, sa burde den vandrette regressionslinie vaere lig med linien y =y . SK

burde sa ogsa vare 0. Nar det ikke er tilfeldet skyldes det

burde derfor vaere lig

total

SK esiuatr SKiegression™ SKiotat = SKiesigua burde derfor veere 0. Sgression burde derfor ogsé vaere 0. Nar det ikke
er tilfeeldet skyldes det, at forsegsresultaterne har vaeret pavirket af “stgjen”. Af samme grund som for ma
derfor 0gsa Sregression veTe et estimat for o

2

Sregression

Vi har felgelig, at hvis H, er sand, s er F, =——-n=1.

regression 2
residual

Det kan vises, at hvis nulhypotesen ikke er sand, s& Vil Fregression > 1, 0g at Fregression €1 F- fordelt med en

teellerfrihedsgrad pa 1 og en navnerfrihedsgrad pa N - 2.
Testen bliver folgelig en ensidet [ - test, dvs. H, forkastes, hvis P - vaerdi = P(F > Foye0n) < @

4) Konfidensinterval for B
[ udskrift 1 ud for x under “Nedre 95%” og “@vre 95%” aflaeses [0.0657 ; 0.0941]

I stedet kunne man benytte formlen for konfidensinterval: f + £y 975(N —2) - s B

Ud for “x” under “Standardfejl” star g = 0006565
BE10975(N =2)-55 =00799+2.16-0.006565 = 00799+ 0.01418 - [0:0657;0.0941]

5) 95% konfidensinterval for middeltrakstyrken svarende til x - vaerdien 100.
Excel har desverre ikke beregnet dette direkte, sd vi ma benytte formlen til beregningen.
L (Ba-3)°

Konfidensinterval for y;gq: Y100  Loors (15— 2)- V<y100) hvor v (y40) = 52, dual.[WJrW]

regression

Nedenstaende excel - eksempel findes pa adressen i www.larsen-net.dk
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12.5 Regressionsanalyse

A B C D E F G H
i X y |RESUMEOUTPUT
2l 40 4,5
3] 50 6,5 |Regressionsstatistik
4 55 5,4 |Multipel R 0,958802
5 60 7 |R-kvadreret 0,919301
ER 8,2 |Justeret R-kvadreret 0,913093
7l 75 8  [Standardfejl 0,648068
8l 80 7,1 |Observationer 15
9 85 8,9
10 90 8,2 [ANAVA
[ 95 10,3 19 SR VIR F Signmkans|
12| 100 9,6 |Regression 1 62,19744| 62,19744] 148,0919 1,7F7E-08
13| 105 10,8 [Residual 13 5,459897| 0,419992
14] 110 10,5 [l alt 14 67,65733]
15] 120 11,2
16| 130 12 Roericient |otanaaraiejl| . .stat | P.veerdl |Nedre 950
17] Skeering 1,808655 0,578421| 3,126883 0,008021] 0,559057
18 X 0,079897 0,006565] 12,1693 1,77E-08] 0,065713
19
POKonfidensinterval for x = 100
P1] n= |15
P2]|y(100) = [D17+D18*D20 = 9,798392
23]
P4l r= |KVROD(F13*(1/b21+(D18*(D20-MIDDEL(A2:A16))"2)/[E12)) 0,424332
P5|nedre graense 9,37406
P6|ovre greense = 10,22272

De enkelte storrelser i exceludskriften beregnes pa felgende méade:
a) Af regressionsligningen y = 1.80866 + 0.07989 - x fis ved indsattelse af x = 100 at et estimat for

middelverdien Yoo =0.0799-100 +1.8087 = 9.80
b) MK, gau = 0419992 (ses af ANAVA-Tabel),
c) N =observationer =15 (antal punkter),
d) , SKicgression = 6219744 (ses ud for Regression i ANAVA-tabel) og S =0.079897.
e) X er gennemsnittet af x - veerdierne. X =MIDDEL(A2:A16) =84,33333

R _ 2
L (e 0.4200( 1 (0079897(100-8433)97 | _ .o
15 62.19744

7 = MK g -
(yIOO) residual [observationel' SK

fit tygs(15-2)-4P(2) = 980+ 216400386 = 9.80+ 0.4243. [9-38;1022]

regression
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12. Regression

Onskes en kontrol af forudsetningen om at residualerne skal vaere normalfordelt kunne man have

valgt “plot af normal sandsynlighed”.

Man far sa folgende tegning:

Normalsandsynlighedsplot

15
10 | R
> o o * L 2 * ¢
S Te
0 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120
Stikprovefraktil

Da residualpunk-

terne pd ovenstiende normalfordelingsplot tilnermelsesvis ligger pd en ret linie antages

forudsatningen om normalitet at veere opfyldt. O
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Opgaver til kapitel 12

Opgaver

Opgave 12.1

I opgave 11.1 blev beregnet et seesonkorrigeret mengdeindeks for en virksomheds omsatning 1

perioden 1. kvartal 2002 til 1 kvartal 2006.

1) Foretag ved hjlp af regression (tendenslinier) en fremskrivning for de efterfelgende 3
kvartaler 1 2006. De forskellige muligheder for tendenslinier skal sammenlignes.

2) Beregn pa basis af den model der foretraekkes i sporgsmal 1 en beregning af det forventede tal
for omsatningen 1 4. kvartal 1 2006.

Opgave 12.2

I opgave 11.2 blev beregnet et seesonkorrigeret indekstal for perioden 1 kvartal 2002 til 1 kvartal

2006.

1) Foretag ved hjelp af regression (tendenslinier) en fremskrivning for de efterfolgende 3
kvartaler 1 2006. De forskellige muligheder for tendenslinier skal sammenlignes.

2) Beregn pé basis af den model der foretreekkes 1 sporgsmal 1 en beregning af det forventede tal
for kvartalsindeks 1 4 kvartal 2006.

Opgave 12.3

I et forseg undersogtes et ventilationsanlaegs effektivitet. Malingerne foretoges ved at fylde et
lokale med gas og vente til koncentrationen var stabil. Herefter startedes ventilationsanlegget og
gaskoncentrationen C maltes til forskellige tidspunkter t.

Folgende resultater fandtes:

t (min. efter anleggets start) |[2.6714.596.75( 7.67 |11.34|14.34(16.25]18.25|23.09

C [ppm] 34 | 28 [ 26 | 22 16 14 12 10 8

Folgende 2 modeller for funktionssammenhangen overvejes:

Model 1 (lineert henfald): C=a+b-t

Model 2 (eksponentielt henfald): C=a- el

1) Indtegn punkterne i et koordinatsystem og valg pa basis af tegning og forklaringsgrad den af
de to modeller du vurderer giver den bedste beskrivelse.

2) Opskriv regressionsligningen for den 1 spergsmal 1) fundne model.

3) Bestem for den i1 spergsmal 1) fundne model vaerdien af C for t = 10.0.
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12. Regression

Opgave 12.4
Man mener der er en sammenheang mellem en bilists alder og antallet af alvorlige faerdselsulyk-

ker, der skyldes for stor hastighed. Man har fra USA, hvor aldersgransen for erhvervelse af
karekort er 16 ar, folgende data indsamlet gennem en periode:

Alder x 16 |17 |18 [19 |20 [22]24)27|32(42|52 |57 (62|72

Antal fart-relaterede ulykker y |37 (32 |33 |34 |33 (31]28(2623[16/13 |10 |9 |7

Det fremgér klart, at antallet af ulykker falder med alderen.
1) Givenvurderingaf,ommodellen: y = & + £, x (antal ulykker aftager linezert med alderen)

pa rimelig made kan beskrive denne sammenhaeng
2) Entrafikekspert mener,atmodellen  y = «; - ePr* (antal ulykker aftager eksponentielt med

alderen) giver en bedre beskrivelse af modellen. Har vedkommende ret?

3) Bestem Regressionsligningen for den model du finder bedst beskriver data.

4) Angiv det forventede antal fart-relaterede ulykker som 50 - arige i middel vil forérsage i den
givne periode.

Opgave 12.5
Folgende sammenherende data er 25 mélinger mellem den jevnstrem ()) en vindmelle udvikler

og vindhastigheden (x). Data findes pa adressen www.larsen-net.dk

x| 5.00] 6.00 | 3.40 | 2.7 10 | 9.7 [ 955]3.05( 815]| 6.2 [ 290 | 6.35| 4.60

vy [1.582{1.822] 1.057{0.500] 2.236( 2.386| 2.294]| 0.588[ 2.166| 1.866] 0.653[ 1.930] 1.562

x| 580] 7.40| 3.60 | 7.85| 880 | 7.00 [ 5.45| 9.10 | 10.20| 4.10 | 3.95 | 2.45

y|1.737(2.088(1.137(2.179| 2.112| 1.800| 1.501| 2.303( 2.310| 1.194( 1.144| 0.123

1) Angiv (med begrundelse) den af de 1 Excel angivne modeller “Lineer, potens,eksponentiel,
polynomisk™, som du finder bedst beskriver y’s variation som funktion af x.

For den fundne model skal man

2) angive ligningen for den fundne sammenhang mellem x og y

3) For kurven frem til en vindhastighed pd x = 12 og afles (approksimativt) (pd tegningen)
veerdien af 'y for x =12

5) Beregn ud fra ligningen vaerdien af y svarende til x = 12
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A: Generelle forhold

Appendix A. Oversigt over Excel-kommandoer

A: Generelle forhold

al: Forudsaetninger.

Da ikke alle de anvendte statistiske funktioner er indbygget fra starten, skal man forst vaelge et tilfojelsesprogram:

I Excel 2003: Velg “Funktioner”, “Tilfejelsesprogrammer”, marker “Problemloser”

I Excel 2007: Velg “Excel-Office-knappen”, “Excel indstillinger (findes forneden)”, Tilfejelsesprogrammer”,
”Udfer”, ”marker Problemlaser”, “Installer”.

a2. Inddata.
Placering: Vi vil i det folgende for kortheds skyld antage, at den forste stikproves veardier stér i cellerne Al, A2,
A3 ...A10. Kraeves der flere variable vil den naste std i cellerne B1, B2, B3 . . . BS, osv.

Man angiver “udskriftsomradet” eller “inputomradet” f.eks en sgjle placere i cellerne A1:A10 ved

a) at markere omradet A1 til A10

b) at skrive eksempelvis A1:A10

¢) at give det et navn: Vaelg “Indseet” P> i Excel 2003: Navn i Excel 2007:Formler P> Definer P> i menu skriv sejlens
navn og (nederst)A1:A10

a3. Skrive , beregne og kopiere formler.

Valg den celle hvor resultatet skal std. Lad det vare Bl: P> P vaerktejslinien foroven skriv = » formel
skrives P> ENTER Resultatet star nu i celle B1

Hvis selve formlen skal sta i en anden celle. Lad det veere A1: Cursor placeres i B1 P 1 formelfelt markeres formlen
uden lighedstegn og man kopierer den (CTRL C)” P> ENTER (s4 formlen igen er beregneti B1 P> Cursor overi Al
og paste (CTRL V)

a4. Udskrive gitterlinier og raekke og kolonneoverskrifter

Excel 2003: VelgFiler > Sideopsetning » Ark P> Marker gitterlinier P marker reekke- og kolonneoverskrif-
ter.

Excel2007: Velg Sidelayout P Under“Gitterlinier” marker “Udskriv”’ P> Under “Overskrifter” marker “Udskriv”

aS. Indszette graeske bogstaver
Excel 2003: Velg Indsat > symbol > Velg Skrifttype = Times roman og Undersat = Grask standard
Excel 2007: Velg Indsat P> symbol P> Vealg Skrifttype = Times roman og Undersat = Grask og koptisk

B: Indsztte og tegne diagrammer

b1. Indszette diagrammer
Lagkage eller sajle (se evt eksempel 1.3 side 3)
Excel 2003: Marker udskriftsomrade P> Vealg pa vearktejslinien “Guiden diagram” P Cirkel (eller
sojle) P> Marker onsket figur P> Naste P> Navn pé kategori P> Udfer
Excel 2007: Marker udskriftomrade P Velg pd vaerktejslinien “Indseet” P Cirkel (eller sojle P Marker onsket
figur
Kurve: (se evt eksempel 1.4 side 4)
Som ovenfor, men Excel 2003: Velg kurve
Excel 2007: Velg Streg
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b2. Tegne histogram (se eksempelvis eksempel 1.5 side 6)

Data indtastes i eksempelvis sgjle Al til A10

Excel 2003: Vealg “Funktioner”, Dataanalyse, Histogram

Excel 2007: Velg “Data”, Dataanalyse, Histogram

I den fremkomne tabel udfyldes “inputomradet” med A1:A10 og man valger “diagramoutput”..

1) Trykkes pa OK fés en tabel med hyppigheder, og en figur, hvor intervalgranserne er fastlagt af Excel.

2) Onsker man selv at bestemme graenserne, skal man ogsé udfylde intervalomradet. Dette gores ved at skrive de
ovre grenser i en sgjle (f.eks 1 B1 -18.7,1 B2 -12.9 osv ) og sa skrive B1:B11 i inputomradet

Nedenstaende figurer er blevet gjort lidt “paenere” ved
cursor pa en sgjle > tryk hgjre musetast P formater dataserie P> indstilling P mellemrumsbredde = 0 P> ok

b3. Tegne sumpolygon (se eksempelvis eksempel 1.5 side 6)

Data indtastes i eksempelvis sgjle Al til A10

Excel 2003: Velg “Funktioner”, Dataanalyse, Histogram

Excel 2007: Vealg “Data”, Dataanalyse, Histogram

I den fremkomne tabel udfyldes “inputomridet” med A1:A10 og man vaelger “kumulativ frekvens”.

Trykkes pa OK fas en tabel med hyppigheder og kumulerede frekvenser.

Marker intervalsgjlen og komulativ sejle P> I vaerktojslinien vaelges “diagram” P> valg “kurve” osv. P> udfer.

C: Beregne statistiske storrelser og funktioner

cl. Beregning af “Karakteristiske tal” (se evt. side 9)

Data indtastes i eksempelvis sgjle Al til A10

Excel 2003:  Funktioner P> Dataanalyse P Beskrivende statistik P> udfyld inputomrade P> Resumestatistik
Excel 2007:  Data P> Dataanalyse P> Beskrivende statistik ’udfyld inputomrade P Resumestatistik

c2. Valg af statistiske storrelser (funktioner)
1) Velg den celle hvor resultatet skal sta (eksempelvis Al).
2) Pa vaerktejslinien foroven:

2a) Trykpa f,
2b)  Paden fremkommne menu valges den enskede funktion eksempelvis “NORMALFORDELING”
2¢)  Der fremkommer en menu med anvisning pé, hvordan den skal udfyldes.

c¢3. Gennemsnit, spredning, median, kvartil

Navnene anfores nedenunder, men den fremkomne menu ger det let at indsette de rette parametre. (de anferes dog
her)

Gennemsnit X = MIDDEL(A1:A10)

Spredning s = STDAFV (A1:A10)

Median m = MEDIAN(A1:A10) (= KVARTIL(A1:A10;2))

1. Kvartil = KVARTIL(A1:A10;1)

c4. Fakultet, kombination, Permutation (se evt. side 50)

Fakultet n! = FAKULTET(n) Eksempel: 5! =FAKULTET(S) =120
Kombination K(n,p) = KOMBIN(n;p) Eksempel: K(5,3)==KOMBIN(5;3) =10
Permutation P(n,p = PERMUT(n;p) Eksempel: P(5,3) = PERMUT(5;3) = 60
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C: Beregne statistiske sterrelser og funktioner

¢5. Normalfordeling. (se evt. side 24)
Lad X vare normalfordelt med middelveerdi 4 og spredning &

1) P(X £ x)=NORMFORDELING(x ; ; T ;1)
2) P(X 2 x)=1-NORMFORDELING(x ; &; o ;1)
3) Pa<X<b)=P(X<b)—-P(X<a)=
NORMFORDELING(b ; i ; o ;1) -NORMFORDELING(a ; i4; o ;1)
Fraktil x »

P(X<x,)=p< x, =NORMINV(p; 1£; 0)
Eksempel: 1 975 = NORMINV(0,975;0;1) = 1,959961

c6. - fordeling. (se evt. side 33 og 91)
Lad T veere ¢ - fordelt med f frihedsgrader..
1) P(T=|f])= TFORDELING(abs(t); /;1)
(bemerk: TFORDELING(abs(t); f;1) udregner “@vre hale” af fordelingen)
2) P(T <) + P(T 2|t|)= TFORDELING(abs(t); f;2) (udregner “halen” til begge sider)
Fraktil
t,(f) =TINVQ(1- @);f) ,a>05
t,(f)=-TINVQ«a ;f) ,a<0.5

(24
Bemark: TINV( & ;f) udregner “ovre hale”, svarende til 1 - E

Bemark: Man ma mé udnytte symmetrien i t-fordelingen, for verdier mindre end 0 (svarende til & <0.5)

Eksempel:
Lad T veere ¢ - fordelt med 12 frihedsgrader
1) P(X <-1)=P(X >1)=TFORDELING(abs(-1);12;1) = 0,168525

2) tp975(12) =TINV(0,05;12) = 2,178813
to.02s (12) = - TINV(0,05;12) = - 2,178813

¢7. y*- fordeling. (se side 33)

Lad X vare y°- fordelt med f frihedsgrader

P(X > x) =CHIFORDELING(x;f)

(bemark: CHIFORDELING(x;f) udregner “gvre hale” af fordelingen)
Fraktil

22(f)=CHIINV(I- @ ;)
(bemerk: CHIINV( « ;f) udregner “evre hale”)
Eksempel:
Lad X veere y?- fordelt med 8 frihedsgrader
1) P(X <5)=1- CHIFORDELING(5;8) = 0,242424
2) 13_975 (8) =CHIINV(0,025;8) = 17,53454

76025 (8) =CHIINV(0,975:8) = 2,179725

c8. F-fordeling.

Lad X vaere F - fordelt med taellerfrihedsgrader pd f; og nevnerfrihedsgrader pd f
P(X = x) = FFORDELING(x ; f7 5 fy)

Fraktil

Fa (fTafN) =FINV(l - o ; f; /)
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¢9. Hypergeometrisk fordeling (se evt. side 53)
Lad X vare hypergeometrisk fordelt med parametrene N, M og n
P(X = x)=HYPGEOFORDELING(x ; n ; M ; N)
Eksempel: Lad N = 600, M = 10 og n =25
P(X £1)=HYPGEOFORDELING(1;25;10;600)+HYPGEOFORDELING(0;25;10;600) = 0,938876

¢10. Binomialfordeling ( se evt. side 58)

Lad X vare binomialfordelt med parametrene n og p
P(X = x) =BINOMIALFORDELING(x ; n; p; 0)
P(X < x) = BINOMIALFORDELING(x ; 1; p; 1)

Eksempel (jevnfor eksempel 72)
Lad X vare binomialfordelt med n = 6 og p = 0.15
P(X =3)=BINOMIALFORDELING(3;6;0,15;0) = 0,041453
P(X>=3)=1- P(X<2) =1-BINOMIALFORDELING(2;6;0,15;1)=0,047339

c11. Poissonfordeling (se evt. side 69)
Lad X vare Poissonfordelt med middelvardien ¢

P(X = x)=POISSON(x; i 0)
P(X < x)=POISSON(x; ££; 1)

Eksempel

Lad X veere Poissonfordelt med middelvardien 10
P(X=4)=POISSON(4; 10;0) =0.018917

P(X >4) =1-POISSON(4;10;1) = 0,970747

c12. Eksponentialfordeling (se evt. side 71)
Lad T veere eksponentialfordelt med middelvaerdien £ .

P(T < t) = EKSPFORDELING(t,1/ z£,1)

Eksempel:
Lad T veare eksponentialfordelt med middelveerdi =2

P(T <£2) =EKSPFORDELING(3;1/2;1) = 0,77687

D: Keteori
Begranset antal ventende kunder: se exceludskrift i eksempel 9.2 side 79
Ubegranset antal ventende kunder se exceludskrift i eksempel 9.3 side82

E: Konfidensintervaller

el. Konfidensinterval middelveerdi for 1 normalfordelt variabel. o kendt eksakt

=+ o
XTu —
0.975 \/*

n

Radius r i et 95% konfidensinterval for g :x+r = (se evt. side 32)

r = KONFIDENSINTERVAL(0,05; o, n).

Eksempel. Lad stikprgven have n =6 verdier, lad spredning o = 0.25 og gennemsnit X =8
r =KONFIDENSINTERVAL(0,05;0,25;6). Resultat 0,200038
95% konfidensinterval: 8,0 = 0.200
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G: Antalstabeller

e2. Konfidensinterval for middelvaerdi for 1 normalfordelt variabel . o ikke kendt eksakt

Radius r i et 95% konfidensinterval for f£:xtr=X=£t,9;5(f) 2.
n

Jn
1) Data givet: Lad data veere tallene fra eksempel 4.5 side 34. De star i cellerne Al til A7 .
Velg “Funktioner”, Dataanalyse, Beskrivende statistik. I den fremkomne tabel udfyldes “inputomradet”
med A1:A6, Outputomradet til B1, og konfidensniveau for middelvaerdi sattes til 95%
Vealg den celle, hvor konfidensintervallets radius skal sta
Resultat:

Kolonnel
Konfidensniveau(95,0%) 12,7589

X =Middel (A1:A7)=49.08 r =12.7589 95% konfidensinterval: 49.08 + 12.7589

2) Hvis data ikke er kendt, men kun n, X og s, ma formel benyttes. Se eksempel 4.6 side 35
e3.  95%- konfidensinterval for spredning af stikpreve idet 4 er ukendt

se eksempel 4.8 side 37

e4. Konfidensinterval for sandsynlighed p for 1 binomialfordelt variabel.
se Excel-udskrift i eksempel 7.6 side 61

F: Hypotesetest

fl. 1 normalfordelt variabel
se Excel-program i eksempel 10.4 side 92

f2. 2 normalfordelte variable
1) Ikke parvise observationer:
data givet: se Excel-program i eksempel 10.5 side 95
data ikke givet: se Excel-program i eksempel 10.6 side 96
2) Parvise observationer:
se Excel-program i eksempel 10.7 side 98

f3: 1 binomialfordelt variabel
se oversigt 10.1 + eksempel 10.2 side 88

f4: 2 binomialfordelt variabel
se Excel-program i eksempel 10.3 side 90

G. Antalstabeller

gl. En - vejs tabel
Skriv de observerede verdier i en sgjle f.eks Al- A4 og de forventede verdier i en anden sgjle f.eks B1 - B4
Eksempel: (hentet fra eksempel 10.8 side 102)

Inddata:
39 35
336 325
99 90
26 50

Skriv =CHITEST(A1:A4;B1:B4) P - veerdi = 0,004127
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g2. To - vejs tabel
Skriv de observerede vaerdier i et omréde f.eks Al - D4 og de forventede verdier i eksempelvis A6 - D9
Eksempel: (hentet fra eksempel 10.11 side 103)

18 46 13 0
22 60 42 5
7 123 42 16
2 28 68 8

7,546 39,578 25,410 4,466
12,642 66,306 42,570 7,482
18,424 96,632 62,040 10,904
10,388 54,484 34,980 6,148

skriv = CHITEST(D1:G4;D6:G9) Resultat: P - veerdi = 2,44228E-19

H: Tidsrakker.
Multiplikativ og additiv metode se eksempel 11.1 sde 118 - 123

I. Regression

i1l. Bestemmelse af regresionskoefficient og regressionslinie (se evt. eksempel 12.2 side 124)

Data indtastes:

Excel 2003: Marker udskriftsomrade P Vealg pa varktejslinien “Guiden Diagram > XY-punkt P Naste P
Naeste P> Neste P> Udfor
Placer cursor pa et punkt pd figuren, hejre musetast P> Valg “tilfoj tendenslinie” P> Velg
indstillinger > veelg”Vis ligning i diagram” og “Vis R-kvadreret i diagram” P ok

Excel 2007: Marker udskriftsomrade P> Vealg pa verktejslinien “indsat > Punktdiagram > Velg “Kun med
datomaerker P> Placer cursor pa et punkt pa figuren, hgjre musetast > Velg “tilfej tendenslinie”
P Velg indstillinger P> valg™Vis ligning i diagram” og “Vis R-kvadreret i diagram™ P> ok

i2. Transformation
Samme ordrer somii 1), men vaelger nu pé skift forst linezr og hvis den ikke er en god model de evrige muligheder,
dvs., eksponential logaritmisk og potens model (den sidste hedder i Excel 2007 “strom”)

i3. Fremskrive regressionslinien ( se evt. eksempel 12.4 side 128)

Excel 2003: Marker udskriftsomride P> Velg péd vaerktejslinien “Guiden Diagram” > XY -punkt P Neste P>
Nzste P> Neeste P> Udfor
Cursor pa Y-akse, hgjre musetast P Formater akse P> skala P> minimum = 90 P> ok
Placer cursor pa et punkt pa figuren, hejre musetast P> Velg “tilfoj tendenslinie” P> veelg lineer
figur » Valg indstillinger > veelg”Vis ligning i diagram” , “Vis R-kvadreret i diagram” og st
prognose 4 enheder frem P ok

Excel 2007: Marker udskriftsomride P> Veelg pi varktejslinien “Indsat” P> Punktdiagram P> Valg “kun med
datomaerker P> Cursor pa Y-akse, hgjre musetast P Formater akse P akseindstilling: Minimum =
90 P> ok
Placer cursor pa et punkt pa figuren, hejre musetast > Vealg “tilfej tendenslinie” > velg
lineaer P> Vaelg indstillinger P> vaelg”Vis ligning i diagram™ , “Vis R-kvadreret i diagram™ , prognose:
Fremad 4 P> ok

144



I: Regression

i4) Regressionsanalyse
Excel 2003:Velg Funktioner P Dataanalyse P> Regression
Excel 2007: Data P> Dataanalyse | 2 Regression
Den fremkomne menu udfyldes
1) I outputomréadet skrives gverste venstre celle i det enskede outputomréde.
Der skal bruges mindst 7 kolonner til regressionsanalysetabellen.
2) Det kan vaere hensigtsmaessigt at afkrydse yderligere nogle rubrikker, men det er ikke obligatorisk.
Eksempel med tilhgrende udskrift kan ses i eksempel 12.5 side 131-135.
Specielt skal bemerkes Excel-program til beregning af konfidensinterval side 135.
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Statistiske tabeller

Tabel 1 Fraktiler u, i U-fordelingen n(0,1). PU<u,)=p.

Bemark: u,=-u, _,

Eksempler: u, 4,5 = 1.960

D(u)
\

D(u)
\

Blat areal

=1-p

u, 0
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Facitliste for udvalgte opgaver

Kapitel 1

1.1-

1.2 -

1.3 -

1.4 -

1.5 (1)- (2)ca24%

1.6 (1)- (2)ca0.052

1.7 (1)- 2)cal3 %

1.8 (1)- (2)relativ kvartilafsand ca 0.12

1.9 (1)- (2)- (3)- (4)relativ kvartilafstand 0.12 og 0.18 , Ja

Kapitel 3

3.1 (1) 0.7734 0.0548 0.1718 (2) 0.7480

32 (1)69.15% (2)10.88% (3)114.4 (4)117.3 6.535
3.3 78.87%

34 (1)86.64% (2)0.008 (3)2.48 2.52

3.5 (1)591% (2)27.64%  (3) [783.51; 816.49]

36 (1) 13 (2)92.8%

3.7 (1) 2.28% (2) 0.078%

3.8 (1)9.5 1.265 (2)1244 (3)2.41%

Kapitel 4

4.1 (1)2259.92 35.569 (2)[2237;2283] (3)25

4.2 (1)74.0362 0.00124 (2)[74.035;74.037] (3)43

43 (1)8.268 0.241 (2)[8.02;8.52] (3)27

4.4 [4.23;4.29]

4.5 0.965;1.111]

46 (1)36781 8 (2) - (3)nej (4) 1100 24 (5) 145
47 (1) - (2)- 3) - 4) - (5) [938; 1056] (6) -
4.8 [25.21;60.36]

4.9  [0.00083; 0.00231]

4.10
4.11

Kapitel 5

51 01 05 08 02 0.7

52 (1)0.9134 (2) 0.9678

53 (1)8.75% (2)38.75% (3)41.25% (4)11.25%
54 (1)6.4% (2)78.4% (3) 7.2%

Facitliste

103

5.5 (a)30.24% (b) 0.24% (c)99.76% (d) 4.04% (e) 44.04% (f) 21.44%

56 (1)27.1%36.0%9.756%  (2) 53.34%  (3) 49.20%
57 (1) -  (2) 5375 40824437 3)41.67% (4)12%
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Facitliste

Kapitel 6

6.1 (a) 6 (b)24

62 (1) 100  (2) 2400

6.3 1283-10"

64 (a)- (b)736

6.5 30

6.6 30.65%

6.7 (1)2.38%  (2)73.8%

6.8 17.1%

6.9 (A)0.018% (B)1.29% (C) 38.24%
6.10 44.57%

6.11 (1)0.435% (2)49.57% (3) 41.30%
6.12 (1)91.67%  (2)25.00% (3)9.167%
6.13 (1)17.68%  (2) 59.28%

6.14 3%

6.15 31

6.16 30.24%

617 9-107

6.18 24.55%

Kapitel 7

7.1 (a)27.87% (b) 68.46%

7.2 (a) 34.10% (b) 40

73 37.11%

74 0.0275%

75 (a)9.05%  (b)25

7.6 19.77%

77 (- 2)- @)- (445 (5)70.68%
7.8 94.5%

7.9  77.86%

7.10 5.83%

7.11 12.85%

7.12 (1)7.94% (2) 11.8%

7.13 (1)0.108  (2)[0.089;0.127] (3)21.04
7.14 (1)[0.30; 0.38] (b) 784

7.15 (1)[0.03;0.07] (2)ca 1825

7.16 (1) [0.04;0.10] (2) ca 625

7.17 (1)0.683 (2) [0.600 ; 0.767] (3) 322
7.18 [0.799 ; 0.847]

7.19 0.0048 ; 0.0202]
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Facitliste

(e)3.67% (f) 21

(e) 0.187%

(e) 3.83 minutter

Kapitel 8

81 (1)37.12% (2) 1.83%

82 (1)91.61% (2)22.80%

83 50.37%

84 753%

85 6.56%

8.6 93.19%

8.7 44.6%

8.8 (1)29.2% (2) 34.82% (3) 89.65% (4) 7.83
89 (115 (2) 81.9%

8.10 (la)1l  (1b)[4.5;17.5] (2a) 1.1~ (2b) [0.45; 1.75]
8.11 (1)30.1% (2)87.9% (3)4

8.12 (1)39.35% (2)18

8.13 (a) 73.64% (b)51.34% (c)74.23% (d) 25.77%
8.14 (1)290 (2) 14.6% (3)17

8.15 (1)77.88%  (2) 10.45% (3)77.88%  (4) 9.48%
8.16 (1) 79.8% (2) 99.33% (3)22.8 (4) 14
Kapitel 9

9.1 ja

9.2 (a)18.8% (b)6.5 (c) 109 minutter (d) 78.7%

9.3 (a)7.6% (b)1.85 (c)0.23 degn

9.4 Ja

9.5 (@20% (b)33.3%

9.6 (a)0.5 (b)50% (c)ja

9.7 (a)33,3% (b)2

9.8 Negj

99 (@152 3 (b)0.25 minutter

9.10 1.93

9.11 (a) 1.05 (b) 9.16%  (c)62.5%  (d) 3.33 minutter
Kapitel 10

10.1. 0.0078%

10.2 0.18%

10.3 6.1%

10.4 0.24%

10.5 0.024%

10.6 3.04%

10.7 (1) 0.028% 2) -

10.8 25.6%

10.9 3.45%

10.10 (1) 10.6% (2) 1.645 [1.56; 1.73]

10.11 (1) 6.56% (2) 7.7%

10.12 (1) 0.004% (2)13.1g [12.8;13.4]

10.13  0.158% [24.07 ; 35.56]

10.14 (1) 4,23% (2)1049.2 g (3) 0.0314%
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Facitliste

10.15
10.16
10.17
10.18
10.19
10.20
10.21
10.22
10.23
10.24
10.25
10.26
10.27
10.28
10.29
10.30

(1)0.11%  (2)[0.69 ; 3.13]
10.0 %

3.6%

0,018% [11.84;15.05]
7.0%

(1)2.39% (2) 0,33%

4.0%

15.0%

(1) 9.8%  (2)[0.22;7.28]
3.63%

3.73%

92.47%

40.29%

41.6%

8.77%

4.26%

Kapitel 11

11.1
11.2
11.3

Hm- @- - #H- -
Hm- @- - #- O -
M- @ - G- 0O6-

Kapitel 12

12.1
12.2
12.3
12.4

() - (2)157.1
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