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FORORD

Dette notat giver en kort indfering i, hvorledes man ved anvendelse af passende regnemidler og
benyttelse af partielle afledede kan beregne lokale og globale ekstrema for funktioner af flere
variable.

Forudsztninger: Der forudsettes et kendskab til differentialregning svarende til pensum i
matematik pd A- niveau.

(se evt. notatet “Kernestof i Matematik op til A - niveau” der 1 pdf-format kan findes pa adressen
www.larsen-net.dk under Matematik 1).

Endvidere et elementart kendskab til matricer .

Regnemidler: Der bliver i eksemplerne vist, hvorledes man kan foretage beregningerne med
programmet Ti-Nspire.

For en mere omfattende gennemgang henvises til l&erebogen “Bjarne Hellesen, Mogens Oddershede
Larsen: Matematik for Ingenigrer bind 2. Enkelte eksempler er ogsa hentet herfra.

(Bogerne kan findes pd ovennavnte adresse).

22. april 2016 Mogens Oddershede Larsen
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1 Optimering af funktion af 1 variabel

1 Optimering af funktion af 1 variabel

Funktioner af 1 variabel y = f(x), deres graf i et retvinklet koordinatsystem, differentiation,
bestemmelse af lokale ekstrema osv. osv. er velkendt.

Imidlertid vil vi kort repetere hvorledes man bestemmer ekstrema.

Ved et stationgert punkt forstés et punkt hvor differentialkvotienten er 0, dvs. hvor tangenten til
grafen er vandret.

Pa figur 1.1 er skitseret en funktion, hvor man kan se forskellige stationzre punkter.

Man kan endvidere bestemme om et stationart punkt er lokalt maksimumspunkt eller minimums-
punkt ved at lave en fortegnsdiskussion af f'{x) (se nederst pa figur 1.1)

+Q - 0+ 0+ 0-fx)
lok.max min Vende- max ¥
tangent

Fig 1.1 Fortegnsdiskussion for f (x)

Imidlertid kan man som regel ogsa afgere arten af et stationart punkt ved at betragte de afledede
af 2. orden i punktet.

Seaetning 1.1

Lad x; vere et stationaert punkt for en funktion f (dvs. f'(x,) =10).

S "(xp) = 0= x, er et lokalt minimumspunkt
F"(xy) < 0= x; er et lokalt maksimumspunkt
J"(xp)=0 nermere undersogelse ma foretages

Begrundelse:
Et polynomium af 2. grad som har de samme differentialkvotienter i x,, er

.! —f("ljj-l'f( :-?rI f”( :.)

Approksimeres funktionen med dette polynomium i et stationart punkt, hvor f "(x,) = 0 bliver
polynomiet til et andengradspolynomium. Hvis "(x) = 0 vender parablen grenene opad, sa der

er et minimum x,. Hvis f"(x;)< 0 vender grenene nedad sé der er et maksimum 1 x,,.

e B

(x — xy) (Taylorpolynomium)



1. Optimering for funktion af 1 variabel

Eksempel 1.1
Find ved hjzlp af de anden afledede alle maksimum- og minimumspunkter for funktionen

3 2
o .
L S A k|
Sy = 3 5 bx+ 2
Lesning
Handkraft:
f1@)=x-x-6
1+,1—-4-(—46 1+5
Fieh=00x= . ( )<:>J.':T<:>.T:3vx:—2
fM"(x)=2x-1
g . . . . (. 23
Da f"(3) =5 >0 har funktionen et lokalt minimum for x = 3 Minimumspunkt | ?r:—? )
” ) . ) -
Da f"(-2)=-5 <0 har funktionen et lokalt maksimum for x = -2 Maksimumspunkt | -2, )
TI-Nspire:
3 2
t(x):=x?—x?—6-x+2 » Udfort
solve(i(t(x))=0,x » x=2or x=3
dx
2 :
d—(t(x))|x=-2 > -5 t(-z) 4 28 Maksimumspunkt (—2,2)
dxz 3 3
) ) ‘
d—(t(x))|x=3 *5 1(3) > 23 Minimumspunkt (3,—2)
dxz 2 2
De anden afledede findes

pa PC pd dokumentverktejslinien under matematikskabeloner
P& lommeregner vaelges menu , differential-og integralregning, differentialkvotient,

il



2.2 Grafisk fremstilling

2  Optimering af funktion af 2 variable

2.1 Indledning
Vi vil i dette kapitel se pa funktioner af 2 variable z = f (X, y), deres graf i et tredimensionalt
koordinatsystem, differentiation og bestemmelse af lokale ekstrema.

2.2. Grafisk fremstilling.

En funktion af 2 variablez = f (X,y) vil grafisk sedvanligvis kunne fremstilles i et rumligt

koordinatsystem som en flade med “bakker” og “dale”.
P& figur 2.1 er der vist en funktion med et lokalt maksimum tegnet ved hjalp af TI-Nspire.

D p—
i [ |

Figur 2.1 Graf for funktionen f(x,y) = 100- g V(-2 20y-2" 1y

Ti-Nspire: Grafer P tryk pa boks der ligger parallelt med dokumentveerktgjslinien » Vis » 3D-graftegning P indtast
funktion » Enter P Se pa figuren ,tryk pa hgjre musetast og sendre indstillinger passende.

Pa figur 2.2 er der tegnet en funktion med et saddelpunkt

]
]

Il

R

Fig. 2.2. Graf for funktionen

h(x,y)=(x—2)* =(y=3)? =xy+10




2. Optimering af funktion af 2 variable

Sadvanligvis er det alt for besverligt at tegne en rumlig flade, som klart viser hvor der er et
minimum- eller et maksimum. Uden de folgende beregninger ved man jo heller ikke hvor et
sadant punkt er beliggende.

2.3 Partiel differentiation
Hvis man for funktionen z = f (x,y) holder y konstant pa vaerdien y,, sa vil f (x,y,) veare en

funktion af én variabel X.
Er denne funktion differentiabel, sa kan man pa sedvanlig méade finde dens aflede funktion.

of
Denne kaldes f’s partielle afledede med hensyn til X og skrives % (X,yg)eller f (X,y,) .
X

of
Tilsvarende defineres f’s partielle afledede v med hensyn til y .
y

. . . . af . o
Tegnet & lases "bladt d" og markerer, at funktionen har flere variable. Dette indebaerer nemlig, at ﬁ_ (1 modsztning til
X

df . . . .
d_ ) ikke uden videre kan opfattes som en brek i beregninger.
X

Eksempel 2.1. Partiel differentiation

Lad funktionen f vare givet ved f(X,y) = % x2-y? +% y2 + Ly

2
of of
a) Find de to partielle afledede — og —
O X oy
of of
b) Find—— (0,1 —(0,1).
) Fin ax( ) og ay( )

Lesning:
a) Idet vi opfatter f som en funktion af x alene, dvs. opfatter y som en konstant, f&s umiddelbart

of 1 5 1
— X, yY) ==Xy " +0+—
é’x( y) 2 Y 2

i 3 ﬂ(x )—lx2 +
Tilsvarende fas 2y ,Y) = 5 y+y

1

of
b) Ved indsattelse af (x,y) =(0.1) fésZ(O,l) ==

f
—(0,1) =1
2og§y(,)

TI.Nspire: Menuerne er de samme som vist i eksempel 1.1
d 1 d

b) —(f(xy))|x=0 andy=1"» — —(f(xiy))l)(:O and y=1" 1 PN
dx 2 dy

Safremt det af sammenhangen klart fremgar, hvilket punkt (X,y) der er tale om, udelades det

of of
ofte af betegnelserne, siledes at man kun skriver — og ——
O X oy

Andre skrivemader.

ot . oz
I stedet for —— skrives ofte fy ellera— nar z=f(X,y).
X

X



2.4 Geometrisk tolkning af partielle afledede, tangentplan

. . oz . . . .

Undertiden skrives [é’_J hvor der forneden er angivet, hvad de andre variable er. Eksempelvis kan energien E af en gas
X

y

JE
enten opfattes som en funktion af tryk og rumfang eller som en funktion af tryk og temperatur. Derfor ville ﬁ vare et

oE E
tvetydigt symbol, mens [T} og [ﬁ—] er entydige.
oP v JP 1

2.4. Geometrisk tolkning af partielle afledede, tangentplan

De partielle afledede kan som anskueliggeres i eksempel 2.4 geometrisk tolkes som haldnings-
koefficienter til tangenter.

Eksempel 2.2. Geometrisk betydning af partielle afledede.

Pa fig. 2.3 er tegnet grafen

Lo 1p 1
for f(x,y)_4x Y Ay X
for 0<x<1 og 1Ly<2

Pa figuren er k; skeringskurven mel-

lem planen y=1 og grafen for f
mens K, er skaeringskurven mellem pla-

nen X = 0 og grafen for f.

> X
Fig. 2.3. Deto partielle differentialkvotienteri (0,1)
er haldningskoefficienterne for tangenterne T, og T,

of
EM (0,1) er haeldningskoefficienten af tangenten T, til kurven k; for (x,y) = (0,1)
X

o
é’_y (0,1) er heeldningskoefficienten af tangenten T, til kurven k, for (x,y) = (0,1).

Tangentplan
Lad funktionen f vare differentiabel 1 et

Lad k, vaere skeringskurven mellem planen
y =Y, og grafen for f, og T, vere tangenten

tilk; med reringspunkt i (X,,Y,) -

Tilsvarende er K, er skeringskurven mellem

planen X = X, og grafen for f og T, er tangen-
ten til Kk, .

» X
Fig. 2.4. Tangentplan i (X,,Y,)



2. Optimering af funktion af 2 variable

Den plan, som er bestemt ved tangenterne T, og T, kaldes tangentplanen for grafen for fi
punktet (Xy,Y,)-

L. of of
Ligningen for tangentplan z= f(x,,y,)+ E(XO,YO)'(X— x0)+ a_y(XO’ yo)-(y— yo)
Bevis:

v of v Of
Lad for kortheds skyld fx =——(X0,Y) og fy =——(X0,Yo)
X ay

1
Da fy er heldningskoefficienten for tangenten T, til kurven K har en retningsvektor for T, koordinaterne & = {0 J

fx
o ) 1 0 — fy
Tilsvarende erb =| 1 | retningsvektor for T,. En normalvektor til tangentplanen er felgelig axb =0 |x|1 |=|- fy
fy fx) (fy) U
Planens ligning bliver derfor — fy - (x —xo) — fy -(y—yo) +1-(z—29) =0 ‘

Eksempel 2.3. Tangentplan

Lad der vare givet funktionen f(X,y)= % x2-y? +% y2 + % X.

Find ligningen for tangentplanen til funktionen f i punktet (0,1).
Lesning:

I eksempel 2.1 fandt man for funktionen f(X,y)= % x2-y? +% y2 + % X at Z_:((O’l) :% og

o f 1 . 1 1 1 1
—(0,1)=1.Idet f(0,])==fas1 ZI=—+—(X-0)+1 (Y- Z=—X+y——
Sy (O =1.1det f(0) = fisligningen: 2=+ (x=0)+1-(y=D) & 7= x+y -
L 4
2.5. Partielle afledede af hejere orden.
of of
Har f partielle afledede af forste orden i definitionsmangden D, kan EM (X,y) og v (X,Y)
X y
igen opfattes som funktioner af to variable i D. Hvis disse nye funktioner selv har partielle
afledede, siges f at have partielle afledede af anden orden i D. Disse skrives
>t 2 (afj ;t 0 (é’fj o _i(afjo 3t _i(é’f)
ox2  ox\ax) ayr ay\ay) axay ox\ay)®ayox aylox
g . « - ot 2
For de to sidste “blandede” afledede geelder, at de “saedvanligvis™ er ens, dvs. X3y dyox

'Dette gelder for alle funktioner som er dannet af de seedvanlige stamfunktioner

6



2.6 Station®re punkter
Eksempel 2.4. Partielle afledede af anden orden
I eksempel 2.1 fandt man for funktionen f(x,y) = % x2-y? +% y2 + % X de partielle afledede
o f 1 , 1 of 1,
- [ . i — (X =— X" -
S Y=o xyT o og 5y(,y) SXTyry
a) Find de partielle afledede af anden orden for funktionen f.

b) Find verdierne af ovennavnte partielle afledede i punktet (X,y) = (1,2).
Lesning:

2 i &(é’f]_ ﬁ(lxz+lj_l 2
ox: oxlox) ax2 T3)TRY

i a(afj 5(12 j
— —XTy+y|=Xx-y

oxoy ox\ay) ox\2

ot f a(afj 5(1 ) j 1,
=— | —|=—|=XYy+Yy|==X"+1

oy oy\g) oy\2 2

Da de blandede anden aflede er ens, er det unedvendigt at beregne den anden kombination

2
=2 Shan=3,
ay 2 0Jxaoy

b) (1,2)=2,

ox?

Eksempelvis:
a) TI-Nspire i(i(r(_\.‘y))) .
dx\dy ’

d

)

dx\dy

lr=1and y=2 * 2

Analogt defineres partielle afledede af hojere end anden orden, og ogsa for disse kan
differentiationernes raekkefolge normalt valges vilkarligt, f.eks.

o2t 2t O
OXOYyOX x>y Oyox?

2.6. Stationzere punkter

Lad P, vaere et indre punkt i definitionsmangden D for en funktion fog McD vare en
omegn af P,. Hvis f(P,) < f(P) for alle punkter P i M, sa kaldes denne vaerdi for f ‘s lokale
minimum, og P, for et lokalt minimumspunkt.

Hvis f(Ry) = f(P) for alle punkter P i M, sa kaldes denne verdi for f ‘s lokale maksimum,
Ved et lokalt ekstremum forstas enten et lokalt maksimum eller et lokalt minimum.

Er f(P,) < f(P) for alle punkter P i definitionsmangden D, sa kaldes denne vaerdi for f ‘s
globale minimum eller mindstevaerdi, og er f (PRy)> f (P) for alle punkter P i definitions-
mengden D, sé kaldes denne veerdi for f ‘s globale maksimum eller storsteveerdi.



2. Optimering af funktion af 2 variable

Nedenstidende figur leder os ind pa, at det som et led 1 ekstremumsbestemmelser kan vare
nyttigt at se pd punkter, hvor grafen har "vandret tangentplan" - sdkaldte stationare (eller
kritiske) punkter.

Fig 2.5. Stationaere punkter

P4 figuren har g vandret tangentplaniX;, X, og X; , globalt maksimumi X; og globalt

minimum i X,

For differentiable funktioner af 2 variable vil man derfor se pa de punkter hvor funktionen f har
vandret tangentplan, dvs. hvor de partielle afledede er 0.

Definition af stationgert punkt.
Lad f veere en differentiabel funktion af 2 variable med definitionsmengde D.
Et indre punkt (X, Y,) 1 D kaldes et stationaert punkt for f, hvis

of o f
W(XoayO)ZO/\ O,O_y(xoayo)zo

Eksempel 2.5 Stationzere punkter.

En funktion f er givet ved f(X,y)= x4 +2x2 —2x2y+% y?

Find de stationare punkter for f.

Leosning:
Héandregning:
De stationaere punkter for f findes af ligningssystemet
oy
ax 4 +4x-4xy =0 (1)
ﬁ_oa —2x2+§y=0 (2)
oy >

10 5
Afligning (2) fas y = §x2 oy= sz (3).
Indsettelse 1 ligning(1) giver:

1
4x3+4x—4§0x2~x:0<:>—x3+4x:0<:>x:0vx2 =4 X=0vX==+2



2.6 Station®re punkter

Tilfzlde 1: Indsattes X = 0 i ligning (3), fis y=0 Stationzert punkt: (x,y)=(0,0)
Tilfzelde 2: Indsattes x =2 i ligning (3), fisy =5 Stationzrt punkt: (x,y)=(2,5)
Tilfeelde 2: Indsattes x = -2 i ligning (3), faisy =5 Stationzrt punkt: (x,y)=(-2,5)

TI-Nspire: 4
1(x1y):=x4+2'x2—2'xz-y+;-y2 » Udfort

solve di(t(xy))=0 and di(t(x,y))=0,x1y » x=-2 and y=5 or x=0 and y=0 or x=2 and y=>5
x Yy

Hvis der ikke er en eksakt Igsning skal man muligvis i stedet bruge nsolve

(X’ y) = (070) Vv (X: y) = (2:5) Vv (X’ y) = (_2’5)

4

2.7. Taylorpolynomium

Skal man skaffe sig et overblik over en funktions "udseende", kan det vaere nedvendigt at se pa
kende arten af de stationare punkter, dvs. vide om de er lokale maksima, minima eller sakaldte
saddelpunkter.

Som for en funktion af 1 variabel kunne vi bestemme arten af det stationere punkt ved at
tilneerme funktionen med et andengradspolynomium .

Den samme teknik benyttes nu ved at tilnaerme en funktion i 2 variable med et andengradspoly-
nomium, som har samme partielle afledede af forste- og anden-orden som funktionen i et punkt

(a,b) .

Taylorpolynomium af 2. orden

Definition

Lad en funktion f(x,y) have kontinuerte partielle afledede af vilkérlig orden i et punkt (x,,y,)-
Idet de partielle afledede i punktet kort skrives f,(X,,Yo), fy(XosYo), fu(Xe,Yo) >

fov (X0, ¥0), Tyxy(Xo,Yo) forstds ved et Taylorpolynomium af anden orden polynomiet
1
T(x,y) = f(Xg, yO)+F(fx’(XOa Yo)  (X=Xo)+ Fy(Xg,Yo)- (Y- Xo))

1
(5 Xon¥o) (X = X)? +2- £ (0. Y0 ) (X=%0)- (Y = Yo) + £ (%0. Y0 ) (Y = ¥o )
2

Det ses umiddelbart ved differentiation, at f(x,y) og T(x,y) har samme partielle afledede af
anden orden.

Er (x,,y,) et stationert punkt gar Taylorpolynomiet over i

1
T(x,y) = f(X5Yo) +5(fx’>2(xo,yo)'(x_xo)2 +2- 15 (X05 Vo) (X=Xo) - (Y= Yo) + F i (Xo, ¥o) (Y — yo)z)



2. Optimering af funktion af 2 variable
Eksempel 2 .6 Taylorpolynomium
. . 4 .
I eksempel 2.5 fandt vi, at funktionen f(x,y)=x"*+2x* —2x*y+ 3 y2 havde de stationzre

punkter (0,0) og (2;5) og (-2,5)

Idet de anden afledede er ) = 12x% +4 -4y, fox =—4x, fy = %’ fés
nr f fox fy | fy | Taylorpolynomium
I 0 % T(x,y)=4x> + % Xy
2| @) 4|32 8 % T(x,y) = 4+32(x-2)* —8(x—2)(y—5)+§(y—2)2

3125 |4 |32 |8

T(x,y) = 4+32(x—2)* +8(x —=2)(y —5)+§(y -2)?

4

2.8 Bestemmelse af arten af et stationzert punkt

Hvis man er sé heldig, at den blandede anden afledede er 0, kan man umiddelbart bestemme om
det stationgre punkt er et lokalt maksimum, minimum eller et saddelpunkt.

Havde eksempelvis polynomiet vaeret T(x,y) = 10 + 3:(x-2)*+ 5+(y+1)*

kan vi ved at sa@tte x,=x-2 y,=y+1 og z=T(x,y) - 10 omskrive polynomiet til z =3- X12 +5- yf
Heraf ses, at da de to parabler vender grenene opad, s& har funktionen minimum i (2,-1)
Analogt ses, at hvis polynomiet har negative koefficienter har funktionen et maksimum i det
stationgre punkt.

Endelig ses, at hvis det koefficienterne har forskelligt fortegn, sa vil den ene parabel vende
grenene opad og den anden vende grenene nedad, hvilket medforer, at funktionen har et
saddelpunkt i det stationare punkt (de 3 figurer illustrerer dette).

plos3d(3-x* + 5%, x=-10..10, y=-10..10)  plot3d(-3-¢ — 547, x=-10..10, y=-10.10)  plos3d(3-<> — 5-3%. x=-10..10, y=-10.10)

Problemet er nu, at hvis T(x,y) indeholder et produktled som i eksempel 2.4 , s& kan man ikke
umiddelbart angive arten af det stationare punkt.

For at kunne finde ud af det, ma man skifte variable pa en sédan made, at polynomiet omskrives
i det nye koordinatsystem til et polynomium uden produktled.

Hvis koefficienterne s& begge er positive har funktionen et minimum, er koefficienterne
negative har polynomiet et maksimum, mens forskelligt fortegn giver et saddelpunkt.

10



2.8 Bestemmelse af arten af et stationert punkt

Folgende satning finder koefficienterne.

Saetning 1.1 (undersogelse af arten af et stationaert punkt).
Lad(x,,Y,) vere et stationert punkt for en differentiabel funktion f, og seet

o f o f 7 f
A:—(X Y )a B= X0 Y C:—(X ’y)
x2 00 Yo 0’5(0’3/( 0-Yo) 08 oy’ 0>Y0
A-1z B
C-z

Lad determinantligningen =0 havereddernez, og z,

Der galder da
1) z, ogz, begge positive:  f har lokalt minimum i (X,,Y,)

2) z, ogz, begge negative: f har lokalt maksimum i (X,,Y,)

3) z, ogz, har forskelligt fortegn: f har saddelpunkt i (X, Y,)

3) z,=0Oeller z,=0: Narmere undersogelse mé foretages.

A B
Tallene z, ogz, kaldes “egenvardierne” i matricen HZ(B Cj

H kaldes Hessian matricen (eller Hess-matricen)
Bevis (for kortheds skyld er en detaljeret forklaring pé visse pastande anbragt sidst i beviset)

For nemheds skyld antages, at f har det stationare punkt (0,0), og at f(0,0) = 0 , hvorved Taylorpolynomiet af anden
grad bliver A.x? +2-B-x-y+C-y? (se evt. forklaring 1) hvor B # 0

Polynomiet omskrives nu til matrixformen

X A B
“H- h H= t. forklaring 2
(X, y) (y) vor (B Cj (se evt. forklaring 2)

Vi ensker nu at dreje koordinatsystemet til en position, sa produktleddet forsvinder.

e . X A -0 (X X X,
Vi fér (se evt. forklaring 3) = . , eller kort =Q-
y G X3 y Y1
T T
_[X . X Xy X
Idet (X,Y)= ( j (transformeret) fs (x,y)-H ( j = (Q( j] H .Q.( j
y y Vi Vi

T T
Idet (Q ();lj) = ();lj QT (se evt. forklaring 4) haves (X, Y;)- QT H-Q- ();1]
1 1 .

d o0
Vi ensker nu, at vi kan finde Q, s QT -H -Q = D hvor D er en diagonalmatrix D—( 01 q ]
2

Da Q" =Q7! (seevt. forklaring 5) haves Q' -H-Q=D< H-Q=Q-D

H.Q=(A Bj.(ql _q2j=[A'Q1+B'qZ —A-q2+B~q1j
B C\dh q B-q+C-q, -B-q,+C-q

Q-D:(ql —QZ].(dl 0):(%'(11 —Q2'd2)
a9, O 0 d, d,-d; q,-d,

Da to matricer kun er ens, hvis de tilsvarende elementer er ens, har vi

11



2. Optimering af funktion af 2 variable

A-q,+B-q, =q, -d, -A-q,+B-q,=-0,-d,
B-q+C-0,=0,-d, -B-q,+C-q,=q,-d,
(A-d))-q;+B-q, =0
B-q+(C-d))-q,=0

)

Betragtes forste sgjle i (1) fés ligningssystemet {

A-d B
Hvis ligningssystemets determinant B ! c_d # 0 har ligningssystemet kun en lesningq, =0 ¢, =0
|
Da vi ensker, at finde en egentlig losning, ma determinanten vaere 0
Vi ma derfor h Acdy B
1 ma derfor have, at =
B C-d,

Det andet ligningssystem i (1) har en determinantligning, der har de samme redder (se evt. forklaring 6)
Determinantligningen har 2 forskellige redder dl og d, (seevt. forklaring 7)

De to veerdier dl og d, kaldes egenveerdier for matricen H .
Vi har dermed féet Taylorpolynomiet omformet til en ligning uden produktled, og kan sa ud fra fortegnet for dl og

d, bestemme arten af lokalt ekstrema. Setningen er dermed bevist.

Forklaring 1
Idet de partielle afledede af forste orden er O i det stationare punkt bliver Taylorpolynomiet

1
Txy) = f(X,Y0) +§(fx’>§(xo’yo)'(x—xo)2 +2- 1,5 (X5 Yo ) - (X=Xg) (Y= Yo) + f 15 (Xg, Yo)- (Y- YO)Z)

Indsattes A, B og C samt s@ttes X; =X —Xq, Y, =Y — Yo 02Z2=T(X,y)_f(X,,Y,) gar polynomiet over i
1
Z:E(A-xf +2-B-X, -y, +C-y{)

Forklaring 2.

A B
(x,y)(B Cj=(A‘x+B'y,B-x+C~y) og

(A-x+B~y,B~x+C~y)-();):A~x2+B~xy+B~xy+C-y2 =A-x>+2B-xy+y?

Forklaring 3
Lad basisvektorerne i det drejede koordinatsystem have koor- /

dinaterneiﬁ1 = [qu ogiﬁ1 = [_ qz)

p) a
Lad punktet P have koordinaterne (x,y) i det oprindelige koor- P=(x.y)
dinatsystem og koordinaterne (X, Y; )i det drejede koordinat-
system (se figuren).

Vi har da, at vektoren OP = Xi + yj = X + Y, 1y

1 0 - i
eller x( ]+ y( ) = xl(qu +x2( qzj O '
0 1 4> a

Heraf fds X = X0, — X,0, Y = X0, +X,0;

. . ) X q -0 (X%
Omskrives til matrixform haves = .
y g, q Xy

Forklaring 4

T T T
Xy a —G)f % Ui Xp =0 Xy Xy T a O X4 — Y10,
() (& o)) (i) () ool S, w)-(im o)
[ yl 0, 0 /\X; 0x X + Qi X, Yi R -0 X4y + Y10

12



2.8 Bestemmelse af arten af et stationert punkt

T T
Heraf ses, at {Q(XID = (le QT
yl Y1

Forklaring 5

B 22 3 1 0o
Q- QT = (2‘ qqzj( q(; 22] :( G+ q1q§ q22q1] = (0 J = E hvor E er en enhedsmatrix.
2 1 /N0 G 0,0, — 0,09, Q; +Q

Analogt ses, at Q-QT = E . Heraf folger, at QT =07".
Forklaring 6
{ -A-q,+B-q, =-0,-d, {(A—dz)%—B'%:O (A_dz -B J[%j
f— <
-B-q+C-q,=0q,-d, —-B-0, +(C—-d;)q, =0 -B  C-d,/\q,
Determinanten bliver den samme. da —B-(—B)=B-B = B?
Forklaring 7
A-d, B
‘ B C-d,
Andengradsligningen har diskriminanten
(A+C)* —4-(AC-B?)= A2 +C?* +2AC-4AC +4B? = (A-B)? +4B?
Da B # 0, er diskriminanten positiv og ligningen har derfor altid 2 forskellige redder.

=0=(A-d)C-d)-B*=0<d?—(A+C)-d,+ AC-B*=0

Eksempel 2.7. Lokale ekstrema
I eksempel 2.5 fandt man at de stationare punkter for funktionen f givet ved

4
f(x,y)=x*+2x> —2x2y+g y? var (x,y) = (0,0)v(X,y) = (2,5) v (X,y) = (-2,5)

Afger for hver af ovennavnte stationare punkter, om det er et lokalt maksimumspunkt, lokalt
minimumspunkt eller saddelpunkt.

Lesning:

For overblikkets skyld benyttes 3 metoder til bestemmelsen.

Handregning:

of 3 o f ) >t

Z:4x +4xX —4xy P =12x" +4 -4y 5)(2(0,0):4

ﬁ:_2x2+§y ot =—4X+§ —aZf(O,O)=§ ot = —4x 2t (0,0)=0

oy 5 oy? 5 oy? 5 Ox0y OX3y

4-7 0 g 4

0 §_Z:O<:>(4—Z)(——Z)=O<:>Z: 8 Minimum i (0,0)

5 > 3

TI-Nspire: 4

f(xly):=x4+2°x2—2'x2'y+;'y2 » Udfort

dx\dx

L o)

a:=i(i(t(xy)))|x=2 and y=5 * 32 b:=£(§(t(xy)))|x=2 and y=5 » -8

8 32—z -8
|[r=2 and y=5 » ; solve|det 8 =0,z| » z=-0.3767 or z=33.9767
_80 4
5

Saddelpunkt i (2.5)

13



2. Optimering af funktion af 2 variable

29 ¢ 29 ¢¢

Onskes 1 stedet at benytte egenvaerdier veelges “Matricer og vektorer”, “avanceret”, “egen-

verdier”
32

-8
eigV1 g || > {33.9767,-0.3767 }
_8 —_
5

Saddelpunkt i (-2.5)

2.9 Globalt ekstrema

Ved optimeringsproblemer er man interesseret 1 at finde et globalt ekstremum for et konkret
problem.

Folgende eksempel illustrerer fremgangsmaden, som jo er nart beslegtet med de tilsvarende
problemer for funktion af 1. variabel.

Eksempel 2.8. Optimering
En retvinklet kasse uden 1ag skal have et rumfang pa 32m’. Kassen skal konstrueres siledes, at
dens overflade bliver mindst (mindst materialeforbrug).
Find kassens optimale dimensioner.
Lesning:
1) Optimeringsproblemet opstilles.
Lad lengde, bredde og hejde af kassen vere X,y og z. Viharda
Find det globale minimum (mindsteverdi) for funktionen g(X, Yy, z) =2XZ+2yz+ Xy i

mangden S givet ved begraensningen
Xyz=32, , x>0, y>0, z>0.

2) Problemet reduceres.
Begransningsligningen benyttes til at reducere antallet af variable.

32 . : .
Xyz =32 <z =— . Ved indsattelse afz = % 1 g og de avrige begrensninger fis

Xy
32 32 64 64
2X— 42y —+ Xy =—+—+XY,
X Xy y X

x>0, y>0, 2>O_
Xy

Problemet kan derfor nu reduceres til
Find det globale minimum (mindstevaerdi) for funktionen f (X,Y) = 7 + 7 XY i

mangden S; givet ved begrensningerne 0< X, 0<y (1. kvadrant)
3) De mulige ekstremumspunkter bestemmes.
Ti-Nspire f(x,y):=ﬁ+ﬁ+x'y » Udfort
xr v

solve di(t(xy))=0 and di(t(xy))=0,x1y [¥>0 and y>0 » x=4 and y=4
x Y

14



2.9 Globalt ekstremum

Samlet har vi altsd fundet 1 stationart punkt (4,4).
4) Vurdering af, at det stationzere punkt er et globalt minimumspunkt

[x=4 and y=4 * 1,

[r=4 and y=4 » 2 b:=i(£(f(xy))
dx\dy

et ()
d| d
i)

lr=4 and y=4 » 2 eing([a bD » {3.0000,1.0000 }
b ¢

Heraf ses, at funktionen har et lokalt minimum i punktet (4,4).

At det ogsa er et globalt minimumspunkt synes rimeligt, da det er det eneste stationaere punkt
i definitionsmangden.

Endvidere sesatx > 0vy—>0vXx—>wvy—>ow sagar f(X,y)—> o

Anvendes Ti-Nspire til at tegne funktionen fas felgende tegning:

250

\

Heraf ses, at funktionen har globalt minimum i (4,4) .
Dimensionerneerx=4m.y=4mogz=64m




3. Optimering for Funktioner af mere end 2 variable

3. Optimering for funktioner af mere end 2 variable

De definitioner og begreber som er galder for funktioner af 2 variable kan umiddelbart
generaliseres til funktioner af 3 og flere variable.

Grafisk fremstilling
Grafen for en funktion af 3 variable f(x.y.z) kan naturligvis ikke tegnes i et 4-dimensionalt rum. Derimod er det

muligt at tegne en niveauflade hvor f(x,y.z) har en konstant veerdi k. Eksempelvis er en sékaldt orbital eller
belgefunktion ¥(x.y.z) for et atom anskueliggjort ved en niveauflade for |‘P| pa figur 3.1. (Orbitaler spiller en stor
rolle for forstaelsen af atomers og molekylers egenskaber).

Et andet eksempel er nogle kugleformede niveauflader for tyngdepotentialet ;’) omkring jorden vist pa

) 2
b A o T

figur 3.2.

U

7
I
A

»
X X

Fig. 3.1. Niveauflade for en atomorbital "¥(x.y,z) Fig. 3.2. Niveauflader for tyngdepotentialet omkring jorden

For at finde et lokalt ekstremum er beregningerne ganske analogt med de for 2 variable.

Definition af stationgert punkt.
Lad f'vare en differentiabel funktion f (x,y,z) af 3 variable med definitionsmangde D.
Et indre punkt(x,,v,.2z,) 1 D kaldes et stationart punkt for f, hvis

of 2 ot

& 17
~—(%0.30:20) =0A ——(x9, ¥0.29) =0 ——(x¢,¥,29) =0
Jx 3y oz

16



3 Funktion af mere end 2 variable

Seetning 3.1 Lokalt ekstremum for funktion af 3 variable
Lad #=(x;.5,.2,) veere et stationert punkt for en differentiabel funktion faf 3 variable.

& .:5" c?*“
J@ Lo L
Lad H vare matricen H = ﬁdf (a) ﬁdf ﬁdf( a)
& 5‘" éL
f L@ f L La
L &_' =
Lad H have egenvaerdierne u,, u, og us.
Der galder da
1) uy, u, og usalle positive: f har lokalt minimum i @ = (xg,vq.2g)
2) uy, u, 0g uy alle negative: f har lokalt maksimum i1 @ = (xq, ¥g.2¢)

3) uy, u, og uzhar ikke samme fortegn: fhar intet lokalt ekstremum i @ = (x5, ¥q.2g)
4) Hvis én eller flere af radderne u;, u, og uszer 0 og de ovrige har samme fortegn, : Naermere

undersogelse mé foretages.

Eksempel 3.1. Lokale ekstrema for funktion af 3 variable

Lad funktionen f vaere bestemt ved f(x,y.z) =e* 2+ ~x-12y=22423
a) Find de stationare punkter for f

b) Undersgg arten af de stationare punkter fundet i spergsmal a)
Leosning:

TI-Nspire

a) 252
flxp,z):=e 242524

solve(—(t(xy,z))=0 and i(t(alc,y,z))=0 and i(t(mc,y,z))=0,J|c,y,z) » x=2 and y=3 and =1
dx dy dz

43122423 | gy

Stationert punkt (X, v, z)=(2, 3.1)

all:= (

a22: =—(

b)

RI“‘

flxpz)) |x=2 and y=3 and z=1 » 2 al2:= i (t(xp,2)) |w=2 and y=3 and z=1 » 0
dy

adla.‘ n..lg‘
|s:u

(f(x,y,.)))|x=2 andy=3andz=1 4 al3: -i( (flxp,2) )|x 2 and y=3 and z=1 » 0

d

d
a23:=—(—(f(x1y,z)) |[r=2 and y=3 and z=1 * 0 a33:= (— f(xy, |[r=2 and y=3 and z=1 * 2
dv\d:z d
lall al12 al3
eigVl| .12 a22 a23||® 12-0000,4.0000,2.0000 |
al3 a23 a33

Heraf ses, at f har et lokalt minimum i punktet (x, v, z2)=(2, 3.1
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4. Usikkerhedsberegning

4 Usikkerhedsberegning
4.1. Differential

Differential for funktion af 1 variabel
Folger vi grafen for en differentiabel funktion y = f(x) fra et punkt med abscissen x til et punkt

med abscissen xy +Ax bliver funktionstilvaeksten Av = f(xy + Ax) — f(x,) jevnfor figur

figur 4.1.

Al
SixgtAx)

A
X I

Af %e}@Q | Ay
|

d
o) — ™ |Yy
X Ax Xg+Ax > X
.

Fig. 4.1. Tilveekst i tangents retning

I stedet for at folge grafen frax til x; + Ax kunne vi som en tilnermelse folge tangenten ix. [ sd
fald bliver y - tilvaeksten f '(xy)- Ax som kaldes differentialet dy eller df.

For den afh@ngige variabel x, gelder Ax = dx
(betragtes den identiske funktion f(x)=x far vinemlig df =dx=1-Ax, dvs. dx = Ax)

Vi har derfor df = f'(xq)dx .

Divideres med dx, fis den kendte sammenhang % =il
X

Bemark, at man altid gerne ma opfatte % som en brek, nar fer en funktion af 1 variabel.

Navnet differentialkvotient betyder netop en kvotient mellem differentialer.

Eksempel 4.1. Differential

Find differentialet af funktionen f(x)= 5t

Leosning:

Differentialet df = f'(x)dx = 20x°dx ¢

Differential for funktion af 2 variable

Lad funktionen f vare differentiabel 1 et punkt(xy.vq) oglad zy = f(xg.vg) .

Gar vi fra punktet (xp.vq)til punktet (xy+Ax,yy+Av) bliver funktionstilveksten
Az = f(xg + Ax,yg + Av) — f(xg.¥p) jevnfor figur 1.9.

I stedet for af folge grafen for £, kunne vi som en tilnaermelse folge tangentplanen i(xy. 1)

18



4.2 Fejlvurdering

,-.

Da tangentplanen har ligningen z= f(x,.y,)+ f(xc ¥o)-(x-x)+ Jf(x,: vo)-(y- o) Dliver z-

tilveksten z- f(x. lo)—

Denne z-tilvaekst, som fas Ved at folge tangentplanen, kaldes differentialet d feller d z.

Ligesom for funktioner af 1 variabel gelder, at man kan erstatte Ax med dx og Ay med dy,

hvorved differentialet kan skrives df = L7 i 5—faj.'
& 'c &y

Ved visse anvendelser kaldes differentialet for det “totale differential” af f.

Eksempel 4.2. Differential

1 1
Lad funktionen f veere givet ved z= f(x,»)= 1 += 1« +=x

a L

1) Beregn Az nér punktet (x,y) @ndrer sig fra (2,1) til (2.03, 0.98)
2) Beregn dz nér punktet (x,)) endrer sig fra (2,1) til (2.03, 0.98)
Lesning:
1) Az = £(2.03,098) — f(2.1) =2.48463 —25=—0.0153
1 1) 1 \
2) dz= (;xn Yo +;)dx+[;-¥§yo +¥o ) hvor xp =2,yp =1, d x=0030gdy=-0.02

s

dz=15-003+3-(—002) = —0.0150 ¢

4.2 Fejlvurdering.

Ved enhver maling kan den fysiske storrelse aldrig méles eksakt. Malingen beheftes altid med en
vis usikkerhed. Det kan skyldes usikkerhed pa objektet, maleinstrumentet, brugeren af instrumentet
OSV.

Systematiske fejl er fejl, hvor man eksempelvis har glemt at korrigere for temperaturens indflydelse
pa méling af et stofs harhed.

Er mélingen befriet for systematiske fejl, er der kun tilbage “tilfeeldige fejl”.

Eksempelvis vil der ofte pa et instrument vere anfort en “instrumentusikkerhed”, som viser hvor
ngjagtigt instrumentet kan male.

En sadan usikkerhed kan eksempelvis findes ved at man foretager en maling flere gange eventuelt
af forskellige personer.

4.2.1 Maksimal fejl eller usikkerhed

Den maksimale usikkerhed Ax er sd defineret som den numerisk storste afvigelse mellem en malt
vaerdi og gennemsnittet.

Er eksempelvis en temperatur angivet som 30.45° +0.05 menes hermed, at i varst tenkelige
tilfelde kunne malingen vere 30.40° eller 30.50° .

Relativ fejl eller relativ usikkerhed

Ved den relative fejl (usikkerhed) pd en storrelse x forstas storrelsen e
X
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4. Usikkerhedsberegning

Eksempel 4.3. Maksimal og relativ fejl
Lad x=153xImogy=25%*2m

a) Find den maksimale fejl Az paz=x-y
b) Find den relative fejl pa z.

Lesning:

Det ses umiddelbart, at z= 153 -25 = 128 og
a) Az=1+2=3m dvs.z =128=3m

b) rel(z) = % =0.0254 = 234% 'S

a

Den maksimale fejl (eller usikkerheden) pd to sterrelser kan jo godt vaere den samme , f.eks. 1 cm,
men hvis den ene storrelse er usikkerheden pa diameteren af et ror pa 10 cm og den anden er hgjden
pa et hus, s er det klart, at det er den relative usikkerhed, der siger mest.

Ved mere komplicerede udtryk er det ikke som i eksempel 4,3 muligt direkte at beregne den
maksimale usikkerhed. Man mé sa i stedet erstatte benytte differentialet ved beregningen. Det svarer

jo til, at man erstatter funktionen med dens tangentplan. Dette er tilladeligt nér blot usikkerhederne
Axog Ay ersma.

Der gelder folgende:

Maksimal fejlberegning
Den maksimale absolutte fejl A z for funktionenz = f(x.¥) 1punktet ((x,.y,) er

Az = i (xg: ¥ )|AX + i(-‘fc:}'c) Ay forudsat fejlene A x og A er smé
& &
: of of . . :
Koefficienterne —— og —— kaldes sd f ‘s folsomhed overfor fejl pd henholdsvis x og y.
Zx ey

Formlen kan umiddelbart udvides til at gelde for en funktion af mange variable.

Eksempel 4.4 Maksimal usikkerhed
En kugleformet tank har radius ». Med en pejlestok
maler man veskehgjden 4 for at kunne beregne

vaskerumfanget ¥ = % Th*(3r—h)

a) Angiv et den maksimale fejl pd V, narr=120.1 m og
h=0.1£0.01 m
b) Angiv den maksimale relative fejl pa V.

Lesning (hdndregning) ‘

Vzﬂ'-(hg-r—é-hB)

a) %:fr-(}h-r—hz) Indsettes r=1 og h = 0.1 fas %=rr-(z-01—012)=019-x=0.5969

a
i:ﬁ-hz Indsazttesr=10gh=0.1 fas— = 7-01* =0.0314
a &

AV =05969-0.01+0.0314-01=0.0091
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4.2 Fejlvurdering

b) V=n-V =7z -(012 -1—%-0.13) =0.0304
0.0091
Relativ maksimal usikkerhed = 3 =030=30%
TI-Nspire
2
1 hen\3r-h
v:=;l T hzc (3. r_h) > M

d d
a) E(v)|h=0.1 and r=1 * 0.596903 d—(v)|h=0.1 and 7=1 » 0.031416
r

AV= 0.596903-0.01+0.031416°0.1 » 0.009111

., 0.009111
b) v|A=0.1 and =1 » 0.030369 rel fejl= —— > 0.300010 = 30%

0.030369

4.2.2 Statistisk usikkerhed

I statistikken beregner man middelvaerdi og spredning, og spredningen er et udtryk for den
statistiske usikkerhed.

Der forudsattes, at disse begreber er kendt.

For at forklare en formel for beregning af usikkerhed i sammensatte udtryk af 2 variable, vil vi forst
se pa et simpelt tilfelde hvor en statistisk variabel Z = a-X+bY +c, hvor X og Y er statistiske
variable med spredningen 6(X') og o(¥),oga,b ogc er konstanter.

Hvis de to variable er uathengige geelder det, at o(Z) = Jag oA X)L bt io?(F)

Eksempel 4.5. To variable.

Insektpulver selges i papkartoner. Lad x vaere vaegten af pulveret, mens y er veegten af papkartonen.
I middel fyldes der 500 gram insektpulver 1 hver karton med en usikkerhed pd 5 gram. Kartonen
vejer i middel 10 gram med en usikkerhed pa 1.0 gram.

z =X +y er da bruttovegten.

Det antages, at de 2 variable er vathengige, dvs, der er ingen sammenhang mellem vagten pa
pulver og vaegten pa karton. De er méske lavet pa 2 forskellige fabrikker.

Find middelveerdien pa bruttovaegten E(Z) , den statistiske usikkerhed <(Z)og den relative

usikkerhed pd Z

Leosning:

X = veagt af pulver

E(X)=500,6(X)=5

E(Y)=10, o(Y)=1

Vi har nu, at E(Z) =500+ 10=510

Spredningen pd z er o(Z) = /5% +1% = /26 =5.099

Z 5.099

Relativ usikkerhed: M =——=001=1%

E(Z) 510 —

L 4

Er z en funktion af 2 variable, sa kan vi tiln@rme funktionen med Taylorpolynomium af 1 grad
(grafen erstattes med sin tangentplan).
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4. Usikkerhedsberegning

Vi kan derfor beregne usikkerheden af formlen

o(2)= ‘/@(xm)} -aJ(XH[?(xD:yDJj GA(¥)
& &

Koefficienterne pr og G_‘—f kaldes sé f ‘s felsomhed overfor fejl pa henholdsvis x og y.
&x ey

Eksempel 4.6. Beregning af usikkerhed pa udtryk i 2 variable
Et cylindrisk hul med radius » og hgjde /4 bores i1 en metalblok.
Man ved, at r = 3cm med en spredning pa 0.1 cm og h = 20 cm med en spredning pa 0.2 cm

1) Find den statistiske usikkerhed pa hullets volumen V =7 r2-h
2) Find den relative fejl pa V
3) Har V storst falsomhed overfor r eller overfor h?

Lesning
1) 1) Héndregning:
-LV e,
gﬂ =2-7-r-h ogdermed forr=3 0gh=20,er Gf =120-7=37699
cr &r
5’1} = 7-r* ogdermed forr=3 ogh=20,er cii =97 =2827
&

o(V)= J[376:99)3 (01)% +(2827)*(02)* =3812
2) V=565.487.

Den relative fejl er =
565485

7Y 3812
?‘ i = 00674 = 6.7%

3) V har sterst felsomhed over for fejl pd r, da g =37699 > % = 2827

Formlen kan naturligvis generaliseres til funktioner af mange variable.
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4.2 Fejlvurdering

Eksempel 4.7 Beregning af usikkerhed pa udtryk i 3 variable

Males trykket P, volumenet V' og temperaturen T afen ideal gas, optraeder der tilfaeldige malefejl,
P.V

som gor vaerdierne usikre. Beregnes molantallet » nu af ligningen PV=nRTon= RT

bliver verdien af » derfor ogsa usikker. Vi ensker at kunne beregne usikkerheden pa » ud fra

usikkerhedernena P. V oo T.

Gaskonstant R=8314J. K™ -mol™ P=123400 Pa, ¥V =567 m’, T=678 K

med usikkerheder o (P)=1000 Pa  o(F)=006 m’ og o(T)=3 K.

Det kan antages, at méleresultaterne for P, V og T er statistisk uathangige.

Find den statistiske usikkerhed &(#)

Lesning
TI-Nspire
Py o pv
n:= >
ri rt
d

d—(n)|v=5.67 and r=8.314 and #678 and p=123400 * 0.001006
P

d
d—(n)|v=5.67 and r=8.314 and =678 and p=123400 > 21.8915
n

d
E(n)|v=5.67 and r=8.314 and =678 and p=123400 * -0.183075

usikkerhed =J (0.001006) 2+ 10002+(21.8915) 2+ (0.06) 2+(-0.183075) 2: 32 » 1.74326
o(n) = 1.74 mol 2
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4. Usikkerhedsberegning
5. Grundleggende operationer med TI-Nspire og TI89.
TI-Nspire (PC-udgave)

Onskes facit pa samme linie: Tryk pé hejre musetast i dokumentet og valg “noter”
Tryk igen pa hejre musetast og valg “Matematikfelt”

-

o

. . 1 4
Lad funktionen veaere givet ved [f(x, y)= i s A

Definere funktion: Skriv f(x,y:= » skriv funktionen, osv.

Finde partielt afledede: Beregninger » Differential-og integralregning » differentialkvotient » Indsaet
funktion

dil 2 2|, 2y
— e T » —
dx(4 4 )

Finde afledet i punkt (2,3): di(l-xz-yz)xﬁ and y=3 » 9
x\4

Lose ligningssystem: Skriv solve(xty=2 and 2-x-y=4xy) » x=2and =0 solve( osv.

Oprette en matrix A: Lad matricen have 2 rekker og 3 sgjler

Veelg: Beregninger » Skriv a:=»Menu:Veelg Matricer og Vektorer» Opret» Matrix » antal reekker=2, antal
kolonner = 3» OK

Udfyld skemaet med matricen A, ENTER

Finde egenvzerdi af funktion: =»Menu:Valg Matricer og Vektorer » avanceret»egenveardi-

er » indsa&t matrix
eigVl

2 5]) > {-1.0000,7.0000 }
3 4

Tegne graf :Grafer »tryk pa boks der ligger parallelt med dokumentveerktgjslinien » Vis > 3D-graftegning P indtast
funktion ™ Se pa figuren ,tryk pa hejre musetast og sendre indstillinger passende.

Gemme udskrifter som PDF-fil.
Skrive tekst i et teksbehandlingssystem som eksempelvis Word
Regne i Ti.Nspire . Overfore relevant udskrift ved at anvende “klippeverktej/snipping tools”
Hentes :Valg “Start”, Alle programmer, Tilbeher , klippeverktej,
Engelsk all programs , “seach all programms” skriv “shipping tools”.
Lav PDF-fil

TI89
1) Indleegge funktion: x"2-y*2/4
STO f(x,y) STO star i 2 reekke for neden,

2) Finde partielt afledede: i(x_. ¥)

&
d((f(x,y),x) “differentialet & star over 8-tallet
3) Finde partielt afledede i punkt (2,3)
d((f(x,y),x)|x=2 and y=20 :
den lodrette streg star til venstre i fjerde rekke for neden og kan lases “forudsat at”
and stdr 1 “Catalog”
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4.2 Fejlvurdering

G-—E

"-..‘5

4) Finde partielt afledede af anden orden:
d(d(f(x,y).x).x)
. Doz o Focay
5) Lose ligningsystem ——(x,¥)=0 og ——(x,») =0
X &y
F2, solve(d(f(x,y),x)=0 and d(f(x,y),y)=0,{x,y})

()
=

6) Oprette en matrix A: Lad matricen have 2 rekker og 3 sgjler
APPS, Data/Matrix » Enter» New » Udfyld Type = Matrix, Variable = A, antal rekker=2 og
sojler = 3, ENTER, ENTER. Udfyld skemaet med matricen A, Home
6) Udregne determinant af matrix a:
MATH »nr 4: MATRIX, ENTER »nr2deta) MATH star over 5-tal
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Funktion af 2 eller flere variable

Opgaver

Opgave 1

Man er interesseret i grafisk fremstilling af funktionen f (X, y) = y2 —x% ien omegn af

punktet (0.0), eksempelvis , hvor -2<Xx<2A-2<y<2, ogder legges ikke vegt pa

ngjagtighed, men pa principielle traek.

a) Tegni et rumligt koordinatsystem grafen for funktionen f ved anvendelse af et matema-
tikprogram

b) Afger herudfra om funktionen i punktet (0,0) har et lokalt minimum? - lokalt maksi-
mum? - saddelpunkt?

Opgave 2
Find de partielle afledede af forste og anden orden for felgende funktioner

) fxy)=xy?+2x’y+4 2) f(x,y)=ve™? 3)f(x,y):1n(,/l+x2y4)

Opgave 3
Find ligningen for tangentplanen for

1)  f(x,y)=x?y—xy? ipunktet (x,y) = (-2,3)
2
) f(xy)= XT i punktet (Xy) = (2, -1)

Opgave 4

Find de station@re punkter for funktionerne

) f(Xy)=x>+y> —9xy+27

2) (X y)=x>+3xy+3y? —6x+3y—6

3)  f(x,y)=x-cos(y)-x>, YE}—E;E{
2 2

4)  f(X,y)=x*—xy+y? +5x+2y-8

Opgave 5
Lad virkningsgraden for en motor vere givet tilnaermet ved

f(x,y)=x>—y> —3xy—02 hvor X og y er to variable.

1) Vis, at punktet (-1,1) er et lokalt maksimumspunkt.
2) Tegn grafen for fi en omegn af punktet (-1,1) og vurder ud fra tegningen om (-1,1)
kunne vare et globalt maksimumspunkt.

26



Opgaver

Opgave 6.
Find alle lokale maksimums- og minimumspunkter for funktionen:

) fy)=x>+y>+xy—5y+3

2) f(xy)=x>+y*+4xy forx>0

3) f(xy)=x>+Yy° +2x tegn eventuelt ogsé grafen til en vurdering.
4) f(xy)=x>+y?-3x

5) f(x,y)=x>+2xy+2y> +5y?

6) f(x,y)=x*—-8x%+4xy? +4y?

7 fxy)=x* +y* =2(x—y)? forx>0

X
8 f(x,y)=——
)Ty 1+x? +y?

9) f(x,y)=2x2y+xy? —6xy

Opgave 7.
2
Vis, at funktionen f givet ved f (X,y) = (X2 + y2) —4x% —8y? har 5 stationzre punkter.

Afgor for de punkter for hvilket y>0, om det er et lokalt maksimumspunkt, lokalt minimums-
punkt eller saddelpunkt.

Opgave 8.

1 1
a) Find samtlige stationare punkter for funktionen f(X,y)= x> y— 2x% - N y gt 5 y2

b) Betragt de stationare punkter (X, Y) for hvilke y < 0. Afger for hvert af disse punkter,
om punktet er et lokalt maksimumspunkt, et lokalt minimumspunkt eller et saddelpunkt.

Opgave 9.
a) Find de station®re punkter for funktionen f(x,y)= (x2 — y)2 +2x% — % y?

b) Afger for hvert af de punkter som har positive koordinater, om punktet er et lokalt
maksimumspunkt, lokalt minimumspunkt eller saddelpunkt.

Opgave 10

En kasseformet tank skal konstrueres, s& den far et rumfang pa

2000 m*. Bund, sider og l4g koster henholdsvis 4000 kr./m 2,

2000 kr./m? og 1000 kr./m?. Dimensionér tanken siledes, at z
prisen bliver mindst, idet dog ingen af kanterne mé overstige - -
20 m. =
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Funktion af 2 eller flere variable

Opgave 11.

X Z
En plan har ligningen — +%+— =1, hvor
a C

a>2, b>4ogc>5. Planen skarer koordinatakser-

ne i punkterne A, B og C (se figuren).

Koordinatsystemets begyndelsespunkt kaldes D. Veer-
dierne af a, b og ¢ enskes bestemt, saledes at punktet P
=(2,4,5) ligger pé planen gennem A, B og C, og tetra-

ederet ABC’s volumen V (é abc) bliver mindst mulig.

Det oplyses, at der eksisterer verdier af a, b og ¢ med
de enskede egenskaber.

Opgave 12
Find de partielle afledede af forste orden for folgende funktioner
) f(xy,2)=xy?z? +xyz°

Xyz

2) f(x,y,z)=y-sin(xz)+2

Opgave 13

Find alle lokale ekstremumspunkter for de felgende funktioner

) f(x,y,2) = -2x2-2y2-22+2xy +2yz+8x -4y +2z-3, (x,y,2)eR3
2)  f(x,y,2) = x3+3x2+2p%+2%-yz, (x,y,z)eR3
3)  f(x,p,z) = x3+21x+y3+z3 -6xyz, (x,y,z)€R? .
Opgave 14

Find differentialet af funktionen
Dy =4xty+y?
2)  f(x,y)=2""Y +4 ipunktet (1,0)

Opgave 15

En bunke har form som en kegle med hejde h og grundfladeradius r. Man maler h og r, for at
1

kunne beregne rumfangetV = 3 z-r*h

a) Angiv den maksimale fejl pa V, ndrr=10+ 0.2 mogh =
10£0.1 m
b) Angiv den maksimale relative fejl pa V.
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Opgaver

Opgave 16

En olietank er kasseformet med laengden L
=3 m, bredden B =1 m og hgjden H=1m.
Tanken er nedgravet vandret, men ejeren far /
mistanke om, at den halder en vinkel u .

For at finde u, halder ejeren V =1 m’ olie i h
den tomme tank, og méler oliestandens hgj-

de h i den hgjeste side til 0.20 m.(se figuren)
Vinklen u kan findes af formlen

2V 2hj

A O

B-L> L
1) Find vinklen u (i radianer).
2) Det anslas, at V=1£0.02 ogh=0.2+0.01.
Find den maksimale absolutte fejl pa u (med 3 betydende cifre)
3) Angiv den maksimale relative fejl pa u.

u= Arctan(

Opgave 17

Man har malt veegten af en karton indeholdende tableter af en vis type imod hovedpine til 70
g med usikkerhed pa 0.04 g

Vegten af kartonen er malt til 2 g med en usikkerhed pd 0.01 g

Det kan antages, at méleresultaterne for R og H er statistisk uafthangige.

Beregn den samlede vaegt V af tabletterne, usikkerheden o(V) , samt den relative usikkerhed

rel(V).

Opgave 18
En mengde rdmateriale til en produktion ligger 1 kegleformet bunke. En kegle med radius R

og hgjde H har volumenet V = 73[ R*H .

Man har malt R =12.0 m, H=110m ,

med usikkerheder o(R)=02m , o(H)=0Im .

Det kan antages, at méaleresultaterne for R og H er statistisk uafthangige.

Find volumenet V, usikkerheden (V) , samt den relative usikkerhed rel(V).

Opgave 19
For en rektanguler flade har man malt leengden L og bredden B :
L=123m, B=84m
med usikkerheder
oc(L)=00lm , o(B)=02m.
Det kan antages, at méleresultaterne for L og B er statistisk uathaengige.
Find fladens areal A, usikkerheden o (A), samt den relative usikkerhed rel(A).
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Funktion af 2 eller flere variable
Opgave 20
For et bassin af form som en retvinklet kasse har man mélt lengden L , bredden B og hejden
H
L=180 m, B=123m H=45m
med usikkerheder
c(L)=02m , o(B)=01m,oc(H)=02m.
Det kan antages, at maleresultaterne for L, B og H er statistisk uathaengige.
Find bassinets volumen V, usikkerhedeno(V), samt den relative usikkerhed rel(V).

Opgave 21

Pé den viste forsegsopstilling kan man foretage malinger til bestemmelse af et stofs leng-

deudviddelseskoefficient.

1, er lengden af stangen ved starttemeraturen t,. /1 |

|, er l&ngden af stangen ved sluttemeraturen t,. y damp ind ]

Under forsoget er folgende storrelser bestemt. =]

l,: middelveerdi 500 mm med spredning 0.1 mm

I, : middelveerdi 500.48 mm med spredning 0.1 mm

t, - t, : middelveerdi 78° med spredning 0.1° C

Langdeudvidelseseskoefficienten k kan bestemmes

af udtrykket k = % ,
Iz (tz -t )

a) Find den statistiske usikkerhed pé k

b) Find den relative statistiske usikkerhed pa k.

[T
o

.

1T
damp ud ¥
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Facitliste

Facitliste
1 a) - b) saddelpunkt
of 222 of .3 2 Pt 2 7t 43 O 2
2 1) 7§-—3x Yy +4xy, 7§-—2x y+2x°, e =6Xy~ +4y, Wz-2x, E&§_6X y +4x
of 3 fax-y 2f 1 [3x-y & _o [3x-y f 1 [3x-y Pt _ 3 [3xy
)ﬁx_ze ’ y_ze ’5X2_4e ’5y2_4e ’ax@_4e ’
3) af _ xyt of 2y’ 2t _yta-xyhH  2f 2y G-xiyh A 4xy?
ox xtyt’ 2y eyt ox? (1+x2y4y T ooy (1+x2y4)2 Xy (1+x2y4)2,
3 1) z=30-21(x+2)+16(y—3) 2) z=—-4-4(x-2)-4(y+1)
4 DO G @08 I (0F) (1o] (LA 9y
5 1) - 2)nappe
6 1) lok.min.pkt. (?—3 2) lok.min.pkt. (25,—&) og (2&,—&) (3) ingen 4)lok.min.pkt. (1, 0)
5) lok.min.pkt. (0, 0) 6) lok.min.pkt. (2,0) 7) lok.min.pkt. (JE,—JE), (—JE,JE)
8) lok.max.pkt. (i 1,0) 9) lok. min.pkt i (1,2)
lok.min.pkt. (0, 2)
2) (0. 0), (0. 1), (0, -1), (JE,z), (—JE,z) b) lok. max. pkt (0,-1)
9 a) (0,0),(2.5),(2-5) b) saddelpunkt (2,5)
10 x:4%/3, y:4§/g, z:S%,
11 6,12, 15
of 222,33 o0f _,3,2..,.3 Jf _ 372 2
12 1) W_3X yzt +yz7, —y—2x yzm X, — =2X"y“z+3xyz
2) ?—i= y-cos(xz)-z+2"% . yz-In2, ﬁ; =sin(xz) + 2% - xz-In2, (;—i= y-cos(xz) - x+2"% . xy-In2
13 1) lok. max.pkt. (3,2,3)  2) lok. min.pkt. (0.0.0) 3) ingen
14 1) 16x3ydx+(4x4+2y)dy 2) 212 dx+2-In2dy
15 1) 52.203 2) 5.08%
16 1) 0.0886 radianer 2) 0.0110 radianer 3) 12.43%
17 68 0.0412 0.061%
18 165.88 16.061 9.68%
19 10332 2.6 2.52%
20 9963 4636 4.65%
21 0.0001556 22.09%
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Funktion af 2 eller flere variable

STIKORD
af 1 variabel 1
A af 2 variable 7, 14
afledede, partiel 4, 6 af 3 variable 16
arten af stationare punkter 10
P
B partiel differentialkvotient 4
blandede partielle afledede 6 partiel differentiation 4
partielle afledede 4, 6
D
differential 18 R
differentiation, partiel 4,6 relativ fejl 19
E S
egenveerdi 11, 14, 17 saddelpunkt 10
ekstremum stationaere punkter 1, 8, 16
globalt 7, 14 statistisk usikkerhed 21
lokalt 7 storstevaerdi 7
F T
facitliste 31 tangentplan 5
fejlvurdering 19 Taylorpolynomium 1, 9
funktion TI-Nspire
af 1 variabel 1 finde stationaere punkter for funktion af
af 2 variable 3 1 variabel (solve ligning) 2
af 3 variable 16 2 variable (solve ligningssystem) 7
3 variable (solve ligningssystem) 16
G partiel differentiation 2, 6
globalt ekstremum 7, 14 bestemme art af stationeert punkt
graf for funktion af 2 variable 3 1 variabel 2
grundleggende operationer med TI-Nspire 24 2 variable (egenverdier) 14
3 variable (egenverdier) 18
H tegning af funktion af 2 variable 3, 10
Hesse matrix 11
U
L usikkerhedsberegning 18
lokalt maksimum/minimum for funktion af 1
variabel 1
af 2 variable 7

af 3 variable 17

M
maksimal fejl 19
Maksimal usikkerhed 20
maksimum/minimum lokalt for funktion af 1
variabel 1
af 2 variable 7
af 3 variable 16
maksimum globalt for funktion
af 2 variable 14
mindstevaerdi 7
minimum globalt for funktion
af to variable 7, 14

0)

opgaver 26
optimering for funktion
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