MOGENS ODDERSHEDE LARSEN

MATRICER

og
LINEZERE LIGNINGER

0 3 -4 -1]|[x ] [2 ]
3 -2 -4-2||x| |2
1 0-2-2||x| |0

-1 3 0-3]|x| [-2

6. udgave 2016






FORORD

Dette notat viser hvorledes man kan dels kan lgse lineare ligningssystemer ved Gaussmetode
(handregning), dels ved anvendelse af matrixregning. Yderligere vises hvorledes man kan lase
overbestemte ligningsystemer (regression).

Regnemidler:
I dette notat er der i eksemplerne vist hvorledes beregningerne kan foretages med programmet
TI-Nspire-CAS .

Onskes bevis for en rekke af s@tningerne i notatet kan henvises til lerebogssystemet “B.
Hellesen, M. Oddershede Larsen : Matematik for Ingenigrer” Bind 3 kapitlerne 16, 17 og 18.
Bogerne kan i pdf-format findes pa adressen www.larsen-net.dk

Pé denne adresse findes ogsa en ra&ekke beger, der behandler forskellige emner indenfor sivel
grundleggende som videregdende matematik og statistik.

6. juli 2016 Mogens Oddershede Larsen
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1. Indledning

1 Indledning

Ved problemer, hvis lesning kraver, at man opererer med et storre antal sammenherende
lineere ligninger (forstegradsligninger), kan man med fordel anvende matrixregning.

Da det matematiske problem i sddanne tilfelde alene er bestemt af de konstanter, der
forekommer i ligningssystemet, og ikke af de betegnelser vi giver de variable, er det praktisk

ved behandlingen af ligningssystemerne blot at se pa “skemaer” (sdkaldte matricer ) indehol-
dende konstanterne.

Eksempelvis vil man ved behandlingen af ligningssystemet

3X, —4X; — X, =2
3X, = 2X, —4X; —2X, =2

X, - 2X; —2X, =0
- X; +3X, -3X, =-2
med fordel kunne se pa matricerne
0 3 -4 -1
A= 3om2oan2 (ligningssystemets “koefficientmatrix’)
I 0-2-2
-1 3 0-3]
S
B= (2) (ligningssystemets “hejre side”)
__ 2_
(0 3 -4-1 2]
T= 3oam4-2 2 (ligningssystemets “totalmatrix”).
1 0-2-2 0
-1 3 0-3-2]

Sterre systemer af ligninger forekommer f.eks. ved mange procestekniske beregninger, hvor
man opstiller et system af “balanceligninger” (stofbalancer, energibalancer, skonomiske
balancer, osv.), eller ved beregning af modstande og spandinger i elektriske kredsleb.



Matricer og linezre ligninger

Et meget enkel eksempel herpd er folgende elektriske kredslab:

2W] Q 1 m\m Ved benyttelse af Kirchoffs
stromlov fas
1 iV I punktet P: i, —i, +iy =0
SO L 10 190 I punktet Q: -i;+i,-i3=0
volt | ohm volt Hajre kreds:  10i, +25i; =90
A/, Venstre kreds: 20i; +10i, =80
WA
P 15 ohm

Ligningssystemet der bestér af 4 ligninger med 3 ubekendte er s simpelt, at man umiddelbart
kan lose det. Lidt sterre kredsleb vil fore til flere ligninger med mange ubekendte, og her vil
den folgende matrixteori vaere nedvendig.

2. Linezre ligningssystemer

At et ligningssystem er lineart betyder, at de ubekendte alle er af forste grad. Et ligningssy-
stem hvori der forekommer x? er siledes ikke linezert.

Ved sékaldt Gauss-elimination kan man lese alle typer af linezre ligningssystemer uanset
antallet af ligninger og ubekendte
Et eksempel pa et sddant ligningssystem er

X, +3X, —2X, =0

2X; +6X, —=5X; —2X, = 3X; =-1
5%; +10x, + 15X =5

2X, + 6X, +8X, + 18Xy =6

som har n = 4 ligninger med m = 5 ubekendte.
Man starter nu med at opskrive ligningssystemets “totalmatrix” T
13-2 0 0 0

2 6-5-2-3-1
00 510 15 5
26 0 8 18 6

Losningsmetoden er, at man ved passende sdkaldte rekkeakvivalente operationer simplifi-
cerer ligningssystemet til et system, hvoraf man let kan finde de ubekendte.



2. Linezre ligningssystemer

Razkkeaekvivalente operationer.

Et lineart ligningssystems losningsmangde e@ndrer sig ikke, hvis

a) to ligninger ombyttes - svarende til rekkeombytning i totalmatricen T,

b) en ligning multipliceres med en konstant k # 0 - svarende til at en raekke 1 T multipli-
ceres med k # 0.

c) enligning L erstattes af ligningen L, + k - L, - svarende til at den q'te reekke i T
multipliceres med k og adderes til den p’te reekke (p # q).

Punkterne a), b) og c¢) kaldes rakkeoperationer i totalmatricen T

Eksempel 2.1. Raekkeakvivalente operationer.

Ligningsystemet
r: 2x+3y:13h Lo dind |
f, SX—2y =4 ar lesningen x= 2 y= 3 (ses ved indsattelse)
S5x-2y=4 .
a (r, ombyttet med r, ) har samme losning.
2x+3y =13
2x+3y =13 .
(2 r,) har samme losning.
10x -4y =8
17x-3y=25 o losni
c Sx—2y =4 (r, +3-r,) har samme lgsning.

4

To matricer A og B er reekkeakvivalente (skrives A = B), hvis de overferes 1 hinanden ved
¢n eller flere af de i1 punkterne a), b) og ¢) navnte @&ndringer.

Echelon - matrix
Ideen i den sdkaldte Gauss’ elimination er, at man ved rekkeakvivalente operationer
omdanner ligningssystemets totalmatrix til en sdkaldt “echelon-matrix”, hvorefter ligningssy-
stemets losning er nem at finde.

13425

) 00172 :
En matrix af typen kaldes en echelon-matrix
00013

00000

(echelon = trinvis opstilling med skra front). En sidan matrix er karakteriseret ved
1) atrakker, som bestér af lutter 0"er placeret nederst i matricen.
og for de gvrige reekker gaelder
2) atien raekke er det forste fra O forskellige tal i reekken et 1-tal. Tallet kaldes for raekkens
pivot-element, eller “ledende” 1-tal.
3) at for to pd hinanden folgende reekker vil pivotelementet i den nederste af de to reekker
sta lengere til hojre end pivotelementet i den everste af de to raekker.
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Andre eksempler pa “echelon-matricer” er

1436 1562 1664
0113, (0127}, 0015
0013 0000 0001

Bemark: Ethvert pivotelement har lutter 0'er under sig.

Gauss’ elimination
Det folgende eksempel viser Gauss eliminationsmetode pa et mindre ligningssystem:

Eksempel 2.2. Gauss elimination
Los ligningssystemet

Vi reducerer nu totalmatrix til echelon-form.

3 2 =31
2 -6 4 10
7 =10 5 21

Da vi skal have et 1-tal overst og gerne vil undga broker flyttes rekke 2 op som rakke 1

2 -6 4 10 1 -3 2 5 1 -3 2
302 -3 1|——i3 2 -3 1|—=—{0 11 -9
7 10 5 21| 2 |7 —10 5 21| " |o 11 -9

1 -3 2 5 1 -3 2 5

S L e e L

0 0 0 0 11 0 O 0 0

9 _ 14
Xy =77 X3 = =11

Der er folgelig uendelig mange losninger, idet en af de variable kan vaelges frit.

Q{

Velges X3 som fri variabel fas x, = —% + % X3, X; =5+ 3(— % + 1—91 X3) —2X, eller

13,5 —_ 14,9 i
X =0t % X =1tk X3 fri

(Dette skyldes, at r; =2-1, +1,, dvs. reelt er der kun to ligninger med 3 ubekendte.

5
~14
~14



2. Linezre ligningssystemer

Eksempel 2.3 Ligningssystemers losninger
Lad der vaere fundet folgende echelonmatricer

1436 1562 1664 (1)1523%
A=[0113], B={0127],C=[0015|, D=
000 00
0013 0000 0001
00 0 00]

Angiv om det tilsvarende ligningssystem har 1 lgsning, ingen lgsning eller uendelig mange

losninger. Hvis der er uendelig mange losninger skal angives antallet af frie variable (variable

der kan angives frit)

Lesning:

A: Netop én lgsning, da der er et pivotelement 1 alle tre reekker 1 koefficientmatricen.

B: Uendelig mange losninger, da antallet af ubekendte m = 3 er storre end antallet af
ligninger n=2.
Antal parametre er m - n =1 (jevnfer eksempel 6.2)

C: Ingen losning, da en raekke har lutter 0 -er 1 koefficientmatricen, men et tal forskelligt fra
nul pé hejre side (0 x =1).

D: Uendelig mange lgsninger, da antallet af ubekendte m = 4 er storre end antallet af
ligninger n =2. Antal frie variable er m - n =2 €

Rang af matrix

Rangen af en matrix er lig med antallet af “uathaengige” raekker i matricen.

Rangen er derfor lig med antallet af ikke-nul reekker i en tilsvarende echelon-matrix.
Rangen af A skrives kort p(A) eller rang(A).

Eksempel 2.4 (fortsat)
p(A) =3 rang ( koefficientmatrix) = 3, antal ubekendte=3 sa netop 1 lesning
p(B) =2 rang (koefficientmatrix)=2 , antal ubekendte =3 . 3 -2 =1 fri variabel
p(C) =3 rang ( koefficientmatrix) =2 : antal ubekendte =3. Da 2 <3 sa L=0
p(D) =2 rang ( koefficientmatrix) =2: antal ubekendte = 4. 4-2 =2 fri variable.

For sterre ligningssystemer er det meget tidsbesparende at benytte et program der kan
omdanne en matrix til en echelon matrix. Imidlertid er det her arbejdsbesparende at reducere
matricen yderligere ved at skaffe O'er ogsa over pivotelementerne.

Metoden forkortes til “rref” ( reduced row_echelon matrix)

Vi viser dette pd samme ligningssystemet som i eksempel 2.2.
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Eksempel 2.4. Gauss elimination ved TI-Nspire
Los ligningssystemet

2X, —6X, +4%x; =10
3X, +2X, =3X; =1
7%, — 10X, +5x%5 =21
Lesning:
Totalmatricen indtastes. Lad matricens navn veare t.

TI-Nspire: Beregninger » Skriv t:= »Matematikskabeloner » Tryk pa matrix » Angiv antal reekker
og sgjler ® ok (enskes facit pa samme linie se kapitel 10 side 29)

2 -6 4 10| [2 6 4 10
=3 2 3 1("[3 2 -3 1
7 7

10 5 21 -10 5 21

Skriv rref(t) (eller benyt Matrix og Vektorer ™ Reduceret reekke echelon form™ t )

5 13
1 0 — —
| 11 11
rref(t) - 9 -14
01 — —
11 11
00 0 0
14 9 ] ) )
Heraf fas X, = 1 + HX3 , X = 11 + HX3 , X5 fri altsd samme facit som i eksempel 2.1.
L 4
Vi vil illustrere de forskellige losningsmuligheder ved yderligere tre eksempler.
Eksempel 2.5. Netop en lesning
3X, —4X;— X, =2
. 3X; = 2X, —4X; = 2%, =2
Los ligningssystemet
X, - 2X;=2X%, =0
- X; +3X, —3X, =2
Lesning:
Totalmatrix indtastes og kaldes t
1 000 2
)]0 1 001
rref{(t) 00 1 o o Herafses,at X, =2, X, =1, X;=0, X, =1
00011
L 4



2. Linezre ligningssystemer

Eksempel 2.6. Uendelig mange losninger
Los ligningssystemet

X; +3X, —2X; =0
2X, +6X, =5X; —2X, — 3X;=-1
5X; +10x, + 15X, =5

2X, + 6X, +8X, +18X5=6

Lesning:

" 1 3040 0

1372000 00120 0

mefl|2 6 5 2 3 -1f.» 1

00 5 10 15 5 00001 —

26 0 8 18 6 ?

00O0OO0O0 O

Da rang(K) = rang(T) = 3 og antal ubekendte er 5, er der 5 - 3 =2 fri variable
Vi far: st%, X3 42Xy =0 X3 = —2X,,

(X11X27X37X47X5)=(_3X2_4X41X2 7_2X49X4a%) ‘

Eksempel 2.7. Ingen losning
Los ligningssystemet

2X, +2X, — X5 =1
2X, +3X, —=3x;, =4
- X - Xy =2
X; = X, =2X; =2

Lesning:
2 2 11 1 000
mefll2 3 3 4,01 0 0
-1 0 -1 2 0010
1 -1 -2 2 0001

Da rang(K) = 3 <rang(T) =4 har ligningssystemet ingen lgsning.
(nederste ligning giver 0-X; =1) ¢
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3. Matricer.
Ved en matrix forstés et regulert skema bestaende af tal eller bogstavsymboler.

De enkelte symboler kaldes matricens elementer, og vil i denne bog vere reelle tal.

0 3 -4-1
) 3 -2-4-2 .
Matricen A= har 4 rekker og 4 sgjler.
1 0-2-2
-1 3 0-3

Man siger kort, at den er en 4 “gange” 4 matrix (4 X 4) matrix

Matricer, der som A har lige mange rakker og sejler kaldes kvadratiske.
2

2
Matricen B = 0 har 4 raekker og 1 sejle (er en (4 x 1) matrix).

-2
Matricer, der som B kun har 1 sgjle, kaldes ogsa for sejlematricer eller sgjlevektorer.
Ombyttes raekker og sejler 1 en matrix C, (1. rekke bliver til 1. sgjle, 2. reekke bliver til 2.

sojle osv.) fremkommer C’s transponerede matrix c’.

1 3 0
5 6 10 1 5 2 4
Eksempelvis har matricen C = 5 o g den transponerede matrix C' ={3 6 9 7
0 10 8 12

4 7 12

Af definitionen folger: (AT)T = A.

TI-Nspire: Opret matrix C (se evt. metode side 6)
Transponeret matrix C':  Skriv c» Veelg i menu Matricer og Vektorer » Transponere

Er AT = A kaldes A symmetrisk.
En symmetrisk matrix ma nedvendigvis vaere kvadratisk.

all a12 e e aln

Ay Ay ...
Mere generelt skrives en matrix A = 2T 2n

aml am2 oo amn i

De enkelte symboler kaldes matricens elementer, og vil i dette notat vare reelle tal.

I skemaets m (vandrette) reekker og n (lodrette) sojler indgér m-n tal, nummererede med
dobbelte indekser, saledes at forste indeks angiver reekkenummer, og andet indeks angiver
sejlenummer. Elementet a, star sdledes i den r'te rekke og den s'te sgjle. Man siger kort, at A

er en M gange N matrix (skrives m x n)



4. Regneregler for matricer

Elementerne a,,,a,,,a33 ....... , 0sv. (dvs. elementerne hvor rekkenummeret =
sojlenummeret) siges at udgere matricens diagonal.
1 3 0
5 6 10
IC-= er C,; =10 og diagonalenerl, 6, 8
2 9 8
4 7 12
1 -2 3
D={-2 5 6] er symmetrisk, da matricen er symmetrisk om diagonalen.
3 6 7

4. Regneregler for matricer

Lighed

To m X n matricer A og B kaldes ens (skrives A = B ), hvis tilsvarende elementer i de to
matricer er ens.

23 23
Eksempelvis er A= ogB= ens.
54 54

Multiplikation af matrix med tal (skalar).
For et vilkarligt reelt tal k og en vilkérlig matrix A defineres k A som en ny matrix,
fremkommet ved at alle A's elementer er multipliceret med k.

2 -1 6 -3
Eksempelvis gaelder 3|1 3|=|3 9
0 4 0 12

Addition af matricer.
Ved summen af to m X n matricer A og B forstds den m X n matrix, der fremkommer ved at
tilsvarende elementer i A og B adderes.

2 3 11 3 4
Eksempelvis I 2(+|-1 1|={0 3
0-1 2 0 2 -1

Det ses umiddelbart, at A+ B=B + A (den kommutative lov geelder)
og A+(B+C)=(A+B)+C (den associative lov gelder)
Bemeark: Bade A og B skal vere m X n matricer.
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Multiplikation af matricer

Lad der vaere givet to matricer A og B, hvor antallet af sgjler i A er lig antallet af raekker i B.
Elementerne i matricen C = A - B beregnes ved en “raekke-sgjle multiplikation, dvs. hvis
rekkerne 1 A opfattes som vektorer, og sgjlerne 1 B ligeledes som vektorer, s fremkommer et
element 1 C ved at rekkerne 1 A multipliceres skalert med sojlerne 1 B. Folgende eksempel
illustrerer dette.

Eksempel 4.1. Multiplikation af matricer.

-1 0 -1 2
5 -2
Lad A= {3 7} ogB=|1 2 2 3 |. BeregnA-BogB-A, hvis det er muligt.
2 1 -2 -1
Lesning:

g | SEDHITHE)2 504124(2)1 5 (D +1:24(=2)(-2) 5:2+1:3+(-2)(-1)
T3 (=D+1147-2 3-041-247-1 3 (=D +1-247-(=2)  3-2+1-3+(7)-(-1)

[-8 0 1 15
112 9 —-15 2

B-A erikke defineret da antal sejler i B er forskellig fra antal reekker i A. ¢
TI-Nspire: Skriv a-b

Det ses ved udregning, at der gaelder A-(B+C) =A-B+A-C (den distributive lov)
De fleste af disse regneregler er ganske som regnereglerne for de reelle tal. Bemerk dog, at
der ikke gaelder nogen kommutativ lov for multiplikation, dvs. vi m4 normalt forvente, at

A-B=B-A

5. Ligningssystem hvor koefficientmatrix er invertibel.

Vi vil i dette afsnit betragte linezre ligningssystemer, hvor der er lige mange ligninger og
ubekendte, og som har netop én lesning. Et eksempel pa et sddant ligningssystem er

3X, —4X; — X, =2
3X, = 2X, —4X; = 2X, =2
X, - 2X; —2X, =0
- X; +3X, -3X, =-2

Dette ligningssystem kan nu skrives
0 3 -4-1]|x, 2
3 -2 -4-2]1X%, 2
1 0-2-2||xs| |0

-1 3 0-3]][X, -2

ellf;r kort K X = H, hV;)I‘ -

10



5. Ligningssystem, hvor koefficientmatrix er invertibel

0 3 -4 -1]
3 -2 -4-2 o . .
K= er ligningssystemets koefficientmatrix
1 0-2-2
-1 3 0-3
_Xl - o
X 2 . .
X = og H= 0 er ligningssystemets hojreside.
X3
[ X4 ] [—2]

K er kvadratisk, da den har lige mange raeekker og sgjler

For at kunne lose en sddan ligning, ville det vare godt, hvis der eksisterede en “invers” matrix

A'lss AX=Be X=A"-B

Ligesom 0 ikke har noget inverst element 1 de reelle tal, findes der matricer, der ikke har en
invers matrix.

Ved en invertibel matrix forstas en matrix, der har en invers matrix

Ved en singulaer matrix, forstds en matrix, der ikke har en invers matrix.

Vi vil i dette kapitel kun betragte ligningssystemer, hvor den kvadratiske koefficientmatrix er
invertibel.

Sammenlignes med en sadvanlig forstegradsligning ax =1< X = al', az0
ses, at man ma indfere en matrix, som svarer til tallet 1.

DEFINITION af enhedsmatrix. Ved en enhedsmatrix (skrives E eller E, ) forstas en

kvadratisk n x n matrix, hvor alle elementer i diagonalen er 1 og alle elementer udenfor
diagonalen er 0.
1000
0100

Eksempelviser E, = en 4 x 4enhedsmatrix.

0010
000 1]

Ved direkte udregning ses, at for en vilkarlig n x n matrix A gelder A-E, =E_ -A=A,

dvs. enhedsmatricen E, spiller samme rolle i mangden af kvadratiske n x n matricer, som 1
gor i de reelle tal.

DEFINITION af invers (reciprok) matrix. Matricen A" kaldes invers matrix til matricen

A hvis A-AT =AT - A=E

Man ser, at A~ spiller samme rolle i forhold til A som f. eks. tallet % gor 1 forhold til tallet 2.
(3:2=2-2=1).

11
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Man kunne forestille sig, at en matrix kunne have flere forskellige inverse matricer. Dette er
imidlertid ikke tilfeldet:

Bevis: Antag, at B og C begge er inverse matricer til A. Vi ville da fa

B=B-E=B-(A-C)=(B-A)-C=E-C=C dvs.B=C.

Ved handregning at beregne en invers matrix A" er s tidskreevende, at man altid for sterre
matricer vil bruge et regneprogram.
Eksempel 5.1. Invers matrix

1 0 1
Find den inverse matrix til A={2 -1 1
1 -1 -1
Lesning
a) Hiandregning:
(1 0 1 1 00 1 0 1 1 0 0]
[ASE]:Z—I15010#)0—1—13—210
)
1 -1 -1 500 1] np) |0 =1 =2 % -1 0 1]
1T 0 1 1 0 0 1 0 0 ¢ 2 -1 1]
0 -1 -1 -2 1 0]——0 -1 0 -3 2 -1
=0 h—h
_0 0 -1 1 -1 1 i+ 0 0 -1 1 -1 IJ

1 00 2 0 1
— 010 -2 1
s
10 0 1 -1 1 -1
2 -1 1
Konklusion: A7 ={ 3 -2 1
-1 1 -1
b) TI-Nspire Matricen A indtastes
A, ENTER Resultat: : 2 1 1
,1 ,
a 3 2 1

Har man forst fundet A~ er det hurtigt at finde lesningen til ligningssystemet A X = B, da
AX=Bo A - AX=A" BoEX=A"-Be X=A".B

12



5. Ligningssystem, hvor koefficientmatrix er invertibel
Eksempel 5.2. Losning af ligningssystem

3X, —4X;— X, =2

Los ligningssystemet

X, —2X; —2X, =0
- X, +3X%, -3X, =-2
Lesning:
Vihar A X =B, hvor
0 3 -4 -1] X, | (2 ]
3 -2 -4-2 X,
A: X: og B:
I 0-2-2 X, 0
-1 3 0-3] | Xy | —2]

Matricerne A og B indtastes som angivet i eksempel 5.1

TI-Nspire: X findes ved indtastning af A™' - B
2

1
Vifar X = 0 Sdvs. X, =2, X, =1, X3=0, X, =1 ¢

1

6. Determinant

Til enhver kvadratisk n x n matrix A herer et tal kaldet determinanten for A.
Determinanter skrives kort det(A) eller |A|

. . . @ a
Vi kender allerede for en 2 x 2 matrix determinanter, idet | = | = Ay ray —ay -,
a1 A

Vi kender ogséd dens geometriske betydning, idet determinanter numeriske verdi er arealet af

- a a
det parallelogram der udspandes af de to rekkevektorer @, = (anj og a, = (amj
12 22
Hvis determinanten er 0, vil de to vektorer vere parallelle, dvs. &, =k-a, .

Det er overkommeligt pa tilsvarende made at udregne determinanten for en 3 x 3 determinant,
hvis numeriske verdi er rumfanget af det parallelepipedum, der udspandes af de tre raekke-
vektorer.

Er determinanten 0 vil rumfanget vaere 0, dvs. vektorerne ligger i samme plan, hvilket igen vil
sige, at den ene vektor kan udtrykkes ved de to andre &, = k,a, +Kk,da;

Man siger, at de 3 vektorer er linezrt athengige.

Generelt geelder, at hvis determinanten 0 er sgjlevektorerne (og raekkevektorerne) lineert
athaengige.

13
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Beregningen af en determinant for en vilkérlig kvadratisk matrix kan principielt udferes pa
nedenfor beskrevne made,(se eventuelt “Matematik for Ingenierer “bind 3, kapitel 18 for
narmere begrundelser), men er antal raekker stort, bliver regningerne sa tidskreevende, at man
ma bruge et program .

Vzrdien af en determinant.

Veardien beregnes efter folgende forskrift:

1) Man udvelger en bestemt raekke r eller en bestemt sgjle s

2) For hvert element a1 den valgte raekke eller sgjle dannes et produkt af folgende 3 faktorer

a) Elementet a4 selv.

b) Elementets “underdeterminant” Dyg, dvs. den determinant der fremkommer ved at slette bade den razkke og
sojle, hvori elementet indgar.

¢) Tallet (-)'*S

3) det(A) (—1)”1 -ary - Dy + (—1)”2 "ary - Dr2+---+(—1)r+1 “arn - Dpp
4)  De fremkomne underdeterminanter opleses pa tilsvarende made, og sddan fortsattes til man nar ned pa
2 x 2 determinanter ,som kan udregnes direkte.
Eksempel 6.1 Beregning af determinant “ved hiandregning”
0 3 -4 -1

. . . 3 -2 -4 -2
Beregn ved handregning determinanten D =

1 0o -2 0
-1 3 0 -3
Lesning:
Man finder en raeekke eller sgjle med mange 0-er. Her vaelges 3 rackke.
3 -4 -1 0 3 -1
ViharD= (-1)>"1-1:]-2 -4 —2/+0+(-1)>3 . (=2)|3 -2 -2[+0
3 0o -3 -1 3 -3

De 2 underdeterminanter efter henholdsvis 3 reekke og 1 raekke (fordi der er et 0 i disse raekker).

D= (_1)3+1 .3. -

:;+o+(—1)3+3~(—3)‘ 3 _4+(—2).[o+(—1)1+2.3~ 3

-2 143
+0+ (-1 (=D
o 4 _3 (=D (Y]

3 =2
-1 3
Vi kan nu udregne de 4 determinanter
D= 3-(8—4)—3-(—12—8)—2-((—3)-(—9—2)—(9—2)):12+60—2-(33—7):2_0 ¢

Eksempel 6.2. Beregning af determinant med TI-Nspire
0 3 -4 -1
3 -2 -4 -2
0 -2 0
-1 3 0 -3

Beregn determinanten T =

Lesning:

Matricen indtastes.

TI-Nspire: Skriv det(T) (eller vaelg under “Matricer og vektorer® menuen determinant)
Resultat: 20 ¢

Det kan vises
Seetning 6.1. Invertibel matrix
A er invertibel << det(A) # 0

Denne s&tning er nyttig til at afgere om en kvadratisk matrix er invertibel ( benyttes 1 n@ste
afsnit).
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7. Linezre ligningssystemer med parameter

7. Linezere ligningssystemer med parameter.

Benytter man eksempelvis Laplacetransformation til losning af et differentialligningssystem,
fremkommer et lineert ligningssystem, hvor koefficienterne sadvanligvis vil indeholde
parameteren S, altsa ikke alle vere reelle tal.

Ligningssystemer som indeholder én eller flere parametre vil ofte give anledning til, at der for
visse verdier af parametrene vil vare specielle losninger, f.eks. at der ingen losninger er, eller
der er uendelig mange. Regner men “i handen” skal man derfor i forbindelse med reduktion til
en echelon-matrix vare opmarksom pa, om man for visse vardier af parameteren dividerer
med 0, da det s giver anledning til en undtagelse.

Benyttes et program, og er der lige mange ligninger og ubekendte, vil det sikreste vaere forst at
finde de verdier af parametrene, hvor determinanten af koefficientmatrix K er nul, da det
viser, hvor ligningssystemet er singulaert (ikke reguleert).

Hvis man kun anvender rref-echelon-metoden, kan man risikere at overse en vaerdi af
parameteren a, der gor K singuler.

Eksempelvis vil echelon-metoden reducere (a—1)-x, =5(a—1) = X, =5 og derved vil man

overse, at a = 1 gor K singuler.

Dette illustreres i eksempel 7.2

Hvis der ogsé findes en parameter pa hgjre side af ligningssystemet kan rref dog stadig
risikere at dividere den vak, hvorved man kan tabe en lgsning.

Det sikreste er derfor i tvivlstilfelde at regne i “hédnden”

Eksempel 7.1 Ligningssystem med parameter
Find for enhver vaerdi af parameteren a lgsningen til ligningssystemet

Lesning:
Da koefficientmatrix er kvadratisk, beregnes forst determinanten for koefficientmatrix, for at
finde de verdier af parameteren a for hvilke ligningssystemet er “singulart”.

1 2 a
Koefficientmatrix K=| -1 0 a| indtastes pa sedvanlig méde.
2 6 4

Determinanten af K beregnes (som i eksempel 6.2):
Resultat:|K| = -8(a—1).

Heraf ses, at |K|=0c>a:1.

Vima derfor dele op i 2 tilfelde a=1oga=1.
Hgjre side B af ligningssystemet indtastes pd sedvanlig made.

TI-Nspire Skriv rref(augment(k,b)) : Totalmatricen dannes ved ordren augment (K,B)
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Matricer og linezre ligninger

1 0 0 3/ 2—;
2(a-1)
Resultat: [0 1 O _t
2(a—1)
0 0 1 -t
L 2(a-1)
y =1 N fi 1
1T @-) P 2@mn Y 2(-a)  R7
Saettes a = 1 ind i totalmatricen , fis analogt echelon-matricen
1 0 -1 0
01 1 O
00 0 1

Afnederste ligning 0- X3 =1 ses, at ligningssystemet ingen lgsning har.

At det virkeligt er nodvendigt forst at se pa determinanten ses af folgende eksempel.

Eksempel 7.2 Ligningssystem med parameter
Til beregning af 4 starrelser X;, X, , X5 0g X4 er opstillet folgende ligningssystem:

X = X+ (@=-3)-X3+@+1)-x4 =3

2:X + Xy +(2a-1)-X3 =a
(a=-1)-x;+a-x, + (2a-3)-x, =—a-1
3-X, +2X, + (@a+2)-x; - Xy =a-2

Las ligningssystemet for alle verdier af a.
Lesning:
-1 -1 a-3 a+l

. . . . 2 1 2a-1 0
Forst beregnes determinanten til koefficientmatrix K =

3 2 a+2 -1

Koefficientmatrix K og hgjre side B indtastes pd sedvanlig made.
Man far det(K) = a-(a—2)-(a+2)
Heraf ses, at K er singuler fora=0, a=2 oga=-2.

TI-Nspire: Dannes totalmatricen T og anvendes rref(T) fas
Vifarfor az0na#=2ra#-2
13a+6 ra_d _ —10(2a+1)

Ta@+2) 07

—(a+4)+8, x5 = , Xq4 =—
a(a+2) ( ) 3 a(a+2) ‘T a

1

Som det ses ville vi her ikke opdage, at der er en singularitet for a = 2.

Vi indsatter nu a= 0 analogt som i eksempel 7.1 og finder :Ingen losninger

Derefter indsattes a=-2 og man finder igen _Ingen losninger

Endelig indsattes a=2 og man finder uendelig mange losninger  x, =4, X; =t, X, ==5+t, X, =22t
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8. Cramers satning

8. Cramers sz2tning (determinantmetoden).
I kapitel 5 loste vi et ligningssystem med lige mange ligninger og ubekendte hvor koefficient-

matrix var invertibel.
Dette er den hurtigste metode, hvis man ensker at finde alle de ubekendte. Hvis man kun

onsker at finde en enkelt variabels veerdi f.eks. X5kan denne determinantmetode (Cramers
metode) dog vere velegnet. Endvidere har den stor teoretisk interesse.

Cramers satning.

Lad der veere givet et ligningssystem A X = B, hvisdet(A) # 0.

Den ubekendte X, findes som forholdet mellem 2 determinanter. Neevneren er determinanten

af A og teelleren er determinanten af den matrix, som er A bortset fra, at den k’te sgjle er
erstattet af ligningssystemets hgjre side.

Det folgende eksempel illustrerer metoden.

Eksempel 8.1. Determinantmetoden eller Cramers metode.

Find X, af ligningssystemet

2X, +2X, = X5 + X, =1
2X, + 3X, — 3X, =4
- X - X3+X, =2
X, +2X, +3x, =-1
Lesning:
2 1 -11
2 4-30
-1 2-11
-1 0 3
2T S
2 3-30
-1 0-11
1 2 0 3
De to matricer svarende til teller og n@vner indtastes benavnes A og B.
Man beregner nu det(A)/det(B)  Resultat X, =—1 L 2
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Matricer og linezre ligninger 9. Overbestemt ligningssystem

9. Overbestemt ligningssystem

I de foregéende afsnit har vi antaget, at ligningssystemets konstanter er eksakte tal. I tekniske
anvendelser er tallene ofte behaftet med maleusikkerhed og lignende, og sa vil lesningen
naturligvis heller ikke blive eksakt. For at mindske fejlen, benytter man ofte ekstra ligninger,
som vist i folgende eksempel (og loser dem ved “mindste kvadraters metode”).

Eksempel 9.1. Overbestemt ligningssystem.
Pé et laboratorium analyseres en blanding af tre organiske stoffer kvantitativt ved maling af et

ultraviolet spektrum. Heraf fis folgende ligningssystem for koncentrationerne C;, C, og Cs.
1.2¢, +1.0c, +4.1c; =63
1.3c, +3.2¢c, +11c; =84
09c, +11c, +0.2¢c; =45

Ligningssystemet har netop én losning, men da konstanterne er behaftet med uundgéelige
sméfejl (mélefejl m.m.) , onsker man at forbedre nejagtigheden af losningen ved at foretage
nogle ekstra mélinger.

Lad os for simpelheds skyld antage, at der kun forekommer yderligere én ligning:

1.2¢, +35¢c, +39¢, =104

Den sidste ligning burde vaere en linearkombination af de tre forste, men pa grund af malefej-
lene er dette sjeldent tilfeeldet, sa det samlede ligningssystem har normalt ingen eksakt
losning.

Opgaven er nu at finde et talsat (C,,C,,C; ), som tilfredsstiller ligningssystemet “bedst

muligt”, dvs. sdledes at residualerne (resterne) I,,I,,I; og I, givet ved
L =12¢, +1.0c, +4.1c; - 63
r, =13c, +3.2¢, +11c; -84
r; =09c, +1Ic, +0.2¢c; —4.5
r, =12¢, +3.5¢, +39¢; -104

bliver “mindst mulige”. Ved “mindste kvadraters metode” skal talsattet vaelges saledes, at

(1)

. 1 . . .
RMS-fejlen \/ 7 (rl2 +1 4+ r32 + I’42) bliver mindst mulig (RMS = root mean square error ).

Bemeark, at RMS vedrerer fejl pa ligningerne og ikke fejl pa lesningen (C,,C,,C;).

ADVARSEL: Det oprindelige ligningssystem md ikke @&ndres ved at man f.eks. multiplicerer
en ligning med 10, da det jo ganger residualet med 10 (ligningen indgdr med en anden “vagt”)

¢

SATNING 9.1 (lgsning til overbestemt ligningssystem ). For et overbestemt ligningssystem
A - X = Byvil den “lgsning™, som giver mindst mulig RMS-fejl pa ligningssystemet , vaere en

eksakt lgsning til det s&kaldte normalligningssystem AT AX = ATB , dvs.
X =(AT-A)T.(AT-B)
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9. Overbestemt ligningssystem

Bevis
Fra en funktion af 1 variabel f(x) vides, at man finder stationare punkter (punkter hvor tangenten er vandret) ved

at lose ligningen d—y = 0. Er dette tilfzeldet for x = a, sd ved man, at hvis den anden afledede for x = a er positiv,
X

s er der minimum for x = a.
Denne satning kan generaliseres til funktioner af flere variable ( se evt. bogen “Funktioner af flere variabel” pa
min hjemmeside).
Vi ser nu pé et simpelt eksempel pa et overbestemt ligningssystem, som let kan generaliseres.
2-X,+4-x, =7

1% —6-X, =8

3-X,+5-%,=9
2 4 7 X,
LadA=|1 —6| og B=|8]|.S4kan ligningssystemet skrives A- X = B hvor X =| X,
305 9 X,

Residualerne er I; = 2X; +4X, =7 I, =X, —6X, =8 I3 =3X; +5X, =9
N

eller skrevet pa matrixform| I, | = A- X - B
E

Vi seger et minimum for f(X,,X,) =12 +1; +1;

"
of :
§—=0<:>2r1-2+2r2-1+2r3-3=0<:>(2,1,3)- r|=0
X
1 I’3
h
o f
3 =06 214426, (—=6)+21;-5=0<(4,-6,5)e| 1, | =0
X
2 r3
Dette kan skrives
n
2 1 3 _ T _ _ T _ATp _ T _ AT
4 L 5)|R|F0S AT (AX-B)=0& (AT AX-ATB=0s (AT A)X = ATB
.

3
Heraf fis X :(AT -A)_l -(AT -B)

At det er et minimum er nok ret klart, da RMS jo aldrig kan blive negativ. Et egentligt bevis kreever, at man ser pa
de anden afledede. (der henvises her til saetning 1.1 i notatet “Funktioner af flere variable™)

I seetningen indgar AT - A.

1 1 4]

114 111 1 4 8 8
R U T U 1 3 1

Er A eksempelvis fais A° -A=|1 3 1 3| =|8 20 16
110 1 1 0

L3 3 410313381626

Det ses, hvad gelder generelt, at matricen AT . Aer kvadratisk og symmetrisk (om diagona-

len).Forudsat matricen A ikke er singuler, sa vil AT - A altid have en invers matrix, sa det er

-1
muligt at beregne (AT A)
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Matricer og linezre ligninger 9. Overbestemt ligningssystem

Formlerne, der skal anvendes ved benyttelse af regnemidler er:

Koefficienter C = (AT A)_1 -(ATB) Residualer: D= A*C-B

RMS: D, der er en sgjlematrix opfattes nu som en vektor d

Idet n er antal raekker i B bliver formlen 1/% .

Eksempel 9.2. Overbestemt ligningssystem (fortszettelse af eksempel 9.1).
1) Find den “lesning” til ligningssystemet

1.2¢, +1.0c, +41c; =63

13c, +3.2¢, +11c; =84

09c, +11Ic, +0.2¢c; =45

1.2¢, +3.5¢, +39¢, =104
som giver mindst mulig RMS-fejl.

2) Find endvidere residualerne og RMS-fejlen.
Losning:

) X :(ATA)_I (ATB)

2)

Koefficientmatrix A og hejre side B indtastes.

-1
TI-Nspire: C:= (AT -A) (AT -B)

2.62

Resultat: 1.52 | som er blevet gemt i matricen C.

044

Handkraft

Residualerne beregnes residualerne ved indsatning i de oprindelige ligninger:
r=12-262+1.0-1.518+4.1-0.437-6.3=0.153
r,=13-2.62+32-1.518+1.1-0.437-8.4=0.34
r;=09-262+1.1-1518+0.2-0.437-4.5=-0.385
r,=12-2.62+3.5-1.5184+3.9-0.437-10.4 = 0.238

2 2 2 2
RMS=\/O'153 +0.344 20.385 +0.238

98}
=

= 02946 ~ 029

TI-Nspire 0.153

. . _ )
Residualer: D= A-C-B d:=a-c—b »|0.345 rms — dotPldd) 0.29
-0.385 +

-0.238
RMS:

veelg \/_ » matricer og vektorer» vektor» prikprodukt» /4 n =4 er antal reekker i B

20

Heraf fdsc, =2.620, ¢, =1518, c; =0437 (her valgt at facit afleveres med 3 decimaler)
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Eksempel 9.3 Regressionsmodel
Ved et fysisk forseg har man malt felgende sammenherende vardier af X og y.

1

2

3

4

5

6

7

8

9

5.1

34

2.9

2.7

2.6

2.5

24

2.3

2.2

Punkterne tegnes ind i et koordinatsystem
TI-Nspire: Indsat “lister og regneark”™, Tal indtastes i1 to kolonner.
Velg “Diagrammer og statistik”. Der fremkommer et diagram med punkter.
Indlaeg x forneden og y i venstre side.

9. Overbestemt ligningssystem

Der viser sig sa nedenstaende punktplot.

Punkterne ligger n@ppe pa en ret linie, men snarere pé en hyperbel.

Man velger derfor modellen

b
y=a+—
X

(D.

Bestem ved mindste kvadraters metode konstanterne a og b.

Lesning:
Indseettes punkterne i ligning (1) fas 9 ligninger.

Koefficientmatrix A og hejre side B indtastes, og man bestemmer a og b af det overbestem-

te ligningssystem: X = (AT A)_1 -(ATB)

190989
1 1ar:
3.14989

Grafen tegnes sammen med punkterne.

|

315

21

dvs. kurven bliver y =191+ —



Matricer og linezre ligninger 9. Overbestemt ligningssystem

TI-Nspire Valg under dokumentvarktejslinien“Undersog data, Plotfunktion, skriv funktio-
nen.
Man ser, at punkterne ligger “tilfeeldigt” og taet omkring kurven.

6.0+

315
Mx) =1 91+—
x

At punkterne ligger taet og tilfeldigt omkring kurven kan ogsé indses ved at beregne residua-
lerne, og eventuelt RMS-fejlen.
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Grundlzggende operationer

10. Grundlaeggende operationer med TI-Nspire og TI89.
1) TI-Nspire

Oprette en matrix A: Lad matricen have 2 raekker og 3 sgjler

Veelg: Beregninger » Skriv a:=» Menu:Vaelg Matricer og Vektorer » Opret» Matrix» antal reekker=2,
antal kolonner = 3» OK  Udfyld skemaet med matricen A, ENTER

Regneoperationer

Transponeret matrix: A”: Skriva® Vaelg i menu Matricer og Vektorer » Transponerer
Produkt af 2 matricer A og B: Skriv a-b.

Determinant : Skriv det(A)

Danne en totalmatrix T ud fra koefficientmatrix K og hgjre side H.

Matricerne K og H indtastes. T:=augment(K,H)

Gauss elimination

Skriv rref(t) (eller benyt Matrix og Vektorer» Reduceret reekke echelon form» t )
Resultater som eksakte tal eller decimaltal:

Er tallene i udtrykket eksakte bliver facit eksakt.

Facit @ndres til decimaltal ved at markere tallet og veelg: CTRL+ Enter

Er der et tal i udtrykket med decimaler, bliver facit automatisk et decimaltal.

Onskes facit med et bestemt antal cifre :

Lommeregner :Menu, Indstillinger og status, Dokumentindstillinger, vis cifre

PC: File, Indstillinger,Indstillinger og status, Dokumentindstillinger, vis cifre

Onskes facit med 2 decimaler: Velges : Fast 2: 5/3 =1.67

Onskes facit med 2 cifre, vaelg “Flydende 2" 53=1.7

Onskes facit pA samme linie: Tryk pd hejre musetast i dokumentet og veelg “tilfej noter”
Tryk igen pa hejre musetast og vaelg “Indsaet Matematikfelt”

Gemme udskrifter som PDF-fil.

Skrive tekst i et teksbehandlingssystem som eksempelvis Word

Regne i Ti.Nspire . Overfore relevant udskrift ved at anvende “klippeverktaj/snipping tools”
Hentes :Valg “Start”, Alle programmer, Tilbeher , klippeverktej,

Engelsk: all programs , “seach all programms” skriv “shipping tools”.
Eller: brug Cutepdfwriter (led evt. Under “Google”) Lav PDF-fil.
2) TI-89
Oprette en matrix A: Lad matricen have 2 rekker og 3 sgjler
APPS, Data/Matrix » Enter» New » Udfyld Type = Matrix, Variable = A, antal reekker=2 og sgjler = 3,
ENTER, ENTER. Udfyld skemaet med matricen A, Home
Bemaerk:
a) Ofte er matricerne sa store, at man i “Historik™ feltet ikke kan se alle resultater. S& mé& man flytte feltet nedad
ved at holde tasten”pil opad” (se overste tastraekke) nede samtidig med at man bruger piletasten nedad.
b) Hvis man i naste opgave ensker igen at kalde en Matrix A, s& ma man i VAR-Link forst slette den tidligere
definerede matrix A.
Regneoperationer
Transponeret matrix A™: A » MATH »nr 4: MATRIX, ENTER nr 1: T » ENTER
Produkt af 2 matricer A og B: Skriv a*b
Invers matrix A Skriv A -1
Determinant : MATH »nr 4: MATRIX, ENTER »nr 2 det(a)
Danne en totalmatrix T ud fra koefficientmatrix K og hejre side H.
MATH »nr 4: MATRIX, ENTER »nr 7 augment(K,H)
Gauss elimination MATH »nr 4: MATRIX, ENTER »nr 4 rref(T)
Resultater som eksakte tal eller decimaltal:
Er tallene i udtrykket eksakte bliver facit eksakt.
Facit e@ndres til decimaltal ved trykke pa gul tast + Enter

Er der et tal 1 udtrykket med decimaler, bliver facit automatisk et decimaltal.
Onskes facit med et bestemt antal cifre : Vaelg Mode P Display Digits » Fix 6 (hvis 6 cifre)
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Matricer og linezre ligninger

OPGAVER

Opgave 1.
Los ligningssystemet uden brug af regnemidler
—X; —4X, +3%; =5

Opgave 2.

Los ligningssystemet uden brug af regnemidler
2%+ 3%, +7 X3 =14

Opgave 3.

Los ligningssystemet uden brug af regnemidler

2X; — 3X, -3x, =-13
—X; +2X, + X3 +3X, =11
X; — X, - Xy =—4
2X; —2Xy + X3 +2X4 =3
Opgave 4
X;+4 Xy —X3=-5
5X; +2X, =3%3 =1

Las ligningssystemet
BNINESSY =2X| + Xy + X3 =2

—X; +5X, =7
Opgave 5
Man ensker at fremstille 10 ton af en neringsblanding bestdende af 5 komponenter:
komponent onsket
skummetmalk kartofler abler sojamel blanding
mangde (ton): X, X, X3 X4 10
kulhydrat pr 100 g 5 20 10 25 15
protein pr 100 g 3 3 0 36 15
C-vitamin pr 100 g 1 10 7 0 6

For at kunne bestemme X, X,, X3 0g X, , sdledes at den ferdige blanding far det onskede
indhold af kulhydrater, protein og C-vitamin, opstilles ligningssystemet:

mangde: X+ X, + X3+ X, =10

kulhydrat: 5X; +20x, +10x; +25x, =150

protein:  3X; + 3X, +36x, =60

C —vitamin: X; + 10X, +7X; =60
Los ligningssystemet.
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Opgaver

Opgave 6.
Los ligningssystemet

Opgave 7

Indledningen (med petit) kan overspringes, da den ikke er nedvendig for opgavens lgsning.
Indledning.

En fabrik far til opgave at fremstille et produkt, der bl.a. skal indeholde 3.2 kg af stoffet I, 3.6 kg af stoffet II
og 3.3 kg af stoffet III. Rastoffernes A, B, C og D’s procentiske indhold af I, I og III fremgér af nedenstaende
tabel.

A B C D
I 20% 50% 30% 0%
II 10% 40% 30% 20%
I 30% 0% 20% 50%

Forudsat at alle ristofferne kan udnyttes, gnsker man at finde de antal kg X;, X, , X5 0g X4 af henholdsvis A,

B. C og D, der skal benyttes ved fremstillingen. Specielt enskes angivet den af de mulige lesninger, der giver
det mindste forbrug af det dyre rastof A.

Givet ligningssystemet

1) Find den fuldstaendige losning til ligningssystemet.

2X; +5 X, +3X;5

3X;

=32

2) Idet det antages, at X; 20, X, 20, X; >0,0g X, >0, skal man angive den losning til

ligningssystemet, der har den mindste verdi af X, .

Opgave 8

En virksomhed fremstiller 4 typer produkter 1, 2, 3 og 4. Under tilblivelsesprocessen skal
hvert produkt passere igennem alle virksomhedens 3 afdelinger, men beslaglaegger her
kapaciteten i forskellig grad:

1 enhed af type | 1 enhed aftype [ 1enhedaftype3 | 1 enhed af type
1 2 4
afdeling 1 5% 10 % 10 % 15 %
afdeling 2 10 % 5% 10 % 15 %
afdeling 3 20 % 10 % 15 % 10 %

Lad x; betegne “antal producerede enheder af type j ““1ien uge.

Safremt hver afdelings kapacitet skal udnyttes fuldt ud i denne uge, ma der geelde:

afdeling 2: 10X, + 5X, +10x; +15x, =100
afdeling 3: 20x; +10x, +15x5 +10x, =100

afdeling 1:
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Matricer og linezre ligninger

1) Vis, at ligningssystemet har en uendelighed af losninger og angiv herunder den
fuldsteendige losning ved hjelp af en parameter t.
Hvilke vaerdier af t kan forekomme i virkeligheden?
(husk, at X; 20, X, 20, X32>0, X, >0)

2) Hvad er det storste antal emner af produkttype 3, som virksomheden kan fremstille pr.

uge, nar der ikke mé vaere ledig kapacitet i nogen af de 3 afdelinger ?
( Bemark: | det matematiske fag “lineser programmering” behandles sddanne problemtyper - gerne med
mange flere variable, idet der benyttes specielle teknikker i forbindelse med edb ).

Opgave 9

12 1 -1
Idet A= L O} og B= {O J , skal man undersgge om folgende relationer galder:

1) (A+B)>=A>+2AB+B*.
2) A’-B?’=(A+B)A-B).

Foretag beregningerne uden brug af regnemidler.

Opgave 10

1 0 2 200
Lad A= og B= .
0-11 1 0-1

Beregn 2A+ 3B +5A—-2B, A-B" og ATB uden brug af regnemidler.

Opgave 11
2 1 3
Lad A=1 -1 2
1 2 1

Udregn A> —2A? —9A og A> —2A—9E , hvor E er en 3 X 3 enhedsmatrix.

Opgave 12
1 -3 2 1 4 10 2 1 -1 =2
LadA=(2 1 3|, B={2 1 1 1|jog C={3 -2 -1 -1
4 -3 -1 I -2 1 2 2 -5 -1 0

Vis,at A-B=A-C (trodsdetatB = C).

Opgave 13
Lad A<|' ' ogB=|® | Find A~ (BT)_l (ABT)™ og  (BAT)!
3 4] %773 T ’ g
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Opgaver

Opgave 14
1 0 2 I 11
Lad A=|0 0 1 og B=|0 1 1
010 0 01

Find 2A+B, B+2A, AB, BA, ATBT, A", B, (A7) og(AB)".

Opgave 15
Find den inverse matrix til hver af de felgende matricer:
111 0]
1 0 1
I 2 01 0 -1
1) 2) -1 1 0] 3)
2 5 1 1 2
I 0 2
12 1 0]
Opgave 16
0 300
2200 -1
Lad A= . Find A og (AT) .
1 02 2
0 0 01
Opgave 17
0 2 01
. . . . 0 0 1 1
Lad der vaere givet en invertibel matrix A=
1 000
01 00
1
1 e
Idet B = 1L skal man lgse matrixligningen AX = B ved anvendelse af A™".
1
Opgave 18

P4 et laboratorium analyseres en blanding af 4 organiske stoffer kvantitativt ved maling af et
ultraviolet-spektogram. Heraf fis felgende ligningssystem for koncentrationerne c;, C,, C,

og C, (millimol / liter ) :

5.00c, +1.00c, +1.00c, =300

6.00c, +2.00c; +1.00c, =50.0
1.00c, +1.00c, +5.00c, =330
5.00c, +1.00c, +5.00c, =70.0

Find ¢,, C,, C; og C,, ved anvendelse af A™.
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Opgave 19
Find veardien af determinanten
7 4 2 1
16 9 9 2
23 16 13 3
7 4 4 1
Opgave 20

a) Beregn determinanten for koefficientmatricen i folgende ligningssystem:
X;+ Xy +5X3+2X, =3
—X| +2X, +4X3 +2X, =6
2Xy +3X, +3X53 +2X, =4
3X; +3X, +3X; =2
b) Les ligningsystemet.

Opgave 21.
Mellem variablene x og y gelder den teoretiske sammenhang y = A+ Bx+ Cx* + D2%°*
Fra laboratoriet er der kommet folgende maledata:

X 0 1 2 3
y 2 0 4 | 13

Opstil 4 ligninger til bestemmelse af konstanterne A, B, C, D og find derpa A, B, C og D.

Opgave 22
a) Beregn determinanten

-1 2 a 1
a-3 2 2a 0
—-4a+7 -2 0 0
-2a+6 -6 -3a -2
b) Los ligningssystemet for alle vaerdier af parameteren a.
=X +2Xy +axXy +Xq4 =2
(@a—=3)X] +2Xy +2ax3 =2
(—4a+T7)X; —2Xy =2
(—2a+6)X] — 6%y —3ax3 —2X4 =—6
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Opgaver

Opgave 23
a) Beregn determinanten
a 1l -1 I+a
0 -1 a+1 0
D=l o -1 1
01 O a
b) Les nedenstidende ligningssystem for de vaerdier af a, for hvilke determinanten D er 0.
ax; +X, -X;+(1+a)x, =0
—X, +(@+1)x; =1
X — X3 +Xy =2
Xy +ax, =-2
Opgave 24

Der er givet ligningssystemet
ax; + X, +(2a+3)x; =7
2ax; +4x, +(3a+4)x; =12
3ax; +5x, +(2a+4)x; =13

Los ligningssystemet for de vaerdier af a, for hvilke ligningssystemet har netop én lgsning.

Opgave 25
Benyt Cramers metode til at finde X, af nedenstdende ligningssystem.

— X1 +2X) + X3+ X4 =2
—2X1 +2Xy +2X3 =4
3X1 —2Xy =-2
4X) —6Xy —3X3 —2x4 =—1

Opgave 26
Benyt Cramers metode til at finde X, af nedenstdende ligningssystem.

— Xy +3X3 =1
X4 — X3+ X4 =2
X5 +2%x,4 =1
Opgave 27
De tre vinkler 1 en trekant ABC er mélt til 0.53, 1.34, og 1.32(radianer).
A=053
Find den “lgsning” til det overbestemte ligningssystem | B = 1.34
7—A-B=132

som giver mindst mulig RMS-fejl.
Find endvidere residualerne og RMS-fejlen.
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Opgave 28
Mellem de variable X, y, z, w gelder den teoretiske sammenhaeng w= Ax+ By +Cz.

Fra laboratoriet er der kommet folgende maledata:

X y z | w
1 0 0 [0.0
0 1 0 [1.0
0 0 1 ]0.1
0 1 1 {09
1 1 0 |12

1) Opstil 5 ligninger til bestemmelse af konstanterne A, B, C.

2) Find derpa konstanterne A, B, C, idet RMS-fejlen pa de 5 ligninger skal vare mindst
mulig.

3) Find endvidere residualerne og RMS-fejlen.

Opgave 29

To tryk p, og p,samt differencen p, — p, er mélt med samme nejagtighed:
p; 10
Py ® 5
Pi-Py~6

Find p, og p, “bedst muligt”.

Opgave 30
Der skal fremstilles 1 ton af et produkt ved at blande 3 révarer (alle tal er i veegt % ):
ravare nr 1 ravare nr 2 ravare nr 3 | ensket produkt
protein 0% 10 % 20 % 10 %
fedt 30 % 10 % 0 % 20 %
kulhydrat 20 % 30 % 10 % 20 %

Afrdvarer bruges X;ton afnr 1, X, tonafnr2 og 1-X; —X, tonafnr 3.

1) Opstil 3 ligninger til bestemmelse af X; 0g X, .

2) Find derpa X,o0g X,,idet RMS-fejlen pa de 3 ligninger skal vare mindst mulig.
3) Find til sidst residualerne og RMS-fejlen.

Opgave 31
x=11
. o x—y=1
Der foreligger folgende ligningssystem: X+y+z=3]
y+z=12

1) Vis, at ligningssystemet ikke har nogen eksakt losning.
2) Les ligningssystemet “bedst muligt”, (dvs. saledes at RMS-fejlen bliver mindst mulig ).
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Opgaver

Opgave 32
For en bestemt proces, har man malt, at der geelder felgende overbestemte ligningssystem

X+y =200
y+z=4.00
X +z=500
X—Y =0.00
X —-z=-100

a) Los ligningssystemet “bedst muligt”, (dvs. sdledes at RMS-fejlen bliver mindst mulig ).
b) Find RMS-fejlen for den i spergsmél a) fundne losning.

Opgave 33
Ved et forsgg har man malt felgende sammenhorende vardier af x og y.

X 1.1 |19 |32 [43 |48
y 6.1 |76 |88 [9.6 |9.8 °

Punkterne blev indlagt i et koordinatsystem, og pa basis heraf o
vurderede man,at y=a+Db- VX med tilnermelse kunne

angive sammenhangen mellem x og y. o
a) Find a og b.
b) Beregn residualerne
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Facitliste

1 (13,-9,-6)

2 eksempelvis (4-2x, , 2 - X;, X; f1i)

3 (1411

40

5(3,51,1)

6  cksempelvis (-%+%x4,%—%x4,%—%x4,x4)

(11 115 : 2021
7 1) eksempelvis (—§+§x4,—?+§x4,17—3x4,x4 frl) (2) (3,0,?,?)

8 1) eksempelvis (—%+%x4,—23—°+%x4,20—4x4,x4 fri), X, e[4;5]  2) 4

9 1)nej 2) nej

[0 0 14 2 -1 2 00

10 -1 0 1
1 -7 6 0 -1
- 5 0 -1
(0 0 o] [-5 5 5

11 0 0 0 1 -1 -1
0 0 0 3 -3 -3

12 -

13 4 1] [-1 3 -13 4 -13 10
-3 1 1 -2 10 -3 4 -3
315 315 1 1 3 1 13 1 00 1 -2 0 1 -1

14 01 3/,J0 1 3[,J]0o 0 1[,/0 1 1|, |t 1 1]/,]0 0o 1|, |0 1
02 1] (0 2 1 o1 1 {01 0 310 0o 1 0 0 0

2 -1 -1 0
5 -2 20 -1 10 0 1
15 1)[ }2)21—1 3)
-2 1 0 1 1 -1
-1 0 1
-1 -1 0 1
1 1 1 1 1
‘13500 ‘1§§31°

O R B
< 43 ! 0 0 1 0
10 0 0 1 0 0 -1 1
(2
1

17
2
-1

18 (3,5,5,10)

19 -12

20 1)60 2) (_1%,%,%)
21 (-6,0,2, 1)

22 a) 2a(2-a)b)az0raz2:(0,1,0,0) a=0:(0,1,%;0) a=2: (xs.1-Lx,. x4, %,)
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23

24
25
26

27
28

29
30

31

32
33

Stikord

a) 2a’-a-1
: —1-(3 _——
b) eksempelvisa=1: (E—%x4,—2—x4,—%—%x4,x4), X, fri a——%: 0,—2+%X4,—2+X4,X4

3 1 2
R s ,az-1,a#0
a+l a+1 a+1

-17
17
11
A=0.514,B=1.324,1,=1,=1,=-0.016 , RMS =0.016
(A,B,C)=(0.1,1,0) r,=01 r,=0, r3=—-01, ;=01 rs=-01 RMS=0.089
4
3°73
1) - 2)(0.5429,02) 3) 1, =-00286, r,=-00171, r,;=-000571, RMS =—-=0.019518
( 41 ,ﬂ,ﬂj = (1366,0.366,11)
30, 30 10
a) (%,1,3) b) RMS= fzo.sms

a) (2.9617,3.1945) b) (0.2122, -0.2350,-0.1238, -0.0140, 0.1606)

33



Matricer og linezre ligninger

STIKORD

A
addition af matricer 9

B

C
Cramers sa&tning 17

D
determinant 13
Diagonal 1 matrix 9

E
echelon matrix 3
enhedsmatrix 11

F
facitliste 33

G
Gaus elimination 4
Grundlaggende operationer med Maple 23

H

I
invers matrix 11
invertibel matrix 10, 14

K
koefficientmatrix 1, 11
kvadratisk matrix 11

L
ligningssystem hvor koefficientmatrix er
invertibel 10

ligningssystem , netop en lgsning 6
uendelig antal lgsninger 7
ingen lgsninger 7

lineaert ligningssystem 2

ligningssystem med parameter 15

M

matrix 8
transponeret 8
echelon 3

34

N

0

enhedsmatrix 11
invers 11
kvadratisk 11
rang 5
regneregler 9
multiplikation 10
addition 9

overbestemt ligning 17
Opgaver 25

P

pivotelement 3

R

rang af matrix 5

reciprok matrix 11

regression 21

residual 18

RMS- fejl 18

rekke 8

rref , reduced row echalon form 5
reekkeakvivalente operationer 3

S

singuler matrix 11
symmetrisk matrix 8
sojle 8

T

TI-Nspire

AB 10

AT 8

Al 11

determinant 14

Gaus elimination 5

grundlaeggende oprationer 23

ligningsystem med parameter 15
overbestemt ligningssystem 20

regression 21

totalmatrix 1
transponeret matrix 8
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