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FORORD

Dette notat giver en kort gennemgang af de grundlaeggende begreber i sandsynlighedsregning.
Det forudsettes, at man har radighed over en “matematiklommeregner” som eksempelvis Ti §9.

En reekke noter indenfor matematik og statistik kan findes pa adressen www.larsen-net.dk

Nogle af noterne er beregnet for det gymnasiale niveau, andre er beregnet pa et mere videregdende
niveau.

Noterne er i pdf - format.

Maj 2007 Mogens Oddershede Larsen
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1.2 Sandsynl i ghed

1. Definitioner og regneregler

1.1 Indledning

Tilfzeldigt eksperiment (engelsk : random experiment)

Ved et “tilfaeldigt eksperiment forstas et eksperiment, som kan resultere i forskellige udfald, selv
om eksperimentet gentages pa samme made hver gang. Man kan ikke pa forhand forudsige,
hvilket udfald der vil indtraffe.

Eksempler pa tilfzeldige eksperimenter

1) Bestér eksperimentet i kast med en terning ved vi, at vi vil fa et af udfaldene 1,2,3,4,5,6
(Udfaldsrummet U = {1, 2, 3, 4,5, 6}), men man kan ikke forudsige udfaldet

2) Bestar eksperimentet 1, at vi som i eksempel 1.4 tilfaeldigt udtager en patient og méler pH
vaerdien 1 hans kna, ved vi maske at vaerdien vil ligge mellem 5 og 10 ( Udfaldsrummet
U =[5;10]), men vi kan ikke forudsige resultatet.

3) Bestdr eksperimentet 1, at vi tilfeldigt udtrekker en valger, og sperger hvilket parti
vedkommende vil stemme pé hvis der var valg i morgen, sé er udfaldsrummet de forskellige
opstillingsberettigede partier.

En delmengde af udfaldsrummet kaldes en haendelse.
Eksempel: A: at fi et lige ojental ved kast med en terning

1.2. Sandsynlighed

Det er en erfaring, at oges antallet af gentagelser af et eksperiment, vil den relative hyppighed
af en handelse A4 stabilisere sig mod en bestemt verdi.("de store tals lov"), som si kaldes
“sandsynligheden for A og ben@vnes P(4) (P = probability) .

Eksempel 1.1. De relative hyppigheders stabilitet

Et eksperiment bestar i at kaste en terning, og h&endelsen 4 bestér i at fa et lige gjental. Terningen
kastes nu 100 gange, og man far et lige gjental 55 gange. Eksperimentet udferes igen 100 gange,
og man far 4 47 gange. Igen kastes 100 gange, og man far nu 4 57 gange. Til sidst kastes 100
gange, og man fir 4 40 gange.

Eksperimentet foretages nu i serier pd 1000 gange, hvor man hver gang optaller antal gange A
forekommer. Resultaterne vises i folgende tabel:

Serier pa 100 gentagelser Serier med 1000 gentagelser

1 2 3 4 1 2 3 4
Antal gange A4: et lige ojental | 55 [ 47 | 51 40 486 508 488 | 509
Relativ hyppighed 0.5510.4710.51 [ 0.40 | 0.486 [ 0.508 [0.488 [ 0.509

Det ses, at med 1000 gentagelser er de relative hyppigheder tettere samlet (ligger mellem 48,6%
og 50,9%) end hvis man kun kastede 100 gange (mellem 40% og 55%). Hvis terningen var en



1. Definitioner og regneregler

egte terning(fuldsteendig homogen og symmetrisk), métte man pa forhind forvente, at det tal,
som de relative hyppigheder grupperede sig omkring, var tallet 0.5. Man vil derfor sige, at
sandsynligheden for at fa et lige gjental er 0.5, eller kort P(4) = 0.5.

1.3 Grundlaeggende begreber
I det folgende vil eksempel 1.2 blive benyttet til illustration af definitioner og begreber.

Eksempel 1.2. Gennemgiende eksempel.
En fabrik har erfaring for, at den daglige produktion af glasfigurer indeholder 10 %
misfarvede, 20% har ridser, og 1 % af produktionen er bade ridsede og misfarvede.
Et eksperiment bestar i tilfeldigt at udtage en glasfigur af produktionen. Lad 4 vere
handelsen at fa en misfarvet og lad B vare haendelsen at fi en ridset.
¢

Komplemtzermzaengden til A benzvnes (A eller A4 o g er
mangden af alle udfald i udfaldsrummet U, der ikke er i A
(den skraverede mangde pa figur 1.1).

Eksempelviser A ieksempel 1.2 mengden af alle glasfigurer,
der ikke er misfarvet.

Idet P (A )= 0.1 ses umiddelbart, at P(A4) =1-P(4)=0.9.

Fig. 1.1. Komplementermcengde

Vi har derfor klart folgende satning:| P(4) =1-P(A)

Fzllesmaengden til A og B benzvnes 4 N B oger |
mangden af alle udfald 1 udfaldsrummet U, der tilhorer
bade A og B (Den skraverede mangde i figur 1.2 ).

Eksempelviser A N B ieksempel 1.2 mangden afalle
glasfigurer, der bade er misfarvede og ridsede.
Af eksemplet folger, at P(4N B)=0.01. A B

Fig 1.2. Feellesmeengde



1.4 Additionss&tningen

Foreningsmzengden af A og B benevnes 4 U B og
er mengden af alle udfald i udfaldsrummet U, der
enten tilhorer A eller B eventuelt dem begge (den
skraverede mangde pa figur 1.3 )

Eksempelvis er AU B i eksempel 2.1 mangden af
alle glasfigurer, der enten er misfarvede eller ridsede
eventuelt begge dele.

Fig. 1.3 Foreningsmeengde

Ukaldes for den sikre hzendelse, dens komplementere haendelse for den umulige hzendelse 0.
PO) =0

En haendelse, som kun indeholder ét udfald, kaldes en elementarhandelse.

To maengder hvis fellesmangde er tom kaldes disjunkte.

1.4. Additionssztning
Ved betragtning af fig.1.4 ses umiddelbart ved at betragte de skraverede arealer, at der geelder

Additionssztning: P(AU B)= P(A)+ P(B)— P(AN B).

=1 CD|+| O] - | AD

P(AUB) — P(A) + P(B) - P(ANB)

Fig.1.4 Additionsscetning
I eksempel 1.2 er P(Au B)=0.1+0.2-0.01=0.29.



1. Definitioner og regneregler

1.5. Betinget sandsynlighed
For nogle haendelser 4 og B geelder, at P(A N B) = P(A)- P(B), men denne formel geelder ikke
generelt. Eksempelvis er i eksempel 1.2 P(A)- P(B)=0.1-02=0.02# P(AN B).

For at fa en mere generel regel indferes P(B ‘A) som kaldes sandsynligheden for, at B
indtraeffer, nir A er indtruffet (den af 4 betingede sandsynlighed for B).

For at forklare den folgende definition, vil vi simplifi- | U
cere eksempel 1.2, idet vi antager, at den daglige
produktion er 100 glasfigurer. I s& fald er der 10
misfarvede figurer, 20 ridsede figurer, og 1 figur der er
bade misfarvet og ridset.

Hvis vi begrenser vort udfaldsrum til A, sa er

1
P(BA)_I_l()()_P(AmB) A B
10 170 P(4) Fig. 1.5 Taleksempel
100

Denne beregning begrunder rimeligheden i folgende definition:

Den af A betingede sandsynlighed for B P(B ‘A) (eller sandsynligheden for, at B indtraeffer,
P(AN B)

nér A er indtruffet ) defineres ved P(B ‘A) =
P(4)

Ved multiplikation fas

Produktsztningen: P(ANB)=P(A)-P(B |A) .

Benyttes produktsatningen pa eksempel 1.2 fas P(A B)= P(A4)- P(B \A) =01-01=001.

Eksempel 1.3: Betinget sandsynlighed.

En beholder indeholder 3 rade og 3 hvide kugler. Vi udtraekker successivt 2 kugler fra urnen.

Vi betragter folgende 2 hendelser:

A: Den forst udtrukne kugle er rod. B:  Den anden udtrukne kugle er rod.

Beregn P(An B) hvis

1) kugleudtrekningen foregar, ved at den forst udtrukne kugle leegges tilbage for den anden
udtraekkes.

2) kugleudtrekningen foregdr, ved at den forst udtrukne kugle ikke leegges tilbage for den anden
udtraekkes.

Lesning

1) Her er P(B \A) =2 og derfor ifelge produktsetningen P(4A N B)= P(A)- P(B \A) =1

2) Her er P(B|A) =2 og derfor P(AmB):%-%:é



1.5 Betinget sandsynlighed

Bayes s@tning
For to hendelser A og B for hvilken P(4) > 0 gelder

P(B)- P(A|B)
P(A4)

Bayes sztning: P(B | A) =

Bevis:

Af definitionen pa betinget sandsynlighed og produktsatningen fés P(B|4) = P(AnB) _P(Bnd) P(B) P(4 2)

P(A) P(4) P(A)

Bayes s@tning gor, at det er let at omskrive fra den ene betingende sandsynlighed til den anden.
Dette er tilfaeldet, hvis den ene af de to betingede sandsynligheder P(B |A) og P(A |B) er meget

lettere at beregne end den anden.

Eksempel 1.4 (Bayes satning)

I en officeruddannelse kan man valge mellem en “teknisk™ linie og en “operativ”linie. Pa en
bestemt argang har 60 % valgt den operative linie og af disse er 20% kvinder. Pa den tekniske
linie er 10% kvinder.

Ved lodtrekning vaelges en elev.

a) Find sandsynligheden for, at denne er en kvinde.

Ved ovenstiende lodtrekning viste det sig at eleven var en kvinde.

b) Hvad er sandsynligheden for, at hun kommer fra den tekniske linie.

Lesning:

Vi definerer folgende hendelser:

T: Den udtrukne er tekniker

K: Den udtrukne er en kvinde.

a) P(K)=P(TK)+P(ONK)= P(K|T)- P(T)+ P(K|0)- P(0) = 01-04+02-0.6 = 016 = 16%
P(K|T)-P(T) _01-04 1

—=25%
P(K) 016 4

En anden metode ville det vaere, at antage, at der bliver optaget 100 elever.
Vi har sé felgende skema

b) Af Bayes s@tning fas: P(TIK) =

Kvinder I alt

Operativ | 12 60
Teknisk | 4 40
. : 16 4 .
Heraf fas umiddelbart P(K) = 100" 16% og P(T|K) = 16 25%



1. Definitioner og regneregler

1.6. Statistisk uafhengighed.

To handelser A og B siges at vere statistisk uathangige, saifremt P(4A N B)= P(A)- P(B).
Navnet skyldes, at vi i dette tilfelde har P(B|4)= P(B) og P(A4|B)=P(A4), siledes at
sandsynligheden for, at den ene haendelse indtreffer, ikke athaenger af, om den anden haendelse
indtraeffer.

Eksempelvis ved kast med en terning, sa vil sandsynligheden for at fa en sekser i andet kast vaere
uathangigt af udfaldet i forste kast, sdledes at sandsynligheden for at fi 2 seksere 1 de forste 2
kaster |- .
Definitionen af statistisk uathaengighed generaliseres til flere haendelser end 2, siledes at der i
tilfeelde af 3 uathaengige handelser 4,, 4, og A4, ogsa galder:

P(4, " A4, A4;)= P(4))- P(4,)- P(4;).



Opgaver til kapitel 1

Opgaver

Opgave 1.1

I en mindre by viser en undersogelse, at 60% af alle husstande holder en lokal avis, mens 30%
holder en landsdeekkende avis. Endvidere holder 10% af husstandene begge aviser.

Lad en husstand vere tilfeldig udvalgt, og lad 4 vere den haendelse, at husstanden holder en
lokal avis, og B den handelse, at husstanden holder en landsdekkende avis.

Beregn sandsynlighederne for nedenstdende handelser.
C: Husstanden holder begge aviser .
D: Husstanden holder kun den lokale avis.
E: Husstanden holder mindst én af aviserne.
F: Husstanden holder ingen avis
G: Husstanden holder netop én avis.
Det vides nu, at den tilfeeldigt valgte husstand holder den landsdaekkende avis.
H: Husstanden holder den lokale avis.

Opgave 1.2

1) I figur 1 er vist et elektrisk apparat, som kun fungerer, hvis enten alle komponenter 1a, 1b og
Iciden gverste ledning eller alle komponenter 2a, 2b og 2c¢ i den nederste ledning fungerer.
Sandsynligheden for at hver komponent fungerer er vist pd tegningen, og det antages, at
sandsynligheden for at en komponent fungerer er uathengig af om de gvrige komponenter
fungerer.

la Ib lc
0.95 0.8 0.95 _
1) Hvad er sandsynligheden for at appara-
p L0 tet 1 figur 1 fungerer.
0.9 0.9 0.85 —
2a 2b 2
Fiour 1
la b le 2) I figur 2 er vist et andet elektrisk apparat,

0.8 ().95} som tilsvarende kun fungerer, hvis alle de
tre kredsleb I, II og III fungerer, og det er

. i Q kun tilfeldet hvis enten den everste eller
0.9 0.85 }_ den nederste komponent fungerer. ‘
: Hvad er sandsynligheden for at apparatet i
- 2b 2 figur 2 fungerer.



1. Definitioner og regneregler

Opgave 1.3

Tre skytter skyder hver ét skud mod en skydeskive. De har treffesandsynligheder 0.75, 0.50 og
0.30.

Beregn sandsynligheden for

1) ingen treffere, 2) én treeffer, 3) to treeffere,  4) tre treeffere.

Opgave 1.4

En “terning” har form som et regulart polyeder med 20 sideflader. Pa 4 sideflader er der skrevet
1, pa 8 sideflader er der skrevet 6 mens der er skrevet 2, 3, 4 og 5 pa hver 2 sideflader.

Find sandsynligheden for i tre kast med denne terning at fa

1) tre seksere

2) mindst én sekser

3) enten tre seksere eller tre enere

Opgave 1.5

En virksomhed fremstiller en bestemt slags apparater. Hvert apparat er sammensat af 5

komponenter. Heraf er 3 tilfaeldigt udvalgt blandt komponenter af typen a og 2 blandt

komponenter af typen b. Det vides, at 10% af a-komponenterne er defekte og 20% af b-

komponenterne er defekte. Et apparat fungerer hvis og kun hvis det ikke indeholder nogen defekt

komponent.

Der udtages pa tilfeeldig made et apparat fra produktionen. Lad os betragte hendelserne:

A: Det udtagne apparat indeholder mindst 1 defekt a-komponent.

B: Det udtagne apparat indeholder mindst 1 defekt b-komponent.

1) Find P(A), P(B)og P(AN B).

2) Find sandsynligheden for, at et apparat, der pé tilfaeldig méde udtages af produktionen ikke
fungerer.

3) Et apparat udtages pa tilfeldig mide fra produktionen og det konstateres ved afprevning at
det ikke fungerer. Find sandsynligheden for, at apparatet ikke indeholder nogen defekt a-
komponent.

Opgave 1.6

To skytter konkurrerer ved en turnering. De har hver én patron og skyder mod en skive som giver
10 point, hvis et centralt omrade af skiven rammes og ellers 5 point. Rammes skiven ikke noteres
0 point.

Skytte A’s dygtighed kan beskrives ved, at han 1 et skud har samme sandsynlighed for at fa 10
points, 5 points eller 0 points.

Skytte B er dygtigere, idet hans sandsynligheder for at ramme er givet ved

Pointsy | 10 |5 0
P(y) 0.6 10.3 [0.1
B har imidlertid fiet en defekt patron med, der har sandsynligheden 50% for at fungere.

1) Beregn sandsynligheden for, at A vinder.
2) Det oplyses, at A vandt konkurrencen. Beregn sandsynligheden for, at B opnaede 5 points.




2.2 Multiplikationsprincippet

2. Kombinatorik

2.1. Indledning:

Safremt et udfaldsrum U indeholder » udfald som alle er lige sandsynlige, vil sandsynligheden
for hvert udfald vaere P(u) = % .

En handelse 4 som indeholder a udfald vil da have sandsynligheden P(A4) = .

Dette udtrykkes ofte kort ved at sige, at sandsynligheden for 4 er antal gunstige udfald i 4
divideret med det totale antal udfald i udfaldsrummet.

I sddanne tilfzlde, bliver problemet derfor, hvorledes man let kan optelle antal udfald. Dette kan
ofte gares ved benyttelse af kombinatorik.

2.2. Multiplikationsprincippet

Multiplikationsprincippet: Lad et valg besté af n delvalg, hvoraf det forste valg
har r; valgmuligheder, det naste valg har r, valgmuligheder, . .. og det n’te valg har

r, valgmuligheder.

Det samlede antal valgmuligheder er da 7, -, ...,

Multiplikationsprincippet illustreres ved folgende eksempel.

Eksempel 2.1

En mand ejer 2 forskellige jakker, 3 slips og 4 forskellige fabrikater skjorter.

P& hvor mange forskellige mader kan han sammensatte sin paklaedning af jakke, slips og skjorte.
Leosning:

1) Valg af jakke giver 2 valgmuligheder

2) Valg af slips giver 3 valgmuligheder

3) Valg af skjorte giver 4 valgmuligheder

Ifelge multiplikationsprincippet giver det i alt 2-3-4 = 24 muligheder

Man kunne illustrere losningen ved folgende “forgreningsgraf™

Skjorter

Jakker



2. Konbinatorik

2.3 Ordnet stikproveudtagelse

Lad os teenke os vi har en beholder indeholdende 9 kugler med numrene 1, 2, 3, ..., 9.

Vi udtager nu en stikpreve pa 4 kugler. Det kan ske

1) uden tilbagelegning: En kugle er taget op, nummeret noteres, men den leegges ikke tilbage
inden man tager en ny kugle op.

2) med tilbagelaegning: En kugle tages op, nummeret noteres, og derefter leegges kuglen tilbage
inden man tager en ny kugle op. Man kan folgelig fa den samme kugle op flere gange.

Ved en ordnet stikproveudtagelse legges vaegt pa den rekkefolge hvori kuglerne udtages, .
dvs. der er forskel pa 2,1,3,5 og 3,1,2,5

2.3.1 Uden tilbagelaegning

Eksempel 2.2. Ordnet uden tilbagelegning

I en forening skal der blandt 10 kandidater vaelges en bestyrelse

P& hvor mange forskellige méder kan man sammensatte denne bestyrelse, hvis

1) Bestyrelsen bestér af en formand og en kasserer

2 Bestyrelsen bestar af en formand, en nastformand, en kasserer og en sekretar.

Losning:
1) En formand valges blandt 10 kandidater 10 valgmuligheder
En Kasserer vaelges blandt de resterende 9 kandidater 9 valgmuligheder

Dader for hvert valg af formand er 9 muligheder for kasserer, folger af multiplikationsprincip-
pet, at det totale antal forskellige bestyrelser er 10-9=90 .

2) Analogt fés ifelge multiplikationsprincippet at antal forskellige bestyrelser
10-9-8-7 = 5040
Ti 89: MATH \ Probability\ nPr \ ENTER . Resultat: nPr(10,4) = 5040
¢

Eksempel 2.2 begrunder folgende definition

Permutationer. Antal mader (reekkefolger eller “permutationer’) som m elementer kan udtages
(ordnet og uden tilbagelaegning) ud af n elementer er P(n,m)=n-(n—1)-(n—2)-...(n—m+1)

n fakultet (n udrabstegn) n!=n-(n—-1)-(n—-2)-...-2-1
Endvidere defineres 0! =1.

Eksempel 2.3. n fakultet

En pentapeptide bestar af en keede af folgende 5 aminosyrer: alanine, valine, glycine, cysteine,
trypophan. Den har forskellige egenskaber athengig af den reekkefolge de 5 aminosyrer sidder
1 keeden. Hvor mange forskellige typer pentapeptider er der mulig at danne ?

Leosning:

Da rakkefolgen spiller en rolle er antallet af pentapeptider = 5!=5-4.3.2-1.

TI 89: 5 MATH \ Probability\ ! \ ENTER . Resultat: 5! =120

10



2.4 Uordnet stikprgveudtagel se

2.3.2 Med tilbagelaegning

Eksempel 2.4. Ordnet, med tilbagelaegning

I en forening skal 4 tillidshverv fordeles mellem 10 personer. En person kan godt have flere
tillidshverv. Pa hvor mange forskellige méder kan disse hverv fordeles.?

Losning:

Tillidshverv 1 placeres. 10 valgmuligheder
Tillidshverv 2 placeres 10 valgmuligheder
Tillidshverv 3 placeres 10 valgmuligheder
Tillidshverv 4 placeres 10 valgmuligheder
I alt (ifelge multiplicationsprincippet) 10-10-10-10=10*

¢

2.4. Uordnet stikproveudtagelse

Eksempel 2.5 Uordnet uden tilbagelaegning
En beholder indeholdende 5 kugler med numrene &y, k, k3 k4 ks

Vi udtager nu en stikprove pa 3 kugler uden tilbagelegning. Rakkefolgen kuglen tages op er
uden betydning, dvs. der er ikke forskel pd eksempelvis k,k4,k, 08 k4, k) k,
Hvor mange forskellige stikprover kan forekomme?
Lesning:
Antallet er ikke flere end man kan foretage en simpel optelling:

{ky kg ks ey ey ey ey Ty des M ke b by by b des M by ke by e e ks by by s i3, ke s |
Antal stikprever = 10

¢

Det er klart, at ren optaelling er uoverkommeligt, hvis mangden er stor.

Definition af kombination
Lad M veare en mangde med n elementer.
En delmangde af M med r elementer kaldes en kombination af med r elementer fra M.

n
Antallet af kombinationer med » elementer betegnes K(n,r) eller ( j (n over r).
r

Seaetning 2.1 (Antal kombinationer).
n!

Antal kombinationer med r elementer fra en mangde pa n elementer er K(n,r) = ﬁ
re-\n—r).

Bevis: Beviset knyttes for enkelheds skyld til et taleksempel, som let kan generaliseres.

Lad os antage, vi pa tilfeldig made udtager 3 kugler af en kasse, der indeholder 5 kugler med numrene
ki ky, kg kg ks,

11



2. Konbinatorik

Vi skal nu vise, at £(5,3) = =i

3121
Lad os forst ga ud fra, at reekkefolgen hvori kuglerne treekkes er afbetydning, Der er altsa eksempelvis forskel pd &, &, &,
og k,,k,,k, . Dette kan gores pd P(5,3) = 5-4-3 mader.
Hvis de 3 kugler udtages, sa rackkefalgen ikke spiller en rolle, har vi vedtaget, det kan geres pa K(5,3) mader. Lad
en af disse mader vare k,,k,,k, . Disse 3 elementer kan ordnes i reekkefolge pa 3!=3-2-1méader.

. . P(5,3) 543 5.4.3.2.1 5!
Vi har folgelig, at P(5,3)=K(5,3)~3!c>K(5,3)=T®K(5,3)= FTRRETETETey ‘

Eksempel 2.6. Antal kombinationer

I en forening skal der blandt 10 kandidater vaelges 4 personer til en bestyrelse
P& hvor mange forskellige mader kan man sammensatte denne bestyrelse?
Losning:

Antal méder man kan sammensatte bestyrelsen er

K(10.4) = 10! _ 10-9-8-7
41-6! 4!

TI 89: 5 MATH \ Probability\ nCr \ ENTER . Resultat: nCr(10,4) =120

=10-3-7 =210 mader

¢

Som tidligere nevnt finder man ofte sandsynligheden for en handelse 4 ved at beregne antallet
af gunstige udfald i 4 og dividere det med det totale antal udfald i udfaldsrummet.
Det folgende eksempel illustrerer dette.

Eksempel 2.7. Beregning af sandsynlighed

Fra et almindeligt spil kort (52 kort) treekkes 5 kort.

Find sandsynligheden for, at fa pokermeldingen “Full-house” dvs. tre kort har samme talvaerdi
og de to andre har samme talvaerdi ( f.eks. tre femmere og to knaegte).

Lesning:

Vealge 3 esser ud af 4 esser K(4,3) = 4 valgmuligheder

Da der er 13 kort 1 en farve, sa kan man valge 3 med samme talvaerdi pa 13-4 =52 mader.
Velge 2 konger ud af 4 konger K(4,2) = 6 valgmuligheder

Da man ikke mé valge den talvaerdi, hvor man har udtrukket 3 kort fra,

sd kan man velge 2 med samme talvaerdi pd12-6 = 72 mader

Antal gunstige er derfor ifelge multiplikationsprincippet 52-72 = 3744

Det totale antal mader man kan udtage 5 kort ud af 52 kort er K(52,5) = 2598960

3744
P(Full House) = —— = 0.00144 = 0.144%
2598960
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2.5 Hypergeometrisk fordeling

2.5 Hypergeometrisk fordeling

Afserlig interesse er den sakaldte “hypergeometriske fordeling”, som bl.a. finder anvendelse ved
kvalitetskontrol af varepartier (jeevnfer eksempel 2.9),ved markedsundersggelser, hvor man uden
tilbagelegning udtager en reprasentativ stikprove pa eksempelvis 500 personer

I det folgende eksempel “udledes” formlen for den hypergeometriske fordeling.

Eksempel 2.8. Hypergeometrisk fordeling

I en forening skal der blandt 5 kvindelige og 8 mandlige kandidater valges en bestyrelse pa 4
personer. Find sandsynligheden for, at der er netop 1 kvinde 1 bestyrelsen..

Losning:

X = antal kvinder i bestyrelsen

At der skal veere netop 1 kvinde i1 bestyrelsen forudsatter, at vi udtager 1 kvinde ud af de 5
kvinder og 3 mand ud af de 8 meand.

Atudtage 1 kvinde ud af 5 kvinder kan gores pa K(5,1) mader

At udtage 3 mend ud af 8 mand kan geres pa K(8,3) mader.

Antal gunstige udfald er ifelge multiplikationsprincippet K(5,1)-K(8,3)

Det totale antal udfald fas ved at udtage 4 personer ud af de 13 kandidater

Dette kan gores pa K(13,4) mader.

P(X:I):w=0.3916 ¢
K(134) — =——

Definition af hypergeometrisk fordeling.

Lad der 1 en beholder befinde sig N kugler, hvoraf M er defekte.

En kugle udtrekkes og undersoges.

Dette gentages n gange uden mellemliggende tilbageleegning

Lad X vare antallet af defekte kugler, som udtreekkes. Der gelder da

P(X = x)= KM KIN=Mon=x) ©y c(0123,..., M} A {0,12.3,....n)
K(N,n)

Eksempel 2.8 (fortsat)
I eksempel 2.8 benyttede vi den hypergeometriske fordeling i det tilfeelde, hvor N =13, n =4,
M=50g x=1. 2
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2. Konbinatorik

Eksempel 2.9. Kvalitetskontrol
En producent fabrikerer komponenter, som salges i @sker med 600 komponenter i hver. Som
led 1 en kvalitetskontrol udtages hvert kvarter tilfeeldigt en &eske produceret indenfor de sidste 15
minutter, og 25 tilfeldigt udvalgte komponenter i denne undersoges, hvorefter det foregaende
kvarters produktion godkendes, séfremt der hejst er én defekt komponent i stikpreven.
Hvor stor er acceptsandsynligheden p, hvis @sken indeholder i alt 10 defekte komponenter, og
udtraekningen sker uden mellemliggende tilbagelagning ?
Lesning:
Lad X vere antallet af defekte blandt de 25 komponenter
Vi har: p=PX=0+PX =1).

PX=0)= K(100)-K($59025) _( oc15 o0 p (X=1)= K(10,1)- K(590,24)

K(600,25) K(600,25)

Viharaltsap = 0.6512 + 0.2876 = 0.9388 = 93.88%. L 4

=0.2876 .
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Opgaver til kapitel 2

Opgaver

Opgave 2.1.

a) Bestem det antal mdder, hvorpa bogstaverne A, B og C kan stilles rekkefolge.
b) Samme opgave for A, B, C og D.

Opgave 2.2.

Pé et spisekort er opfert 6 forretter, 10 hovedretter og 4 desserter.

1) Hvor mange forskellige middage bestdende enten af forret og hovedret eller af hovedret og
dessert kan man sammensette.

2) Hvor mange forskellige middage bestaende af en forret, en hovedret og en dessert kan man
sammensatte.

Opgave 2.3.
En test bestar af 40 spergsmadl, der alle skal besvares med ,'ja'. 'nej' og 'ved ikke'. P4 hvor mange
forskellige mader kan preven besvares?

Opgave 2.4.

I en virksomhed skal der installeres et kaldesystem. I hvert lokale opszttes et batteri af n lamper,

og hver af de ansatte har sin bestemte lampekombination.

1) Hvis n =5, hvor mange ansatte kan da have deres eget
kaldesystem (se figuren)

2) Hvis virksomheden har 500 ansatte, hvor stor skal n s&

vare. O 0000

Opgave 2.5

Normale personbilers indregistreringsnumre bestér af to bogstaver og et nummer mellem 20000
0g 59999 .

Lad os antage, at man er néet til numre der begynder med UV. Et eksempel pa en nummerplade
er da UV 54755

Hvad er sandsynligheden for, at en nyindregistreret bil far et registreringsnummer med lutter
forskellige cifre, nér vi antager, at alle cifre har samme sandsynlighed?

Opgave 2.6

Til en julemiddag er der daekket til familiens 12 medlemmer ved et langt bord.
1) Pa hvor mange méder kan de placere sig ved bordet?

Efter middagen danner hele familien kaede og danser omkring juletraet.

2) P& hvor mange méder kunne de danne keede?

Opgave 2.7

En klasse med 21 elever skal under en gvelse fordeles pa 5 grupper. 4 af grupperne skal vere pa
4 elever, og 1 gruppe skal vare pa 5 elever.

P4 hvor mange mader kan fordelingen af eleverne pa de 5 grupper forega?
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2. Konbinatorik

Opgave 2.8

Af en forsamling pa 8 kvinder og 12 mend skal udtages et udvalg pa 5 medlemmer.
P& hvor mange mader kan dette ske, nar udvalget skal indeholde

1) Mindst et medlem af hvert sit ken

2) Mindst 2 kvinder og mindst 2 mand.

Opgave 2.9.
Bestem antallet af 5-cifrede tal, der kan skrives med to I-taller, et 2- tal og to 3-taller.

Opgave 2.10

En beholder indeholder 3 hvide, 6 rede og 3 sorte kugler
3 kugler udtrakkes tilfeldigt uden tilbagelaegning.

Find sandsynligheden for at de er af samme farve.

Opgave 2.11

Fra et sedvanligt spil kort udtreekkes pé tilfeeldig made 3 kort uden tilbageleegning. Bestem
sandsynlighederne for hver af heendelserne

A: Der udtrekkes kun 8'ere.

B: Der udtrakkes lutter hjerter.

C: Der udtrakkes 2 sorte og 1 redt kort.

Opgave 2.12

Ved en lodtrekning fordeles 3 gevinster blandt 25 lodsedler. En spiller har kebt 5 lodsedler.
Beregn sandsynligheden for hver af folgende haendelser:

1) Spilleren vinder alle tre gevinster.

2) Spilleren vinder ingen gevinster.

3) Spilleren vinder netop én gevinst.

Opgave 2.13

I en urne findes 2 blé, 3 rede og 5 hvide kugler. 3 gange efter hinanden optages tilfeldigt en
kugle fra urnen uden mellemliggende tilbagelegning.

1) Find sandsynligheden for haendelsen 4, at der hejst optages 2 hvide kugler,

2) Find sandsynligheden for hendelsen B, at de optagne kugler har hver sin farve.

3) Find sandsynligheden for, at de tre kugler har samme farve,

Opgave 2.14

En fabrikant fremstiller en bestemt type radiokomponenter. Disse leveres 1 @sker med 30
komponenter i hver @ske. En keber har den aftale med fabrikanten, at hvis en @ske indeholder
4 defekte komponenter eller derover, kan keberen returnere @sken, i modsat fald skal den
godkendes. Koberen kontrollere hver @ske ved en stikprove, idet han af @sken udtager 10
komponenter tilfeldigt. Lad X vere antal defekte 1 stikpreven. Der overvejes nu to planer:

1) Hvis X =0, sa godkendes asken, ellers undersoges a@sken nermere.

2) Hvis X <1, sa godkendes @sken, ellers undersgges &sken naermere.

Hvad er sandsynligheden for, at en @ske, der indeholder netop 4 defekte komponenter, bliver
godkendt af keberen ved metode 1 og ved metode 2.
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3 Stokastisk variabel

3.1. Definition af stokastisk variabel

Skal man behandle et problem statistisk ma det pé en eller anden made vare muligt at behandle
det talmaessigt.

Betragtes saledes et eksempel med kast med en ment, kunne man til udfaldet plat tilordne tallet
0 og til udfaldet krone tilordne tallet 1 og pa den méde fa problemet overfort til noget, hvor man
kan foretage beregninger. Man siger, man har indfert en stokastisk (eller statistisk) variabel X,
som er 0, nar udfaldet er plat, og 1 nér udfaldet er krone.

Generelt geelder folgende definition:

DEFINITION af stokastisk variabel (engelsk: random variable).
En stokastisk variabel X er en funktion, som til hvert udfald i udfaldsrummet lader svare et
reelt tal.

En stokastisk variabel betegnes med et stort bogstav sdsom X, mens det tilsvarende lille bogstav
x betegner en mulig verdi af X.

Udtager man séledes en stikprove pa 10 metrikker ud af en kasse pd 100 metrikker, kunne X
eksempelvis vaere defineret som “ antal defekte motrikker blandt de 10”.

Eksperimenterer man med at anvende en ny metode til fremstilling af et produkt, kunne X vaere
“det malte procentiske udbytte ved forseget”.

Ved en diskret variabel forstds en variabel, hvis mulige verdier udger en endelig eller tellelig
mangde. I eksemplet hvor X er antal defekte meotrikker, er X en diskret variabel, da den kun kan
antage heltallige verdier fra 0 til 10. Diskrete variable kaldes ofte for tellevariable, da de ofte
optraeder ved optellinger, for eksempel som ovenfor i forbindelse med kvalitetskontrol.

Ved en kontinuert variabel forstas en variabel, hvis mulige vaerdier er alle reelle tal 1 et vist
interval. I eksemplet, hvor Y er det malte procentiske udbytte, er ¥ en kontinuert variabel, da den
kan antage alle vaerdier fra 0% til 100%.

3.2 Sandsynlighedsfordeling for diskret stokastisk variabel

Vi vil 1 dette afsnit benytte folgende eksempel 3.1 til illustration af definitioner og begreber.

Eksempel 3.1. Diskret variabel.

Ved et roulettespil vil resultatet “red” give en gevinst pa 40 kr. Tilsvarende vil “gren” og “bla”

give gevinster pd henholdsvis 20 og 10 kr, mens “gul” og “sort” giver tab pa henholdsvis 10 kr

og 40 kr.

Lad X veere gevinsten ved et spil. X far da vardierne 40, 20, 10, -10 og -40.

Ejeren af spillet ved, at P(X=40)=0.1, P(X=20)=0.1, P(X=10)= 0.2, P(X=-10)= 0.5 og
P(X=-40)=0.1.
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3 St okasti sk vari abel

Man siger, at den diskrete variabel X har en sandsynlighedsfordeling eller en “tzethedsfunk-

tion” givet ved ovenstaende.
Sadvanligvis angives sandsynlighedsfordelingen ved en tabel:

u sort | gul bld | gren | red

X -40 -10 10 20 40

PX=x)| 01 | 05 | 02 |01 | 01

En sandsynlighedsfordeling illustreres grafisk ved at tegne et stolpediagram som vist pé figuren.

40 2100 10 200 40
Stolpediagram for teethedsfunktion

I visse situationer er det en fordel at betragte den “kumulerede” sandsynlighedsfunktion for X,
der kaldes X’s fordelingsfunktion F(x)=P(X <x) .
En tabel for denne er

u sort gul bla | gren | red 4 P(N<)
x 40 | <10 | 10 | 20 | 40 1 g’éﬂ_
P(X=x) | 0.1 | 05 02 | 0.1 | 0.1 ,_;
P(x<x) | 01| 06 | 08 | 09 |1.00
40 100 10 20 40 "
Trappekurve for fordelingsfunktion

| 4
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3.3 M ddel vaz di
3.3. Middelvaerdi

Ejeren onsker at finde ud af, hvor stor en gevinst pr. spil han 1 middel kan forvente. Hertil ma
“middelverdien” beregnes.

Eksempel 3.2 Anskuelig beregning af middelvaerdi

Hvis vi ved roulettespillet i eksempel 3.1 taeenker os at vi har spillet 100 spil, ville vimed de givne
sandsynligheder forvente, at resultatet i middel bliver folgende

0.1-100 =10 gange tabes 40 kr dvs. ialt vindes —0.1-100-40 = —400 kr

0.5-100 =50 gange tabes 10 kr dvs. i alt vindes —0.5-100-10 = =500 kr

0.2-100=20 gange vindes 10 kr dvs. ialt vindes 0.2-100-10 =200 kr

0.1-100 = 10 gange vindes 20 kr dvs. ialt vindes 0.1-100-20 = 200 kr

0.1-100 =10 gange vindes 40 kr dvs. i alt vindes 0.1-100-40 = 400 kr
Vi ville derfor pd 100 spil i alt vinde -100 kr eller altsa i middel tabe 1 kr, eller ejeren vil 1
middel vinde 1 kr pr. spil.

. o . —0.1-100-40-0.5-100-10+02-100-10+0.1-100-20+0.1-100-40

Beregningen kunne ogsé skrives 00

=-01-40—05-10+02-10+0.1-20+0.1-40 = —1 €ller
—40- P(X = —40)+(-10)- P(X = -10)+10- P(X =10)+20- P(X =20)+40- P(X = 40)

L 4

Eksempel 3.2 begrunder folgende definition af middelverdi for en diskret variabel X:

DEFINITION af middelveerdi for diskret variabel.
Middelvardi for en diskret variabel X benavnes it eller E ( X)) og er defineret som

U=EX)=x-P(X =x))+x, - P(X=x,)+..4x, - P(X =x,)

eller kort 4, = F(X) = Z x;-P(X=x;)(E stdr for expected value )
i=1

Regneregler for middelveerdi.

Lad X og Y vare stokastiske variable knyttet til samme udfaldsrum U og lad a og b vare
konstanter.

Der gelderda E(aX +b)=a-E(X)+b (1)
og E(X+Y)=E(X)+E(Y) ()

Bevis:

Vi vil bevise reglerne ved at gé ud fra et taleksempel, som sé let kan generaliseres.
1) Bevis for (1)

Lad os antage, at ¢jeren af det i eksempel 3.2 nzevnte roulettespil pataenker at eendre gevinsterne efter forskriften Z =5- X —10
Vivilvise, at E(Z) = E(5- X +b)=5-E(X)-10

19
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Vi far folgende tabel over sandsynlighedsfordelingen:

u sort gul bla gron rod

X -40 -10 10 20 40

z 5.(-40)=10=-210| 5-(~10)=10 =—60 5:(100-10=40 | 5.20—-10=90| 5-40-10=190
P(X=x) 0.1 0.5 0.2 0.1 0.1
=P(Z=z)

E(Z) = (~210)- 0.1+ (—60) - 0.5+ 40-0.2 +90- 0.1+ 190- 0.1

= (5-(—40)—10)- 0.1+ (5- (~10) — 10) - 0.5+ (5- 10— 10) - 0.2 + (5-20— 10) - 0.1 + (5-40— 10) - 0.1

=5-[(—40)-0.1+(=10)-05+10-02+20-0.1+40-0.1] +(=10)-[01+ 05+ 02+01+0.1] =5- E(X)-10
2) Bevis for (2)

Lad os antage, at ejeren af det i eksempel 3.2 naevnte roulettespil yderligere keber en roulette, men her aendrer

gevinsterne y som det fremgér af folgende tabel

u sort gul bla gron rod

x -40 -10 10 20 40

h% -50 0 15 30 45
PX=x) 0.1 0.5 0.2 0.1 0.1
=P(Y=y)

E(X +Y)=(-40-50)-0.1+(~=10-5)-05+(10+15)-02 + (20+30) - 0.1 + (40 + 45)-0.1
= (~40)- 0.1+ (~10)- 0.5+10-02+20- 0.1 +40- 0.1 +[(=50) - 0.1+ (=5)-0.5+15-02+30- 0.1+ 45-0.1] = E(X) + E(Y)

| 4

3.4. Varians og spredning

Udover at angive en middelverdi, er man ofte ogsd interesseret i at angive et mél for om
vaerdierne ligger tet omkring middelvardien, eller om de spreder sig meget (varierer meget).
Som et mél herfor beregnes varians og spredning for variablen X.

Desvarre har disse tal ikke samme umiddelbare fortolkning som middelvardien.

Det er dog klart, at hvis man i en opinionsundersogelse sporger 1000 valgere (representativt
udvalgt) om hvilket parti de vil stemme pa hvis der var valg i morgen, og pd den basis
konkluderer at 30% vil stemme pa partiet venstre, sa er det vaesentlig at vide hvor usikkert dette
tal er, og 1 en sadan situation ma man kende et spredningsmal.

Vi vil igen illustrere dette ved tallene fra eksempel 3.1
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Eksempel 3.3 . Varians og spredning
I eksempel 3.1 fandt vi folgende sandsynlighedsfunktion

u sort | gul bld | gron | red

X -40 -10 10 20 40

PX=x) | 0.1 0.5 0.2 0.1 0.1
og vi fandt, at middelveerdien = -1

Som et spredningsmél kunne man beregne middelverdien af de enkelte verdiers afvigelser fra
middelverdien, men da den altid ville veere 0 betragtes i1 stedet middelvardien af de kvadratiske

afvigelser altsa E((X - ,u)z)

Dette tal kaldes variansen af X
V(X)=(-40- (1) -0.1+( =10=(=1))* -05+(10-(~1))* - 02+ (20— (-1))* - 0.1+ (40— (-1))* - 0.1 = 429
Da variansens enhed jo er kr’, og man sadvanligvis ensker at méle spredningen i kr, s defineres
spredningen o(X) =4V (X) = V429 = 2071

¢

Som det fremgéar af eksempel 3.3 galder folgende definitioner:

DEFINITION af varians og spredning for diskret variabel. Variansen for en diskret
variabel X benavnes o eller V ( X)) og er defineret som

o" =V ()= E((X = p)7)= ) (x=p) - PY =),

Spredningen (engelsk: standard deviation) benavnes o og er defineret somo =-/V(X) .

Alle x- vaerdier 1 eksempel 1.2 ligger indenfor en afstand af 2 - o fra middelvardien -1.
For de fleste fordelinger vil mindst 99% af alle vardier ligge indenfor[,u -3-o;u+ 3-0] , 0g
sedvanligvis vil mindst 95% af vardierne ligge indenfor [ U=2-o,u+2- a] .

At anvende definitionen pé varians er ofte regnemassigt besverligt. Den folgende formel giver
enklere regninger

V(X)= E(Xz)—(E(X))Z

Bevis:
V(X)= E(X—y)z) = E(X2 -2-u- X+;z2) (Parentesen er udregnet)

= E(X2 ) + E(2uX)+ E(,u2 ) (regneregel for middelvaerdi nr. (2))

= E(X2 ) —2u-E(X)+ E<,u2 ) (regneregel for middelvardier nr. (1))

=E (X 2 ) —2u- p+ 4 (regneregel for middelvaerdier nr. (1))

= E(x?)- 1 = E(x?)-(E(x))? ¢
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3 St okasti sk vari abel

For fordelingen i eksempel 3.2 fés
V(X)=(-40)*-01+(-10)*-05+10% - 02 +20% - 01+40% - 0.1-(-1)* =429

Regneregler for varians.
Lad X vere en stokastisk variabel og lad a og b vaere konstanter.

Der geelder daV (aX +b) = a” -V (X)

Bevis:
V(aX +b) = E((aX +b)? )— (E(ax +b)) (folger af formlen V' (X) = E(X2 ) —(EC0))

= E(a 2X? +2abX +b* ) - (aE(X) + b)) : (udregne (aX +b) 2 +regneregel for middelvaerdi nr (1))
=a’ -E(Xz) +2abE(X)+b* —(az(E(X))2 +2abE(X) +b2) (regneregel for middelveerdi nr (1)

—a? E(X?)-a*(E(X))* = -(E(XZ)—aZ(E(X))z)z a® -V (X) ¢

Den hypergeometriske fordeling har vi behandlet 1 kapitel 2, men ikke der forklaret hvad der 14
1 ordet “fordeling”.
Dette vil nu fremga af det folgende eksempel.

Eksempel 3.4: Hypergeometrisk fordeling.

I en forening har 10 medlemmer eonsket at blive valgt til bestyrelsen. Af disse er de 6 mand, og
de 4 er kvinder. Bestyrelsen er pa 3 medlemmer.

Lad X betegne antallet af mand i bestyrelsen

Find og skitser teethedsfunktionen for X, og beregn middelverdi og spredning for X.

Lesning:

X er en diskret stokastisk variabel, der er hypergeometrisk fordelt.

Sandsynlighedsfordelingen fremgar af folgende skema:

X 0 1 2 3
P(X =x)|K(6,0)-K@43) _ 4 | K(6D-K(42) _ 36 K(620)-K(4,1) _ 60 K(6,3)-K(4,0) 20
K(103) 120 K(10,3) 120 K(103) 120 K(10,3) 120
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|
0 I 2 3

Stolpediagram for h (10, 6, 3).

36 60 20 216

E(X)=0-— 1.

12— 3= 218
120 120 120 120 120 =
V(X)=E(X*)-u* =0 4 1236 ,52. 00 52 20 056
120 120 120 120

o(X) =056 = 0.748

| 4
Det kan vises, at hvis pz%er middelverdien for E(X)=n-p ogspredningen o(x)= /,,.p.(l_p).];\/[:’ll.
I ovenstdende tilfelde er p=%=%, E(X)=n~p=3-%=gog
TR = B XA =
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3 St okasti sk vari abel

Opgaver
Opgave 3.1
Givet folgende to funktioner:
X -3 -2 -1 3 6 ellers
1 1 1 2 1
X 10 10 5 5 5 0
Y 11 2 1 1
10 5 5 5 0

1) Kun en af de to variable X og Y kan opfattes som en stokastisk variabel med den i tabellen
angivne sandsynlighedsfordeling
2) For den i spergsmél 1 fundne sandsynlighedsfunktion Z, skal man finde den tilsvarende
fordelingsfunktion, og tegne henholdsvis stolpediagram og sumkurve.
3) Beregn middelvaerdien £(Z), variansen V' (Z) og spredningen o(Z) .

Opgave 3.2
Givet folgende funktion:
X -3 -2 0 1 ellers
1 1 1 1
S 4 4 6 3 0

1) Idet fix) opfattes som en taethedsfunktion for en statistisk variabel X skal man tegne det

tilherende stolpediagram.
2) Find den tilsvarende fordelingsfunktion F(x) og tegn grafen.
3) Beregn middelvaerdien E(X), variansen V' (X ') og spredningen o(X).

Opgave 3.3
Givet folgende fordelingsfunktion ' ( x)
x x<-5 =5<x<-3 | -3<x<-1]| -1=x<1 1<x<3 3<x
1 4 8 11
F |0 12 12 12 12 1

1) Tegn grafen for F(x).

2) Find den tilsvarende tethedsfunktion f'(x) og tegn grafen.

3) Beregn middelvaerdien E(X), variansen V' (X ) og spredningen o(X).
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Opgaver til kapitel 1

Opgave 3.4
Givet folgende fordelingsfunktion F(x):
x | x<0| 0<x<4 4<x<6 6<x<12 12<x<18 18<x
1 1 1 3
Fe 0 4 3 2 4 !

1) Tegn grafen for F(x).
2) Find den tilsvarende teethedsfunktion f'(x) og tegn grafen.
3) Beregn middelveardien E£(X), variansen V (X') og spredningen o(X).

Opgave 3.5
I “Spillet om sekseren” kastes 3 terninger.
Reglerne er folgende:

Antal seksere 3 2 1 0

Gevinst (i kr) | 10 4 2 -2

a) Angiv sandsynlighedsfordelingen for den stokastiske variabel X, som angiver gevinsten.
b) Beregn middelverdi E(X) og spredning o(X).
c) Tre spillere A, B og C spiller spillet i lobet af en aften.

A spiller 80 gange , B spiller 50 gange og C spiller 20 gange

Beregn den forventede gevinst for de 3 spillere.

Opgave 3.6

Fra en beholder med 8 enheder hvoraf 2 er defekte udtages uden tilbageleegning en stikprove pa
4 enheder.

Lad X veare antal defekte i stikproven.

a) Angiv sandsynlighedsfordelingen for X.

b) Beregn middelvaerdi £(X) og spredningen o(X).
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4. Binomialfordeling

4 BINOMIALFORDELING
4.1. Indledning

Nest efter normalfordelingen er binominalfordelingen nok den fordeling der har flest
anvendelser.

4.2. Definition og beregning

Binomialfordelingen benyttes som model for antallet af "succeser" ved nuathangige gentagelser
af et eksperiment, som hver gang har samme sandsynlighed p for "succes".

Problemstillingen fremgér af folgende eksempel, hvor formlen samtidig “udledes”.

Eksempel 4.1. En binomialfordelt variabel.

En skytte har 15% sandsynlighed for at ramme malet.

Skytten skyder 6 gange. Hvad er sandsynligheden for at skytten har netop 2 traeffere.

Lad X vare antallet af treeffere blandt de 6 skud

Vi ensker at finde sandsynligheden for at finde netop 2 traeffere blandt disse 6, det vil sige
P(X=2).

Lesning:

Lad et eksperiment vare at skyde et skud.

Resultatet af eksperimentet har to udfald: treeffer , forbier.

Eksperimentet gentages 6 gange uathengigt af hinanden.

Der er en bestemt sandsynlighed for at fa en treffer, nemlig p = 0.15.

Lad t veere det udfald at fa en traeffer, og f veere det udfald at fa en forbier.

Et af de enskede forleb med 2 traeffere vil eksempelvis vaere t, f, t, f, f, f, f.

Dette forleb mé have sandsynligheden

0.15-(1-0.15)-0.15-(1-0.15)-(1-0.15)-(1-0.15) = 0.15% - (1-0.15)" .

Et andet gunstigt forlegb kunne veere f, f, t, f, t, f med sandsynligheden
(1-0.15)-(1-015)-015-(1-0.15)-0.15-(1-0.15) = 0.15 - (1-0.15)*

Vi ser, at alle gunstige forleb har samme sandsynlighed.

Antal forleb mé vaere lig antal mider man kan placere to t’er pa 6 tomme pladser (eller antal

mader man kan tage 2 kugler ud af en maengde pa 6). Dette ved vi kan geres pa K(6,2) mader.

Vi fér folgelig, at p = K(6,2)-0.15% - (1-0.15)* = 01762 = 17.62%
L 4

I eksemplet har vi “udledt” den sédkaldte binomialfordeling, som er defineret pa folgende méade:

DEFINITION af binomialfordeling.

1) Lad et tilfeeldigt eksperiment have 2 udfald “succes” og “fiasko”

2) Lad eksperimentet blive gentaget n gange uathangigt af hinanden, og lad sandsynligheden
for succes vere en konstant p

Lad X vere antallet af succeser blandt de n gentagelser

Der gzlderda:  P(X =x)=K(n,p)-p*-(1-p)"* for xe{0,1.2,...,n}
X siges at veere binomialfordelt b ( n, p).
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4.2 Definition og beregning

Eksempel 4.2. Beregning af binomialfordeling
I eksempel 4.1 fandt vi, at X var binomialfordelt med n=6 og p =0,15.
P(X=1) beregnes i TI 89 pa felgende made:
CATALOG\F3\ binomPdf(6,0.15,1) Resultat: 0.3993
| 4

Binomialfordelingen anvendes seedvanligvis ved kvalitetskontrol. Man udtager her en stikprove
pa n elementer ud fra en stor mangde pad N elementer.

Eksempel 4.3. Kvalitetskontrol
En producent fabrikerer komponenter, som s&lges i @sker med 600 komponenter 1 hver. Som
led i en kvalitetskontrol udtages hvert kvarter tilfeeldigt en @ske produceret indenfor de sidste 15
minutter, og 25 tilfeldigt udvalgte komponenter i denne undersoges, hvorefter det foregaende
kvarters produktion godkendes, safremt der hgjst er én defekt komponent i stikpreven.
Hvor stor er sandsynligheden (acceptsandsynligheden) p for at fi partiet godkendt, hvis &sken
indeholder i alt 10 defekte komponenter?

L 4

Lad os antage, der er M defekte elementer i den store mengde pa N elementer
Hvis kvalitetskntrollen sker ved at man tager et emne op, underseger det og leegger emnet tilbage,

M
sd var der jo en fast sandsynlighed pa p =Wfor at fi en defekt. I et sddant tilfeelde er

fordelingen derfor binomialfordelt b(n,p).

Sadvanligvis legger man ikke lelmenterne tilbage, men beholder dem oppe. I sa tilfelde er
fordelingen hypergeometrisk.

Hvis man udtager en lille stikpreve af storrelsen n af en stor mangde af sterrelsen N, vil
sandsynligheden for at 4 en defekt ikke a&endre sig meget hvad enten man laeegger tilbage eller e;j.
For de fleste anvendelser kan man derfor med en passende nejagtighed erstatte den hypergeo-
metriske fordeling med binomialfordelingen, hvis stikprevesterrelsen n er mindre end eller lig

10% af partisterrelsen N ( % < % ).

Eksempel 4.3. fortsat)

Hvor stor er acceptsandsynligheden p, hvis @sken indeholder i alt 10 defekte komponenter.
Leosning:

Lad X vare antallet af defekte blandt de 25 komponenter

Vi har: p=P(X<L1)

n 25 1 10
a — = —— < — kan approksimeres med binomialfordelingen b[ZS, —) .
N 600 10 600

TI 89: CATALOG\F3\binomCdf(25, 10/600, 0,1) =0.9353 = 93.53%
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4. Binomialfordeling

Middelvzerdi og spredning for binomialfordeling b(n,p)
Binomialfordelingen har middelvaerdien = n-p og spredningen o =./n-p-(1-p) .

Heraf fas (ved division med n), at p har spredningen o(p) = ‘/—p’(l_ P) ,

n

Et bevis vil ikke blive foretaget her.

Eksempel 4.4: Hypergeometrisk approksimeret med binomialfordeling .

Ifolge et teleselskabs opgarelse ser 70% af husstandene i en kommune med 1000 husstande
fijernsyn via en parabolantanne.

En representativ stikprave pa 15 husstande udtages.

Lad X = antal husstande med parabol ud af 15

Da man mé antage, at man ikke sperger den samme husstand to gange er X strengt taget

n 15
hypergeometrisk fordelt. Da —=
ypele N 1000

binomialfordelingen b(15, 0.70). ( antallet N af indbyggere i kommunen er sd stort, at
sandsynligheden ikke @ndrer sig, fordi man har udtaget op til 15 husstande).
1) Tegn sandsynlighedsfunktionen for X (idet X antages binomialfordelt)
2) Beregn middelvardi og spredning for X
Lesning:
1) Da X er en “diskret” variabel, der kun antager hele vardier tegnes et stolpediagram.
Vi beregner verdierne ved at benytte TI 89, eksempelvis
P(X =9) =binomPdf(15,0.7,9) = 0,147
Vi fér folgende tabel:
X 0 1 2 3 4 5 6 7 g8 | o ||| 23] 4] s

< 0. kan man tillade sig at approksimere med

P(X=x)[ 1,4E-08] 5,0E-07]| 8,2E-06| 8,3E-05| 5,8E-4| 3.0E-3| 1,2E-2| 3,5E-2] 0,081] 0,147] 0,206] 0,219 0,170] 0,092| 0,031|4,7E-3

Aftabellen og af nedenstédende stolpediagram ses, at vi har de sterste verdier sandsynligheder
for x =10 og x = 11 svarende til at 70% af 15 er 10.5, og at fordelingen er nogenlunde
symmetrisk omkring middelvardien 10.5.

0 S 60 7 8 9 10 Il 12 13 14 15

Stolpediagram for binomialfordelingen

2) u=n-p=15-07=105 og o= /n-p-(1-p) =4/15-0.7-(1-0.7) = 1.77

L 4
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4.3 Konfidensinterval for p

4.3. Konfidensinterval for p

[ aviser, TV m.m. optrader utallige opinionsunderseggelser og markedsundersegelser, hvor man
sporger en forhdbentlig repreesentativ stikprave om deres mening.

Resultaterne er naturligvis usikre, men sjaldent fortelles der om hvor stor usikkerheden er.
Folgende eksempel illustrerer dette.

Eksempel 4.5. Opinionsunderseogelse.

Ved valget i 2004 stemte 25.9% af vaelgerne pd socialdemokraterne.

I en opinionsundersggelse svarede 1035 vaelgere pa spergsmalet om hvilket parti det var mest

sandsynligt de ville stemme pé hvis der var valg i morgen.

a) Hvis 24.8% svarede, at de ville stemme péd Socialdemokraterne, viser det s, at partiet er gdet
tilbage?

b) Hvis 23% svarede at de ville stemme pé Socialdemokraterne, viser det s, at partiet er géet
tilbage?

Leosning:

a) Idet 25.9% af 1035 er ca. 268, og 24.8% af 1035 er ca. 257.
Lad X = antal veelgere der svarer, at de vil stemme pé socialdemokraterne ud af 1035 valgere.
X antages binomialfordelt med n = 1035 og p ukendt.
Under forudsetning af at partiet har samme tilslutning som ved valget vil vi beregne
sandsynligheden for at man ved opinionsundersegelsen far 257 stemmer eller fzrre.
P(X <£257)=binomCdf(1035, 0.259,0,257) = 0.2275 = 22.75%

Hvis socialdemokraterne har samme tilslutning som ved valget er der altsd ca. 23%

sandsynlighed for at man ved en opinionsundersogelse ville fa samme resultat, dvs. at 257

(eller faerre) ville sige, de ville stemme pé partiet. Man kan derfor ikke med rimelig fastsla,

at denne opinionsundersegelse viser, at partiet er gaet tilbage i tilslutning i forholdet til valget.
b) Hvis socialdemokraterne ved opinionsundersggelsen kun havde faet 23% af stemmerne ,

svarende til ca. 238 stemmer, sa finder vi tilsvarende, at

P(X <£200)=binomCdf(1035, 0.259,0,238) =0.017 =1.7%

Nu er der kun 1.7% sandsynlighed for at man ville {4 et sddant resultat, hvis tilslutningen var

uaendret, s umiddelbart ma man konkludere, at tilslutningen er faldet.

L 4

Som det fremgér af eksempel 4.5 er spergsmalet om at tilslutningen er faldet, athengig af hvor
sikker man vil veare.

Hvis man i en opinionsundersegelsen har faet, at 24% af 1035 valgerne har sagt. de vil stemme
pa socialdemokraterne, sd vil man sadvanligvis enske at angive et “usikkerhedsinterval”
symmetrisk om de 24%, som angiver, at den “sande” tilslutning p til partiet med 95% sikkerhed
ligger indenfor dette interval. Vil man vare mere sikker, sa kan man jo i stedet velge 99% eller
99.9%, men da regningerne i princippet er de samme, vil vi i det folgende veelge 95%.

Et interval, hvor man vil vare 95% sikker pa at den sande vardi p ligger indenfor intervalgraen-
serne , kaldes et 95% konfidensinterval.

Vihartidligere naevnt, at sdfremt en fordeling er nogenlunde symmetrisk omkring middelvardien
1, sdvil ca. 95% af alle vaerdier ligge indenfor [©—2-0; u+2- o]
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4. Binomialfordeling

For binomialfordelingen b(n,p) gelder, at den har middelverdien g=n-pog

spredningen y/np(1—p) .

Endvidere er fordelingen rimelig symmetrisk om middelvaerdien nar blot middelvaerdien ikke
ligger for taet ved 0 eller n.

Viharnu u+20=np+2,np(l1-p)

pd-p)

Divideres med n haves p+2.,[———
n

Idet man kan vise, at tallet 2 mere precist er 1.96, kan de foregdende betragtninger begrunde
folgende formel (som ikke bevises her)

95% konfidensinterval for binomialfordelt variabel p.
: . o . X
Lad der i en stikprgve pa n veere x Sucesser, og lad p=—.
n

Forudsat,at n-p-(1—p)=10 kanet95% konfidensinterval for p beregnes af formlen

Hvis viistedet ensker et 99% konfidensinterval er den eneste @ndring, at man erstatter 1.96 med
2.576.

Generelt gelder, at for et £-100 % konfidensinterval er den eneste @ndring af formlen, at 1.96
erstattes af tallet invNorm((1+ £)/2,0,1).

Eksempelvis for et 95% konfidensinterval er invNorm((1+0.95)/2,0,1) = 1.96.

Eksempel 4.6 Beregning af 95% konfidensinterval
Lad os i fortsettelse af eksempel 4.5 antage, at af 1035 valgere har 248 (ca. 24 % ) sagt de vil
stemme pa socialdemokraterne.
Angiv pd dette grundlag et 95% konfidensinterval for socialdemokraternes stemmeandel p .
Lesning:
X= antal veelgere der vil stemme pa socialdemokraterne
X er binomialfordelt med n = 1035, p ukendt
p= 248 _ 0.24
1035

Da n-p-(1-p)=1035-024-(1-0.24) =188 > 10 kan formlen (1) anvendes

. 51— p 24(1—0.24
p+196. | PU=P) _ 0.2411.961/% — 024+0026
n

95% konfidensinterval 0.24 —0.026 < p <024+ 0.026 < 0.214 < p < 0,266

TI-Nspire benytter netop denne formel 1 sin beregning, dvs. man skal altid her forst undersoge

om forudsetningen er opfyldt.
Statistik » Konfidensintervaller » z-interval for en andel » Udfyld menu » ENTER
Menuen udfyldes med x:248 n: 1035 C-level: 0.95 ENTER
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4.3 Konfidensinterval for p

"Titel" " z—interval for en andel" |
"CLower" 0.213609
zInterval_1Prop 248,1035,0.95: stat.results * "CUpper” 0.265618
"p" 0.239614
"ME" 0.026005
| "n" 1035. i

Resultat: C Int : [0.2136 ; 0.2656 ]

Vor konklusion er folgelig, at man forst kan sige, at opinionsundersggelsen (med 95% sikkerhed)
viser en @ndret tilslutning til socialdemokraterne, hvis valgresultatet i 2001 1a udenfor intervallet
21.4% til 26.6% . | 4

Hvis betingelsen (stikprevesterrelsen n er for lille) kan man eventuelt benytte folgende generelle (men ogsa mere
besverlige ) metode.

Eksempel 4.7. Beregning af konfidensinterval hvis betingelserne ikke er opfyldt

I forbindelse med et reklamefremsted enskede man at undersgge om borgerne i en mindre by havde set en bestemt
reklame. Man spurgte et antal tilfeeldigt udvalgte husstande, og af 50 svar havde 10 set reklamen.

Opstil et 95% konfidensinterval for sandsynligheden p for at man har set reklamen.

Lesning:

Vi har, at p= %: 20%

Dan-p-(1-P)=50-02-08 =8 <10 er betingelsen ikke opfyldt.
Udenfor et 95% konfidensinterval ligger 5%, og af symmetrigrunde ligger der 2,5% pé hver side. (jevnfer figuren)

93%

2.5% | | 2.5%

0.20-r 0.20 0201 r

Jo sterre den sande veerdi p er i forhold til 0.20 jo mindre bliver sandsynligheden for at fa 10 svar eller feerre. Vileder
derfor i greensen efter et p > 0.20 , sa P(X <10) = 0.025.

solve(binomCdf(50, p,0,10)=0.025,p)|X >0 Resultatet blev p =0.337.
Dernast findes nedre greense ved at lade p falde, indtil P(x =10) =~ 0.025
Heraf fas solve(binomCdf(50, p,10,50)=0.025,p) |X >0 Resultatet blev p =0.100.

Konfidensinterval: [0.100; 0.337
Bemaerk, at konfidensintervallet her ikke ligger symmetrisk omkring 0.20, da binomialfordelingen ikke i netop disse
situationer netop ikke er symmetrisk omkring 0.20 ¢
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4. Binomialfordeling

Opgaver

Opgave 4.1

Under en skydegvelse viser det sig, at en premierlgjtnant rammer et mal med 40% sandsynlighed.
Premierlgjtnanten affyrer 8 skud.

a) Find sandsynligheden for 3 treeffere.

b) Find sandsynligheden for at fi mindst 3 treffere.

Opgave 4.2

Pé flyvestationens hovedvarksted har man faet oplyst, at sandsynligheden for en defekt boltien
boltefabrikation er 0.1. Man fér en forsendelse med 400 bolte

a) Hvad er sandsynligheden for, at man i en stikpreve pé 12 bolte finder mindst 1 defekt bolt.
b) Hvor mange defekte bolte vil der i middel vare 1 forsendelsen.

Opgave 4.3

Under en gvelse affyrer en officer 80 skud mod et mél. P4 grund af meget vanskelige forhold er
sandsynligheden for en treeffer kun 0.05 1 hvert forseg.

Hvad er sandsynligheden for at officeren opnar mindst 5 treffere.

Opgave 4.4

Idet sandsynligheden for at ramme et storre mal er 0.8, affyres 225 skud med en kanon. Malet
anses for gdelagt, sdfremt mindst 200 skud treeffer det

Find sandsynligheden for at mélet edelegges.

Opgave 4.5

Nér SOS har faet anvist erhvervspraktikanter, har det desverre vist sig, at kun 60% af de anviste

skoleelever dukker op. Forud for arets praktik har SOS meddelt, at det kun er muligt at

gennemfore praktiktjenesten, hvis der dukker mindst 12 praktikanter op.

Skoleelevernes “dukken op” er uathengig af hinanden.

a) Hvad er sandsynligheden for at SOS kan oprette et hold, hvis praktiktjenesten anviser 15
skoleelever til SOS?

b) Hvor mange elever skal praktiktjenesten anvise, hvis der skal vaere 95% sandsynlighed for at
kurset oprettes.

Opgave 4.6

Man udskifter i gjeblikket en &ldre model fragmenteringsvest med en nyere. I lejrens depot udger
den @ldre model 5% .

Ved en ovelse udleveres hurtigt og ganske tilfeldigt 62 fragmenteringsveste til en deling. Hvad
er sandsynligheden for, at flere end 5 fra delingen far udleveret en gammel model.

Opgave 4.7

En tipskupon har 13 kampe med 3 mulige tegn - 1, x og 2 - for hver kamp. En person bestemmer
tegnet, der skal settes for hver kamp, ved tilfeldig udtreekning af en seddel fra 3 sedler med
tegnene henholdsvis 1, x og 2. Angiv sandsynligheden for, at personen opnar netop 8 rigtige
tippede kampe pé sin kupon.
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4.3 Konfidensinterval for p

Opgave 4.8
Blandt familier med 3 bern udvealges 50 familier tilfaeldigt. Angiv sandsynligheden for, at der
1 mindst 8 af disse familier udelukkede er born af samme kon.

Opgave 4.9

I en urne er der et meget stort antal kugler, hvoraf de 70% er sorte. Fra urnen tages en stikprove
pa 10 kugler. Find sandsynligheden for, at der i stikpreven er:

1) 10 sorte kugler

2) 6, 7 eller 8 sorte kugler

3) Mindst 7 sorte kugler

Opgave 4.10

Ved et kab af 100000 plastikbaegre aftaltes med leveranderen, at det skal vaere en forudsatning
for kebet, at partiet godkendes ved en stikprevekontrol.

Kontrollen udeves ved, at 100 bagre udtages tilfeldigt af partiet og kontrolleres. Partiet
godkendes, sédfremt ingen af de 100 baegre er defekte.

Beregn sandsynligheden for, at partiet godkendes, hvis det i alt indeholder 250 defekte bagre.

Opgave 4.11

I et elektrisk specialapparat indgar 30 komponenter, som hver er indkapslet i et heliumfyldt
hylster. Beregn, idet sandsynligheden for, at et komponenthylster leekker, er 0.2%, sandsynlighe-
den for, at mindst ét af de 30 komponenthylstre laekker.

Opgave 4.12

Det er oplyst, at der for en given vaccine er 80% sandsynlighed for, at den ved anvendelse har
den enskede virkning.

P& et hospital foretoges vaccination af 100 personer med den pagaldende vaccine.

Beregn sandsynligheden for, at 15 eller ferre af de foretagne vaccinationer er uden virkning.

Opgave 4.13

En fabrikant far halvfabrikata hjem i partier pd 200000 enheder. Fra hvert parti udtages en
stikprave pd 100 enheder og antallet af fejlagtige blandt disse noteres.

Hvis dette antal er mindre end eller lig med 2, accepteres hele partiet; i modsat fald undersegges
partiet yderligere.

1) Hvad er sandsynligheden for, at et parti med en fejlprocent pa 1 vil blive yderligere undersogt.
2) Hvor stor er sandsynligheden for, at et parti med en fejlprocent pd 5 vil blive accepteret.

Opgave 4.14

Ved en fabrikation af plastikposer leveres disse i asker med 100 poser i hver. Ved en
godkendelseskontrol af et parti plastikposer udtages og undersgges en tilfeldigt udtaget ®ske,
og partiet godkendes, sdfremt a&sken hgjst indeholder én defekt pose.

Vi antager, at den lebende produktion af poser er sdledes, at hver produktion med sandsynlighe-
den 2% giver en pose, der er defekt.

Hvor stor er sandsynligheden for, at partiet under disse omstendigheder accepteres?
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4. Binomialfordeling

Opgave 4.15

En producent af billigt plastiklegetej far mange klager over at en bestemt type legetoj er defekt
ved salget. Legetojet selges til butikkerne 1 kasser pé 10 stk., og som et led i en kvalitetetskontrol
udtages 100 kasser og antallet X af defekt legetoj optaltes. Folgende resultater fandtes:

X 0 1 2 3 4 5 6

Antal kasser 34 38 19 6 2 0 1

Lad p vare sandsynligheden for at fa et defekt stykke legetoj.

1) Find et estimat P for p.

2) Angiv et 95% konfidensinterval for p.

3) Lad X vare antal defekte i1 en kasse pa 10 stykker legetoj, og antag at X er binomialfordelt
b(10, P). Beregn hvor mange af de 100 kasser, der kan forventes at have X = 2 defekte.

Opgave 4.16

Irapporten “Analyse af elevkampagnen 2006" udarbejdet af “Forsvarets rekruttering” returnerede
604 personer et udsendt spergeskema.

Pé side 10 er en opgerelse over hvilke medier der var udslagsgivende for materialebestilling.
Der pastas side 7, at den usikkerhed der knytter sig til malingerne er +3.5%

Heraf fremgar at TV-spot var udslagsgivende for p = 34%

Beregn et 95% konfidensinterval for p, og kommenter ovennavnte pastand.

Opgave 4.17

I en analyse afarbejdsgivernes tilfredshed med jobnet, svarede 488 arbejdsgivere pa speorgsmalet.
Det viste sig, at kun 5% var utilfredse med jobnet.

Beregn et 95% konfidensinterval for p = 0.05.

Opgave 4.18

I en analyse blev 428 arbejdsgivere spurgt om hvilke jobtyper de annoncerede pa jobnet.
Det viste sig, at kun 7% benyttede jobnet til at annoncere efter ledere.

Beregn et 95% konfidensinterval for p = 0.07

Opgave 4.19

En ny behandling af cancer forventes at give bedre overlevelseschancer end den hidtidige
behandling. 120 patienter provede den nye behandling, og af disse overlevede 82 i mere end 5
ar.
Idet antallet af overlevende patienter antages at vaere binomialfordelt, skal man

1) Angive et estimat for sandsynligheden p for at overleve 1 5 ar ved den nye behandling.
2) Angive et 95% konfidensinterval for p.
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5.1 Indledning

S Deskriptiv Statistik

5.1 Indledning

Statistik kan lidt lest sagt siges, at vaere en samling metoder til at opna og analysere data
for at treeffe afgerelser pa grundlag af dem.

Statistik er et uundvaerligt vaerktej til at traeffe beslutninger, men kan naturligvis som alt andet
ogsd misbruges, bevidst eller ubevidst. Beslutninger der kan basere sig pé tal (statistik), far stor
troveerdighed. Det kan bevirke at man slér sin “sunde fornuft” fra. Selv den bedste statistiske teori
er verdiles, hvis tallene man bygger pé ikke er troverdige, eller relevante, og det er derfor ikke
sa mearkeligt, at en kendt politiker engang udtalte:”Der findes 3 slags legn: logn, forbandet lagn
og statistik™.

Ved populationen forstas hele den gruppe man er interesseret i. Eksempelvis hvis det drejer sig
om folketingsvalg i Danmark, sa er populationen alle stemmeberettigede personer 1 Danmark .
Ved en stikprove forstds en delmangde af populationen. For et folketingsvalg udtager et
opinionsinstitut sdledes en stikpreve pa eksempelvis 1000 velgere.

Der er to grundlaeggende anvendelser af statistik:

1) Deskriptiv statistik, hvor man sammenligner og beskriver data.
Eksempelvis kunne man sammenligne hvormange personer, der stemte pa partierne ved sidste
og n&stsidste valg.

2) “inferens” statistik , hvor man ved anvendelse af statistiske metoder seger at slutte (informere)
fra en stikprove til hele proportionen.
Eksempelvis for et folketingsvalg pa basis af en stikprave pa 1000 personer der bliver spurgt
om hvem de vil stemme pa give en prognose for den forventede mandatfordeling for hele
landet (populationen)
Her vil det vaere nodvendigt med at kende nogle statistiske metoder til eksempelvis at vide
hvor stor en (reprasentativ) stikprove man skal udtage for at usikkerheden pa resultatet er
under 5%

5.2.Grafisk beskrivelse af data

I den deskriptive statistik (eller beskrivende statistik) beskrives de indsamlede data i form af
tabeller, sgjlediagrammer, lagkagediagrammer, kurver samt ved udregning af centrale tal som
gennemsnit, typetal, spredning osv.

Kurver og diagrammer forstés lettere og mere umiddelbart end kolonner af'tal i en tabel. Qjet er
uovertruffet til menstergenkendelse (“en tegning siger mere end 1000 ord”).

Vi vil i dette afsnit benytte programmet Excel, da det bedre end en lommeregner kan beskrive
data grafisk.
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5. Deskriptiv statistik

Kvalitative data

Hvis der er en naturlig opdeling af talmaterialet i klasser eller kategorier siges, at man har
kategorisk eller kvalitative data .

Alle spergeskemaundersogelser, hvor man eksempelvis bliver bedt om at sette kryds i nogle
rubrikker “meget god” , god, acceptabel osv. er af denne type.

Til illustration af disse data bruges sedvanligvis lagkagediagrammer eller sgjlediagrammer

Eksempel 5.1 Lagkagediagram

Et eksempel ses overfor, hvor et lagkagediagram
spger at give et anskueligt indtryk af hvordan en
kommunes udgifter fordeler sig pa de forskellige
omrader.

I Excel opskrives Skoler
Udligning 23,1
gvrige 8,4
Socialomradet,gvri- 9,4 Fritid % ‘erige
ge kultur
AEldre 18,6
Bgrnepasning 10,4 Borne- cocial
Bibliotek 1,9 pasning omradet-
fritid 3,8 ovrige
Skoler 10,5 FEldre
Administration 7,3
Teknik,anlzeg 6,6

Excel-ordrer:

2003: Marker udskriftsomrade = Velg pa varktejslinien “Guiden diagram” => Cirkel = Marker onsket figur =
Naste = Navn pa kategori = Udfer

2007: Marker udskriftsomrade P> Velg pa vaerktejslinien “Indsat” P Cirkel P> Marker onsket figur ‘

Eksempel 5.2 (kvalitative data)

Folgende tabel angiver mandattallet ved de to sidste folketingsvalg.

Partier A B C F K (0] \Y% (0]
Mandater]2001 52 9 16 12 4 22 56 4
2005 47 17 18 11 0 24 52 6

A =Socialdemokraterne, B=Radikale venstre, C=Konservative folkeparti , F =Socialistisk folkeparti, K =Kristendemokraterne,
O = Dansk Folkeparti, V = Venstre, @ = Enhedslisten

Et sgjlediagram fas i Excel ved at opskrive

A B C F K 0 \ %)
52 9 16 12 4 22 56 4
47 17 18 11 0 24 52 6

Excel 2003: Velg pa vearktejslinien “Guiden diagram” | 4 Sajle P Marker onsket figur P Naste P> marker
udskriftsomrade P> Neeste P> Naeste P> Udfor
Excel 2007:  Marker udskriftomrade P> Velg pa varktejslinien “Indsaet” > Sajle P> Marker onsket figur
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5.2 Grafisk beskrivelse af data
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Fordelen ved en grafisk fremstilling er, at de veesentligste egenskaber ved data opnas hurtigt og
sikkert. Men netop det, at figurer appellerer umiddelbart til os, ger at vi kan komme til at leegge
mere i dem, end det som tallene egentlig kan baere. Eksempelvis viser forseg, at i lagkagedia-
grammer, hvor man skal sammenligne vinkler (eller arealer), da vil denne sammenligning
athenge noget af i hvilken retning vinklens ben peger.

Nedenstaende eksempel viser hvordan en figur kan vaere misvisende uden direkte at veere forkert.

Eksempel 5.3. Misvisende figur

Tenderne 1 figuren nedenfor skal illustrere hvordan osteeksporten fordeler sig pa de forskellige
verdensdele. Den giver imidlertid et helt forkert indtryk. Det er hgjderne pa tenderne der angiver
de korrekte forhold, men af tegningen vil man tro, at det er rumfangene af tenderne. De 3 sma
tonder kan umiddelbart vaere flere gange indeni den store tonde, men det svarer jo ikke til

talforholdene.
—?
Kvantitative data
Kvantitative data er data, hvor registreringen i sig selv er tal, der angiver en bestemt reekkefolge.
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5. Deskriptiv statistik

Eksempel 5.4. Histogram , sideafvigelse ved skydning.
Man har 100 gange malt sideafvigelsen ved skydning med maskingeveer.
Resultaterne (som kan findes pa adressen www.larsen-net.dk ) var falgende:

3322 21.75 560 470 9.19 11.03 -0.8 -19.01 11.08 1091 693 14.6
-11.5 2,19 1447 11.27 22.06 11.81 19.53 13.25 6.1 1.14 141 -4.23
933 1426 -4.16 20.88 -13.29 -6.53 -3.03 049 13.08 3.7 -0.56 -0.36
2229 9.01 2149 51 1788 2.68 523 281 -564 11.63 321 -0.19
18.67 17.01 -6.34 21.6 11.26 9.63 -597 642 14.65 -0.77 031 -0.43
226 6.14 1256 11.81 11.76 2392 4.66 2398 4.81 2644 4.67 21.38
-0.52 551 -2444 -50 1395 -6.66 10.63 10.00 -1.69 -0.37 7.59 2422
24.16 30.22 -11.84 14.45 -12.27 1894 0.85 993 889 9.64 -3.28 16.27
16.63 5.87 435 6.7

Giv en grafisk beskrivelse af disse data.

Lesning:

I dette tilfaelde, hvor vi er interesseret 1 at fa et overblik over tallenes indbyrdes storrelse er det
fordelagtigt at tegne et histogram.

Et histogram ligner et sgjlediagram, men her galder, at antallet af enheder 1 hver sojle
repreesenteres ved sgjlens areal (histo er grask for areal). Man ber sa vidt muligt serge for at
grupperne er lige brede, da antallet af enheder sa svarer til hgjden af sgjlen.

Excel og TI 89 kan ummiddelbart tegne et histogram, men af hensyn til det folgende forklares,
hvordan man bestemmer intervalopdeling m.m.

Forst findes det storste tal x,, og det mindste tal x,, 1 materialet og derefter beregne
variationsbredden x,, - x,,. Vi ser, at storste tal er 33.22 og mindste tal er -24.44 og
variationsbredden derfor 33.22 -(-24.44) = 57.66.

Dernast deles tallene op 1 et passende antal intervaller (klasser). Som det forste bud velges ofte

etantal neer ~/n . Da 4/100 =10 valges ca. 10 klasser. Da % ~ 58 deler vi op i de klasser, der

ses af tabellen. Dette giver 11 intervaller. Vi teller op hvor mange tal der ligger i hvert interval
(gores nemmest ved at starte forfra og s@t en streg i det interval som tallet tilharer).

Klasser Antal n
1-24.5 ; -18.7] // 2
1-18.7; -12.9] / 1
1-12.9; - 7.1] /1] 3

1-7.1;-1.3] 11T 11
]-1.3; 4.5] TN 19
14.5;10.3] TN 23
110.3 ; 15.1] TN 20
115.1;21.9] 1111111 12
121.9;27.7] 111111 7
127.7 ; 33.5] /l 2
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5.2 Grafisk beskrivelse af data

Excel
Data indtastes i eksempelvis sgjle A1 til A100 ( data findes pa adressen www.larsen-net.dk )
2003: Vezlg “Funktioner”, Dataanalyse, Histogram
2007: Velg “Data”, Dataanalyse, Histogram
I den fremkomne tabel udfyldes “inputomradet” med A1:A100 og man velger “diagramoutput”..
1) Trykkes pa OK fés en tabel med hyppigheder, og en figur, hvor intervalgranserne er fastlagt af Excel.
2) Onsker man selv at bestemme graenserne, skal man ogsé udfylde intervalomradet. Dette gores ved at skrive de
ovre greenser i en sgjle (f.eks. 1 B1 -18.7,1 B2 -12.9 osv. ) og sé skrive B1:B11 i inputomradet
Nedenstaende figurer er blevet gjort lidt “paenere” ved
a) cursor pé en sgjle > tryk hejre musetast P formater dataserie P> indstilling P mellemrumsbredde = 0 P> ok
TI 89
Valg APPS\ Data/Matrix\New\Indtast data i eksempelvis sgjle c1\F2: Plot Setup\F1: Define\Sat “Plot Type” til Histo-
gram\ENTER\HOME\Graph

Der fremkommer sd 1 Excel folgende tegning:

Histogram
Det ses, at de fleste malinger ligger fra ca. - 2
1.3 til ca. 15.1 og s& falder hyppigheden 1203
nogenlunde symmetrisk til begge sider. T ﬁ:
Man regner normalt med, at resultaterne af 110 :%
forseg, hvor man har foretaget mélinger (hvis = °
o f f f f f f f f f 0
man lavgde nok af dem) har gt sadant klokke- Ao o6 N e A b o
formet histogram og at fordelingen ernormal- | 2 7 A 27 28700 2 47 DT @
fordelt (beskrives n&rmere 1 n@ste kapitel) Interval
¢
Sumpolygon

Ud over at tegne histogrammer for en stikprove er det ogsad ofte nyttigt, at betragte en
sumpolygon for en stikprove.

Eksempel 5.5 Sumpolygon

Lad os igen betragte de 100 sideafvigelser i eksempel 1.5.

Vi foretager nu en opsummering(kaldes kumulering), og derefter beregnes ved division med 100
(antal sideafvigelser) tallene i % af det totale antal

Derved fremkommer folgende tabel:

Klasser |Antal Sum Kumuleret relativ hyppighed
1-24.5;-18.7]| 2 2 0.02
1-18.7; -12.9][ 1 3 0.03
1-12.9;-7.11| 3 6 0.06

1-7.1;-1.3] [ 11 17 0.17
]-1.3;4.5] 19 36 0.36
14.5;10.3] | 23 59 0.59
110.3;15.1] | 20 79 0.79
115.1;21.9] | 12 91 0.91
121.9;27.71 | 7 98 0.98
127.7;33.51] 2 100 1.00
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5. Deskriptiv statistik

Afsattes punkterne (-18.7 , 0.02), (-12.9, 0.03) . . . (33.5, 1.00 ) (bemaerk at x-vardierne er
vardierne 1 hejre intervalendepunkt), og forbindes de enkelte punkter med rette linier, fas den

i figur 1.1 angivne sumpolygon, hvoraf man kan aflase, at 25% af sideafvigelserne ligger under
ca. 1. (kaldes 25% fraktilen eller forste kvartil).

Sumpolygon

Ly | | | ! ! »

SIRT-129-700 -3 45 103 151 219 27.7 335 383

Fig 1.1 Sumpolygon

L 4

5.3 Karakteristiske verdier

Har man et stort talmateriale, er det nedvendigt ud over at betragte histogrammer og sunpolygo-
ner, at give en karakteristik af dataene ved at beregne tal som kan give et mal for midtervaerdier
og spredning.

Midterveerdier
Gennemsnittet x (kaldt x streg) beregnes pa sedvanlig made. Eksempelvis har tallene 2,4,5,9

. _ 24+4+5+9
gennemsnittet x = ——— =5

TI89: CATALOG \mean({2,4,5,9})

Median: Medianen beregnes pa folgende made:

1) Observationerne ordnes i reekkefolge efter storrelse.

2a) Ved et ulige antal observationer er medianen det midterste tal

2b) Ved et lige antal er medianen gennemsnittet af de to midterste tal.

Eksempel: Observationer 6, 17,7, 13, 5, 2. Ordnet 1 rekkefolge: 2,5, 6,7 13, 17. Median 6,5
TI 89: CATALOG \median({6,17,7,13,5,2})

Medianen kaldes ogsé for 50% fraktilen, fordi den brekdel (fraktil) der ligger under medianen
erca. 50% .
1. og 3. kvartil svarer tilsvarende til at henholdsvis 25% og 75% fraktilen.
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5.3 Karakteristiske vardier

For store talmangder som eksempelvis de 100 vardier i eksempel 5.4 er det hvis man benytter T 89 mest praktisk
at veelge

APPS\Data/Matrix\indtaster de 100 tal i eksempelvis “c1"

F5: Calculation Type: Velg “One Var”, x = cl ENTER

Udskriften bestar af en rackke statistiske sterrelser hvoriblandt

gennemsnit = X , spredning= sx, median=medStat, 1 kvartil = q1 og 3 kvartil=q3

Er median og gennemsnit nogenlunde lige store er fordelingen nogenlunde symmetrisk omkring
middelveardien.

Er medianen mindre end gennemsnittet er der tale om en “hgjreskev” fordeling som har den
“lange” hale til hejre.(se figuren)

Atman eksempelvis i lonstatistikker' angives medianen og
ikke gennemsnittet fremgér af folgende lille eksempel.
Lad os antage at en virksomhed har 10 ansatte, med
ménedslenninger ordnet efter storrelse pa

20000, 21000, 22000,23000,24000,25000,26000, 27000, 01020 30 40 5060 70

28000, 100000

Gennemsnittet er her 31600, mens medianen er 24500.

Medianen @ndrer sig ikke selv om den hgjeste lon vokser fra 100000 til 1 million, mens
gennemsnittet naturligvis vokser. Medianen giver derfor en mere rimelig beskrivelse af
middellennen i firmaet.

[ nevnte lonstatistik' er ogsd angivet “nedre og @vre Kvartil som er henholdsvis 25% fraktilen
og 75% fraktilen. Ved at angive dem far man et indtryk af, hvor stor lenspredningen er som det
vil fremga 1 afsnittet om spredning

Spredningsmal.

Stej

Egentlige malefejl, sdsom at nogle af observationerne ikke bliver korrekt registreret, uklarheder
1 spargeskemaet osv. skal naturligvis fjernes.

Derudover er der den “naturlige” variation som ogsa kunne kaldes “ren stej” (pure error), som
skyldes, at man ikke kan forvente, at to personer der pa alle omréader er stillet fuldsteendigt ens
ogsd vil svare ens pa et spergsmdl. Tilsvarende hvis man maler udbyttet ved en kemisk proces,
sa vil udfaldet af to forseg ikke vare ens, da der altid er en raekke ukontrollable stejkilder
(urenheder i rdmaterialer, lidt forskel pa personer og apparatur osv.)

Denne naturlige variation skal naturligvis inddrages i den statistiske behandling af problemet,
og dertil spiller et mal for, hvor meget tallene spreder sig naturligvis en vasentlig rolle..

1jaevnf;z;r statistisk arbog 2005 tabel 144
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5. Deskriptiv statistik

Kvartilafstand: Hvis fordelingen ikke er rimelig symmetrisk, er medianen det bedste sken for
en midtervaerdi, og kvartilafstanden kan vare et mal for spredningen.

Eksempel 5.6. Kvartilafstand
I den tidligere omtalte lonstatistik” findes bl.a. folgende tal, idet de to sidste kolonner er vor bearbejding af tallene.

Lon pr. prasteret time
nr gennem- nedre kvartil  [medianm |evre kvartil X k3—-kl1
snit X kl k3 m
m
1 |Ledelse pa hejt |353.41 231.63 313.38 433.78 1.13 0.64
niveau
2 |Kontorarbejde 196.82 158.86 186.99 222.78 1.05 0.34

X . . . .
Afkolonnen — ses, at for begge reekker er gennemsnittet storre end medianen dvs. begge fordelinger er hgjreskaev,
m

men det gelder mest for reekke nr. 1. Her galder abenbart, at nogle fa forholdsvis heje lenninger traekker
gennemsnittet op.

Skal man sammenligne lenspredningen i de to tilfaelde, ma man tage hensyn til, at medianen er meget forskellig. Man
vil derfor som der er sket i sidste kolonne beregne den relative kvartil-afstand.

Den viser ogs, at lenspredningen er vesentlig mindre for rekke 2 end for reekke 1 .

L 4

Spredning (ogsa kaldet standardafvigelse efter engelsk: standard deviation)

Spredningen pa en stikprave benavnes s.

Zn: (x; _;)2
i1

n—1
Da spredningen baserer sig pa alle observationer i stikpreven (eller populationen) er den derfor
(hvis fordelingen er nogenlunde symmetrisk (normalfordelt) det mest anvendte mal.

s beregnes af formlen g — hvor observationerne 1 en stikprove er x,,x,,...,X

n

Stikprevevariansen (eller blot variansen) er s? .
Eksempel 5.7: Beregning af spredning
Tallene 2,4,5,9 med x = 5 har variansen
2 2 2 2
2 =229 +(4‘5>4f 55‘5) +0-9 =2—36=8.6667 og spredningen s = /8.6667 = 2.9439
TI189: CATALOG \Variance({2,4,5,9}), CATALOG \stdDev({2.,4,5,9})
Har man mange tal kan det igen betale sig at indtaste tallene 1 en liste.

2jaevnﬂz:r statistisk arbog 2005 tabel 144
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5.3 Karakteristiske vardier

Anskuelig forklaring pa formlen for s.
At formlen for s skulle vaere s&rlig velegnet til at angive, hvor meget resultaterne “spreder sig” (hvor megen stoj der
er ) er ikke umiddelbart indlysende. I det folgende gives en anskuelig forklaring.
Lad os betragte 2 forsggsvariable X og Y, hvorpa der for hver er udfert en stikpreve pa 4 forseg.
Resultaterne var: ~ X: 35.9,33.3,34.7, 34.1 med gennemsnittet x =34.5, og
Y: 34.3,34.6,34.7, 34.4 med gennemsnittet y = 34.5.

oo oo Y

33 34 35 36

De to forsegsvariable har samme gennemsnit, men det er klart, at Y-resultaterne grupperer sig meget tattere om
gennemsnittet end X-resultaterne, dvs. Y-stikpreven har mindre spredning (der er mindre stgj pé Y - forseget) end
X-stikproven.

For at fa et mal for stikprevens spredning beregnes resultaternes afvigelser fra gennemsnittet.

X —X Yi—Y
35.9-34.5= 1.4 343-345=-02
333 -34.5=-1.2 34.6-345=0.1
34.7-34.5=0.2 34.7-345=02

34.1-345= -04 34.4-345=-0.1

Summen af disse afvigelser er naturligvis altid 0 og kan derfor ikke bruges som et mal for stikprevens spredning.
I stedet betragtes summen af kvadraterne pa afvigelserne (forkortet SS: Sum of Squares eller SAK: Sum af
afvigelsernes Kvadrat).

SAK, = Y (x,- ) = 147 + (-12)% + 02° + (-04)° = 3.60
i=1

SAK, = Z(yi - 1)? = (-02)*+ 017 + 027 + (-0.1)* = 0.10

i=1
Da et mal for variansen ikke mé veere athaengig af antallet af forseg, divideres med » - 1.
Umiddelbart ville det veere mere rimeligt at dividere med #. Imidlertid kan det vises, at i middel bliver et sken for
variansen for lille, hvis man dividerer med #n, mens den “rammer” precist, hvis man dividerer med n - 1. Det kan
forklares ved, at tallene x; har en tendens til at ligge taettere ved deres gennemsnit x end ved middelvaerdien 2 .

53 = % =12 s = % =00333. s =412 =1095 0g s, =~/00333 =083

Som vi forudsa, er stikprevens spredning betydelig storre for X-resultaterne end for Y-resultaterne.
Frihedsgrader. Man siger, at stikprovens varians er baseret pa f=n - 1 frihedsgrader. Navnet
skyldes, at kun n -1 af de n led X; — X kan velges frit, idet summen af de » led er nul.

Eksempelvis ser vi af ovenstdende eksempel, at der er 3 frihedsgrader, da kendskab til de forste
3ledpa 1.4, -1.2 0g 0.2 er nok til at bestemme det fjerde led, da summen er nul.
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5. Deskriptiv statistik

Vurdering af storrelsen af stikprevens spredning.

Man kan vise, at for teethedsfunktioner med kun et maksimumspunkt gelder, at mellem x —2-s
og x +2-s ligger ca. 89% af resultaterne, og mellem

x—3-s og x+3-sligger ca. 95% af resultaterne.

For normalfordelingen er de tilsvarende tal 95% og 99%.(se figur 5.2)

95%

n-20 nt2o

Fig. 5.2 . Normalfordeling
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Opgaver til kapitel 5

Opgaver

Opgave 5.1

Ferdselspolitiet overvejede, om der burde indferes en fartgreense pd 70 km/h pd en bestemt
landevejsstraekning, hvor der hidtil havde veret en fartgreense pa 80 km/h.

Som et led i analysen af hensigtmaessigheden af den overvejede @ndring observeredes inden for
et bestemt tidsrum ved hjelp af radarkontrol de forbipasserende bilers fart. Resultatet af
mélingerne var:

50 observationer

64 72 82 52 60 95 86 70 63 48
50 63 35 60 77 41 47 88 62 66
59 49 55 99 65 76 76 68 51 80
75 74 64 74 62 70 85 73 93 65
98 55 8 80 78 53 96 71 84 103

1) Foretag en vurdering af, om fordelingen er nogenlunde symmetrisk (normalfordelt) ved
a) at tegne et histogram
b) at beregne middelvaerdi og median for at sw om de er nogenlunde ens.

Opgave 5.2

Til fabrikation af herreskjorter benyttes et rdmateriale, som indeholder en vis procentdel uld. For
narmere at undersgge uldprocenten, méles denne i 64 tilfaeldigt udvalgte batch. Resultatet var

(i %):

34.2 |133.1 |34.5 |135.6 |36.3 |35.1 (34.7 [33.6 [33.6 |34.7 |35.0 |35.4 |36.2 |36.8 (35.1 [35.3

33.8 |34.2 |133.4 (34.7 |34.6 |35.2 |35.0 |34.9 (34.7 |33.6 |32.5 [34.1 |35.1 [36.8 |37.9 |36.4
37.8 136.6 |35.4 [34.6 |133.8 (37.1 |34.0 |34.1 [32.6 |33.1 (34.6 |35.9 |34.7 [33.6 |32.9 (33.5

35.8 |137.6 |137.3 |34.6 |35.5 |32.8 [32.1 [34.5 [34.6 (33.6 |24.1 |34.7 |35.7 |36.8 |34.3 |32.7

1) Foretag en vurdering af, om fordelingen er nogenlunde symmetrisk (normalfordelt) ved
a) at tegne et histogram
b) at beregne middelvaerdi og median
Der er i datamaterialet en sdkaldte outliers (en mulig fejlméling). En sddan kan edelaegge enhver

analyse. Det er 1 dette tilfelde tilladeligt at fjerne den, da vi gér ud fra det er en fejlméling.
2) Beregn stikprovens relative kvartilafstand
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6 Normalfordeling

6. Normalfordeling
6.1 Indledning

Vi har i kapitel 5 set et eksempel pa en stikpreve, hvor dets histogram var (nasten) symmetrisk
og “klokkeformede”. Vinavnte da, at sd var den tilherende stokastiske variabel nok “normalfor-
delt”.

Dette er ikke tilfeldigt, idet normalfordelingen er den fordeling som oftest forekommer i
forbindelse med lesning af “praktiske” problemer.

Dette skyldes, at nar méleresultater pavirkes af en lang raekke smé uathangige pavirkninger, vil
observationerne vere fordelt symmetrisk om en midterveerdi med flest resultater taettest ved
midterverdien. Maler man f.eks. vegten af syltetej, der fyldes pd en dése af en automatisk
pafyldningsmaskine, sa vil denne variere pa grund af mange sma uathengige og ukontrollable
pavirkninger. De fleste dasers vagt vil ligge tet pd gennemsnitsvagten, nogle vil vaere lidt
lettere, andre lidt tungere men de vil fordele sig symmetrisk omkring middelverdien. Andelen
af meget tunge ddser og meget lette ddser vil vaere meget lille. En sddan symmetrisk fordeling
med en aftagende forekomst af observationer nar vi fjerner os fra middelvardien, er netop typisk
for en normalfordelt variabel.

Andre eksempler pa normalfordelte variable er maling af :

rekrutters hejde eller veegt, pH 1 ledvasken i1 kne, udbyttet af et stof A ved en kemisk proces,
diameteren af en serie aksler produceret pa samleband, udbyttet pr. hektar pa hvedemarker.

6.2. Taethedsfunktion.

Relativ hyppighed
Ved den relative hyppighed forstas hyppigheden divideret med det totale antal.

I eksempel 5.4 er den relative hyppighed for sideafvigelsen i intervallet ]4.0 ; 9.3] ﬁ =23%

Man kunne sige, at “sandsynligheden” er 23% for at sideafvigelsen ligger i dette interval.
Skal man sammenligne to talmaterialer, eksempelvis sammenligne de 100-verdier i eksempel
1.5 med 200 resultater fra en anden skydebane, har det ingen mening at sammenligne
hyppighederne, men derimod de relative hyppigheder, dvs. dividere hyppighederne med
henholdsvis 100 og 200.

Eksempel 6.1 Tathedsfunktion

I den folgende tabel er dels beregnet de relative hyppigheder for tallene i eksempel 5.4 dels er
der af hensyn til det folgende foretaget en skalering ved at dividere den relative hyppighed med
intervalleengden 5.8.
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6.2 Tethedsfunktion

Klasser |[Antaln . . n .
Relativ hyppighed 100 Skalering 100.58
1-24.5 ; -18.7] 2 0.02 0.00345
1-18.7; -12.9] 1 0.01 0.00172
1-12.9; -7.1] 3 0.03 0.00517
]-7.1;-1.3] 11 0.11 0.0190
1-1.3; 4.5] 19 0.19 0.0328
14.5; 10.3] 23 0.23 0.0400
110.3 ; 15.1] 20 0.20 0.0345
115.1;21.9] 12 0.12 0.021
121.9 ;27.7] 7 0.07 0.012
127.7 ; 33.5] 2 0.02 0.00345

Hvis man tenker sig histogrammet tegnet med de skalerede vardier i stedet for hyppighederne,
sa vil arealet af hver sgjle veere den relative hyppighed og det samlede areal vaere 1.

Hvis man taenker sig antallet af forseg stiger (for eksempel ikke skyder 100 skud men maske 1
million skud), samtidig med at man eger antallet af klasser tilsvarende (til for eksempel

\/1076 ~1000) , vil histogrammet blive mere og mere fintakket, og til sidst nerme sig til en
kontinuert klokkeformet kurve. For denne idealiserede kontinuerte kurve, vil arealet under kurven
1 et bestemt interval fra a til b vere sandsynligheden for at & en vardi mellem a og b. Det
samlede areal under kurven er naturligvis 1.

Man siger, at den (kontinuerte) stokastiske variabel X (X er her sideafvigelsen) har en
teethedsfunktion f{x) hvis graf er den ovenfor navnte kontinuerte kurve. ¢

Eksempel 6.1 begrunder, at en teethedsfunktion for en kontinuert stokastisk variabel X skal have
den egenskab, at sandsynligheden for at X ligger mellem 2 verdier a og b lig med arealet under
kurven'.

Sandsynligheden for at X ligger mellem a og b skrives kort P(a < X <b)
(P star for probability)

'En teethedsfunktion for en kontinuert statistisk variabel skal tilfredsstille folgende betingelser:

) f(x)=0, 2) j 1 f)dx=1, 3)Pa<x<b)= j ’f (x)dx for cthvert interval [a : b]

a

47



6 Normalfordeling

P(a< X <b)

.

a b

Pa basis af en stikprove pd » tal , kunne vi regne gennemsnit X og spredning s ud.
Middelvzerdi:  Kendes den stokastiske variabel X ’s teethedsfunktion f{x) kan beregnes en
“korrekt midterveerdi”. Denne kaldes middelverdien for X og benavnes u

eller E(X) (E for expected).’
Spredning (ogsa kaldet standardafvigelse efter engelsk: standard deviation)
Tilsvarende kan beregnes en eksakt verdi for spredningen. Denne benavnes o eller o(X)

Man siger kort, at gennemsnittet x er et estimat for u, og “stikprevens spredning” s er et
estimat for o .

Ofte regner man i variansen, som benavnes o’ eller V(X).

Definition: Middelvaerdi E(X) = jw X f(x)dx Varians V(X) = jw (x— 1) - f (x)dx

Spredning o(x)=,/V(X)
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6.3 Tetheds- og fordelingsfunktion for normalfordeling

6.3 Tatheds- og fordelingsfunktion for normalfordeling
Som navnt i indledningen er den sékaldte normalfordeling af sarlig interesse.

Normalfordelingen med middelvaerdi u og spredningen o bengvnes kort n(u, o).

Teethedsfunktion.
Tathedsfunktionen f{x) * er sardeles kompliceret, men da den findes p4 mange regnemaskiner
sasom TI 89, er dette ikke noget regneteknisk problem.

For at fa et overblik over betydningen af 4 og o er der nedenfor afbildet teethedsfunktionerne
for normalfordelingerne n(0, 1), n(4.8,2.2),n(4.8,0.7) og n(10, 1).

0,6 F
A— 0,1

0,5 B — 4822
04 - C — 4,8,0,7

’ D 10,1
03
0,2 - A
0,1 B D

0 _I T T T T T T T T

7 3 1 5 9 13 17

Arealerne under kurverne er alle 1, og man ser, at “klokkeformen” bliver bred nar spredningen
er stor. Et interval pa [ — 3 o; 1 + 3- o] indeholder stort set hele sandsynlighedsmassen, og

et interval pa [u—2-0; u+2-0o]indeholder ca. 95% af sandsynlighedsmassen.

1 [xma)
® Normalfordelingen har funktionsforskriften er f(x)= # e’ ( o ) , —0 <X <00

N2 o

49



6 Normalfordeling

Fordelingsfunktion
Fordelingsfunktionen F(x) for en kontinuert variabel X er defineret ved

F(x)= P(X <x) = jw F(x)dx S S

Grafen for F(x) kan ses pa figur 6.1 p b
(Jevnfer sumkurven i eksempel 5.5)

|

|

|

|

Ved p - fraktilen eller 100 - p% fraktilen forstas det tal i
x , for hvilket F(x,)=p i
:

Medianen m er 50% fraktilen.

Fig 6.1 Fordelingsfunktion

6.4 Beregning af sandsynligheder
VihariTI 89: CATALOG\F3\
p=F(x,)=P(X <x,)=normCdf (-0,x,, 4,0) (normal Cumulative distribution funktion)

X, = F~Y(p) = invnormCdf (p, i, o)

Folgende eksempel illustrerer hvordan man pa TI 89 beregner sandsynligheder i normalfordelin-
gen.

Eksempel 6.2 Beregning af sandsynligheder i normalfordelingen

Den i eksempel 5.4 angivne stikprave pa 75 patienter fandt vi med rimelighed var normalfordelt.
Man finder, at gennemsnit af de 75 tal var x =7.287 og spredningen s = 0.134355.

Vi antager derfor, at med tilnarmelse er hele populationen af darlige knae 1 Norden normalfordelt
n(u, o) med en middelverdi p =7.29 og en spredning pd o =0.134.

Lad X vere pH vardien for et tilfeeldigt darligt knae

1) Beregn sandsynligheden for, at X er mindre end 7.2.

2) Beregn sandsynligheden for at X ligger mellem 7.2 og 7.5

3) Beregn sandsynligheden for, at X er sterre end eller lig 7.4.

4) Beregn medianen m, dvs. find den vaerdi m, for hvilke det gaelder at P(X <m) =050

5) Beregn 95% fraktilen, dvs. den vaerdi x5, for hvilke det geelder at P(X < x(45) =095

Lesning: s _

1) Sandsynligheden for, at pH er mindre end 7.2, er lig
med arealet af det farvede omréde under teethedsfunk-
tionen for n (7.29, 0.134) (se figuren).

15 |
)
TI89: CATALOG\F3\normCdf( —«,7.2,7.29,0.134) 05 2
Resultat: P(X <7.2)=0.2509 :
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6.5 Den normerede normalfordeling

2) Onsker vitilsvarende at beregne sandsynligheden for, 3
at pH ligger mellem 7.2 og 7.5 er sandsynligheden lig -5
med arealet af det farvede omrdde under kurven pa -
omstaende figur. sk
TI89: CATALOG\F3\normCdf(7.2,7.5,7.29,0.134) | ¢
Resultat P(72< X <75)=0.629

3) Tilsvarende beregnes P(X > 7.4)=normCdf(7.4,=,7.29,0.134) = 0.2059
4) m = invnorm(0.5,7.29,0.134) = 7.29
5) xg95=1nvnorm (0.95, 7.29, 0.134) = 7.51 17

P

¢
6.5. Den normerede normalfordeling

Den normerede normalfordeling er bestemt ved at have middelverdien 0 og spredningen 1.
En statistisk variabel, der er normalfordelt n (0,1), kaldes s&dvanligvis U og dens fordeling U-
fordelingen' .

Dens taethedsfunktion benzvnes ¢ og dens fordelingsfunktion @ .

Har man ikke et hjelpemiddel til rddighed der som TI 89 kan beregne sandsynligheder i
normalfordelingen benytter man en tabel over den normerede normalfordeling. Ud fra denne kan
man sa beregne sandsynligheder 1 en vilkarlig normalfordeling.

Dette er unedvendigt nir man har et passende hjelpemiddel til rddighed.

o angelsaksiske lande ofte Z og Z-fordelingen.

2 2

1 _w 1 v
2 o(u) = e ? for ethvert u,0g fordelingsfunktionen er bestemt ved ®(u) = P(U <u) = N . J e 2dt

A/2.7Z' 27[
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6 Normalfordeling

Imidlertid far man ofte brug for felgende formel, der etablerer en forbindelse mellem de centrale
storrelser 1 en normalfordeling.

X,=p+tU, O

Bevis: Lad X vaere normalfordelt med middelvardi ¢ og spredning o .

U= i er sa ogsa normalfordelt (bevises ikke her)

o

sor-{552) [ S oL 2]

o

’ )y =B - =0
(o2 (e

— 00

Heraf ses, at U har middelverdi 0 og spredning 1, dvs. er normeret normalfordelt.

— Xy — Xy — Xy —
Da P(Xs)cp) = P(ugp_ﬂj = P(U gp_ﬂj :q)[p_'u]
O o o o

X, - X, - X, -
fas P(XSxp):p<:>CD(p 'uj:p@d)_l[@[p—yj]:up@ p 'u:up@xp:yﬂtp-a

(o (o

Vi vil i det folgende se, hvorledes denne relation med fordel kan anvendes.

Eksempel 6.3. Normalfordeling.

En fabrik steber plastikkasser. Fabrikken far en ordre pa kasser, som blandt andet har den

specifikation, at kasserne skal have en lengde pa 90 cm. Kasser, hvis leengder ikke ligger mellem

89.2 0g 90.8 cm bliver kasseret.

Det vides, at fabrikken producerer kasserne med en lengde X, som er normalfordelt med en

spredning pa 0.5 cm.

1) Hvis X'har en middelverdi pa 89.6, hvad er sa sandsynligheden for, at en kasse har en l&engde,
der ligger indenfor specifikationsgrenserne.

2) Hvor stor er sandsynligheden for at en kasse bliver kasseret, hvis man justerer stebningen, sa
middelvardien bliver den der giver den mindste procentdel kasserede (spredningen kan man
ikke @ndre).

Fabrikanten finder, at selv efter den i1 spergsmaél 2 foretagne justering kasseres for stor en

procentdel af kasserne. Der enskes hajst 5% af kasserne kasseret.

3) Hvad skal spredningen o formindskes til, for at dette er opfyldt?

4) Hvis det er umuligt at @ndre o, kan man prove at fa andret specifikationsgranserne.

Find de nye specifikationsgranser (placeret symmetrisk omkring middelvardien 90,0) idet
spredningen stadig er 0.5, og hgjst 5% ma kasseres.

En ny maskine indkebes, og som et led i en undersegelse af, om der dermed er sket @ndringer

1 middelverdi og spredning produceres 12 kasser ved anvendelse af denne maskine.

Man fandt felgende leengder: 89.2 90.2 89.4 90.0 90.3 89.7 89.6 89.9 90.5 90.3 89.9 90.6.

5) Angiv pa dette grundlag et estimat for middelverdi og spredning.
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6.6 Konfidensinterval for middelvaerdi

Lesning:
1) P(89.2 < X <9038) = normCdf(89.2,90.8,89.6,0.5) = 0.7799 = 78%
2) Middelvardien ma nu settes til midtpunktet af intervallet, dvs. til 90 cm.
P(X >908)+ P(X <89.2)=1-P(89.2 < X £90.8) = 1 — normdf(89.2,90.8,90,0.5)=0.1096
3) P(892< X <908)=095< P(X <£89.2)=0.025

(da der ligger 5% udenfor intervallet, og af symmetrigrunde mé sd 2,5% ligge pa hver sin side

af intervallet.)
Metode 1:Ved indsettelse i ligningen x, ,5 = g+ U 15 - © fas nu

89.2-90 —-0.08
— S 0= =
Ug 025 invnormCdf(0.025,0,1)
Metode 2: Ligningen -cx = =9.2> — o.02s |gses med hensyn til o
solve(normCdf( — «,,89.2,90, x) = 0.025, x)|x >0  Resultat: x =0.4082
4) Af symmetrigrunde (samme begrundelse som under punkt 3) fas:
P(900-d < X <900+d)=095< P(X <900-d)=0.025 og P(X <90.0+d)=0975.
Vi far nedre grense =invnormCdf(0,025,90,0,5) = 89,02 = 89.0
@vre greense =invnormCdf(0,975;90;0,5) = 90,98 =91.0
5) APPS\Stats/List . Tallene indtastes i listl
F4\1:1-var Stats
I den fremkomne menu sattes “list” til “List]l" (benyt eventuelt Var-Link til at finde Listl)
[ udskriften findes x =89.97 ogs =0.435 2

892=90+uyps -0 0= o = 04082

6.6 Konfidensinterval for middelvaerdi

6.6.1. Indledning

Udtages en stikprave fra en population er det jo for, at man ud fra stikpreven kan fortalle noget
centralt om hele populationen.

For en normalfordelt variabel X har vi saledes som estimat (skon) for populationens middelveerdi u
sat stikprevens gennemsnit x , og som et estimat for populationens spredningen (standardafvigel-
se) o sat stikpravens spredning s.

Et gennemsnit er jo altid behaftet med en vis usikkerhed.

Det er derfor ikke nok, at angive at den “sande” middelvaerdi er x, vi ma ogséa angive et
“usikkerhedsinterval”.

Etinterval indenfor hvilket den sande veerdi” ¢ med eksempelvis 95% sikkerhed vil ligge kaldes

et 95% konfidensinterval.
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6 Normalfordeling

Satning 6.1: Gennemsnits spredning og fordeling
Lad x vere gennemsnittet af verdierne i en stikpreve pa n tal.
1) x vil veere tilneermelsesvis normalfordelt, hvis blot # er tilstreekkelig stor ( i praksis over 30).

2) Spredningen pd x er o(x) = = , hvor o er spredningen pa den enkelte veardi i stikproven.

Jn

Punkt 1 sikrer, at selv om vaerdierne i stikproven ikke er normalfordelt, sa vil gennemsnittet vaere
det, blot n er stor (over 30)

Punkt 2 viser, at gennemsnittet kan man “stole” mere pa end den enkelte méling, da den har en
mindre spredning.

Eksempel 6.4 Beregning af spredning af gennemsnit

Find spredningen pd gennemsnittet for felgende 12 mélinger

89.2 90.2 89.4 90.0 90.3 89.7 89.6 89.9 90.5 90.3 89.9 90.6.
Lesning:

I eksempel 6.3 fandt vi at de 12 mélinger

havde x =89.97 ogs=0.435

. . 0435
Heraf folger, at spredningen pd gennemsnittet er S 20 012

iz =

(o)

L 4

6.6.2 Beregning af konfidensinterval, hvis spredning er kendt eksakt.

Et 95% konfidensinterval [x —r; X + 7] ma ligge symmetrisk omkring gennemsnittet, og siledes,
at P(x—r< X <x+r)=095.

Heraf folger, at hvis den sande middelvaerdi i
ligger i et af de skraverede omréder, sa er der
mindre end 2.5% chance for, at vi ville have faet

det fundne gennemsnit x .
For at finde gransen for intervallet, ma vi finde en

middelvaerdi z si P(X < x)=0.025.
Lad os illustrere det ved folgende eksempel:

Eksempel 6.5 Beregning af 95% konfidensinterval

Lad gennemsnittet af 12 malinger veere x = 90

Lad os antages at spredningen kendes eksakt til o =0.5

Hvis den sande middelverdi x afviger staerkt fra 90 er det yderst usandsynligt, at vi ville have
fiet et gennemsnittet pa 90.

Eksempelvis, hvis =92 bliver P(X < 90) = normCdf( — oo ,90,92,0.5/\/_ (12))=0

dvs. det er ganske usandsynligt at den sande middelvardi var 92.

For at finde graensen kunne man finde # af ligningen
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6.6 Konfidensinterval for middelvaerdi

P(X <90) = 0 < solve(normCdf( — « ,90,x,0.5/ \/_ (12))=0.025,x) Resultat x =90.283
95% konfidensinterval [90 -0.283;90 +0.283] = [89.717 : 90.283]

Lettere er det at benytte formlenx, = x+u, - som ved benyttelse af, at o(X) = % giver

Indsattes ugy5 = invnorm(0.025,0,1) = —1.96 fés, at ovre graense for

_ o
H=X—=Ugyps E

. 0.5
konfidensintervallet er u =¥ +196-——— = 90+ 1.96- —— = 90283 .
V12 V12
Da der er symmetri omkring x fis samme konfidensinterval som for L 2

Som det fremgér af eksempel 6.5 gaelder folgende

Er spredningen eksakt kendt er et 95% konfidensinterval bestemt ved formlen

o _ o
x‘”o.975‘ﬁ£ﬂ5x+”o.975'ﬁ (1)

Onskes eksempelvis et 99% eksakt skal u, o5 erstattes med u 995 0SV.

6.6.3. Beregning af konfidensinterval hvis spredning ikke kendt eksakt
Sadvanligvis er populationens spredning o jo ikke eksakt kendt, men man regner et estimat s
ud for den.

Da s jo ogsa varierer fra stikprove til stikpreve, giver dette en ekstra usikkerhed, s& konfidensin-
tervallet for u bliver bredere.

Hvis stikprovesterrelsen er over 30 er denne usikkerhed dog uden veasentlig betydning, s 1
sadanne tilfelde kan man i formel (1) blot erstatte c med s.

Er stikprovesterrelsen under 30 bliver denne usikkerhed pé s sé stor, at man i formel (1) ma
erstatte U- fraktilen #o97smed en sékaldt t - fraktil 7975 /.

t-fordelinger

En t - fordeling har samme klokkeformede udseende som en U - fordeling, men 1 modsatning
til U - fordelingen athenger dens udseende af antallet » af tal i stikpreven. Er f=n -1 stort
(over 30) er forskellen mellem en U- fordeling og en t- fordeling meget lille. Er flille bliver t
- fordelingen bredere end U - fordelingen.

Tallet f=n - 1 kaldes frihedsgradstallet.

Grafen nedenfor viser tethedsfunktionen for #-fordelingerne for f=1, 5 og 30.
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6 Normalfordeling

Deg. ol [teedc
— |
— 5
— 30

Ved ¢ - fraktilen ¢ 975, forstds 0.975 - fraktilen med frihedsgradstallet 12.

Eksempel 6.6. Beregning af t-fraktiler.

Find fraktilerne 79751208 002512 -

Lesning:

Af symmetrigrunde (se figuren) er de 2 fraktiler lige
store med modsat fortegn, dvs.

10.025,12=-10.975,12
TI 89: CATALOG\F3\inv_t(0.975,12) Resultat: 2.1788

FEt 95 % konfidensinterval er bestemt ved formlen:

X =1lo975,-1 T S UST+1E)g75,-1 T o

Eksempel 6.6. Konfidensinterval, hvis spredningen ikke er kendt eksakt.
En forstmand er interesseret i at bestemme middelvaerdien af diameteren af voksne egetreaer i

en bestemt fredet skov.
Der blev mélt diameteren pd 7 tilfeldigt udvalgte egetreeer (i 1 meters hegjde over jorden)
Resultatet ses i folgende skema.

diameter (cm) |64.0 |33.4 |45.8 |56.0 [51.5 [29.2 [63.7

1) Beregnx ogs.
2) Beregn et 95% konfidensinterval for middelvaerdien .
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6.6 Konfidensinterval for middelvaerdi

Lesning:
APPS\STAT/LIST : Data indtastes. 1 list1

Metode 1
1) CATALOG\mean(listl) = 49,08571 og stdDev(listl) = 13.7957
2) CATALOG\F3\inv_t(0.975,6) = 2.4469

Man indsatter nu de fundne tal som jo alle star i “home” i formlen

Ovre grense: 49.085+2.57*13.7957/\/_ (7) =61.84

Nedre graense: 49.085-2.57*13.7957/\/_(6) =36.33

95% konfidensinterval: [36.33 ; 61.84]
Metode 2
1) F4\1-Var Stats\ENTER Blandt udskrift findes x = 49,08571 s= 13,7957
2) APPS\STAT/LIST \F7\ T Interval

I Menu: Data Input Method sattes til “Data” \ENTER\ENTER

Resultat: CInt =[36.33 ; 61.84]
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6 Normalfordeling

Opgaver

Opgave 6.1

1) En stokastisk variabel X er normalfordelt med ¢£=0o0g o =1.
Find P(X <0.75), P(X > 1.6) og P(0.75< X < 1.6).

2) En stokastisk variabel X er normalfordelt med y =25.1 0g o =2.4.
Find P(223< X £278).

Opgave 6.2
En “soft-drink” maskine er reguleret, s& den i middel fylder 200 ml i en kop. Rumfanget X
antages at vere normalfordelt med en spredning pd 15 ml.
1) Hvor stor en brekdel af kopperne vil indeholde mindre end 224 ml
2) Hvad er sandsynligheden for at en kop indeholder mellem 191 og 209 ml
3) Kopperne kan hgjst indeholde 230 ml.
Hvor mange af de naste 1000 fyldte kopper, vil i middel vaere overfyldt.
4) 25% af kopperne vil i middel indeholde mindre end x, ,s ml. Find x,s.

5) 95% af kopperne vil indeholde mere end a ml. Find a

Opgave 6.3

Maksimumstemperaturen, der opnas ved en bestemt opvarmningsproces, har en statistisk
fordeling med en middelvardi pa 113.3° og en spredning péa 5.6°C. Det antages, at
maksimumstemperaturens variation er tilfaeldig og kan beskrives ved en normalfordeling.
1) Find procenten af maksimumstemperaturer, der er mindre end 116.1°C.

2) Find procenten af maksimumstemperaturer, der ligger mellem 115°C og 116.7°C.

3) Find den vardi, som overskrides af 57.8% af maksimumstemperaturerne.

Man overvejer at gd over til en anden opvarmningsproces. Man udferer derfor 16 gange 1
lobet af en periode forseg, hvor man méaler maksimumstemperaturen, der opnas ved denne
nye proces. Resultaterne var 116.6 ,116,6 , 117,0, 124,5,122,2 ,128,6,109,9, 114,8,
106,4,110,7,110,7,113,7,128,1, 118,8 , 115,4, 123,1

4) Giv et estimat for middelvardien og spredningen.

Opgave 6.4

En topedo affyres mod et 250 meter bredt mal.

Man sigter efter malets midtpunkt. Afstanden fra midtpunktet til det punkt der rammes er
normalfordelt med en middelvardi pa 0 og en spredning o pé 100 meter.

Beregn sandsynligheden for at man rammer maélet.

Opgave 6.5

En automatisk désepafyldningsmaskine fylder henskedssuppe i ddser. Rumfanget er normal-

fordelt med en middelvardi pa 800 ml og en spredning pa 6,4 ml.

1) Hvad er sandsynligheden for, at en ddse indeholder mindre end 790 ml?.

2) Hvis alle déser, som indeholder mindre end 790 ml og mere end 805 ml bliver kasseret,
hvor stor en procentdel af ddserne bliver sa kasseret?

3) Bestem de specifikationsgraenser der ligger symmetrisk omkring middelvaerdien pa 800 ml,
og som indeholde 99% af alle déser.
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Opgaver til kapitel 6

Opgave 6.6

En fabrik planlagger at starte en produktion af rer, hvis diametre skal opfylde specifikationer-

ne 2,500 cm =+ 0,015 cm.

Ud fra erfaringer med tilsvarende produktioner vides, at de producerede ror vil have diametre,

der er normalfordelte med en middelvardi pa 2,500 cm og en spredning pa 0,010 cm. Man

onsker 1 forbindelse med planlaegningen svar pd felgende sporgsmal:

1) Hvor stor en del af produktionen holder sig indenfor specifikationsgraenserne.

2) Hvor meget skal spredningen o ned p4, for, at 95% af produktionen holder sig indenfor
specifikationsgraenserne (middelverdien er uendret pa 2,500 cm).

3) Fabrikken overvejer, om det er muligt at fa indfert nogle specifikationsgranser
(symmetrisk omkring 2,500), som bevirker, at 95% af dets produktion falder indenfor
grenserne. Find disse graenser, idet det stadig antages at middelvardien er 2.500 og spred-
ningen 0.010 cm.

Opgave 6.7
Trykstyrken i1 beton blev kontrolleret ved at man stebte 12 betonklodser og testede dem.
Resultatet var:

2216 | 2225 (2318 | 2237 | 2301 | 2255 | 2249 (2281|2275 2204 (2263 | 2295
1) Find et estimat for trykstyrkens middelveerdi x4 og spredning o .

2) Angiv et 95% konfidensinterval for x .

Opgave 6.8

En fabrik producerer stempelringe til en bilmotor. Det vides, at stempelringenes diameter er
approksimativt normalfordelt. Stempelringene ber have en diameter pa 74.036 mm og en
spredning pa 0.001 mm. For at kontrollere dette udtog man tilfeldigt 15 stempelringe af
produktionen og malte diameteren. I resultaterne har man for simpelheds skyld, kun angivet
de 3 sidste ciftre, altsd 74.0365 angives som 365. Man fandt folgende resultater

342 (364 (370 [361 [351 [368 357 [374 340 [362 378 |384 [354 [356 |369

1) Find et estimat for ringenes diameter x og spredning o .
2) Angiv et 99% konfidensinterval for u .
3) Angiv et 99% konfidensinterval for g, nir man fra tidligere malinger ved, at o = 0.001.

Opgave 6.9

Ved en fabrikation af et bestemt sprangstof er det vigtigt, at en reaktoroplesning har en pH-
vardi omkring 8.50. Der foretages 6 mélinger pa en bestemt reaktantoplesning. Resultaterne
var:

| pH | 854 780 | 850 | 821 8.15 8.32

Den benyttede pH-mélemetode antages pa baggrund af tidligere lignende méalinger at give
normalfordelte resultater.

1) Angiv et estimat for oplesningens middelveaerdi og spredning.

2) Angiv et 95% konfidensinterval for pH.

59



6 Normalfordeling

Opgave 6.10
De 10 overste ark papir i en pakke med printerpapir har felgende vagt

1421 433 [4.26 [4.27 [4.19 [430 [4.24 [4.24 [ 428 | 424
Angiv 95%-konfidensintervaller for middelverdi og spredning af papirets vagt.

Opgave 6.11

Til undersegelse af alkoholprocenten i en persons blod foretages 4 uathengige malinger, som
gav folgende resultater (i %o):

108 102 107 [o8 |
1) Opstil et 95% konfidensinterval for personens alkoholkoncentration.
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