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FORORD

Dette notat er baseret pa at de studerende bade under kurset og ved evalueringen har nem adgang
til at benytte statistikprogrammet Statgraphics (version 4 eller senere)

Dette er séledes tilfeldet i det nuvarende kursus 1 forsegsplanlegning for diplomstuderende 1 kemi
og levnedsmiddelingenigrstuderende pd DTU.

Eksempler og gvelser er for manges vedkommende eksamensopgaver stillet ved DTU’s eksaminer
i forsggsplanlegning for diplomstuderende. Sammen med notatet teenkes anvendt et hefte over
tidligere eksamensopgaver. Brugen af statistikprogrammel bevirker, at undervisning og trening i
“lommeregnermetoder” (eksempelvis Yates metode og ortogonale polynomier) kan undlades. Der
bliver derved mere tid til model- og begrebsdannelser end tidligere.

Efter hvert storre emne er der anbefalet en gvelse (en samlet oversigt kan findes i stikordsregi-
steret). En studerende som regner disse ovelser har veret igennem nogenlunde de samme

problemer, som gennemgas i notatets eksempler.

Jeg vil gerne takke L. Brondum og J. D. Monrad for de mange gode rad de er kommet med gennem
arene. Enkelte eksempler er sdledes hentet fra deres leerebogssystem “ Statistisk Forsegsplanlaeg-
ning Bind I, II, III.

En serlig tak fortjener lektor Bjarne Hellesen, som har anvendt de tidligere udgaver af notatet i
undervisningen og i den forbindelse er kommet med mange konstruktive kommentarer og forslag
til forbedringer samt varet en stor hjelp ved korrekturleesning. Han har endvidere udarbejdet
eksempel 3.8 side 90, eksempel 3.9 side 95, samt appendix 1.3 og 3.2. Desuden har han udarbejdet
det program til konstruktion af varianskomponenter “EMSwin.exe”, som udleveres i forbindelse

med undervisningen.

I forhold til 10. udgave er der i kapitel 1 endret nogle sider, foretaget enkelte rettelser i det gvrige

notat, og tilsidst tilfejet nogle tabeller over t- og F-fordelingen.

11 udgave juli 2002

Mogens Oddershede Larsen
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1.2 Forsggsplan ned én faktor

1 GRUNDLAGGENDE BEGREBER

1.1 Indledning

Et forseg kan opspaltes i fem trin:

1) Problemformulering.

2) Udformning af forsegsplan

3) Udferelse af forseg

4) Analyse af forsegsresultater

5) Konklusion

Statistisk forsegsplanlaegning drejer sig kort sagt om trinene 2, 4 og 5.

Formaél med statistisk forsegsplanlaegning: At udarbejde en forsegsplan , som med mindst
mulig eksperimentel indsats og med anvendelsen af relevante statiske analysemetoder fortrinsvis
varians- og regressionsanalyse giver den enskede information .

En gylden regel er, at man skal ikke anvende mere end hejst 25% af det afsatte forsegsbudget pa
det forste forseg.

Endvidere skal man ud fra sin erfaring, studier af litteraturen, eventuelt ved nogle indledende
forseg péd forhidnd have en fornemmelse af, hvad man kan finde af betydende effekter og hvor
store usikkerhederne er. Hvis man ikke har det, er man for tidligt ude.

Begreberne 1 forsegsplanlegning gennemgas i det folgende pa basis af nogle eksempler.

1.2. Forsegsplan med 1 faktor

1.2.1 Indledning

I dette afsnit benyttes folgende eksempel som illustration af begreberne.

Eksempel 1.1 (én faktor). Virkningerne af 4 tilscetningsstoffer T, T,, Ts, T, pa meengden af
urenheder ved en kemisk proces onskes sammenlignet. For hvert tilscetningsstof mdles meengden
af “uensket stof” 2 gange.

Forsogsplanen fremgdr af folgende skema:

X X X X X X X X

Forseget har 1 faktor: tilsetningsstof. Faktoren er pd 4 niveauer 7, T,, T}, T,.

Hvert niveau har 2 gentagelser.

I dette kapitel vil vi kun betragte faktorer, der er sakaldte “fixed” faktorer.

Det er faktorer hvis niveauer man har valgt fordi man er specielt interesseret i netop disse.
Eksempelvis har vi 4 tilsetningsstoffer, og vi er interesseret i at finde ud af hvilke af disse fire
der resulterer i mindst urenhed.



1. Grundl aggende begreber

Havde vi i stedet for haft et stort antal tilsetningsstoffer, og var interesseret i om tilsetningsstof-
fer som helhed giver anledning til en variation i resultaterne, sé er tilsetningsstoffer en “random
“faktor. Man ville s4 tilfeldigt udtaget 4 af de mange stoffer, foretage forseg med disse, og ud
fra disse resultater have draget nogle konklusioner om tilsatningsstoffer generelt. Man vil her
ikke vere specielt interesseret i virkningen af en bestemt af de 4 tilfaldigt udtagne stoffer.

1.2.2. Forseg, behandlinger, forsegsenheder og fuldsteendig randomisering.

Forseg: Et forseg er opbygget af en reekke delforseg, som hver giver en vaerdi (et forsegsresultat)
af den betragtede forsegsvariabel .

I eksemplet udferes for hvert tilsetningsstof 2 delforseg, dvs. 1 alt 8 delforseg. Den betragtede
forsegsvariabel er mangden af “uensket stof”.

Hvert delforseg i et forsag udferes under en rackke forsegsbetingelser (tilsetningsstoffer, tids-
punkt, benyttet apparatur, benyttet ravareleverance, tryk, temperatur osv.).

Behandlinger: De betingelser, der med forscet varieres med henblik pa en vurdering af deres
indflydelse pa forsegsvariablen.
I eksemplet er behandlingen : tils@tningsstof som er pa 4 niveauer (4 stoffer)

Forsegsenheder: Alle andre delforsogsbetingelser (tidspunkt benyttet apparatur, benyttet
rdvareleverance osv.) Der skal i eksemplet anvendes 8 forsggsenheder svarende til de 8 delforsog.

Randomisering. Ved en randomisering (lodtraekning) tilordnes behandlingerne til forsegsenhe-
derne pa tilfzeldig made. Herved sikres at virkningen af forsegsenhederne fordeles tilfaeldigt pa
de forskellige behandlinger. En sammenligning mellem behandlingerne bliver derved ikke
beheftet med systematiske fejl (et tilsetningsstof bliver ikke favoriseret ved at blive udsat for
serlig gunstige forsegsenheder). Herved sikrer man sig, et statistisk gyldigt forseg.

Eksempel 1.2 (fortsettelse af eksempel 1.1) (fuldsteendig randomisering). De 8 delforsog skal
indgd i den almindelige produktionsgang. nar der er ledig kapacitet. Dette betyder, at man
umuligt kan foretage delforsogene pd samme dag, med samme apparatur og med samme
ravareleverance, hvilket ellers var onskeligt.

Angiv hvad der kunne tenkes at veere forsogsenheder. Forklar endvidere hvorledes en
randomisering kan foretages mellem forsogsenhederne og behandlingerne.

LOSNING:
I forsegsenhederne mé indgé hvilken dag, hvilket apparatur og hvilken rdvareleverance der skal
anvendes. I forsegsenhederne indgdr sandsynligvis ogsa andre forhold udenfor vor kontrol, og
som tilsammen bevirker, at selv om man udferer gentagne forseg med samme behandling, sa féar
vi afvigende resultater.
Lad os antage at der gelder folgende:
Mandag er det kun muligt at lave 1 forseg, idet apparatur nr 1 og rdvareleverance nr 1 kan
benyttes.
Tirsdag er der kapacitet ledig til 3 forseg:

1 forseg hvor apparatur nr 2 og ravareleverance 1 benyttes

1 forseg hvor apparatur nr 1 og rdvareleverance 2 benyttes, og

1 forseg hvor apparatur nr 3 og ravareleverance 3 benyttes.
Onsdag kan der ogsa laves 3 forseg osv. (se det folgende skema).



1.2 Forsggsplan ned én faktor

Forspgsenheder Behandlinger
Dag Apparatur Révareleverance
mandag 1 1
tirsdag 2 1
tirsdag 1 2
tirsdag 3 3
onsdag 3 4
onsdag 4 5
onsdag 1 6
torsdag 3 6

Randomisering : Vi foretager nu en lodtreekning. Dette kan
eksempelvis ske ved, at man har lavet 8 sedler hvor der pa 2 sedler
er skrevet T,, pa 2 sedler er skrevet T, osv. Sedlerne placeres i en T, T,

dase, f. eks. en tom kagedase, og hver seddel kan eventuelt krolles
sammen til en kugle. Sedlerne blandes ved at dasen rystes (se figur). T T T4
Hvis den forste seddel der udtraekkes er T, sd betyder det, at det T, T, T,
delforseg der mandag udferes med apparatur 1 og révareleverance

1 skal anvende tilsaetningsstof T, (se ovenstaende skema). Hvis den
naeste seddel der udtraekkes er T, sd betyder det, at det delforseg der tirsdag udferes med
apparatur 2 og ravareleverance 1 skal anvende tilsetningsstof T, osv. L 2

Man siger, der er foretaget et fuldsteendigt randomiseret forseg.

E fuldsteendigt randomiseret forseg sikrer at der udferes et "statistisk gyldigt" forseg.

Hvis vi derfor efter beregninger (ensidet variansanalyse ) konkluderer, at der er forskel pa
tilseetningsstofferne, sa er det "korrekt", idet det ville vare helt tilfeldigt, hvis én af tilsetnings-
stofferne har varet begunstiget med sarlig gode forsegsenheder.

1.2.3 Ensidet variansanalyse.

Den statistiske metode til at analysere forseget 1 eksempel 1.1 vil vaere ensidet variansanalyse.
Eksemplet vil blive benyttet dels til en kort repetition af teorien bag en ensidet variansanalyse,
dels til at gennemga udskrifterne fra Statgraphics. I appendix A kan man finde hvilke
menupunkter, tasttryk osv. der skal benyttes for at udfere en typisk Statgraphics beregning. I
resten af notatet, vil man sadvanligvis blive henvist til dette appendix medmindre der er tale om
specielle ordrer.



1. Grundl aggende begreber

Eksempel 1.3 (fortsattelse af eksempel 1.2) (ensidet variansanalyse). Efter at have foretaget
et fuldsteendigt randomiseret forsog blev forsogsresultaterne folgende:

T, T, T, T,
108 105 108 117
110 110 111 119

Foretag en statistisk analyse af disse resultater med henblik pa at kunne angive hvilket
tilscetningsstof der giver den mindste urenhed.

1.2.3.1 Modelformulering
Et forsog med 1 faktor pa » niveauer og med n gentagelser af hvert niveau kan generelt beskrives
i folgende skema:

Niveauer | Observationer Gennemsnit | Middelveardi
R, X11, X125+« -5 Xy X, U,
Rz .X21’X22 PRCECIEEN ,X2n f2 ILIZ
R, Xop Xigsevvs Xy X, U,

Hvert af de r faktorniveauer har n gentagelser. I skemaet indgar ogsa gennemsnittet af de n
observationer, og middelverdien af de  faktorniveauer.
I eksempel 1.1 err=4 ogn=2.

En model for forsoget skrives x, = 1/ + R, + &, hvor i=12,...,r og j=12,...,n.

Zﬂi

Her er den totale middelveerdi i = =

gennemsnittet af de r niveau-middelverdier,

rekkevirkningen R, = 1, — f , og & er “forsegsfejlen (“stojen”), som indbefatter alle andre

former for variation (stammende fra forsggsenhederne m. m.).
En forudsatning for ved en variansanalyse at kunne teste forskellige relevante nulhypoteser. er

at forsegsfejlene ¢ er uathangige og normalfordelte variable med middelveerdi 0 og varians
o’ . Variansen o antages at vaere den samme for alle faktorens niveauer. Man siger kort, at der

er varianshomogenitet.

Ovennzvnte forudsetninger medferer, at observationerne x;; er uathangige, og normalfordelte
n(ﬁ + R, o’ ) , dvs med middelveerdi g + R, og samme varians o’

Vivil i afsnit 1.3.7 vise, hvorledes man grafisk og ved hjelp af passende test kan undersgge om
forudsatningerne er rimeligt opfyldt.



1.2 Forsggsplan ned én faktor

1.2.3.2 Anskuelig forklaring pa den teoretiske baggrund for ensidet variansanalyse.

I eksempel 1.3 antages forudsatningerne for en variansanalyse at vaere tilstede .

Det er sa relativt besverligt at foretage beregningerne “med lommeregner” at man seedvanligvis
vil benytte et passende statistikprogram.

For at forstd den teoretiske baggrund for analysen, vil vi dog undtagelsesvis i dette eksempel
starte med at foretage beregningerne “i hdnden”.

For at fa et skon for mengden af urenheder, udregnes gennemsnittene for hvert tilsetningsstof.
Disse er angivet 1 nedenstaende skema. Umiddelbart ud fra gennemsnit synes 7, at adskille sig
fra de tre ovrige, men hvis der er stor spredning, kan det méske blot vare et tilfelde. Det er derfor
naturligt at udregne spredningerne, hvilket derfor ogsé er anfort i skemaet.

Eksempel pé beregning af spredning for en behandling:

\/(105— 107.5) + (110- 107.5)*

Sp, = o1 = 35355
T, T, T, T,
Gennemsnit 109 107,5 109,5 118
Spredning 1.4142 3.5355 2,1213 1,4142

Idet hver varians er baseret pa n = 2 malinger, har hver varians 1 frihedsgrad (f=n-1=2-1).
Ifolge forudsatningen om varianshomogenitet antages de 4 varianser antages at vaere nogenlunde
ens. Man beregner derfor et vagtet gennemsnit af disse (foretager en “pooling”).

o Susiteafs 114142° s
O fit fot A S 4

Indtastes de fire gennemsnit i en lommeregner findes S% =225.

= 525 med f,= 4 frihedsgrader.

Et gennemsnit af » tal har en varians, der er » gange mindre end variansen pa den enkelte méling.

I dette tilfelde er n=2. Lad s3 =2-52 =2-225=45.
2

. . . . N .
Forudsattes de 4 tilsetningsstoffer at have samme virkning, burde derfor F = —1; ~ 1, mens hvis

So
de er forskellige er forholdet signifikant sterre end 1.
2
vifar F="k = _gs7,
Sg 525
Resultaterne samles i en variansanlysetabel, hvor ogsd SAK = f - s° indgar.
,  SAK s
Variation SAK f S = F=—
f .
Tilsetningsstof 135 r-1=3 45.0 8.57
Gentagelser 21.0 4 5.25
Total 156.0 n-r-1=17

Forholdet mellem de to varianser er F - fordelt F(3,4). Ved opslag i en F - tabel (tabel 2) findes
F,45(3,4) = 659 . Heraf ses, at sandsynligheden for at fi en F' - vardi pa 8.57 forudsat

Hy: p, = g, = g3 = y, ersand, er mindre end 5% . Nulhypotesen méa derfor forkastes pa et
signifikansniveau pa 5%.




1. Grundl aggende begreber

I stedet for at sl op 1 en F-tabel kunne man have beregnet “P - vaerdien” = P( F > 6.69).
Benyttes eksempelvis Statgraphics (jeevnfer appendix A, afsnita7) fas P-vaerdi =3.22%, dvsigen
under 5 %.

Konklusion: , De fire tilsetningsstoffer har ikke samme virkning.

1.2.3.3 Beregning af ensidet variansanalyse ved Statgraphics.
[ appendix A er beskrevet, hvilke ordrer man skal give 1 Statgraphics,for at kunne f& de enskede
udskrifter frem. Der vil derfor 1 det folgende blive henvist hertil.

Data indtastes pa sedvanlig made (jevnfer appendix A afsnit a2.)
Resultatet ser sdledes ud:

Stof Urenhed
Tl 108
T1 110
T2 105
T2 110
T3 108
T3 111
T4 117
T4 119

Husk at gemme datafilen inden man gar videre.

Analyse af data
Der vaelges menupunktet “Compare” (se appendix A afsnit a3)

Der fremkommer folgende variansanalysetabel med tilherende kommentar.
ANOVA Table for urenhed by stof
Analysis of Variance

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Between groups 135,0 3 45,0 8,57 0,0324
Within groups 21,0 4 5,25

Total (Corr.) 156,0 7

The StatAdvisor

The ANOVA table decomposes the variance of urenhed into two components: a
between-group component and a within-group component.
The F-ratio, which in this case equals 8,57143, is a ratio of the between-group
estimate to the within-group estimate. Since the P-value of the F-test is less than
0,05, there is a statistically significant difference between the mean urenhed from
one level of stof
to another at the 95,0% confidence level. To determine which means are significantly
different from which others, select Multiple Range Tests from the list of Tabular
Options.

Det ses, at vi far samme tabel som fer, og at man her ikke behgver at sla op i en F tabel, idet P -
value direkte fortaeller, at nulhypotesen forkastes 1 stjernet (3,24%).
Vi har derfor samme konklusion.

Som det ses, giver “The StatAdvisor” ingen oplysninger, som ikke burde vare kendt i forvejen.
Den vil derfor sedvanligvis blive udeladt i det folgende.



1.2 Forsggsplan ned én faktor

Konfidensintervaller

Fost mé det understreges, at havde vi faet en accept af nulhypotesen, havde vi konkluderet, at der
ingen signifikant virkning var af de forskellige stoffer, og derfor havde vi hejst beregnet et faelles
gennemsnit og et felles konfidensinterval.

Er der en signifikant forskel ved vi, at der er en reel forskel mellem det tilsetningsstof 7, med
det laveste gennemsnit og 7, med det hgjeste gennemsnit. En nejere undersogelse kan ske ved
at beregne 95% konfidensintervaller:

2
Xtt,05(fy) - % (t - veerdien fés fra tabel 1.1 eller evt. fra Statgraphics:Appendix a afsnit
n

a7.

2
I vort tilfeelde fas: x + £ .5 (4) - 525 =x1278-162=x1450.

Heraf ses, at forskellen mellem 2 gennemsnit skal vare mindst 27 = 2-4.50 = 9.00

Ud fra gennemsnittene ses derfor, at 7, er signifikant storre end de evrige tils@tningsstoffer, som
ikke kan adskilles.

Folgende tabel angiver konfidensintervallerne:

T, T, T, T,
Gennemsnit 109 107,5 109,5 118
95% Konfidensinter- |[104.5;113.5]|[103.0;112.0] [ [105.0; 114.0] |[113.5;122.5]
val

Konklusion: Man skal ikke valge tilsetningsstof 7,, hvorimod de tre gvrige tils@tningsstoffer
giver nogenlunde den samme mangde urenhed. ¢

LSD = Least Signifikans Differens. Det er meget “populart” i stedet at foretage parvise
sammenligninger, og pa det grundlag danne konfidensintervaller.

Metoden er eksempelvis beskrevet i M. Oddershede Larsen: Videregaende Statistik, afsnit 10,
hvor den benyttes til at sammenligne 2 niveauer. Man beregner et konfidensinterval for
differensen mellem de to middelvardier. Mens det som tidligere navnt krever en forskel pa

mindst 2 - 7 mellem to gennemsnit, kreever denne metode kun en forskel pd mindst 7 - \/E .Ivort

tilfelde altsd kun 4.5- \/5 = 6.36 mod for 9.0. Problemet ved denne metode er, at har man
mange niveauer, der skal sammenlignes (10 metoder giver 45 sammenligninger) kan det let ske,
at man begar en fejl af type 2 (konstatere en forskel der ikke er der). Derfor skal man vere lidt
forsigtig med at benytte den.

Beregning af konfidensintervaller med Statgraphics.

I appendix a3.1 vises hvorledes man far sdvel LSD-intervaller som de seedvanlige konfidensinter-

valler. I sidstnavnte tilfelde fas folgende udskrift:
Table of Means for urenhed by stof with 95,0 percent confidence intervals

Stnd. error
stof Count Mean (pooled s) Lower limit Upper limit
Tl 2 109,0 1,62019 104,502 113,498
T2 2 107,5 1,62019 103,002 111,998
T3 2 109,5 1,62019 105,002 113,998
T4 2 118,0 1,62019 113,502 122,498
Total 8 111,0

Det ses, at konfidensintervallerne er de samme som vi fik ved den manuelle beregning.
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De folgende plot af de to typer konfidensintervaller giver et godt overblik.

Means and 95,0 Percent LSD Intervals  [eans and 95,0 Percent Confidence Intervals (pooled
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Ovelse 1.1. (ensidet variansanalyse). Regn opgave 1 i notatets opgavesamling side 235.

1.2.4. Dimensionering af forseg.
Fejl af type 1 og type II: Ved enhver test kan der vare to typer fejl. For bedre at forsta
problemstillingen vil vi se pé folgende skema.

Beslutning
H, accepteres H, forkastes
H, er sand Rigtig beslutning Forkert beslutning
Type I fejl
Forudsatnin
8 H, er falsk Forkert beslutning Rigtig beslutning
Type II fejl

Det méa veere et krav til en god test, at der kun er en lille sandsynlighed for at bega en fejl af type
I eller type II.

I eksempel 1.1 ville en type I fejl veere, hvis man konkluderer at mindst 1 tilsetningsstof afviger
fra de ovrige selv om det ikke er tilfeldet. Virksomheden bruger maske millionbelob pé at
omlagge produktionen, og det er ganske forgaves.

En type II fejl ville vaere, at man ikke opdager, at et bestemt tilsetningsstof giver mindre
urenhed. Dette er naturligvis uheldigt, men hvis det skyldes, at dette ikke blev opdaget fordi
forskellen er ganske ringe har det muligvis ingen praktisk betydning.

Hvis en test har signifikansniveau « sa vides, at P(type I fejl) < o , dvs. forkastes H, , sd er vi
rimelig sikre pé, at have foretaget en korrekt beslutning.

Hvis vi accepterer H, er det blot udtryk for, at vi ikke kan forkaste(svag konklusion: "H,
frikendes pd grund af bevisets stilling"). Man kan have begdet en type II fejl, dvs. accepteret en
falsk nulhypotese.

Lad os antage, at man finder, at hvis forskellen 1 mangden af “uensket stof” mellem 2
tilseetningsstoffer er mindre end A enheder, sd har det ingen praktisk interesse (A er
bagatelgraensen) og derfor gor det intet, hvis man ikke opdager det (begér en type 11 fejl). Hvis
derimod forskellen er storre end A enheder, sa har det en vaesentlig betydning, og sandsynlighe-
den for at bega en type II fejl mé derfor vare lille, dvs. P(type Il fejl) < S, hvor S eksempelvis
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kunne vare 10%.

Ved en dimensionering af forseget seger man at angive, hvor stor en stikprovesterrelse n af
hvert faktorniveau ,der mindst skal udferes, for at ovennavnte krav er opfyldt.

Udferer man det ud fra en dimensionering nedvendige antal forseg, vil en accept af nulhypotesen
nu betyde, at nok kan udbyttet vaere steget, men ikke s& meget, at det har praktisk interesse.
Man kan dog ikke omvendt slutte, at fordi man for en forkastelse af nulhypotesen, sé er forskellen
storre end A .

Et stort antal gentagelser af hvert niveau kan koste mange penge. Uden en passende planlegning
kan disse penge vere spildt, idet man jo risikerer at fa signifikans for selv sma forskelle. Disse
har maske ved naermere eftersyn ingen praktisk betydning.

En dimensionering vil altid veere behaftet med nogen usikkerhed, da den bl.a. kraever, at man
nogenlunde kan angive hvor stor forsegsfejlens spredning o (“stgjen”) er. Det er klart, at jo
mere stoj jo flere forseg kraeves for at kunne “overdeve stejen”.

Da man jo endnu ikke har lavet forseget, ma man basere sin vurdering af o pa erfaringer fra
tilsvarende forseg, eller man ma lave nogle fa indledende forseg for at fa et estimat for den.

Det gor ogsa en forskel hvordan niveauernes middelvardier fordeler sig. Hvis man i eksempel
1.1 tror de tre middelverdier ligger taet sammen, mens den fjerde er placeret et stykke derfra, sa
giver det et andet resultat end hvis man mener de alle fordeler sig jeevnt hen over et interval.

I komplicerede tilfzelde, s er det bedste rad nok at simulere forseget. Man kan ved hjalp af et
EDB-program (som Statgraphics) konstruere en model, med de enskede niveauer, med
normalfordelte data som har de forventede middelvardier og den forventede spredning. For
forskellige vaerdier af n kan man s statistisk vurdere resultatet, og pé det grundlag finde ud af,
hvad den optimale vardi for n er.

Til brug ved dimensionering i mindre komplicerede tilfaelde er der konstrueret nogle OC - kurver.
Disse findes afbildet i appendix 1.1 hvor de er hentet fra et storre tabelvaerk.

Ud af den vandrette akse er afsat en storrelse @ , som beregnes af formlen:

nzr: R’
2

_Lz hvor R, = 44, — pt
r-o

d

Hvorledes formlen skal tolkes, fremgar af folgende eksem-

pel: p A R
Eksempel 1.4 Illustration af beregning af ® IJ“] " M
Lad r vaere antal niveauer for den betragtede faktor. pz '
3
Betragtes tilfzeldet pa figuren hvor afstanden mellem de to yderste er A , H
og de gvrige er placeret lige midt imellem, sa fas *
2 2 Moy
. A A
e (30
O? Z:,: l [ 2 2 (Aj >
T oot r-o’ Ao/ 27
< A >
Betragtes dernaest det andet ydertilfelde, hvor halvdelen af middelverdi- M1 B
erne er placeret i det ene endepunkt, og den anden halvdel i det andet M2 B
endepunkt, (der antages et lige antal niveauer), sé fés . A
L) .
Moo Me
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NS,
= .n
r-o? 2.0

Formlen kreever altsa, at man har en forestilling om hvor store de enkelte virkninger er. Dette er
sjeldent tilfeldet, s 1 stedet anvendes en formel, som ger, at man er pd den “sikre” side, dvs.

formlen giver sedvanligvis flere gentagelser end strengt nedvendigt.

Det kan vises, at de to tilfelde i eksempel 1.4 netop var ydertilfelde, og man derfor har
formlerne

A | n A -
(1) q)ﬂest N 0og (2) q)faerrcst ~ n.
oc\2-r 2-c

Ved beregningerne benyttes derfor altid formel (1)

Tallene v; og v, pa kurverne er frihedsgraderne for den F - fordeling, som man anvender ved

testen.

Vi illustrerer anvendelsen af formlen pa problemet i eksempel 1.1.

Eksempel 1.5 (fortsettelse af eksempel 1.1) (dimensionering)

Lad os antage, at vi ensker at bagatelgraensen i forsoget er ca. A =9, og at variansen o~ =5.
Lad os endvidere dimensionere efter, at o =

5% og = 10%.

n 9
Idet der er i alt » = 4 niveauer fas P = n=1423-/n
A i
Startes med n =2 fis ® ~ 2.01
Vi danner nu folgende lille variansanlysetabel:
f

Tilsaetningsstoffer r-1=3 Vi

Gentagelser n-r-1-(r-1)=r-m-1)=7-3=4 v,

Total n-r-1=2-4-1=7

Kurvesystem V, har for o = 0.05 ikke en kurve svarende til v,

er over 35%, altsé langt over 10%.
Vi laver nu en tabel for forskellige n vaerdier.

=4, men det er dog klart, at 8

n D, ~1423/n Vi v,=v,—v,=r-(n—1) B
2 2.01 3 4 >10
3 2.46 3 9 <10

Vi ser, at med de navnte krav, sd burde der foretages 3 gentagelser pr. niveau.

Ovelse 1.2. (dimensionering). Regn opgave 2 i notatets opgavesamling side 235.
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1.3 Forsggsplan ned to faktorer

1.3. Forsegsplan med 2 faktorer.

1.3.1 Indledning

I dette afsnit benyttes folgende eksempel som illustration af begreberne.

Eksempel 1.6 (to faktorer). En bilfabrikant onsker at finde ud af, hvorledes 3 olieblandinger
0,, 0,, og O,, 0g 2 karburatortyper K, og K, pavirker benzinforbruget.

Vi siger, at vi har et forseg med 2 faktorer: olieblanding og karburator.

Faktoren "olieblanding" er pa 3 niveauer O,, O, , og O, , mens faktoren "karburator" har 2
niveauer nemlig K, og K, .

For at forseget kan have tilstraekkelig "styrke", har man ved en dimensionering af forseget (se
senere) at der skal veere mindst 4 gentagelser af hvert niveau.

1.3.2 Een faktor ad gangen

I mange forsegsvejledninger stér, at man ber kun variere en faktor ad gangen. Alle andre faktorer
end den udvalgte fastholdes pa et bestemt niveau.

En forsggsplan efter disse retningslinier kunne eksempelvis vare som skitseret nedenfor, hvor
hvert delforseg er markeret med et x:

Karburator
K, K
O1 X X X X
Olieblanding
O2 X X X X X X X X
N X X X X

I dette eksempel, hvor der kun er 2 faktorer, veelger vi forst at variere olieblandingen, mens den
anden faktor fastholdes.

Idet vi har valgt forst at fastholde karburatoren pd niveauet K, kan forseget udfores séledes:
12 af de 16 biler, som skal anvendes, udstyres med karburator K,, og derefter (randomiseret) far
4 af disse biler olieblanding O,, 4 andre biler olieblanding O,, og de sidste 4 biler olieblanding
O;.

Efter at have kort en udvalgt strekning males benzinforbruget.

Derefter varieres den anden faktor ( her karburator), mens olieblandingen fastholdes pd O,, dvs.
de sidste 4 biler udstyres med karburator K, og olieblanding O,.

Igen gennemkeres den udvalgte straekning, og benzinforbruget males.

Det er vigtigt, at hver behandling har lige mange gentagelser.

Hver af de 4 behandlinger er her gentaget 4 gange, sa der er 1 alt 16 delforsog.

Indtegnes for hver karburator det gennemsnitlige benzinforbrug mod olie-blandingen,
fremkommer tegningen pa figur 1.

11



1. Grundl aggende begreber

Umiddelbart ses, at K, giver lavest benzinfor- Benvinforbrug

brug, og O, (eller O,) skal foretreekkes. o0 | e
Hvad med benzinforbruget i karburator K, , 1040 | . f o
hvis vi anvender olieblanding O, eller O;? o]

Kan man slutte, at benzinforbruget ved olie- o R

blanding O, og O er lavere, nr man bruger o0 |

karburator K, end ndr man bruger karburator o

Kz? 880

Kun, hvis man ud fra tekniske eller andre w| o o

grunde mener at vide, at "karburatorkurven" o

for K, er parallel med kurven for K, (ingen 780 o o -
vekselvirkning), sé er forsegsplanen anvende-

lig, men ikke den bedste. Fig. 1.

En forsegsplan hvor der er mulighed for at undersege, om der er vekselvirkning, og som
sedvanligvis er mindre ressourcekravende, er folgende:

1.3.3 Fuldstendig faktorstruktur

Denne plan bestér i, at hvert niveau af den ene faktor kombineres med ethvert niveau af den
anden. Planen kan skitseres sdledes:

Karburator
K, K,
Olieblanding 0, X X X X
o, X X X X
0, X X X X

Her er hver af de 6 behandlinger gentaget 2 gange, dvs. i alt er der udfert 12 delforsog.
Endvidere er hvert niveau som gnsket gentaget mindst 4 gange.

I " en faktor ad gangen" var vi tvunget til at udfere 16 delforseg, mens vi kun skal lave 12
delforsog 1 det "fuldsteendige faktorforseg".
Vi kan altsa nejes med faerre delforseg, nar vi laver et fuldstzendigt faktorforseg.
Indtegnes for hver karburator det gennemsnitlige benzinforbrug mod olie-blandingen, viser det
sig, at man far figur 2.

Vi ser 1 modstrid med hvad vi troede ud fra —
"en faktor ad gangen forseget", at kombinatio- o0 | Kaburtor
nen af katalysator K, og olieblanding O, giver o0 | . o
det laveste benzinforbrug. o
Det ses, at de to kurver ikke er parallelle, s& o R
der ma vare en vis "vekselvirkning". ] .
En model uden vekselvirkning (kurverne %0 |
tilnermelsesvis parallelle) siges at veare o]
additiv. wlo. °

0 |

™ 0,‘1 0,‘2 0,‘3

Fig. 2

12
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1.3.4. Forseg, behandlinger, forsegsenheder og fuldstaendig randomisering.
Begreberne blev defineret i1 afsnit 1.2.2. Vi benytter nu det folgende eksempel til at repetere
begreberne i tilfeldet med 2 faktorer.

Eksempel 1.7.(fortsettelse af eksempel 1.6) En bilfabrikant onsker at finde ud af, hvorledes 3
olieblandinger O,, O,, 0g O,, og 2 karburatortyper K, og K, pavirker benzinforbruget. Forsoget
planlegges som et fuldstendigt faktorforsog idet hvert niveau skal gentages mindst 4 gange.
1) Angiv behandlingerne, antal gentagelser og antal forsogsenheder.

Et delforsag med én bil tager 1 dag.(1 tank = 40 liter: Korer ca 15 km/l sa 40 liter = 600 km,
hvilket giver ca. 7 timer med 80 km/time). Anvendes forskellige biler (med tilhorende chauffor)
kan det frygtes at give systematisk forskellige resultater.

Der foretages et fuldsteendigt randomiseret forsag med samme bil og chauffor. Forsogsenheder-
ne bliver “dage’ med tilhorende mandskab der installerer den korrekte karburator, olieblanding
og vedligeholder bilen.

2) Angiv fordele og ulemper ved denne forsegsplan

3) Angiv hvorledes randomiseringen i praksis kunne teenkes foretaget.

LOSNING:

1) Planen kan som beskrevet i afsnit 1.3.3 skitseres saledes:

Karburator
K, K
O1 X X X X
Olieblanding
O2 X X X X
O3 X X X X

Forseget har 6 behandlinger: O, K,, O /K, , O.K,, O,K, , O;K, , O;K,.

Hver behandling er gentaget 2 gange.
I alt skal der udferes 12 delforseg, sa der kreeves 12 forsegsenheder.

2) Fordele: Fa delforseg og en ret enkel forsagsplan.
Ulemper: Forsegsenheder maske for heterogene (stor spredning), da vejret og dermed
vejforholdene kan skifte meget pa 12 dage. Dette kan bevirke, at man ikke kan pévise selv
ret store forskelle (stor “stej” kraever mange gentagelser for at man kan pévise en forskel)

3) Randomisering: Behandlingen OK, skrives pd 2 ||0K, || O:K, || OK, || OK,
sedler, behandlingen O,K, skrives pa 2 sedler osv. De
12 sedler placeres i en dése. Det vedtages, at den forste 0K, [lok, ||0XK, ||0K,
seddel der traekkes op af tromlen skal udferes pa dag 1, i
den neste seddel pa dag 2 osv. Resultatet blev: 0K, || 0K, ||0K, ||0K,

dag 1 |dag2 |dag3 |dag4 |dag5 |dag6 |dag7 |dag8 |dag9 |dag 10|dag 11 |dag 12
02K2 OIKZ 03K2 OIKZ 03K1 OZKI OlKl 02K2 OlKl 03K2 OZKI 03K1

13
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1.3.5 Tosidet variansanalyse.
Den statistiske metode til at analysere et forseg med 2 faktorer som i eksempel 1.6 kaldes tosidet
variansanalyse. Som illustration af fremgangsmaden benyttes folgende eksempel:

Eksempel 1.8 (eksempel 1.6 og 1.7 fortsat).
Lad forsogsresultaterne veere folgende:

Karburator
K, K,
0, 830 860 810 840
Olieblanding 0, 940 990 1050 1020
0, 855 815 930 910

Angiv hvilke kombinationer af karburator og olieblanding der giver det laveste forbrug, og giv
et estimat for dette forbrug.

[ undersogelsen skal indga en grafisk kontrol af den fundne model, og af om forudscetningerne
for variansanalysen er tilfredsstillende opfyldt.

1.3.5.1 Modelformulering

Skal man mere generelt pd formelform beskrive forseget, s& omdeber vi nu raekkefaktoren
“olieblanding” til R og s@jlefaktoren “karburator” til C (column)

I nedenstdende skema er ogsd i hver celle angivet gennemsnit angivet gennemsnitx og
middelverdi -, ligesom der er angivet de marginale gennemsnit og middelvardier.

C : Karburator

G, G
Ry [x,=830,x,,=860| x, =810 x,,,=840 x, =835
X, =845 uy X, =825 py, U,
R Ry 125, = 940, X1, = 990 | x5, =1050, x,, =1020 x, =1000
Olieblanding X, =965 U, X, =1035  u,, n

R, x31l: 855, x3,, = 815 xzzL: 930, x3,, =910 )?3" =8&77.5
Xy =835y X3, =920 s

X, =881.67 g, | x,=92667 pu, |x =90417 u

14



1.3 Forsggsplan ned to faktorer

Mere generelt kan et forseg med to faktorer R og C 1 et fuldstendigt (rxg) faktorstruktur med
n gentagelser af hver behandling skrives:

C
C, C, C,
Ry | XX - o Xy | Xi20X120 - -+ X e [XigiXiges - Xige | X,
X Hn X, Hip g Hy U,
Ry | XoiiXois - - Xoin | Xo21:%000 - -+ Xop | XoqiXoqs - o0 Xogn | X,
Yo, Hyy X2 Ha Xag. Hyy Ly
R
Rr xrllﬂxr127 e xrln erlﬂxr227 e xr2n xrql7xrq29 c e xrqn ‘fr“
X M X2, M Y. Hy H,
X1, Hy X, M, e Xq. Hy X
M.
i=12,...r
En model for forseget skrives X, = £+ R, + C; + (RC); + &, hvor j=12,....q,
k=12,....n
p
2 H
Her er den totale middelveardi iz = = gennemsnittet af de » - ¢ - n niveau-middelvardier,

r
hovedvirkningen R, = u, — u (ogsé kaldet reekkevirkningen)
hovedvirkningen C; = 4., — M ( ogsé kaldet sejlevirkningen ),
vekselvirkningen (RC), =y, =yt — R, — C, og
&, er “forsegsfejlen” (“stgjen”), som indbefatter alle andre former for variation (stammende fra

forsegsenhederne m. m.).
Der geelder de samme variansanalyseforudsatninger som ved den ensidede variansanalyse (se

evt. side 4), dvs. forsegsfejlene ¢, er uathangige og normalfordelte variable med middelveerdi

0 og konstant varians o~ .

Betragtes tallene 1 eksempel 1.8 fremgar det umiddelbart, hvordan man estimerer de forskellige
virkninger. Eksempelvis er et estimat for hovedvirkningen R, = y,.— 4 bestemt som

~

R =X ~-X..=835-904.17 =—69.17

Ved variansanlysen testes forst H,:RC=0 mod H:RC=#0 , dvs. det testes om der er en

signifikant vekselvirkning.
Er dette tilfzeldet soger man ud fra gennemsnit og konfidensintervaller, at bestemme de niveauer
for de to faktorer som giver optimale resultater.
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1. Grundl aggende begreber

Er der ikke en signifikant vekselvirkning testes hypoteserne
H;: R=0 mod H:R#0

H;: C=0 mod H:C#0

dvs. om de 2 hovedvirkninger har en signifikant virkning.

1.3.5.2. Anskuelig forklaring pa hvorledes man kan beregne vekselvirkning.

Da det kan vaere vanskeligt at forstd vekselvirkningsbegrebet, og hvordan man beregner det,
gives her en kort forklaring.

I nedenstiaende skema er skitseret et forseg med 2 faktorer R og C. R er pa 3 niveauer, og C er
pa 4 niveauer. Der er 2 gentagelser af hver "behandling"(treatment).

C, C, C, C,
R, 1 326 1|1 5| 638
R, 7 11 |8 148 12 |13 15
R, 2 6 |5 737 |8 10

For hver af de 12 celler kan man udregne et skon for spredningen. Hvis man forudsatter at
spredningen er nogenlunde den samme i alle 12 tilfzlde, kan man poole de 12 s* sammen til et
feelles skon s, for spredningen pé forsegsfejlen (stojen). Den vil have 12 frihedsgrader, da hvert
enkelt s har 1 frihedsgrad.

I nedenstidende skema er beregnet gennemsnit for hver celle, hver reekke, hver sgjle og totalt.

C, G, (0N C, | Gennemsnit
R, 2 4 3 7 4
R, 9 11 10 14 11
R, 4 6 5 9 6
Gennemsnit 5 7 6 10 7

Tallene er konstrueret saledes, at vi har en helt precis model uden vekselvirkning (Tallene i
reekke 2 fremgér af tallene i reekke 1 + 7 og tallene 1 reekke 3 fremgér af tallene 1 rekke 1 + 2).
Man siger, at modellen er additiv.

For en sddan model galder helt pracist, at resultatet i celle (i, j) fas af reekke i’s gennemsnit +
sgjle j’s gennemsnit - totale gennemsnit.

Eksempel: I celle (2,3) star 10. Raekke 2's gennemsnit + sgjle j’s gennemsnit - totale gennemsnit
= 11+6-7=10.

I praksis vil dette naturligvis aldrig veere tilfeeldet pa grund af den tilfeeldige variation (stej), men
udregnes kvadratet pé afvigelserne (SAK), og disse afvigelser ikke er storre end hvad er rimeligt
1 forhold til stgjen (s, ), vil vi kunne konkludere at der ikke kan konstateres nogen vekselvirk-
ning.
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1.3 Forsggsplan ned to faktorer

1.3.5.3. Beregning af tosidet variansanlyse ved Statgraphics.

Analysen vil typisk ske i folgende rekkefolge:

a) Indtastning af data

b) Opstilling af model med tilherende variansanalysetabel. P4 grundlag heraf eventuelt reducere
modellen, igen opstille tabel osv., indtil man nar den endelige model.

c¢) Grafisk kontrol af den i spergsmal b fundne model, samt af forudsatninger for analysen.

d) Eventuelt pa basis af den fundne model opstille relevante konfidensintervaller og derefter
uddrage konklusion.

a) Data (fra eksempel 1.8) indtastes pa sedvanlig méade (jeevnfor appendix A afsnit a2.)
Resultatet ser sdledes ud:

Karburator oliebland benzinforb
k1l ol 830
k1l ol 860
k1l 02 940
k1 02 990
k1l 03 855
k1l 03 815
k2 ol 810
k2 ol 840
k2 o2 1050
k2 o2 1020
k2 03 930
k2 03 910

b) Opstille model med tilherende variansanalysetabel, og eventuelt reducere model.

Vi starter med en model med 2 faktorer K (karburator) og O(olieblanding), og med mulighed for
vekselvirkning mellem de to faktorer.

Der fremkommer forst en variansanalysetabel uden vekselvirkning.

Visetter “Maximum Order Interaction” til 2 hvorved der fremkommer folgende variansanalyse-
tabel:

Analysis of Variance for benzinforb - Type III Sums of Squares

MAIN EFFECTS

A:karburator 6075,0 1 6075,0 10,12 0,0190

B:oliebland 58716,7 2 29358, 3 48,93 0,0002
INTERACTIONS

AB 6450, 0 2 3225,0 5,37 0,0460
RESIDUAL 3600,0 6 600,0
TOTAL (CORRECTED) 74841, 11

All F-ratios are based on the residual mean square error.
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1. Grundl aggende begreber

En sddan variansanalysetabel er opbygget efter folgende skema, hvor beregningen af
frihedsgradstallet er angivet:

Variation SAK f 5 SAK 52

(eller SS) s=—1| F= 712?

f 2
A: Rakkefaktor r-1=2-1
B: Sejlefaktor g-1=3-1

AB:Vekselvirkning (r-D@-H=12=
Residual: (stej) r-q-(n-1)=2-3-(2-1)

Total r-q-n—1

Et estimat for forsegsfejlens varians fas ud for “residualen”. Vi far Sé = 600 med frihedsgrad-

stallet f, = 6. Bidraget fra en eventuel vekselvirkning (AB) er 3225, altsd vasentlig storre.
Forholdet mellem de to varianser er F = 5.375, og sandsynligheden for at fa dette tal, hvis der
ingen vekselvirkning var, er under 5% (4.60%). Anvender vi som saedvanlig et 5% signifikansni-

veau, sd slutter vi, at der er et svagt bevis for en vekselvirkning mellem karburator og
olieblanding.

Bemark: Da de 2 faktorer har en virkning i form af en vekselvirkning, har det ingen mening at
teste hovedvirkninger.

¢) Grafisk kontrol af den i spergsmal b fundne model, samt af forudsztninger for -
analysen.

For at testene skal vare statistisk holdbare, ma man
1) veere rimelig sikre pa, at forsegsresultaterne bliver rimelig beskrevet ved den fundne model,

2) kontrollere at forsegsfejlene ¢ er uatheengige og normalfordelte variable med middelveerdi

0 og konstant varians o .
Undersogelser heraf udferes sadvanligvis ved pd forskellig méde at studere de sikaldte
residualer.
Disse er forskellen mellem de malte forsegsresultater og de verdier som er beregnet ved
anvendelse af den fundne model: X, = 1+ R+ C + (RO),,

Da modellen er den mest omfattende (da den ogaé indeholder vekselvirkningsleddet) bliver et
estimat for de beregnede verdier gennemsnittene af veerdierne 1 hver celle.
Eksempelvis er residual 7,,, = x,;, - X,,,= 940 - 965.0 (se tabel side 14) = - 25.0

Beregning af residual i en simplificeret model.
Antages modellen ikke at have vekselvirkning, er modellen X, = z1+ R, + C,

Estimat for reekkevirkning er R, = x,.-x..= 1000- 904.17 = 9583
Estimat for sejlevirkning er C| = X,.— X..= 881.67 - 904.17 = -22.40
Heraf fas X,,, = 904.17 + 9583 - 22.40 = 977.60 og dermed residualen r,;, = 977.60 - 940.00 = 37.60
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1.3 Forsggsplan ned to faktorer

1) I eksempel 1.8 var modellen den mest omfattende (da den ogsa indeholder vekselvirknings-
leddet), og man kan derfor ikke forbedre den. Imidlertid kan modellen vare misvisende, hvis
der findes sékaldte “outliers”, dvs. af om nogle forsggsresultater afviger mistaenkeligt meget
fra hvad man ville forvente ud fra modellen, og derfor méske skyldes fejlmalinger. Resultater
der afviger mere end 3 & méa vare under mistanke.

Dette kan undersegges ved at tegne et sakaldt residualplot. Endvidere er det vigtigt at
residualerne fordeler sig tilfeeldigt omkring 0, dvs. der ma ikke veare en tendens til at de
eksempelvis mest ligger under 0-linien omkring midten og over pa begge sider.

Vealges “Residual versus Predicted” fas folgende tegning:

Residual Plot for benzinforb

25 j\ T T T o7 T \i

I5F - - -

residual
o
|

-15

810 850 890 930 970 1010 1050
predicted benzinforb

-25

Pa grund af gentagelserne er der symmetri omkring 0.

Af variansanalysetabellen fremgér ato ~ /600 = 25 . Da alle residualerne ligger indenfor
3. o (endda indenfor o ) er der ingen outliers.

2a) De observerede resultater er vaerdier af uathgengige variable. Dette kan man seedvanligvis
sikre ved en fornuftig forsegsplan (randomisering).

2b) forsegsfejlene &, er normalfordelte variable med middelveerdi 0 og konstant varians o’.

1) Kravet om normalfordeling underseges grafisk ved at se pd residualerne tegnet i et “normal
probability plot” (manuelt kunne man have tegnet residualerne pé et normalfordelingspa-
pir). Residualerne bor sé tilneermelsesvis fordele sig omkring en ret linie. Det kraever dog
et betydeligt antal malinger, for at man med rimelighed kan vurdere om normalfordelings-
kravet er opfyldt. Konklusionerne i variansanalyserne har dog stadig gyldighed, selv om
der er nogen afvigelse fra normalitet (man siger de er robuste overfor normalitetskravet).
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1. Grundl aggende begreber
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En grafisk test for normalitet (se appendix A) giver:

Normal Probability Plot for RESIDUALS

99,9
99 |- .
95 |- o
80 - :
50 -

percentage

25 15 -5 5 15 25
RESIDUALS

Pa grund af gentagelserne er der igen symmetri. Stgjen synes nogenlunde normalfordelt,
men antallet af malinger er for lille til, at man kan give en nogenlunde sikker vurdering
(residualerne burde ligge “symmetrisk og tet” ved en ret linie).

2) Kravet om varianshomogenitet ( konstant varians o ) kan hvis der er gentagelser dels

vurderes ved at betragte et residualplot, dels ved at foretage en mere formel test.

Da vi i eksempel 1.8 har 2 gentagelser i hver af de 6 celler, ligger residualerne to og to
symmetrisk omkring O-linien. Pa det pa forrige side dannede residualplot ses, at afstanden
mellem disse 6 punktpar er nogenlunde den samme. Man kan derfor godt tillade sig at
konkludere, at der er en rimelig varianshomogenitet.

Til at foretage en mere formel testning af nulhypotesen H,:0; = o, =...= o, er der

udviklet forskellige metoder. En meget benyttet metode er “Bartletts test” som imidlertid
har den svaghed, at den i langt hgjere grad end selve variansanlysen er folsom overfor
afvigelser fra normalitet. Der er derfor udviklet andre metoder, hvoraf specielt Cochrans
og Levine test kan navnes, da de ikke er s& folsomme overfor normalitetskravet. Til
gengaeld kan Levines test ikke anvendes, hvis man kun har 2 gentagelser, hvilket jo ofte
er tilfeldet i praksis.

I Statgraphics foretages en test af varianserne som beskrevet i appendix A, afsnit a3.

Der fremkommer folgende udskrift med forklaring:
Variance Check

Cochran's C test: 0,347222 P-Value = 0,983143
Bartlett's test: 1,16961 P-Value = 0,984217
Hartley's test: 6,25

The StatAdvisor

The three statistics displayed in this table test the null hypothesis
that the standard deviations of benzinforb within each of the 6 levels
of Dbehandlinger 1is the same. Of particular interest are the two
P-values. Since the smaller of the P-values is greater than or equal to
0,05, there is not a statistically significant difference amongst the
standard deviations at the 95,0% confidence level.

Som det ses, kan man ikke forkaste nulhypotesen, dvs ikke forkaste, at de 6 varianser er
ens.
Vi vil derfor ved variansanalysen forudsette, at der er varianshomogenitet.



1.3 Forsggsplan ned to faktorer

d) Opstille relevante konfidensintervaller og drage konklusion

Vi ensker nu for en given olieblanding at finde hvilken karburator, der giver det laveste
benzinforbrug. Dette opnas lettest ved at beregne 95% konfidensintervaller for hver af de 6
behandlinger.

Velges i den fundne model, “Tables of Means” fas folgende udskrift :

Table of Least Squares Means for benzinforb with 95,0 Percent Confidence Intervals

Stnd Lower Upper
Level Count Mean Error Limit Limit
GRAND MEAN 12 904,167
karburator
k1l 6 881,667 10,0 857,197 906,136
k2 6 926,667 10,0 902,197 951,136
oliebland
ol 4 835,0 12,2474 805,031 864,969
02 4 1000,0 12,2474 970,031 1029,97
o3 4 877,5 12,2474 847,531 907,469
karburator by oliebland
k1l ol 2 845,0 17,3205 802,618 887,382
k1l 02 2 965,0 17,3205 922,618 1007, 38
k1 o3 2 835,0 17,3205 792,618 877,382
k2 ol 2 825,0 17,3205 782,618 867,382
k2 02 2 1035,0 17,3205 992,618 1077,38
k2 o3 2 920,0 17,3205 877,618 962,382

Mere anskueligt er det nok at se pa en tegning, sa vi vaelger at fa tegnet et “interaction-plot” med
afsatte konfidensintervaller:
Idet man som “second Factor” vaelger den faktor med flest niveauer, fas folgende figur:

Interactions and 95,0 Percent Confidence Intervals

1080
1030

4 karburator
1 —kl

1 —k2
980

930
880

benzinforb

830

780

ol 02 03
oliebland

Konklusion: Vi ser af tabel og figur, at man ikke ber velge olieblanding O;.
Umidelbart giver kombinationen K, O, det laveste benzinforbrug (825), men af konfidensinter-
vallerne ses, at der ingen signifikant forskel er mellem K, O, , K, O; 0og K, O,.
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1. Grundl aggende begreber

1.3.5.4. Andre eksempler pa 2-sidet variansanalyse
I det forrige afsnit blev gennemgaet et eksempel med vekselvirkning og lige mange gentagelser
af hver behandling. Vi vil her se pa nogle eksempler hvor dette ikke er tilfaeldet.

1.3.5.4.1 Model uden vekselvirkning.(additiv model).

a)

Eksempel 1.9 (additiv model)
Lad forsogsresultaterne veere folgende:

Karburator
K, K
0, 830 860 850 840
Olieblanding 0, 940 990 1050 1020
0, 855 815 930 910

(I forhold til eksempel 1.8 er det de samme data pdncer i tilfeeldet O,,K, hvor tallet 810 er
rettet til 850).

Angiv hvilke kombinationer af karburator og olieblanding der giver det laveste forbrug, og
giv et estimat for dette forbrug.

Lesning:

Med samme fremgangsmade som for fés 1 dette tilfeelde variansanalysetabellen :
Analysis of Variance for benzinforb - Type III Sums of Squares

MAIN EFFECTS

A:karburator 8008,33 1 8008, 33 15,02 0,0082
B:oliebland 53450, 0 2 26725,0 50,11 0,0002
INTERACTIONS

AB 4116,67 2 2058, 33 3,86 0,0837
RESIDUAL 3200,0 6 533,333

TOTAL (CORRECTED) 68775,0 11

Da P - value er 8.37% for vekselvirkningen AB, og dette er over vort signifikansniveau pa
5%, tillader vi os 1 det folgende at antage, at vekselvirkningen er forsvindende.

I Statgraphics foretages nu en pooling ved at rette "Maximum order interaction" fra 2 til 1,'
hvorved AB "pooles" ned i Residualen". Vi far folgende tabel:

Analysis of Variance for benzinforb - Type III Sums of Squares

MAIN EFFECTS

A:karburator 8008,33 1 8008,33 8,76 0,0182
B:oliebland 53450, 0 2 26725,0 29,22 0,0002
RESIDUAL 7316,67 8 914,583

TOTAL (CORRECTED) 68775,0 11
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1.3 Forsggsplan ned to faktorer

Vi ser nu, at forsegsfejlens varians er 914.583, og at bdde karburator og olieblanding har en
virkning, da P - value er under 5%.

Som for kan vi nu ved hjelp af "Means table" og eventuel "Means Plot" se, hvilken karburator
og hvilken olieblanding der skal foretraekkes.

Table of Least Squares Means for benzinforb with 95,0 Percent Confidence Intervals

Stnd Lower Upper
Level Count Mean Error Limit Limit
GRAND MEAN 12 907,5
karburator
k1 6 881,667 12,3463 853,196 910,137
k2 6 933,333 12,3463 904,863 961,804
oliebland
ol 4 845, 0 15,121 810,131 879,869
02 4 1000,0 15,121 965,131 1034,87
o3 4 877,5 15,121 842,631 912,369

Konklusion: Det ses, at man skal velge karburator K, og enten olieblanding O, eller
olieblanding O;.
L 4

b) Kun én faktor har virkning
Tilfeeldet behandles som under tilfaelde 1.3.7.2, idet ogsé en faktor pooles ned 1 residualen.
Dette sker ved, i nederste bjelke at vaelge ikonen lengst til venstre (red “Input dialog”) og
derefter slette den faktor der skal pooles ned. Konfidensintervaller som ved ensidet varians-
analyse.

1.3.5.4.2 Model uden gentagelser.

Havde vi kun én veerdi 1 hver celle, kan vi ikke finde et estimat for forsegsfejlens varians. Vi har
derfor ingen mulighed for at foretage en analyse af forseget, medmindre man pa forhdnd har en
formodning om, at foruds@tningerne for en variansanalyse er opfyldt, og der ikke er vekselvirk-
ning mellem de to faktorer. Hvis dette er tilfeeldet, (kan méske sandsynliggeres grafisk), kan
man teste hovedvirkningerne pa sedvanlig made.

Ovelse 1.3 (tosidet variansanalyse) Regn opgave 3 side 236.

1.3.5.4.3. Hvis forudsatninger for variansanalyse ikke er opfyldt.

1) Hvis forsegvariablen er kontinuert, kan man foretage en passende transformation, eksempelvis
ved at tage kvadratroden eller logaritmen til forsegsresultaterne. Dette vil forminske
variationen, og maske bevirke, at de nedvendige forudsatninger er opfyldt.

2) Hvis forsegsvariablen er en tallevariabel (diskret variabel), som er Binomialfordelt

transformers ved Arcsin~/H hvor H er den relative hyppighed.

Er den Poissonfordelt benyttes transformationen \/; .
Pé de transformerede tal kan man sé foretage en seedvanlig variansanalyse (se n@rmere herom
i eksempelvis “Videregéende Statistik™).

3) Svigter alt andet kan udferes en rangtest (en ikke-parametrisk variansanalyse). (se n&rmere
herom i eksempelvis “Videregdende Statistik™).
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1. Grundl aggende begreber

1.3.5.4.4 Manglende observationer (ubalancerede forseg).

Vi har hidtil forudsat, at forsegsplanen var et fuldstendigt faktorforseg med lige mange
gentageser af hver behandling.vi havdeder var lige mange gentagelser af hver behandling. Dette
vil 1 praksis ikke altid vaere tilfeeldet. Mislykkes siledes et delforseg, opdager man det méske
forst sé sent, at det ikke er muligt at foretage et nyt forseg under de samme betingelser. Man har
sd et ikke-balanceret forseg. Analysen foretages pa samme méde, som hvis dataene var
balancerede, men forseget er nu mere folsomt overfor, om forudsatningen om varianshomogeni-
tet er opfyldt.

Endvidere er det sddan, at mens der for et balanceret forseg ingen forskel er pé type I “Sum of
Squares” og type III “Sum of Squares”, bliver det nu vigtigt at forsté forskellen.

Til at illustrere dette, betragtes igen forsgget i eksempel 1.8, men denne gang antages, at et af
forsegene i celle O, K, er mislykket.

Karburator
K, K,
0, 830 860 810 840
Olieblanding 0, 940 990 1050 1020
O, 855 930 910

Som for velges “Multifactor Anova” og vi far nu:
Analysis of Variance for benzinforb - Type III Sums of Squares

MAIN EFFECTS

A:oliebland 56250,0 2 28125,0 50,22 0,0005
B:karburator 3778,57 1 3778,57 6,75 0,0484
INTERACTIONS

AB 4850,0 2 2425,0 4,33 0,0810
RESIDUAL 2800,0 5 560,0

TOTAL (CORRECTED) 66168, 2 10

All F-ratios are based on the residual mean square error.

Vi konkluderer, at der ikke er vekselvirkning, og eliminerer denne.

Analysis of Variance for benzinforb - Type III Sums of Squares

MAIN EFFECTS

A:oliebland 55783, 3 2 27891,7 25,52 0,0006
B:karburator 3266,67 1 3266,67 2,99 0,1275
RESIDUAL 7650,0 7 1092, 86

TOTAL (CORRECTED) 66168, 2 10

All F-ratios are based on the residual mean square error.
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1.3 Forsggsplan ned to faktorer

Bemark, at nar vekselvirkningen bortkastes s @ndrer SAK for karburator og olieblanding sig
ogsa. Tilsvarende vil SAK storrelsen for olieblandingen @ndre sig, nar karburator bortkastes.
Selvom olieblanding og karburator begge er ensstillede (hovedvirkninger) kan vi ikke pa dette
grundlag konkludere at olieblanding har betydning. Vi ma ferst bortkaste karburator, og derefter
se pa olieblandingens P - verdi.

For at illustrere dette er det relevant at se pd forskellen mellem type I og type III variansanalyse-
tabeller.

Med cursoren pa udskriften trykkes pa hgjre musetast og “Pane Options” veelges. Derefter vaelges
type L. Dette giver folgende udskrift.

Analysis of Variance for benzinforb - Type I Sums of Squares

MAIN EFFECTS

A:oliebland 55251,5 2 27625,8 25,28 0,0006
B:karburator 3266,67 1 3266, 67 2,99 0,1275
RESIDUAL 7650,0 7 1092, 86

TOTAL (CORRECTED) 66168, 2 10

All F-ratios are based on the residual mean square error.

Havde vi i stedet valgt at indfere faktorerne 1 omvendt raekkefolge, havde vi féet:

Analysis of Variance for benzinforb - Type I Sums of Squares

MAIN EFFECTS

A:karburator 2734,85 1 2734,85 2,50 0,1577
B:oliebland 55783, 3 2 27891,7 25,52 0,0006
RESIDUAL 7650,0 7 1092, 86

TOTAL (CORRECTED) 66168,2 10

All F-ratios are based on the residual mean square error.

The StatAdvisor

The ANOVA table decomposes the variability of benzinforb into contributions due to
various factors. Since Type I sums of squares have been chosen, the contribution of
each factor is measured having removed the effects of factors above it in the table.
The P-values test the statistical significance of each of the factors. Since one
P-value 1is less than 0,05, this factor has a statistically significant effect on
benzinforb at the 95,0% confidence level.

Vi ser, at indferes karburator ferst i modellen, giver den et SAK bidrag pa 2734.85, mens den
giver et bidrag pd 3266.67, hvis den indferes sidst. Tilsvarende gelder for olieblandinger.
Onsker man at undersoge, om faktor A har en virkning, skal den placeres sidst, idet det er dens
bidrag til at forbedre modellen, man skal vurdere, efter at alle de evrige faktorer er indfort.
Har man flere faktorer, der skal underseges, er det lettere at anvende type III.

Dette er da ogséd den udskrift Statgraphics automatisk giver, og som blev vist forrige side. Som
det fremgér af “The StatAdvisor” enhver “ SUM of Squares” (SAK) her beregnet, som om den
pageldende faktor stod sidst (i overensstemmelse med, at summen af SAK’erne ikke er den
totale SAK).
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1. Grundl aggende begreber

I appendix 1.3 har Bjarne Hellesen forklaret i detaljer, hvorledes man udregner SAK type I og
type I ved benyttelse af matrixregning.

Man kan nu bortkaste den faktor, som har hejeste p-value (over 5%) og sa foretage en ny
beregning. Man ma ikke bortkaste flere faktorer pa én gang, idet SAK’erne eéendrer sig, nar man
bortkaster en faktor.

Analysis of Variance for benzinforb - Type III Sums of Squares

MAIN EFFECTS

A:oliebland 55251,5 2 27625,8 20,24 0,0007
RESIDUAL 10916,7 8 1364,58
TOTAL (CORRECTED) 66168, 2 10

All F-ratios are based on the residual mean square error.

Det ses, at SAK for olieblanding har a&ndret sig.

Nzrmere forklaring af beregninger ved ubalancerede forseg.

Enhver variansanalyse kan udferes som en regressionsanalyse. Hvorledes dette regneteknisk kan geres er beskrevet i
“Statistisk Forsegsplanlegning I” kapitel 14 (samt eksempel 65 side 309). Da det er den eneste made, man kan beregne
en variansanalyse med ikke balancerede data er det ogsa denne metode der anvendesi “Multifactor Anova”. En anden
procedure der kan benyttes 1 Statgraphics, er den sakaldte “GLM procedure”, som kan behandle forseg med béde
kvantitative og kvalitative faktorer. Regressionsanalyse behandles i dette notat i kapitel 5 og 6.

1.3.6. Dimensionering:

I afsnit 1.2.4 er beskrevet formélet med at dimensionere og hvordan det geres ved forseg med
1 faktor. De samme betragtninger gelder ved forseg med 2 faktorer. Man kan benytte de samme
OC-kurver, og de samme formler.

Vi vil illustrere problemet ved folgende eksempel.

Eksempel 1.10 (fortsattelse af eksempel 1.1) (dimensionering)

Der onskes en dimensionering af problemet i eksempel 1.1 idet forsoget udfores som et
fuldsteendigt faktorforseg , at bagatelgreensen i forsoget er A = 50 enheder, at spredningen
skonnes til at veere ca. o =250gat a =5%og [ = 10%.

LOSNING:
Lad os antage, at der er m gentagelser i hver celle.

Karburator
K, K
0O, m m
Olieblanding o
, m m
O, m m

Der er nu 2m gentagelser for hvert af de a = 3 niveauer for olieblanding, mens der er 3m
gentagelser for hvert af de b = 2 niveauer for karburator. Det er derfor nok at beregne, hvor
mange gentagelser der er nodvendige for olieblandinger, da kravene si automatisk ogsa vil vere
opfyldt for karburator.

Generelt skal man derfor altid dimensionere efter den faktor der har flest niveauer.
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1.4 Forsggsplan ned 4 faktorer

Vi opstiller nu en variansanalysetabel med frihedsgrader.

Variation f
A: Olieblanding a-1=3-1=2
B: Karburator b-1=2-1=1
AB: Vekselvirkning (a-1)-(b-1)=2
Error (stoj) a-b-(m-1)=3-2-(m-1)=6-(m-1)
Total ab-m-1=6-m-1
Formlen er: @ zi 2nr , hvor man mé& vare opmarksom pé, at n her er antallet af

gentagelser af et niveau. Idet antallet af gentagelser af niveauet er b - m, fas derfor at

A |b-m . A |lb-m 50 [2-m m
(Dﬂestz; ﬁ . Ideta=30gb=2fas q)ﬂestz; ﬁ:g 23:2\/;_1155\/%

Vi laver nu en tabel for forskellige m verdier.

m O, ~ 1155/m vi=a—-1 |v,=a-b-(m-1) B

2 1.63 2 6 ca 0.50
3 2.00 2 12 ca 0.20
4 2.31 2 18 ca 0.06

Vi ser, at med de nevnte krav, s burde der laves 4 gentagelser pr celle, dvs. i alt 24 delforseg.
2

Ovelse 1.4. (dimensionering). Regn opgave 4 i notatets opgavesamling side 236.

1.4 Forsogsplan med 4 faktorer

Indledning: Ved testning af modeller med mere end 1 faktor kommer man ud for at poole en
reekke virkninger ned 1 residualen. Det folgende eksempel demonstrerer hvorledes dette kan
gores.

Man felger her den “normale” reekkefolge for pooling:

Forst testes alle 3-faktorvekselvirkninger mod samme residual for at se dem bedemt pad samme
grundlag (med samme styrke). Derefter reduceres modellen, og man tester nu alle de 2-
faktorvirkninger som ikke indgér i signifikante 3 - faktorvekselvirkninger mod den derved
fremkomne residual. Efter en ny reduktion af modellen testes nu alle hovedvirkninger mod den
nu fremkomne residual.

I dette kursus folger vi ovennavnte regel, men det er samtidig vaerd at vide, at mange anbefaler
folgende regel:

Hvis frihedsgradstallet for residualen er over 10-12, s& undlades at poole videre.Hvis
frihedsgradstallet er mindre, sa pooles endda kun, hvis P - verdien for den virkning, der star for
at blive poolet er storre end 0.25.
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1. Grundl aggende begreber

Begrundelsen herfor er naturligvis, at selv om man formelt siger, at en virkning er 0, hvis P -
vaerdien er over signifikansniveauet, sa er en accept af en nulhypotese jo ikke noget bevis herfor.
Man kan derfor ved en pooling risikere, at residualen ikke er et sandt udtryk for “stgjen”. En
saddan stor residual er derfor villedende, og kan let bevirke, at man ikke kan konstantere
vasentlige forskelle.
Eksempel 1.11 (4-sidet variansanalyse med n = 1)
Virkningen af fire faktorer pd heerdningstiden for en bestemt cementtype onskes undersogt.
De 4 faktorer var — A: Omroringshastighed : 2 niveauer A,, A,

B: Fabrikationsmetoder. B,, B,, B,

C: Formalingdgrad af bestemt reaktant 2 niveauer C,, C,

D: Ravaretype 4 niveauer D,, D,, D,, D,
Forsagsplanen var et fuldsteendigt randomiseret forsog med en fuldsteendig faktorstruktur med
1 gentagelse af hver behandling. Folgende observationer af Y (kodede tal) fandtes:

D, D, D, D,

C, c, | ¢ C, C, C, C, C,

A, | 238 | 244| 253 215 23.1 153 | 412 | 11.6

5 4, | 458 | 477 355| 26.1 10.0 200 | 530 | 132
4, | 160 | 189 11.6| 11.8 22.7 209 | 289 | 21.1
5 4, | 270 | 310 | 316| 316 19.8 138 | 155 | 2638
A | 101 | 93 | 132] 190 30.3 279 | 341 | 355
BT 4] 170 278 246 252 17.0 272 | 211 | 347

Det formodes pa forhand, at kun nogle hovedvirkninger og tofaktorvirkninger er af praktisk

interesse.

1) Undersog hvilke af de fire faktorer, der har virkninger eventuelt i form af vekselvirkninger.

2) Vurder grafisk i den udstreekning det er muligt ud fra residualerne i den under punkt 1 fundne
model, om der er “outliers”, om der er varianshomogenitet, og om ‘“stojen” er rimeligt
normalfordelt.

3) Angiv hvilke niveauer faktorerne skal stilles pa for at give den mindst mulige storknings-
tid.(Vink: Tegn passende interaktionsplot ).

LOSNING:

Indtastning af data

Dette sker pa saedvanlig made.

Starten af indtastningen i regnearket ses nedenfor:

A B C D haerdetid
11 1 1 23.8
2 1 1 1 45.8
1 2 1 1 16.0
2 2 1 1 27.0
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1.4 Forsggsplan ned 4 faktorer

1). Hvilke faktorer har virkning.
Vi starter med en model med 4 faktorer og med mulighed for op til 4-faktor vekselvirkninger
(en fuldstendig model). Der opstilles den til modellen svarende variansanalysetabel:
Vi starter ved at s@tte “ Maximum Order Interaction til 4"
Der fremkommer folgende variansanalysetabel:

Analysis of Variance for haerdetid - Type III Sums of Squares

MAIN EFFECTS

A:A 274,946 1 274,946
B:B 22,7433 2 11,3716
c:C 49,7761 1 49,7761
D:D 140,396 3 46,7985
INTERACTIONS

AB 52,6883 2 26,3441
AC 77,3176 1 77,3176
AD 1009, 34 3 336,448
BC 49,7123 2 24,8561
BD 2065,25 6 344,208
CD 81,2751 3 27,0917
ABC 11,2353 2 5,61763
ABD 154,951 6 25,8252
ACD 90,1489 3 30,0496
BCD 61,5901 6 10,265
ABCD 122,04 6 20,34
RESIDUAL 0,0 0

TOTAL (CORRECTED) 4263,41 47

All F-ratios are based on the residual mean square error.

Det ses heraf, at forhdndsformodningen om at 3 og 4 faktorvekselvirkninger er nul synes
rimelig.
Nu settes “ Maximum Order Interaction til 2", hvorved der fremkommer folgende tabel:

Analysis of Variance for haerdetid - Type III Sums of Squares

A:A 274,946 1 274,946 14,37 0,0009
B:B 22,7433 2 11,3716 0,59 0,5601
c:C 49,7761 1 49,7761 2,60 0,1204
D:D 140,396 3 46,7985 2,45 0,0896
INTERACTIONS

AB 52,6883 2 26,3441 1,38 0,2723
AC 77,3176 1 77,3176 4,04 0,0563
AD 1009, 34 3 336,448 17,59 0,0000
BC 49,7123 2 24,8561 1,30 0,2920
BD 2065,25 6 344,208 17,99 0,0000
CD 81,2751 3 27,0917 1,42 0,2635
RESIDUAL 439,966 23 19,1289

TOTAL (CORRECTED) 4263,41 47

Det ses, at forsegsfejlens varians (residual) er 19.1289. Endvidere ses, at kun vekselvirknin-
gerne AD og BD har betydning.

Vi “excluderer” nu alle tofaktorvekselvirkningerne, der ikke har betydning (se evt. Appendix
A) og far derefter folgende tabel:
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1. Grundl aggende begreber

Analysis of Variance for haerdetid - Type III Sums of Squares

MAIN EFFECTS

A:A 274,946 1 274,946 12,16 0,0015
B:B 22,7433 2 11,3716 0,50 0,6096
c:C 49,7761 1 49,7761 2,20 0,1480
D:D 140,396 3 46,7985 2,07 0,1245
INTERACTIONS

AD 1009, 34 3 336,448 14,88 0,0000
BD 2065,25 6 344,208 15,22 0,0000
RESIDUAL 700,959 31 22,6116

TOTAL (CORRECTED) 4263,41 47

All F-ratios are based on the residual mean square error.

Det ses, at faktor C ingen rolle spiller, mens A, B og D alle har betydning i form af

vekselvirkning.
2). Grafisk vurdering af model m.m.

Af principielle hensyn slettes faktor C 1 modellen (det har 1 praksis kun meget ringe
betydning, da vi jo allerede har 31 frihedsgrader i residualen).

Velg (red ikon = Input dialog | Slet C | OK ). Dette har den lidt kedelige virkning, at der 1
visse udskrifter sker en omdebning, s& faktor D bliver kaldt C.

Vima nu igen “excludere” AB.

For grafisk at vurdere gyldigheden af modellen tegnes et residualplot, “Residuals versus
Predicted”.

Resultatet blev:
Residual Plot for haerdetid
9F 3
6 } e o o 1
TS 3 [~ “o ° ’ DD B o B
= I 2o ) -
:‘9 0 [~ ° = 5] 1
7 i . o ° g
2 3t " s e .
L o g o o o
-6 B o o DD ] -
—9 ;\ 1 1 D\ 1 1]
0 10 20 30 40 50
predicted haerdetid

Af figuren fremgdr det at residualerne ligger tilfeeldigt omkring 0-linien

Af variansanalysetabellen fremgér ato =+/22,6 * 4,8 | Da alle residualerne ligger indenfor
3. o (endda indenfor 2- o ) er der ingen outliers.

Da vi ikke har gentagelser kan vi ikke vurdere varianshomogenitet.

En grafisk test for normalitet, hvor vi har valgt at placere linien mere”ligeligt” ved at vaelge
veelge “Least Squares” giver:
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3). Angiv de niveauer faktorerne skal stilles p4 for at give den mindste storkningstid.

Interactions and 95,0 Percent Confidence Interva

haerdetid

percentage

Normal Probability Plot for RESIDUALS

99,9
99
95
80
50

1.4 Forsggsplan ned 4 faktorer

RESIDUALS

Stejen synes nogenlunde normalfordelt, da residualerne ligger “symmetrisk og teet” omkring
den rette linie, selv om der dog synes at vare nogen afvigelse 1 hejre side, hvor residualerne

er blevet lidt for sma (punkterne ligger lidt over linien).

For at f4 et grafisk overblik over vekselvirkningernes betydning , indtastes modellen igen, og

der vaelges “Interaction Plot”

Velg (bla ikon = Graphics Options | Interaction Plot |Cursor pa figur | hgjre musetast | Pane
options | Confidence intervals | B*D | second Factor” (da D har de fleste niveauer og vi derved
fir den mest overskuelige figur) | OK ) .

Dette giver folgende figur: (Den sorte linie er B,).

P& samme made fas AD plottet (den sorte linie er A)).

50 F

40
30 F
20 F

10 |

ok

B

-— 1

1—2
1—3

Interactions and 95,0 Percent Confidence Intervals

haerdetid

37F

33
29
25
21

A

-— 1

] —2

Af figuren for BD ses, at velges D péd niveau 4 og B pd niveaul bliver sterkningstiden

mindst(kun et lille overlap med de evrige konfidensintervaller).

Af figuren for AD ses, at et valg af D pa niveau 4 gor, at man frit kan vaelge A pé sével hojt
som lavt niveau (stort overlap pa konfidensintervaller.
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1. Grundl aggende begreber

2) Konklusion: A (omreringshastighed) vaelges frit, B (fabrikationsmetode) pa niveau 1, C

(formalingsgrad) har ingen betydning og D (rdvaretype) pd niveau 4.

Et estimat for den mindste sterkningstid kan af tegningen ses at vere ca.8.
Ud fra resultaterne i de 4 celler, der svarer til B,D, , fas ved direkte regning:
412+11.6+530+132 255

4

L 4
Ovelse 1.5. (variansanalyse). Regn opgave 5 side 236.

1.5 Fuldstendigt randomiseret blokforseg.

I forbindelse med planlaegningen af et forseg, kan man blive tvunget til at benytte forsegsenhe-
der, som er ret uensartede. Derved fér den tilfeldige forsegsfejl en relativ stor spredning (stor
“stej”). Dette kan bevirke, at man skal op pa et urealistisk stort antal gentagelser for at kunne
opnd den enskede information. For at “dempe stojen” kan man inddele forsegsenhederne 1
grupper (blokke), hvor de forsegsenheder der ligger i samme blok er veesentlig mere ensartede
end forsegsenhederne i forskellige blokke. Man siger, at man har et fuldsteendigt randomiseret
blokforseg, hvis hver behandling forekommer det samme antal gange (sedvanligvis netop én
gang) 1 hver blok.

Til illustration heraf, s& betragter vi igen forseget beskrevet i eksempel 1.6 og 1.7.

Eksempel 1.12 (randomiseret blokforseg). En bilfabrikant onsker at finde ud af, hvorledes 3

olieblandinger O,, O,, og O,, 0g 2 karburatortyper K, og K, pavirker benzinforbruget. Forsoget

planlcegges som et fuldsteendigt faktorforseg idet hvert niveau skal gentages mindst 4 gange.

Dette betyder at der skal udfores 12 delforsog.

Et delforsag med én bil tager 1 dag.(1 tank = 40 liter: Korer ca 15 km/l sd 40 liter = 600 km,

hvilket giver ca. 7 timer med 80 km/time). Af tidsmcessige grunde kan man ikke benytte 12 dage

til forsaget. Der benyttes 2 biler med tilhorende chauffor, hvilket forkorter forsagstiden til 6

dage.

Da de to biler (med tilhorende chauffor) kan frygtes at give systematisk forskellige resultater,

onskes foretaget et randomiseret blokforseg med biler som blokke.

1) Angiv fordele og ulemper ved at foretage et randomiseret blokforsag fremfor et fuldsteendigt
randomiseret forsog.

2) Beskriv hvorledes en randomisering kunne teenkes at forega.

3) Skitser udseendet af en variansanalysetabel med angivelse af frihedsgrader.

LOSNING:

1) Fordele:Begrundelsen for ikke at foretag et fuldsteendigt randomiseret forseg er, at to biler
frygtes at give sé stor spredning, at selv betydelige forskelle ikke kan pévises.
Ved blokforseget er stajen, der skyldes eventuelle forskelle mellem biler elimineret
Sterre mulighed for stabilt vejr 1 6 dage end 1 12 dage, hvilket ogsa forminsker spredningen.
Ret fi delforsog,
Ulempe: Selv pa 6 dage kan vejret skifte og give anledning til stor spredning.

2) Randomisering: To déser merkes henholdsvis bill og bil2. Behandlingen O K, skrives pa 2
sedler som anbringes 1 hver sin dase, behandlingen O,K, skrives pa 2 sedler som anbringes
1 hver sin ddse osv. (se figuren).
Man treekker nu forst de 6 sedler fra dase med meerket bil 1.
Lad den forste seddel der treekkes vaere O,K,. Det betyder nu, at bil 1 skal forsynes med
karburator 2 og olieblanding 1 og kere dag 1. Lad den naste seddel der trekkes vare O,K,
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1.5 Ful dstandi gt random seret bl okforsgag

. Det betyder tilsvarende at bil 1 skal forsynes med karburator 2 og olieblanding 3 og kere dag
2. Saledes fortsaettes indtil alle 6 sedler er udtrukket

Resultatet blev:

OK, ||OK, || O:K,

bil 1 |dag 1 |dag 2 |dag 3 |dag 4 |dag 5|dag 6
0K, 0K, (0K, |OK, |OK, |O:K, OzK1 O3K1 02K2

Bil 1

Derefter fortsaettes med at traekke sedler fra ddsen med maerket
bil 2. Resultatet blev:

O:K, [| OK, ||O,K,

bil 2 |dag 1 |dag 2 |dag 3 |dag 4 |dag 5 [dag 6 O.K, || 0K, ||O:K,
0K, [OiK, [OK, [OK, |OK, |OK, -

Bil 2

3) Analyse: Tresidet variansanalyse:
Bemzerk: Viantager altid, at blokke ikke vekselvirker med faktorerne, idet vi forudsatter,
at den ene blok (eksempelvis bil 1) bidrager med en systematisk hojere resultat end den anden
blok (eksempelvis at bil 1 pa alle dage giver et storre benzinforbrug end bil 2).

K, | K, Variansanalyse SAK f

0O, - - Blokke (biler) 1

Bil 1 0, - - Olieblanding 2
0O, - - Karburator 1

0O, - - Olie * karburator 2

Bil2 | O- - - rest 5
O, - - Total 11

Bemerk: Selv om analysen viser, at blokkene mod forventning ikke kan antages at have
betydning, m& man ikke poole blokkene ned, da det svarer til, at man analyserer forsoget
som om det var et fuldsteendigt randomiseret forsog.

Ovelse 1.6. (planlzegning) Regn opgave 6 side 238.

33



1. Grundl aggende begreber

Eksempel 1.13 (randomiseret blokforseg).(cksamensopgave juni 83, omskrevet)

I nedenstdende tabel er anfort resultaterne af et fordingsforsag med svin. Formdlet med forsoget
var at undersoge, hvorvidt en cendring af vitaminindholdet i foderet gav en forskel i svinenes
veegtforogelse. Veegtforogelsen afhcenger imidlertid ogsd af det enkelte individs genetiske
egenskaber. Et fuldsteendigt randomiseret forsog vil derfor sandsynligvis kunne bevirke, at
forsagsfejlens spredning bliver sd stor, at intet kan pavises (forsoget drukner i stoj). Da grise fra
samme kuld md forventes at veere mere ensartede, veelger man at lave et randomiseret blokforsog
med kuld som blokfaktor.

Fra hvert af 4 forskellige kuld grise udtages 3 grise, der bliver fodret med hver sin af tre
fodertyper A, B og C med forskelligt vitaminindhold.

Forsagsresultaterne (veegtforogelse i kg) var

Fodertype
A B C
1 7.0 14.0 8.5
Kuld 2 16.0 15.5 16.5
3 10.5 15.0 9.5
4 13.5 21.0 13.5

Test, om der er nogen veesentlig virkning af cendringen i foderets vitaminindhold.

LOSNING:
Analyseres svarende til en tosidet variansanalyse uden vekselvirkning (da vi forudsatter at
blokke ikke vekselvirker med faktorer.

Indtastning af data

foder kuld vaegt

1 7

16
10,5
13,5
14
15,5
15
21
8,5
16,5
9,5
13,5

QOQQQWWwo >
BSWNE D WNRE B WN

Vi gér ind 1 “Compare” og danner folgende variansanalysetabel uden vekselvirkning.
Analysis of Variance for vaegt - Type III Sums of Squares

MAIN EFFECTS

A:foder 54,125 2 27,0625 5,76 0,0402
B:kuld 87,7292 3 29,2431 6,22 0,0285
RESIDUAL 28,2083 6 4,70139

TOTAL (CORRECTED) 170,063 11

All F-ratios are based on the residual mean square error.
Det ses heraf, at forsegsfejlens varians (residual) er 4.701.
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1.5 Ful dstandi gt random seret bl okforsgag

Vi ser endvidere, at der pd et signifikansniveau pd 5 % er signifikant forskel pd fodertyperne
(mindst én afviger fra de ovrige).

Vi ser endvidere, at det var fornuftigt at dele op 1 kuld, da der ogsé er signifikans for kuld.
Vi er imidlertid ikke interesseret i at finde ud af hvilket kuld der er det bedste, da vi jo blot
har taget nogle tilfeldige kuld ud.

Grafisk kontrol af den fundne model, samt af forudsatninger for analysen:
Vi danner et residualplot: “Residuals versus Predicted”

Residual Plot for vaegt

45F ‘ ‘ ‘ ‘ &

Residualerne fordeler sig nogen- 250 ]

lunde jevnt omkring linien, men E i ° ’ ]

der er en tendens til, at storre 2 o5y :

vaegt giver storre afstand til lini- g s [ )
en. i

3,5 L, ‘ ‘ ‘ . A

7 10 13 16 19 2

predicted vaegt

Af variansanalysetabellen fremgar at o = +/4.71 = 2.16 . Da alle residualerne ligger indenfor
3. o (endda indenfor 2- o ) er der ingen outliers.

Grafisk test for normalitet : ..
Resultatet blev: Normal Probability Plot for RESIDUALS

99,9 F
99 - 4
95 - s
80 g
50
20

percentage

35 25 15 05 05 15 25
RESIDUALS

Stejen synes tilnermelsesvis normalfordelt, men antallet af mélinger er for lille til, at man kan
give en nogenlunde sikker vurdering.

For at finde den fodertype, der giver den hgjeste vaegtforagelse opstilles konfidensintervaller.

Bemark: Da der er en blokvirkning vil vaegtforagelsen jo athange af hvilket kuld man
betragter. Konfidensintervaller kan derfor kun anvendes til relative sammenligninger.
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1. Grundl aggende begreber

Velges “ Tables of Means” fés folgende udskrift :

Table of Least Squares Means for vaegt with 95,0 Percent Confidence Intervals

Stnd Lower Upper
Level Count Mean Error Limit Limit
GRAND MEAN 12 13,375
foder
A 4 11,75 1,08413 9,09721 14,4028
B 4 16,375 1,08413 13,7222 19,0278
C 4 12,0 1,08413 9,34721 14,6528
kuld
1 3 9,83333 1,25185 6,77016 12,8965
2 3 16,0 1,25185 12,9368 19,0632
3 3 11,6667 1,25185 8,60349 14,7298
4 3 16,0 1,25185 12,9368 19,0632

Means and 95,0 Percent Confidence Intervals

En tegning af 95% konfidensintervallerne 2 i ]
(ikke LSD) giver P ]

- 17 E 7
Konfidensintervallerne viser ganske vist et %0 15+ ]
svagt overlap, men da variansanalysen har 3 g b
vist at der er en signifikant forskel, ma der ne E
gzlde, at fodertype B giver den sterste 9 g ]
vegtforegelse. A B C

2 foder

Ovelse 1.7. (randomiseret blokforseg) Regn opgave 7 side 238.

1.6. Romersk kvadratforseg

I visse situationer, kan man som det folgende eksempel viser frygte, at der er mere end 1

betydende stojkilde. Et sakaldt romersk kvadratforseg kan sa vaere en mulighed for at deempe

stejen.

Eksempel 1.14 (romersk kvadratforseg) En bilfabrikant onsker at finde ud af, hvorledes 3

olieblandinger O,, O,, og O,, og 2 karburatortyper K, og K, pavirker benzinforbruget.

Forsaget planlcegges som et fuldsteendigt faktorforseg idet hvert niveau skal gentages mindst

4 gange. Dette betyder at der skal udfores 12 delforsog.

Hvert delforsog med én bil tager 1 dag. Man frygter, at forskellige dage med deres forskellige

vejrforhold kan give stor variation i resultaterne. Endvidere frygter man ogsd, at forskellige

biler (med tilhorende chauffor) frygtes give systematisk forskellige resultater.

Da der er i alt 6 forskellige behandlinger onskes foretaget et romersk kvadratforseg med

anvendelse af 6 biler og 6 dage som blokke.

1) Angiv fordele og ulemper ved at foretage et romersk kvadratforsoeg fremfor et fuldstendigt
randomiseret blokforsog.

2) Beskriv hvorledes en randomisering kunne teenkes at foregad.

3) Skitser udseendet af en variansanalysetabel med angivelse af frihedsgrader.

LOSNING:
1) Fordele: Stoj der kan skyldes eventuelle forskelle mellem biler og mellem dage elimineres.
Ulempe: Mange (36) delforseg, og en ret kompliceret forsegsplan.
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2) Randomisering:

1.6 Romersk kvadrat f or sgg

Forst veelges et 6 * 6 standardkvadrat (f.eks ét, hvor bogstaverne A,B,C,D,E,F forskydes

cyklisk for hver ny reekke )

Derefter ombyttes reekkerne “randomiseret”. Dette sker ved at laegge sedler med tallene
1,2,3,4,5,6 1 en dase, og foretage lodtraekning. Traekkes forst nummer 2 betyder det at
raekke 11 kvadratet bliver til rekke 2. Er resultatet 24 3 6 1 5 fis derfor folgende nye

kvadrat:

ag| 123456
Bil

(@) NN BN, T IS SN ISR B (O NN
Tl Q|D|m|m]| >
Q|lO|m|m|»|w
Olom|m|»> w0
m|m|»>|W| Q|0
SE =N v A Nl Nwl Nes
>lw|la|gO|(m| =

rekke 1 til 2
rekke 2 til 4
reekke 3 til 3
rekke 4 til 6
rekke 5 til 1
rekke 6 til 5

glwm|-laolx»|o
ml{a|»|m|wm|T

MmOl | > || m
>lmla|lw|o|
Wlm|o|Qlom| >
Q> |m|O|m|w

P& samme made randomiseres sgjler. Resultat: 346152
Endelig erstattes bogstaverne A,B,C,D,E,F med

behandlinger, ved at anbringe 6 sedler med behand-
lingerne i en dése, (se figuren). Trakkes forst O,K,
betyder det, at bogstavet A erstattes af O;K,. Den
naste udtrukne seddel erstatter bogstavet B osv.
Idet resultatet af lodtrekningen blev O;K,, O;K, ,

0,K,, 0K, , 0K, OK, fas felgende:

ag|1]12(3([4|5]|6
Bil

sojle 1 til 3 1 FIB[C[D |A|E
sojle 2 til 4 2 D|IF|(A|[B |E|C
sojle 3 til 6 3 B(D|E|F |C[A
sojle 4 til 1 4 C|E|F|A|D|B
sojle 5 til 5 5 EIA[(B|C |F D
sojle 6 til 2 6 |A|C|D|E|B|F

O;K,

0,K,

O:K,

O.K,

Ok,

0,K,

2

3 4

O /K,

O:K,

0K, |OK,

0K,

O,K,

B til O,K,

O.K,

O /K,

O;K, |O5K,

O,K,

0.K,

C il 0K,

O:K,

O.K,

0.k, |O/K,

0K,

O;K,

D tilO,K,

0K,

O,K,

0K, |O:K,

O.K,

O;K,

O,K,

0K,

0K, |O/K,

O /K,

O,K,

Ftil 0K,

O;K,

O.K,

O,K, |OK,

O:K,

O K,

3) Analyse: Firesidet variansanalyse, blokke vekselvirker ikke med faktorerne.

Variansanalysetabel:
Variansanalyse SAK f
Blok (biler) 5
Blok( dage) 5
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1. Grundl aggende begreber

Olieblanding 2
Karburator 1
Olie * karburator 2

rest 20

Total 35

Ovelse 1.8. (planlzegning) Regn opgave 9 side 239.

Eksempel 1.15 (romersk kvadratforseg) (cksamensopgave juni 72, omskrevet)

Der onskes undersagt hvorledes udbyttet af et biprodukt ved en fabrikationsproces afhcenger
af fabrikationsmetode og katalysatortype. Der skal veelges mellem 2 forskellige fabrikations-
metoder, og 3 katalysatorerer. Det kan ikke udelukkes, at de to faktorer vekselvirker, sa man
veelger som forsogsplan en fuldstendig faktorstruktur.

Lad A, betegne fabrikationsmetode i, og lad B; betegne katalysator j. Der er folgelig 6
behandlinger A, B,, A, B,,A, B;, A, B, ,A, B,, 4, B;.

Hvert delforsog varer en uge, og for at forsogene ikke skal tage for lang tid, er man nodt til at
anvende flere apparater samtidig. Da det kan teenkes, at savel fabrikationstidspunkt som
apparatvalg kan pavirke udbyttet, og dermed give en for stor spredning, veelges som forsogs-
plan et romersk kvadratforseg. Da der er 6 behandlinger bliver det et 6 %6 kvadrat.
Forsagsplan og forsogsresultater var folgende:

Apparater

1 2 3 4 5 6

1| A,B,i413|A,B, 52.6 | A, B, | 39.7 | A, B, 40.8 | A, B, i 27.6 | A, B, {29.5

A/B, 93 |A, B, 187 A,B, | 19.5|A, B, 21.1 |A,B, 31.9| A, B, 3322

Uger |3 |A,B,i30.5| A,B,i 412 | A, B, | 28.7 |A, B, 324 | A, B, i31.9|A, B, 32.2

A,B;i50.7|A, B, 483 | A, B, 51.6 |A, B, 40.9 | A,B, 604 |A,B, 49.8
A,B, 40.8[A,B,i39.6 | A, B, {307 | A,B,| 31.8 | A, B, 29.6 | A, B, 39.8

NN | B W N

A, B, 427|A, B, 524 | A,B, | 62.1 |A, B,  53.6 | A, B, 63.6|A, B, 58.7

Foretag en statistisk analyse af forsoget, idet man onsker sd lavt et udbytte som muligt.

LOSNING:

Analyseres svarende til en firesidet variansanalyse uden vekselvirkning mellem blokke og
faktorer. Ordrer m.m. svarer derfor ganske til de i eksempel 1.12 anforte.

Indtastning af data sker som beskrevet i appendix A

Starten af indtastningen i regnearket ses nedenfor:
metode katalysator uge apparat udbytte
a2 bl 1 1 41,3
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1.6 Romersk kvadrat f or sgg

az b2 1 2 52,6
al b2 1 3 39,7
az b3 1 4 40,8
al b3 1 5 27,6
al bl 1 6 29,5
al bl 2 1 9,3

Opstilling af variansanalysetabel.
I “Compare” veelges “Anova Tables”, hvorved fremkommer en variansanalysetabel uden

vekselvirkning. Da vi ensker at undersege, om der er vekselvirkning, settes “ Maximum
Order Interaction til 2 *

Der fremkommer nu en kommentar: No output due to data error.

Dette er jo meget sandt, da der ikke er gentagelser i modellen.

Da blokkene ikke vekselvirker med faktorerne foretages folgende:

Velg (Cursor i tabellen | hojre musetast |Analysis options | Exclude) og “excluder” alle
tofaktorvekselvirkningerne, panar vekselvirkningen mellem katalysator og metode. Vi far
derefter folgende tabel:

Analysis of Variance for udbytte - Type III Sums of Squares

MAIN EFFECTS

A:uge 4385, 54 5 877,108 29,02 0,0000
B:apparat 181,119 5 36,2238 1,20 0,3454
C:katalysat 27,8956 2 13,9478 0,46 0,6369
D:metode 662,204 1 662,204 21,91 0,0001
INTERACTIONS
CD 61,4756 2 30,7378 1,02 0,3796
RESIDUAL 604,436 20 30,2218
TOTAL (CORRECTED) 5922,067 35

All F-ratios are based on the residual mean square error.

Det ses heraf, at der ikke er vekselvirkning mellem C og D.
Vi satter nu “ Maximum Order Interaction til 1 “ og far derefter folgende tabel:

Analysis of Variance for udbytte - Type III Sums of Squares

MAIN EFFECTS

A:uge 4385,54 5 877,108 28,98 0,0000
B:apparat 181,119 5 36,2238 1,20 0,3431
C:katalysat 27,8956 2 13,9478 0,46 0,6367
D:metode 662,204 1 662,204 21,88 0,0001
RESIDUAL 665,911 22 30,2687
TOTAL (CORRECTED) 5922,67 35

All F-ratios are based on the residual mean square error.

Det ses, at faktor C (katalysator) ingen rolle spiller, mens metoden D har stor betydning

Det ses endvidere, at det var fornuftigt at foretage en blokopdeling efter uge, mens det var
unedigt at dele op efter apparater.

Spergsmal 2. Grafisk vurdering af model m.m.
For grafisk at vurdere gyldigheden af modellen tegnes et residualplot: “Residuals versus
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1. Grundl aggende begreber

Predicted “
Resultatet blev:

Residual Plot for udbytte

9F - 7

6] o . ]

= 3 = % ’ ]
5 o :

= or : : .

n r o g

8 -3 C o o ° =

5f ST ]

9L, ‘ - ‘ ]

0 20 40 60 80
predicted udbytte

Af figuren fremgdr det at residualerne ligger tilfeldigt omkring 0-linien

Af variansanalysetabellen fremgar ato = /3026 5,5 . Da alle residualerne ligger indenfor
3. o (endda indenfor 2- o ) er der ingen outliers.

Da vi ikke har gentagelser kan vi ikke vurdere varianshomogenitet.

Grafisk test for normalitet:

Stejen synes nogenlunde normalfordelt, da residualerne ligger “symmetrisk og taet” omkring
den rette linie.

Normal Probability Plot for RESIDUALS
999 £ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ =

percentage

RESIDUALS

For at finde den metode, der giver mindst udbytte, sa vend tilbage til den endelige model, og
valger “ Tables of Means”
Det giver folgende udskrift:

Table of Least Squares Means for udbytte
with 95,0 Percent Confidence Intervals

Stnd Lower Upper
Level Count Mean Error Limit Limit
GRAND MEAN 36 39,1444
apparat
1 6 35,8833 2,19502 31,353 40,4136
2 6 42,1333 2,19502 37,603 46,6636
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3 6 38,7167 2,19502
4 6 36,7667 2,19502
5 6 40,8333 2,19502
6 6 40,5333 2,19502
uge

1 6 38,5833 2,19502
2 6 22,2833 2,19502
3 6 32,8167 2,19502
4 6 50,2833 2,19502
5 6 35,3833 2,19502
6 6 55,5167 2,19502
metode

al 18 34,8556 1,26729
a2 18 43,4333 1,26729

Det ses, at metode 1 giver det laveste udbytte

1.6 Romersk kvadrat f or sgg

34,1864
32,2364
36,303
36,003

34,053
17,753
28,2864
45,753
30,853
50,9864

32,24
40,8178

Ovelse 1.9. (romersk kvadratforseg) Regn opgave 11 side 239.

43,247
41,297
45,3636
45,0636

43,1136
26,8136
37,347
54,8136
39,9136
60,047

37,4711
46,0489
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2% faktorforsgg

2 2¥FAKTORFORSOG

2.1 SCREENINGS-FORSOG

Har man mange faktorer der skal undersoges, m& man for at begrense antallet af delforseg nojes
med at undersoge hver faktor pd 2 niveauer “lavt” niveau og “hejt” niveau. Disse niveauer
forseges valgt som “yderpunkter’” med hensyn til faktorernes formodede virkning. Har man ingen
formodning herom, valges sedvanligvis to faktorniveauer, som “afviger” mest muligt.

Ved forseget fir man sa afklaret, hvilke af faktorerne der har en vasentlig virkning. De
sedvanligvis fa faktorer, som viser sig at have en virkning, kan man sa studere ngjere ved
supplerende forsgg. Der gelder igen den regel, at man ber hgjst bruge 25% af det planlagte
budget pa det forste forseg. Samtidig er det fordelen ved disse screeningsforseg, at der med
forholdsvis fa delforseg kan undersoges mange faktorer. Har man derfor 1 den gruppe, der
planlegger forseget, en rimelig tro pa at en faktor kan teenkes at spille en rolle, ber den medtages.
Samtidig er det dog vigtigt, at man i gruppen sgger at opstille faktorerne i en rangorden A, B, C,
osv. efter den effekt, man tror de har. De faktorer man tror har stor effekt gives de forste
bogstaver i alfabetet.

Det har stor betydning for forsegets succes, at man er meget omhyggelig med at sammensatte
den gruppe af mennesker, som skal planlegge og udfere forseget. Hvis det drejer sig om
udvikling af et nyt produkt vil det ofte veere udviklingsafdelingen der bade planlegger og udforer
forseget. Hvis det drejer sig om et problem i en eksisterende produktion, som méske er
koncentreret om en bestemt maskine (eller del af produktionen), er det vigtigt at gruppen har
medlemmer (driftsingenierer, verkforere, opstillere), som arbejder taet pA maskinen (den del af
produktionen) til daglig. Det sikrer ogsd, at de forstar ideen 1 forseget, og derved sikrer at
forseget bliver udfert som planlagt.

Har man k faktorer, vil med en fuldsteendig faktorstruktur antallet af behandlinger vaere 2 * deraf
navnet et 2" faktorforseg.

2.2 FORKLARING PA NOMENKLATUR OG
FORMLER UD FRA ET TALEKSEMPEL

En s@rdeles bekvem notation i forbindelse med fuldsteendige 2* faktorforseg er folgende:

(1): Alle faktorer er pa lavt niveau

a: A pd hejt niveau, alle andre pé lavt niveau.

b: B pé hejt niveau, alle andre pa lavt niveau.

ab: A og B pa hejt niveau, alle andre pa lavt niveau.

c:  C pa hejt niveau, alle andre pa lavt niveau.

ac: A og C pd hejt niveau, alle andre pé lavt niveau

osv.

Nomenklaturen anvendes i en dobbelt betydning, idet eksempelvis a ogsé betyder summen af
forsegsresultaterne med denne behandling.

Faktorerne A, B, C ... pd lavt niveau benzvnes A, B,, C,. . . og pd hejt niveau A,, B,, C, ...
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2.2 Forklaring pd nomenklatur og former ud fra et tal eksenpel

Eksempel 2.1 Illustration af nomenklatur ud fra et 2* faktorforsog.
Et forsog med 2 faktorer A og B hver pad 2 niveauer og med 3 gentagelser af hver behandling
har resulteret i de i skemaet anforte resultater. Der er endvidere anfort et sumskema og et
skema over gennemsnit hvor den anvendte nomenklatur er indfojet.

Forsogsresultater Sumskema Gennemsnit
B, | B, B, | B, |SUM B, B,
A |11 9]13 10 A, (1) b 60 A xq 9 x, 11| x. 10
7 10 27 33
A, |2 0] 87 A, a ab 24 A | Xy U xy, 7 x,. 4
1 6 3 21
SUM | 30 54 84 x; 5 x, 9 x 7

Definition af virkning: Ved A;’s virkning forstds effekten af en @ndring ud fra gennemsnitsni-
veauet til niveauet, ndr A er pa niveaui (£.—fL..).

Ved A’s hovedvirkning forstas effekten af en a&ndring ud
fra gennemsnitsniveauet til niveauet, nar A er pd hojt
niveau, dvs. A = A, (A’s hovedvirkning = A’s virkning pé
hejt niveau.

Et estimat (sken) for A’s hovedvirkning er i eksempel 2.1

A=4-7=23. (se figuren).

Bemerk: Et estimat for A skrives kort 4 osv. (der sattes en A, Al
“tilde” over bogstavet).

B’s hovedvirkning defineres analogt T B virkning 2
(B’s virkning nar B er pa hejt niveau). T4+ A )

Et estimat (sken) for B’s hovedvirkning er 1 eksempel 2.1
§=9—7=2.(seﬁguren)

A virkning -3

| 4
Udledning af generelle formler for hovedvirkninger ud fra eksempel 2.1.
24 - 60
~ 4-10 . 3+21-(27+33) -()+a-b+ab
Vi har 7 = =23 . 07239 _=(ra-bra
2 2 2°.3 2% n
54-30
~ 9-5 . 33+21-3+27) -(D-a+b+ab
Tilsvarende ses B = - 23 . 2 ( ): O i =
2 2 2°-3 2"-n
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2. 2% faktorforsgg

Additiv model.
Definition: En model kaldes additiv, hvis der for alle 1,j geelder

My = pot A+ B = M+ M.~ .. (de tilsvarende linier er parallelle)

Et “eksakt” eksempel pa en additiv model, er

A
B, B,
Ay fll flz fl T
6T B
8 12 10 ;
A, f21 fzz fz 27 13,
2 6 4 \ —
X X. X..
7
9

Model med vekselvirkning
En model der ikke er additiv siges at have vekselvirkning og med 2 faktorer kan modellen i s&

fald skrives ;= .+ 4+ B+ AB,

Ved AB’s vekselvirkning forstds AB,, (begge pa hejt niveau).

Betragtes tallene fra eksempel 2.1 fas et estimat for vekselvirkningen:

AB= pyy ~ (.4 A+ B)=7-(7+(-3)+2)=1.

A
T
Vekselvirkningen er et udtryk for hvor ™ lidt 9 4 :\
parallelle” linierne er, idet vi har (se figuren) 74 B.
I
- — 2 |
ap=" =1 L6
2 i
|
I+ B
: + >
A, A
Udledning af generel formel for vekselvirkning:
21-3 33-27
—3_6—2_7—1—(11—7)_ 3 3 _(ab-a)-(b-(-1)) ()-a-b+ab
2° 2° 2 3.27 2% n
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2.2 Forklaring pd nomenklatur og former ud fra et tal eksenpel

Fortegnsmatrix: Et vigtigt hjelpemiddel er de sdkaldte fortegnsmatricer:

I A B AB
(1) n - - n A og B sgjlerne har +, hvis det til fak-
toren svarende lille bogstav indgar,
a + + h B ellers —
b * " Fortegnet i AB-sgjlen er “produktet” af
ab + + + + tilsvarende fortegn i A og B sgjle.

For at beregne A’s virkning betragtes sgjlen under A. Tealleren er sd netop tallene i venstre
kolonne med det dertil svarende fortegn.

~ —(M+a-b+ab
Eksempel : 4 = L, 3.92

(neevner er altid det totale antal delforseg).

Kendes et estimat for virkningerne, kan man beregne et estimat for middelvardien f.eks. for A
pa hejt niveau og B pa lavt niveau ved i fortegnsmatricen at se pa reekken ud for a.

i =pn+A-B- 4B
Analogt for de andre virkninger.

Resultaterne kan generaliseres til et vilkarligt antal faktorer.

Analyse: Ved den statistiske analyse er det ofte nedvendigt at anvende folgende formler:

i =ji.+A-B- 4B (1)

V(i1,) = V(u.)+ V(A)+ V(B)+ V(4B) (2)

2

0g V(Z,) = V(zz..)= V(A)= V(B)= V(4B)= 3)

o
Antal delforsog

Disse formler kan umiddelbart generaliseres til forseg med flere faktorer.
Safremt vi efter en testning antager, at en virkning, f. eks. B er lig med nul, settes formelt

B=0 ogV(B)=0.

Hvis man ensker at finde SAK for en virkning T, s& beregnes den af formlen
SAK=(estimat for virkning af T) - (antal delforseg).
Eksempelvis er sS4k, = (-3)* -12 = 108 (jevnfer den folgende variansanalysetabel).
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Eksempel 2.1 (fortsat)
Det oplyses, at variansanalysetabellen i dette eksempel er:

46

B, B, Variansanalyse | SAK | f 52 F [P-verdi
A | xoxx [ xoxx A 108 1 108 48
A, | x xx [ x xx B 48 1 48 21.33
AB 12 1 12 5.33 1 0.0497

Gentagelser 18 8 s2=2.25

Total 11

Angiv pd basis af tidligere beregninger samt ovenstaende variansanalysetabel

1) Hvilke faktorer der har virkning, samt hvilke niveauer disse skal have, for at man fdr storst
mulig middelveerdi. Angiv endvidere et estimat for denne middelvcerdi.

2) Angiv et konfidensinterval for den fundne maksimale middelvcerdi.

3) Undersog om der er signifikant forskel mellem den storste og den nceststorste middelveerdi,
ved at lave et 95% konfidensinterval for differensen.

LOSNING:
1) Da P - vaerdi er under 5% antages, at AB er forskellig fra nul.
Faktorerne A og B har derfor en virkning i form af en vekselvirkning.
Da vi tidligere har fundet A= -3, B =2 ogAB=1ma den maksimale verdi

forekommer for A pd lavt niveau og B pé hejt niveau.
FEt estimat for den maksimale verdi er

~

=%-A+B- AB=7-(3)+2-1=11.

0_2 0_2
2) Ifelge formlerne (1), (2) og (3) fas : V(u,)=4- =

2.3 3

2
Idets, =225 fas V(iI,) = S:;: = 2325 =0.75 . Da f, = 8 frihedsgrader er et

95% konfidensinterval for 17, : [, +¢,4,5(8)/V (&) =11£2.31-4/0.75=11£2.00
[9.00; 13.00]

3) Det ses, at den neaststorste vaerdi er ;7(1) .
For at undersoge om der er en signifikant forskel mellem den sterste veerdi [ , 0g den
naststorste vaerdi /,7(1) beregnes et 95% konfidensinterval for differensen 7, — i, .
Idet ﬂb: x- A+ B- 4B og /7(1) =x-A-B+ 4Ber

Hy _ﬁu) =2-B-2-4B=2

Vi har derfor
2

~ - 2
V(@ - ) =2"-V(B)+2-V( 4B )=2%-2. 0 :2-S§:1.50

2°.3




2.3 Ful dstandi gt 2* faktorforsaeg

95% konfidensinterval for z7, — /i,

4, — /7(1) T 1,9,5(8) [V (H, — ﬁ(l)) =24+231-/150=2+283 [—0.83;4.83]
Da konfidensintervallet indeholder 0 er der ikke signifikant forskel pa den sterste og den

naststorste veerdi.

Skulle en statistisk analyse vise, at nogle af virkningerne ma antages at vere 0, kan de blot

udelades af ovenstdende udtryk. Er eksempelvis AB = 0 fas tilsvarende:

2 2
o o

0 =u+A-B V(iZ)=3 -9
lLla Ill 0og (/ua) 223 4

~ So .~ s
Et 95% konfidensinterval for 1, : {Ua ~15,675(9) Tz SH, 1‘0.975(9)T21 }

2.3 FULDSTZANDIGT 2 FAKTORFORSOG

2.3.1 Fuldstzendigt 2* faktorforseg regnet med “Experimental Design”.
[ appendix A er anfort de mest benyttede ordrer. Den folgende fremstilling vil derfor vere baseret
pa, at man der kan finde de detaljerede ordrer.

Eksempel 2.2. (fuldstzendigt randomiseret 2* faktorforseg)

Udbyttet ved en biokemisk fabrikation kunne teenkes at afhcenge af, om der blev tilsat en bestemt
stabilisator (faktor A), om der blev tilsat et bestemt konserveringsmiddel (faktor B), hvilken syre
der blev tilsat (faktor C) for at opnd den for fabrikationsprocessen nadvendige surhedsgrad, samt
af driftstemperaturen (faktor D). Faktorniveauerne var

A:  Ingen stabilisator (lavt niveau) Stabilisator (hajt niveau)

B:  Intet konserveringsmiddel (lavt niveau) Konserveringsmiddel (hojt niveau)
C:  Syrekoncentration (lavt niveau) Syrekoncentration (hojt niveau)

D:  Temperatur (lavt niveau) Temperatur (hajt niveau)

Forsagsplanen var et fuldstendig randomiseret 2* faktorforseg uden gentagelser.

1) Lav ved hjeelp af Statgraphics en forsogsplan med randomisering.
Forsogsresultaterne (% udbytte) var folgende (i randomiseringsrcekkefolge):

(1) 31.54 |abc 32.34 |cd 6.85 bd 21.13 |ab 30.85 |d 24.32 |a 29.06 |acd 46.09

bed 7.38 [b 3521 |abcd 47.54 |ad 42.20 |ac 24.29 |bc 22.54 |c 25.94 |abd 48.81

2) Find hvilke faktorer der har virkning.

3) Vurder grafisk i den udstreekning det er muligt ud fra residualerne i den under punkt 2 fundne
model om der er outliers, om der er varianshomogenitet, og om “stajen” er normalfordelt.

4) Angiv de niveauer de pdgeeldende faktorer skal indstilles pd, for at give det storste
middeludbytte.

5) Angiv et estimat og et 95% konfidensinterval for dette storste middeludbytte.
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6) Af okonomiske grunde onskes undersogt, om temperaturen D pa lavt niveau, vil give en
veesentlig cendring i udbyttet. Angiv et estimat og et 95% konfidensinterval for differensen
mellem det i sporgsmal 4 fundne storste middeludbytte og det storste middeludbytte, der fis
hvis temperaturen holdes pa lavt niveau.

LOSNING:

Spoergsmal 1 Forsegsplan konstrueres i “Experimental Design”

Man velger “ Create Design” og s&tter “No of response” = 1 og “No of experimental Factor’=4.
Vi veelger at beholde Statgraphics standardnavne.

Da vi har et fuldstendigt 2* faktorforseg uden blokke, valges den overste linie blandt
valgmulighederne, og man fjerner krydset ved “Display Blocked Design” .

Vi fastholder krydset ved Randomize, da vi ensker at reekkefolgen af forsegene tilfaeldig, sdidan
som det ber vare, hvis man selv skulle lave forsegene (randomiseret).

Der ses nu en plan med Statgraphics standardnavne sasom -1 for lav og 1 for hejt niveau.
Velg (gule ikon = Tabular Options | Worksheet | OK )

Herved fas en arbejdsplan hvor behandlingerne er skrevet i tilfzeldig (randomiseret) raekkefolge.
I dette tilfaelde var arbejdsplanen felgende:

run Factor A Factor B Factor C Factor D Var 1

1 -1,0 -1,0 -1,0 -1,0
2 1,0 1,0 1,0 -1,0
3 -1,0 -1,0 1,0 1,0
4 -1,0 1,0 -1,0 1,0
5 1,0 1,0 -1,0 -1,0
6 -1,0 -1,0 -1,0 1,0
7 1,0 -1,0 -1,0 -1,0
8 1,0 -1,0 1,0 1,0
9 -1,0 1,0 1,0 1,0
10 -1,0 1,0 -1,0 -1,0
11 1,0 1,0 1,0 1,0
12 1,0 -1,0 -1,0 1,0
13 1,0 -1,0 1,0 -1,0
14 -1,0 1,0 1,0 -1,0
15 -1,0 -1,0 1,0 -1,0
16 1,0 1,0 -1,0 1,0

Forsegene udferes (randomiseret) og indskrives pa arbejdsarket.
I dette eksempel fremgar resultaterne af opgaveteksten.

Spergsmal 2. Find de faktorer der har virkning.
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Indtastning af Data.

Vi gdr nu ned i bunden af skermen og valger et regneark “Untitled”. Vi ser at regnearkets
faktorer allerede er udfyldt, sé vi indtaster blot udbytterne i VAR 1.

Resultatet bliver folgende:

Block Factor A Factor B Factor C Factor D VAR 1

1 -1,0 -1,0 -1,0 -1,0 31,54
1 1,0 1,0 1,0 -1,0 32,34
1 -1,0 -1,0 1,0 1,0 6,85
1 -1,0 1,0 -1,0 1,0 21,13
1 1,0 1,0 -1,0 -1,0 30,85
1 -1,0 -1,0 -1,0 1,0 24,32
1 1,0 -1,0 -1,0 -1,0 29,06
1 1,0 -1,0 1,0 1,0 46,09
1 -1,0 1,0 1,0 1,0 7,38
1 -1,0 1,0 -1,0 -1,0 35,21
1 1,0 1,0 1,0 1,0 47,54
1 1,0 -1,0 -1,0 1,0 42,20
1 1,0 -1,0 1,0 -1,0 24,29
1 -1,0 1,0 1,0 -1,0 22,54
1 -1,0 -1,0 1,0 -1,0 25,94
1 1,0 1,0 -1,0 1,0 48,81
Analyse af data

Vivealger Analyze Design, og trykker pA VAR 1 og derefter pA = under “Data” for at fortelle,
at det er denne variabel, der skal analyseres.

Dette resulterer i1 folgende tabel over virkningerne, samt et histogram over dem.

Analysis Summary

File name: sf2eks2-1-note.sfx

Estimated effects for Var 1

average = 29,7556 +/- 0,824493 Standardized Pareto Chart for Var 1
A:Factor A = 15,7838 +/- 1,64899
B:Factor B = 1,93875 +/- 1,64899 A:Factor A
C:Factor C = -6,26875 +/- 1,64899 AD
D:Factor D = 1,56875 +/- 1,64899 CiFactor ¢
AB = 2,53625 +/- 1,64899 AB |
AC = 6,10375 +/— l, 64899 B:Factor B -
AD = 15,4563 +/- 1,64899 D:-Factor_D -
BC = -0,28125 +/- 1,64899 CD ]
BD = -0,58875 +/- 1,64899 BD | B
CD = -0,88125 +/- 1,64899 BC | I , , , , ,
é;_c_i“a ““““““ l;___c_i ““““ 0 2 4 6 8 10
anaar errors are ase .
Standardized effect

on total error with 5 d.f.

Bemeerk: Statgraphics virkninger angiver hele forskellen mellem lav og hejt niveau, mens vi
i afsnit 2.2 1 overensstemmelse med SF2 kun angiver den halve forskel, dvs. fra det totale
gennemsnit op til hejt niveau.

Grafen til hejre skal leeses pa den méde, at de sojler der er l&ngere end den lodrette linie har en
signifikant virkning. Af figuren ses, at det gelder A, AD C og AC. Der er derfor noget der tyder
pa, at vekselvirkningerne AC og AD har betydning.

Dette kan man fa bekraftet ved det sdkaldte normalfordelingsplot.

Velg ( bld ikon = “Graphical Options | Normal Probability Plots of effects” (slet “Pareto
charts”)).

Vi far sé en ny figur. Med cursoren pé denne tryk pa hejre musetast og veelg “Label effects”.
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Vi far sé felgende tegning:

Normal Probability Plot for Var 1

99,9

A:Factor_Al —
AR

percentage
wn
(=]

4 -1 2 5 8 11
Standardized effects

Ideen er her den, at hvis alle virkninger var nul er den eneste grund til afvigelser herfra den
tilfeeldige normalfordelte stgj. Virkningerne burde derfor pé et normalfordelingspapir ligge pa en
ret linie. De der afviger staerkt herfra, (over 50% fraktilen til hgjre for linien, under 50% fraktilen
til venstre for linien) mé vare signifikant forskellig fra nul.

Vi ser heraf, at AD, A og C har signifikante virkninger (muligvis ogsd AC)

Endelig kan vi som s@dvanlig ved hjelp af variansanalyse teste, hvilke faktorer der har virkning.
En variansanalysetabel beregnes:

Analysis of Variance for Var 1

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
A:Factor A 996,507 1 996,507 91,62 0,0002
B:Factor B 15,035 1 15,035 1,38 0,2926
C:Factor C 157,189 1 157,189 14,45 0,0126
D:Factor D 9,84391 1 9,84391 0,91 0,3851
AB 25,7303 1 25,7303 2,37 0,1846
AC 149,023 1 149,023 13,70 0,0140
AD 955,583 1 955,583 87,86 0,0002
BC 0,316406 1 0,316406 0,03 0,8713
BD 1,38651 1 1,38651 0,13 0,7356
CD 3,10641 1 3,10641 0,29 0,6160
Total error 54,383 5 10,8766

Total (corr.) 2368, 1 15

Det ses, at vi allerede har udelukket 3-faktorvekselvirkningen.

Af P - value ses, at vi kan udelukke AB, BC, BD og CD. Disse pooles ned i “Total Error” (de
“excluderes”).

Variansanalysetabellen @ndrer sig nu til:

Analysis of Variance for Var 1

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
A:Factor A 996,507 1 996,507 105,61 0,0000
B:Factor B 15,035 1 15,035 1,59 0,2386
C:Factor C 157,189 1 157,189 16,66 0,0028
D:Factor D 9,84391 1 9,84391 1,04 0,3337
AC 149,023 1 149,023 15,79 0,0032
AD 955,583 1 955,583 101,27 0,0000
Total error 84,9226 9 9,43585

Total (corr.) 2368,1 15

R-squared = 96,4139 percent R-squared (adjusted for d.f.) = 94,0232 percent
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2.3 Ful dstandi gt 2* faktorforsaeg

Da faktor B: konserveringsmiddel ikke indgar i de to vekselvirkninger, og har en P - value pa
0.3337 > 0.05 har konserveringsmiddel ingen virkning.
Svar pé spergsmal 2:_Det ses, at faktorerne A: stabilisator, C: syre og D: temperatur har virkning

i form af vekselvirkning.

Faktor B: Konserveringsmidlet pooles (excluderes) nu ned i “Error”,hvorved vi far den endelige
model.

Spergsmal 3. Grafisk vurdering af model og forudsatninger

For grafisk at vurdere gyldigheden af modellen Residual Plot for Var 1
tegnes et residualplot: 506 _
Af figuren fremgér det at residualerne ligger 32+ o o]
tilfeeldigt omkring O-linien og at der ikke er 3 . 2i . ]
nogen outliers. 3
'z 08| ;
—
28 ,
485, ‘ ‘ . ‘ .
0 10 20 30 40 50

predicted
Da vi har elimineret faktor B er der gentagel-
ser.
Der synes at vere ret stor forskel i varianserne, sa det ville nok her vare rimelig med en Bartletts
test. Vi vil dog antage, at forskellene ikke er storre, end at det kan forsvares at antage en rimelig

varianshomogenitet.
Normal Probability Plot for Residuals

99,9 [ | | | | g
En grafisk test for normalitet giver: 9 ] i
] 95
g 80
: 5 50
Stejen synes nogenlunde normalfor- &
- ; = 20
delt, da residualerne ligger 2
“symmetrisk og tet” omkring den L i
rette linie. 01-

48 28 08 12 32 52
residuals

Spergsmal 4. Angiv de niveauer, der giver storst middeludbytte.
Umiddelbart findes niveauerne ved at vaelge (gul ikon = Tabular Options | Optimization | OK).
Det giver folgende udskrift:

Optimize Response

Goal: maximize Var 1 Optimum value = 46,2425

Factor Low High Optimum
Factor A -1,0 1,0 1,0
Factor B -1,0 1,0 -1,0
Factor C -1,0 1,0 -1,0
Factor D -1,0 1,0 1,0
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Heraf fremgar, at A skal holdes pa +1 (hgjt niveau) osv. Selv om vi har streget B fra modellen
angives dog, at B skal holdes pa lavt niveau. Af det foregaende fremgar imidlertid, at det ingen
reel betydning hvilket niveau B har.

Det samme kunne gaelde for nogle af de ovrige faktorer, s& det er nedvendigt at foretage en ngjere
undersogelse.

For at fa de relevante virkninger veelg (gul ikon = Tabular Options | Analysis Summary | OK).
Dette giver folgende tabel:

Analysis Summary

File name: sf2eks2-1l-note.sfx
Estimated effects for Var 1

29,7556 +/- 0,790402
A:Factor A 15,7838 +/- 1,5808
C:Factor C -6,26875 +/- 1,5808

average =
D:Factor D = 1,56875 +/- 1,5808

AC 6,10375 +/- 1,5808
AD 15,4563 +/- 1,5808

Standard errors are based on total error with 10 d.f.

For at {4 det storste udbytte, mé derfor A holdes pa +1 (hejt niveau), og da A*D er positiv ma
ogsd D holdes pa +1 (hejt niveau). Da C og A*C stort set har samme verdi, men med modsat
fortegn, ma det give samme resultat om man vaelger syre pé lavt niveau (lav koncentration) eller
pa hejt niveau (hej koncentration ).

Virkningerne er den dobbelte af de virkninger vi beskrev i afsnit 2.2. Vi har derfor, at virkningen
af faktor A (stabilisator) er 7.89, af faktor C (syre) er -3.13 og af faktor D (temperatur) 0.7843.
De to storste tal star ud for A og A*D. For at {4 det storste udbytte, md derfor A holdes pd +1
(hejt niveau), og da A*D er positiv ma ogsd D holdes pa +1 (hejt niveau). Da C og A*C stort set
har samme veardi, men med modsat fortegn, ma det give samme resultat om man valger syre pa
lavt niveau (lav koncentration) eller pa hejt niveau (hgj koncentration ).

Da tolkning af vekselvirkninger kan vare vanskelige kan en tegning af disse ofte vere en hjelp.
Velg (bld ikon = Graphics plot |Interaction plot | OK ).

Tolkning af tegning: Interaction Plot for Var 1

Forste bogstav A 1 AC ses pd forsteak- 54 F =
se:til venstre -1 lavt, til hejre 1 hojt
Andet bogstav C 1 AC ses pa linien: + e + ]
pa linie hojt, - pa linie lavt. i 1
I + ]

Tilsvarende tolkning af tegning for s 34 b / |

: > ro . -
AD: i ]
Forste bogstav A niveau lases pé for- 24 b 1
steakse. N
Andet bogstav D lases pé linien. 14 & * =

-1.0 1.0 -1.0 1.0
AC AD

Konklusion:

Af graf for AC afleses: Stort udbytte for A=+1 og C ligegyldigt.
Af graf for AD afleses: Stort udbytte for A=+1 og D =+
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Svar pa spergsmél 4: Det er vigtigt at tilsaette stabilisator, og holde temperatur pd hejt niveau. Det
har (hvis disse niveauer valges) ingen betydning om der tilsattes syre med lav eller hej

koncentration. Konserveringsmidlet spiller ingen rolle.

Spergsmal 5. Beregning af estimater og konfidensintervaller.
Velg ( gul ikon = Tabular Options |[Predictions | OK ). Det giver felgende tabel:

Estimation Results for Var 1

Observed Fitted Lower 95,0% CL Upper 95,0% CL

Row Value Value for Mean for Mean
1 31,54 34,9938 30,6799 39,3076
2 32,34 29,0525 24,7386 33,3664
3 6,85 8,73375 4,41988 13,0476
4 21,13 21,1063 16,7924 25,4201
5 30,85 29,2175 24,9036 33,5314
6 24,32 21,1063 16,7924 25,4201
7 29,06 29,2175 24,9036 33,5314
8 46,09 46,0775 41,7636 50,3914
9 7,38 8,73375 4,41988 13,0476
10 35,21 34,9938 30,6799 39,3076
11 47,54 46,0775 41,7636 50,3914
12 42,2 46,2425 41,9286 50,5564
13 24,29 29,0525 24,7386 33,3664
14 22,54 22,6213 18,3074 26,9351
15 25,94 22,6213 18,3074 26,9351
16 48,81 46,2425 41,9286 50,5564

Ved at sammenligne med inddata, ses, at observationerne 8, 11, 12 og 16 alle har A og D pé hejt
niveau, mens C der jo ingen betydning spiller, er sat pd enten +1 eller -1.

Maksimalt udbytte er 46.07 (eller 46.24 ). Ses af “Fitted Value”

95% konfidensinterval for den optimale verdi er [41.92 ; 50.56 |

Beregningerne udfert ved hjelp af de i afsnit 2,2 nevnte formler.

Vormodeler  flyy = i+ A—C+D— AC+ AD (eller Ly, )=29.76+7.89-(-3.13)+0.78-3.05+7.72=46.24 dvs. et estimat
for det storste udbytte er 46.24% eller 46.07%

V( Haa ) = V( ﬁ .. ) +V(A) + V(C) +V(D) + V(AC) + V(AD), hvor det for hvert led gelder at dets varians

2 2
o o 2

H o}
=V(u.)=—3=—"—————— Viharfolglig V -6.2
(u..) ) 2 antal del fors;ag i har folgelig (,Ua d) 6

For at f et estimat for forsegsfejlens varians o 2 , dannes variansanalysetabellen for den endelige model (gule ikon “Tabular Options” + ANOVA)

Analysis of Variance for Var 1

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
A:Factor A 996,507 1 996,507 99,69 0,0000
C:Factor C 157,189 1 157,189 15,73 0,0027
D:Factor D 9,84391 1 9,84391 0,98 0,3444
AC 149,023 1 149,023 14,91 0,0032
AD 955,583 1 955,583 95,60 0,0000
Total error 99,9576 10 9,99576
Total (corr.) 2368, 1 15

. . o’ 9.99576
Heraf ses, at et estimat for variansen er 9.99576, med f = 10. Dermed er V(x,;) = 6-—16 = 6-716 =3.7484.

Et 95% konfidensinterval er 2, t¢,975(10)/V (1,;) =46.24 £2.23-/3.7484 = 46.24 +4.32 .[41.92;50.56]
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Spergsmal 6. Estimat og konfidensinterval for differens.

Af tegningen under spergsmal 4 ses, at hvis D holdes pa lavt niveau, mé A stadig holdes pa hejt
niveau, mens C frit kan valges pa lavt eller hojt niveau.

Dataene 1 rekke 2 , 5 7 og 13 opfylder dette, og det ses af udskriften 1 spergsmal 4, at
middeludbyttet er 29.22 for C pa lavt niveau, og 29.05 for C pa hejt niveau.

Et konfidensinterval for differensen mellem de to udbytter kan ikke fas ud fra en Statgraphics
udskrift, men ved benyttelse af de 1 afsnit 2.2 angivne formler:

De to modellerer: u,, =+ A—C+ D~ AC+ AD
i, =pu+ A-C-D- AC- 4D

Ved subtraktion fas: Diff = g, — g1, = 2- D+ 2+ AD =1.569 + 15.456 = 17.025.

, , , ) o’ 999578
V(Diff )= 2"V (D)+2°V(AD)=2"-2-V(D) = 8@2 T: 49979
Et 95% konfidensinterval for differensen er

Diff £ t,,,s(10).[V(Diff) = 17.02 + 2.23./4.9979 = 17.02 + 499

Svar pé spergsmal 5: [12.03 ; 22.01]

Da konfidensintervallet ikke indeholder 0, er der en signifikant forskel p middeludbyttet i de to
tilfaelde.

4
Ovelse 2.1 (fuldstendigt 2* faktorforseg) Regn opgave 12 side 240.

2.3.2. Fuldstzendigt 2° faktorforseg med fuldstzendige blokke.

Eksempel 2.3. ( fuldstzendigt 2° faktorforseg med blokke) (SFII eksempel 27 side 91)
Med henblik pd produktionen af et bestemt stof undersagtes om det opndede produktionsudbytte

afhang af 3 faktorer.

A:  Ingen tilscetning af additiv (lavt niveau) Tilscetning af additiv (hojt niveau)
B:  Forbehandling (lavt niveau) Efterbehandling (hojt niveau)

C:  Fabrikationsmetode 1 (lavt niveau) Fabrikationsmetode 2 (hojt niveau)

Ved produktionen benyttedes 3 forskellige fabrikationsanlceg, og det besluttedes at udfore forsoget
som et randomiseret blokforsog med fabrikationsanleg som blokkriterium.
Forsogsplanen var et fuldsteendig randomiseret 2° faktorforsog med 3 fuldstendige blokke.

Forsogsresultaterne (% af teoretisk opndeligt udbytte) var (i randomiseringsreekkefolge):

Blok1 |a 21 |(1) 63|c 61 |ac 22 |ab 16|b 23|abc 37 |bc 16

Blok2 |c 411|b 27 |ab 2 |bc 36|ac 221(1) 37|a 35]abc 30

Blok 3 |bc 20 |ac 23labc  39((1) 43]a 33|ab 251b 9lc 44

1) Find hvilke faktorer der har virkning, og vurder, om det havde veeret nodvendigt at opdele i
blokke.
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2) Angiv de niveauer de pdgeeldende faktorer skal indstilles pd, for at give det storste middelud-
bytte.

3) Forudsat blokkene ingen rolle spiller, skal man angive et estimat og et 95% konfidensinterval
for dette storste middeludbytte.

LOSNING:
Spergsmal 1. Find hvilke faktorer der har virkning

Forsegsplan konstrueres i “Experimental Design”

Da der i eksemplet indgar en opdeling i blokke, giver det anledning til lidt andre betragtninger end
1 eksempel 2.1

Vi veelger “ Create Design”, undlader at skifte variabelnavne, valger standardmuligheden 1
overste linie, og fastholder valget ved “Display Blocked Design” .

I den naeste menu med “Screening Design Options” sattes “Replicate Design™ til 2 (3 blokke giver
2 ekstra udforelser), hvorved vi korrekt ser antal runs @&ndres til 24. Endvidere sletter vi krydset
ved Randomize, da vi ensker forsegene skrevet 1 standardrekkefolge.

Der ses nu en plan med Statgraphics standardnavne sdsom -1 for lav og 1 for hejt niveau.

Indtastning af Data.

Vi gérnu ned i bunden af skaermen og vaelger et regneark “Untitled”. Vi ser at regnearkets faktorer
allerede er udfyldt, sé vi indtaster blot udbytterne i VAR 1.

Resultatet ses nedenfor:

Block Factor A Factor B FACTOR C VAR 1

1 -1,0 -1,0 -1,0 63
1 1,0 -1,0 -1,0 21
1 -1,0 1,0 -1,0 23
1 1,0 1,0 -1,0 16
1 -1,0 -1,0 1,0 61
1 1,0 -1,0 1,0 22
1 -1,0 1,0 1,0 16
1 1,0 1,0 1,0 37
2 -1,0 -1,0 -1,0 37
2 1,0 -1,0 -1,0 35
2 -1,0 1,0 -1,0 27
2 1,0 1,0 -1,0 2

2 -1,0 -1,0 1,0 41
2 1,0 -1,0 1,0 22
2 -1,0 1,0 1,0 36
2 1,0 1,0 1,0 30
3 -1,0 -1,0 -1,0 43
3 1,0 -1,0 -1,0 33
3 -1,0 1,0 -1,0 9

3 1,0 1,0 -1,0 25
3 -1,0 -1,0 1,0 44
3 1,0 -1,0 1,0 23
3 -1,0 1,0 1,0 20
3 1,0 1,0 1,0 39
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Analyse af data
Velger “ Analyze Design”, og VAR 1. Dette resulterer i folgende tabel:

Analysis Summary

average = 30,2083 +/- 2,11506
A:Factor A = -9,58333 +/- 4,23013
B:Factor B = -13,75 +/- 4,23013
C:Factor C = 4,75 +/- 4,23013
AB = 12,5833 +/- 4,23013
AC = 2,08333 +/- 4,23013
BC = 7,91667 +/- 4,23013
block = -2,91667 +/- 5,9823
block = -1,41667 +/- 5,9823

Standard errors are based on total error with 15 d.f.
Da vi forst ma teste, hvilke faktorer der har virkning, beregnes en variansanalysetabel

Analysis of Variance for Var 1

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
A:Factor A 551,042 1 551,042 5,13 0,0387
B:Factor B 1134,37 1 1134,37 10,57 0,0054
C:Factor C 135,375 1 135,375 1,26 0,2791
AB 950,042 1 950,042 8,85 0,0094
AC 26,0417 1 26,0417 0,24 0,6295
BC 376,042 1 376,042 3,50 0,0809
blocks 58,5833 2 29,2917 0,27 0,7649
Total error 1610, 46 15 107,364

Total (corr.) 4841, 96 23

Af P - value ses, at vi kan udelukke AC og BC. Disse pooles (excluderes) ned i “Total Error”.

Variansanalysetabellen @ndrer sig nu til:
Analysis of Variance for Var 1

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
A:Factor A 551,042 1 551,042 4,65 0,0456
B:Factor B 1134, 38 1 1134, 38 9,58 0,0066
C:Factor C 135,375 1 135,375 1,14 0,2999
AB 950,042 1 950,042 8,03 0,0115
blocks 58,5833 2 29,2917 0,25 0,7836
Total error 2012,54 17 118,385

Total (corr.) 4841, 96 23

Da faktor C: Fabrikationsmetode ikke indgar i de to vekselvirkninger, og har en P-value pa 0.2999
> (.05 har fabrikationsmetoden ingen virkning.

Svar pa spergsmél 1:_Det ses, at faktorerne A: additiv, B: Forbehandling har virkning i form af

vekselvirkning.
Endvidere ses, at det var unedvendigt at foretage en blokopdeling da P-value er pa 0.7836 > 0.05.
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Spergsmal 2. Angiv de faktorniveauer der giver storst middeludbytte .

Faktor C: Fabrikationsmetode pooles nu ned i “Error”. Selvom blokke ingen virkning har er
forseget jo ikke lavet som et fuldsteendigt randomiseret forseg, og derfor ma vi ikke poole blokke
ned.

For at fa de relevante virkninger velges “Analysis Summary”. Dette giver folgende tabel:
Analysis Summary

average =
A:Factor A =
B:Factor B = -13,75 +/- 4,45961

AB 12,5833 +/- 4,45961
block -2,91667 +/- 6,30684
block -1,41667 +/- 6,30684

Standard errors are based on total error with 18 d.f.
Bemark at virkningerne ikke har @ndret sig fra den forste model, i overensstemmelse med at disse
er uafthaengig af modellen.

Da virkningerne er den dobbelte af den 1 afsnit 2.2 angivne fas:
Virkningen af faktor A (additiv) er -4.79, af faktor

; Interaction Plot for Var 1
B (forbehandling) er - 6.88 og af AB 6.29. -

S1E

Svar pa spergsmal 2: 46 £ et

For at {4 det storste udbytte, md A holdes pd -1 ak

(lavt niveau), og B pd -1 (lavt niveau). T .

Svaret pd spergsmal 2 ses maske lettere af den ‘>“ :

figur, som fremkommer ved at velge 31E ]

“ Interaction plot” 26 - Factor B=11¢" -
21 2 Factor B=1,0 — PR

-1,0 1,0

Factor A

Spergsmal 3 Beregning af estimat og konfidens-
interval for sterst middeludbytte.

For at fa et estimat for variansen valges igen “ANOVA” og vi far felgende tabel:
Analysis of Variance for Var 1

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
A:Factor A 551,042 1 551,042 4,62 0,0455
B:Factor B 1134,38 1 1134,38 9,51 0,0004
AB 950,042 1 950,042 7,96 0,0113
blocks 58,5833 2 29,2917 0,25 0,7849
Total error 2147,92 18 119,329

Total (corr.) 4841,96 23

Det ses, at det bedste estimat for forsegsfejlens varians er 119.3.

Et estimat for det storst mulige udbytte samt et 95% konfidensinterval fas lettest ved foretage
handregninger som beskrevet 1 eksempel 2.1 eller 1 SF II eksempel 27 side 94. Det skyldes, at
Statgraphics medtager blokvirkningen i sine regninger, selvom vi klart kan se at den neppe har
betydning. Elimineres blokkene, bliver forsegsfejlens varians og dermed konfidensintervallerne
forkerte.
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Modellen er: gp) = 2~ A— B+ AB =30.20 - (- 4.79) - (-6.88) + 6.29 = 48.16
o’ o 119329

V(uay) = V(@) +V(A)+V(B)+V(4B) =4 a3t 6= ¢ 198
Et 95% konfidensinterval for /7(1) er
Hoy 1t 1075(18) [V (1) = 48161 2.10+/19.839 = 4816+ 9.37 [38.79;57.53]

Ovelse 2.2 (fuldsteendigt 2* faktorforseg med blokke) Regn opgave 13 side 241.

2.4 PARTIELLE 2 FAKTORFORSOG

2.4.1 Indledning

For forseg med en fuldstendig 2* - faktorstruktur, stiger antallet af behandlinger i forseget og
dermed antallet af delforseg kraftigt med antallet k af faktorer. Det betyder sd ogsd, at antallet af
gentagelser af hvert faktorniveau bliver stort..

Eksempelvis vil et forseg med 10 faktorer give 1024 delforseg, og hver faktor, vil derfor have 512
gentagelser af hvert af de to niveauer.

Formaélet med den 1 det folgende beskrevne partielle forsggsstruktur er at nedsatte dette antal
kraftigt. Dette opnés ved, at man udnytter, at en del af de teoretisk mulige vekselvirkninger (ikke
blot alle faktorvirkninger mellem 3 eller flere faktorer, men ogsa nogle af 2-faktorvekselvirknin-
gerne) vides at vaere 0. Vi har tidligere set, at sdfremt man i et forsgg med en fuldstendig
faktorstruktur pad forhdnd kan antage, at visse vekselvirkninger er nul, sd benyttes de ved
variansanalysen fremkomne tilsvarende s* - storrelser til estimation af “stejen” (forsegsfejlens
varians). Ideen er nu, at i stedet for at benytte samtlige estimater svarende til de vekselvirkninger,
der antages at veere nul, til estimation af forsegsfejlens varians, anvendes nogle af dem til
estimation af virkningerne af "nye" faktorer, som indferes i en fuldsteendige 2*-te struktur.

2.4.2 Definitionsrelationer og aliasrelationer.
Lad os indledningsvist som eksempel betragte et fuldsteendigt 2" - faktorforseg.
Fortegnsmatricen for et sddant forseg (jevnfor side 46) er

I A B AB
(1) + - - +
a + - - -
b + - + -
ab + + + +

Ved man at vekselvirkningen AB er nul, kan man benytte fortegnssgjlen for AB til beregning af
et estimat for en ny faktor C.

Faktor C kan indferes i den fuldsteendige 2* -faktorstruktur pd en made, som vi betegner C = AB.
Ved denne lader vi faktor C indgé pé sit hgje niveau i en behandling, nar der i fortegnsmatricen
for den fuldstendige 2* - faktorstruktur er et + i AB-sgjlen, og vi lader faktor C indgd i
behandlingen pa sit lave niveau, nar der er et minus (se felgende skema).
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I A B AB C=AB
(1) + - - + +
a + - - - -
b + - + - -
ab + + + + +

De behandlinger, der skal udfores, nér vi har indfert faktor C i den fuldstaendige 2° - faktorstruktur,
er en del af de behandlinger, der skal udferes i en fuldstaendig 2* - faktorstruktur. I det foregiende
skema kan vi se, hvilke af den fuldsteendige 2° - faktorstrukturs behandlinger, der skal udferes. Det
fremgar, at netop halvdelen af alle behandlingerne i en fuldsteendig 2* -faktorstruktur udferes. Den

1
fremkomne partielle 2° - faktorstruktur kaldes derfor foren — - 27 eller en 2" -faktorstruktur.

Vi opskriver nu en fortegnsmatrix samtlige virkninger der indgér i den fuldstendige 2° -
faktorstruktur.

Fortegnssgjlerne bestemmes analogt med tidligere: I A-, B- og C - sgjlerne sattes + eller -
eftersom det tilsvarende lille bogstav indgar i behandlingsnotationen eller ikke gor det. De ovrige
sojler udfyldes efter produktregelen, hvor eksempelvis fortegnene 1 ABC - sgjlen fis ved produkt
af fortegnene 1 A-, B- og C-sgjlerne.

Underliggende | Behandlin- I A B AB | C=A | AC | BC | ABC
struktur ger B
(1) c + - - + + - - -
a a - - - - - - + -
b b + - + - - + - +
ab abc - - + |+ - + + -

Affortegnsmatricen ses, at der folger en raekke relationer mellem fortegnssejlerne, som symbolsk
kan skrives:

A=BC
B=AC
C=AB
[=ABC

Det kan vises, at dette betyder, at vi ingen mulighed har for at estimere virkning ABC, og at de
linearkombinationer, der benyttes til estimation af virkningerne A,B og C, i virkeligheden
estimerer summer af virkninger: A+BC, B+AC og C+AB.

Vi benytter den terminologi, at A og BC er hinandens aliaser, B og AC er hinandens aliaser, og
at C og AB er hinandens aliaser. Vi siger ogsa, at virkningerne er sammenblandede, og at
aliasrelationerne er A =BC, B=AC og C= AB.

Vi kalder endvidere [I=ABC for den partielle faktorstrukturs definitionsrelation.
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Vikunne i stedet have sat C =-AB, dvs. at vi lader C-sgjlen veere AB - sgjlen med modsat fortegn.
Det giver folgende fortegnsskema

Underliggende | Behandlin- I A B [AB|C=-AB | AC | BC | ABC
struktur ger
(1) (D) + - - + - + + -
a ac + + - - + + + o
b bc + - + - + - + -
ab ab + + + + - - - -
Analogt med for ses, at der symbolsk gelder en raekke relationer:
A=-BC
=-AC
C=-AB
[= -ABC

I dette tilfeelde er I=-ABC den partielle faktorstrukturs definitionsrelation.

Vi kan af relationerne se, at hvis faktoren C vekselvirker med de oprindelige faktorer A og B, s&
kan vi ikke estimere A og B rent, da de er sammenblandede med disse vekselvirkninger. Da det
naturligvis er et af formdlene, sd er den ovenstdende forsegsplan kun acceptabel, hvis alle 2-
faktorvekselvirkninger kan antages at vere 0.

Ved betragtning af fortegnssejlerne i1 den tilsvarende fortegnsmatrix indses let, at der for
“multiplikation” af fortegnsseojler geelder en rekke simple "produktregler”, hvoraf vi eksempelvis
med let forstéelig symbolik anforer:

A-A=B-B=C.-C=1,

[-A=A-1=A,

AB=A-B=B-A

ABC=A-B-C=B-A-C=C-A-B osv.

Ved benyttelse af disse produktregler fas aliasrelationerne umiddelbart udfra definitionsrelationen
[=ABC:

Ved multiplikation med A: A =BC. Ved multiplikation med B: B=AC

Ved multiplikation med C: C=AB.

Omvendt kan definitionsrelationen f&s ud fra en vilkérlig aliasrelation ved en multiplikation, f.eks.
fis ud fra C=AB ved multiplikation med C: I=ABC.

Foranstiende meonster kan generaliseres, og der kan udarbejdes en fortegnsmatrix for enhver
2% faktorstruktur.

Det er en erfaring, at 4-faktorvekselvirkninger i praksis er sa sma, at de altid kan regnes for at vaere
0. Det samme gelder naturligvis vekselvirkninger mellem endnu flere faktorer. Endvidere vil 3-
faktorvekselvirkninger neesten altid vaere sma sammenlignet med 2-faktorvekselvirkninger mellem
de samme faktorer.

I det folgende vil vi derfor forudsatte, at kun hovedvirkninger og 2-faktorvekselvirkninger
kan veere forskellige fra nul.
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Eksempel 2.4 (konstruktion af forsegsplan)

Virkningerne af 7 faktorer T,, T,, T5, T,, Ts, T, og T, onskes undersogt ved et screeningsforsag.
Man kan ikke pd forhdnd udelukke, at faktoren T, har 2-faktorvekselvirkninger med én eller flere
af de ovrige faktorer. Alle andre vekselvirkninger kan derimod anses for udelukket.

Opstil en forsagsplan med feerrest mulige delforsog, og angiv herunder

a) Den underliggende fuldsteendige faktorstruktur

b) Relationerne hvormed nye faktorer er indfort i den underliggende struktur

c) Forsogets behandlinger.

d) Skitser en variansanlysetabel med angivelse af frihedsgrader

LOSNING.

a) +b)
Den underliggende struktur skal altid indeholde de faktorer, som har flest mulige vekselvirknin-
ger med andre. Dette er i dette tilfeelde kun T .
Da det er praktisk at benytte de seedvanlige betegnelser for faktorerne, benevnes den mest
“aktive” faktor med A, og de gvrige med B, C osv.
Vi foretager folgelig folgende omdebning: A=T,,B=T,C=T,,D=T,,E=T, F=T; 0g
G=T,.
Der skal i alt estimeres 7 hovedvirkninger og 6 vekselvirkninger. Disse 13 virkninger kan
muligvis estimeres ud fra en underliggende 2* faktorstruktur, da 13 < 16.

. ) 1
Vi prover derfor om det er muligt at konstruere en 2—3 27 - faktorstruktur.

Vi opskriver samtlige hoved- og vekselvirknnger i den underliggende fuldsteendige 2° -
faktorstruktur.

Beslaglagt virkning Beslaglagt virkning
D ®
® AD ®
B ® BD
AB ® ABD
C ® CD
AC ® ACD
BC BCD
ABC ABCD

I skemaet er med ® markeret de “beslaglagte” virkninger, dvs. virkninger som kan vare
forskellig fra 0.

Vi indferer nu eksempelvis den “nye” faktor E ved aliasrelationen E = ABCD (som jo ikke er
beslaglagt)

Vi far sd (ved multipication med A) at AE = BCD (ikke beslaglagt)

Vi kan sé indfere faktorerne F og G ved relationerne

F = ACD (ikke beslaglagt) og G = ABD (ikke beslaglagt)

Ved multiplikation fds AF = CD (ikke beslaglagt) og AG = BD (ikke beslaglagt)
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Resultatet kan samles 1 tabellen

Beslaglagt virkning Beslaglagt virkning

D ®

A ® AD ®

B ® BD = AG

AB ® ABD =G

C ® CD = AF

AC ® ACD =F

BC BCD = AE

ABC ABCD =E

: : 1 .
Vi har dermed vist, at en 2—327 - faktorstruktur med ovenstaende struktur kan benyttes til

testning af de mulige hoved- og 2-faktorvekselvirkninger.

c¢) Strukturens behandlinger bliver

Underlig- |A [B |C |D | E=ABC |[F=ACD [ G=ABD | Behandlinger
gende

struktur

A S I N _ _ 1)

a + == |+ + + aefg

b — |+ |- |+ - + beg

ab + |+ | | | + B abf

c I e e + B cefg

ac + | |+ | B + acg

bc ottt + + bcfg
abc + |+ [+ | |+ B B abce

d N + B df

ad L I R e B B ade

bd I e O e s + + bdefg
abd + |+ ] |t | B + abdg

cd I O e i B + cdeg
acd + | |+ |t | + B acdf
bed e B B bed
abcd + + + + + + + abcdefe
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d) En skitse til variansanlysetabel er

Variation SAK

—
N

[38)

oy

Q™| (DO ]|H >

AG
Gentagelser
Total

vo)
(NS E N e e e N N el ol Y Y I IS =

[
(9]

Ovelse 2.3 (partielt 2* faktorforseg). Regn opgave 14 side 241

2.4.3 Konstruktion af partiel forsegsplan ved Statgraphics.
Folgende eksempel illustrerer, hvorledes man ved hjelp af Statgraphics kan konstruere en partiel
forsegsplan, der svarer til de opgivne forudsatninger.

Eksempel 2.5.(konstruktion af partiel forsegsplan)

Virkningen af S faktorer A, B, C, D og E, som ikke vekselvirker, skal undersoges ved et
fuldsteendigt randomiseret forsog.

Konstruer en forsogsplan med det feerrest mulige antal delforsog.

LOSNING:

Da der kun skal underseges 5 virkninger, vil det vere naturligt at antage man kan nejes med 8
delforsog dvs. et 2> faktorstruktur.

Velg ( Speciel | Experimental Design | Create Design | Screening, sat “No of response” = 1 og
“No of experimental Factor”=5 | OK | OK |OK ). Vi lader Statgraphics selv valge navne.

I den naeste menu slettes krydset ved “Display Blocked Designs”, da der ikke indgér blokke.
Ved at trykke pa pilen i hgjre side af den fremhavede linie kan man se alle muligheder. Vi ser, at
det er muligt at veelge en 2° plan med kun 8 delforseg (kaldet “Quarter fraction”).

I den naste menu med “Screening Design Options” ses antal runs korrekt at vaere 8. Tryk pa OK.
Der ses nu en plan med Statgraphics standardnavne sasom -1 for lav og 1 for hejt niveau.

Velg (gul ikon = Tabular Options | Alias Structure | OK).
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Derved fremkommer folgende udskrift:

Alias Structure
Contrast Estimates
1 A+BD+CE
2 B+AD

3 C+AE

4 D+AB

5 E+AC

6 BC+DE

7 BE+CD

Det ses, at alle hovedvirkninger kan estimeres rent, da alle 2-faktorvekselvirkninger antages 0.
For at fa en randomiseret arbejdsplan, hvor behandlingerne er skrevet i tilfeldig (randomiseret)
rekkefolge sé vaelg ( gul ikon = Tabular Options | Worksheet | OK ).

Derved fremkommer folgende udskrift.

run Factor A Factor B Factor C Factor D Factor E Var 1 -==

W doUTs WN R
e el N e S S e
N N N s v~~~
[eNeNoNoNeoNoNoNe)
|
el el el =
S N N s v~~~
[eNeNoNeoNeoNoNoNe)

Onsker man at se hvordan forsegsplanen er “genereret”, sa

Vealg (Cursor pd Worksheet | hgjre musetast | Analysis Options | Generators ).
Visersa,at D=AB og E=AC

Forsegsplanen i “worksheetet” ovenfor bliver med de sedvanlige bogstavbetegnelser:
bc, ace,de,abd,a,cd, be, abcde

Forsegene skulle nu udferes, og analysen foretages ligesom i eksempel 2.2.

Ovelse 2.4 (konstruktion af forsegsplan ved Statgraphics) Regn opgave 15 side 241.

64



2.4. Partielt 2* faktorforsgg
2.4.4 Analyse af et partielt 2* faktorforseg

Eksempel 2.6.(Analyse af et 2> faktorforseg) ( SFII eksempel 32 side 115)

Virkningen af 5 faktorer A, B, C, D og E, som ikke vekselvirker, skal undersoges ved et
fuldsteendigt randomiseret forsog.

Faktorerne D og E indfores ved aliasrelationerne D = -ABC og E = BC.

Forsagsplanen (opskrevet pa scedvanlig mdde i standardorden) og forsogsresultaterne er:

Il A B C D=-ABC | E=BC | behandlinger | resultat
(H | + ] a B + + de 7
a + | + a B a + ac 19
b + | + B - B b 25
ab | + | + + B + B abd 15
C + 1 B + B B c 54
ac | + | + a + + B acd 46
bc | + | + + + + bede 12
abc | + | + + + - + abce 31

1) Find hvilke faktorer der har virkning
2) Angiv de niveauer de pdgeeldende faktorer skal indstilles pd, for at give det mindste
middeludbytte, og angiv et 95% konfidensinterval for dette middeludbytte.

LOSNING:
Spergsmal 1. Find de faktorer der har virkning.

Forsegsplan indfores i “Experimental Design”

Vi vaelger ikke at skifte variabelnavne.

Da vi ikke selv har valgt planen, kan vi ikke forvente at finde denne som en standardmodel (den
af Statgraphics angivne 2°-plan ved vi fra eksempel 2,4 har andre aliasrelationer).

Vi ma derfor valge “User- specified design”

I den naste menu med “Screening Design Options™ slettes krydset ved Randomize, da vi ensker
forsegene skrevet i standardrekkefolge.

Der ses nu en plan med Statgraphics standardnavne sdsom -1 for lav og 1 for hgjt niveau.

Indtastning af Data

Vi gar nu ned i bunden af skaermen og valger et regneark “Untitled”. Vi bliver her nedt til at
udfylde alle faktorers niveauer.
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Resultatet ses her:

Block Factor A Factor B FACTOR C Factor D FACTOR E VAR 1

1 -1 -1 -1 1 1 7

1 1 -1 -1 -1 1 19
1 -1 1 -1 -1 -1 25
1 1 1 -1 1 -1 15
1 -1 -1 1 -1 -1 54
1 1 -1 1 1 -1 46
1 -1 1 1 1 1 12
1 1 1 1 -1 1 31

Analyse af data (variansanalyse)

Vi velger ” Analyze Design”. Indsazttes response variablen fis nu felgende tabel over
virkningerne

Analysis Summary

average = 26,125
A:Factor A-DE = 3,25
B:Factor B+CE = -10,75
C:Factor C+BE = 19,25
D:Factor D-AE = -12,25
E:Factor E-AD+BC = -17,75
AB-CD = 1,25
AC-BD = 2,25

Da vi fik oplyst at faktorerne ikke vekselvirker, eliminerer vi alle vekselvirkningerne .
Velg (Cursor i udskrift | hejre musetast | Analysis Options | Maximum Order Effect” til 1 | OK)
Dette resulterer i folgende tabel:

Analysis Summary

average = 26,125 +/- 0,910014
A:Factor A = 3,25 +/- 1,82003
B:Factor B = -10,75 +/- 1,82003
C:Factor C = 19,25 +/- 1,82003
D:Factor D = -12,25 +/- 1,82003
E:Factor E = -17,75 +/- 1,82003

Standard errors are based on total error with 2 d.f.

Da vi forst ma teste, hvilke faktorer der har virkning, beregnes en variansanalysetabel.
Analysis of Variance for Var 1

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
A:Factor A 21,125 1 21,125 3,19 0,2161
B:Factor B 231,125 1 231,125 34,89 0,0275
C:Factor C 741,125 1 741,125 111,87 0,0088
D:Factor D 300,125 1 300,125 45,30 0,0214
E:Factor E 630,125 1 630,125 95,11 0,0104
Total error 13,25 2 6,625

Total (corr.) 1936, 88 7

Svar pd spergsmal 1:
B og D har en virkning, og det m4 antages at C og E har en staerk virkning.
Faktoren A har nappe nogen virkning, da P-value = 0.2161 > 0.05.
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Spergsmal 2. Beregning af estimat for optimal vaerdi samt konfidensintervaller
For at fa det bedst mulige estimat for forsegsfejlens varians pooles A ned 1 “Error”.
Vi fér folgende tabel:

Analysis of Variance for Var 1

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
B:Factor B 231,125 1 231,125 20,17 0,0206
C:Factor C 741,125 1 741,125 64,68 0,0040
D:Factor D 300,125 1 300,125 26,19 0,0144
E:Factor E 630,125 1 630,125 54,99 0,0051
Total error 34,375 3 11,4583

Total (corr.) 1936, 88 7

Det ses at det bedste estimat for forsegsfejlens varians er 11.46.
Svar pé spergsmal 2: Af fortegnene for virkningerne ses, at den mindste middelvardi fés for B,
D og E pd hejt niveau og for C pd lavt niveau.

- - ~ o~ o~ -10.75 19.25 - 1225 - 17.75
My =H+B-C+D+ E=2613+ ) -5 + ) + )

L

=-38

-

Variansen p& I, ,, er V(i) =5 5=

Et 95% konfidensinterval for £, ,, er
oo T t09:5(3) V(1) = -3871318-+/716 = -3871 851 [-12.38;4.64 ]

Disse resultater kan dog ogsa fas ved hjelp af Statgraphics.
Det ses, at behandlingen bde ikke findes blandt de oprindelige data. For at fa den med tilfojes i

regnearket en observation 9
Block Factor A Factor B FACTOR C Factor D FACTOR E VAR 1

1 -1 -1 -1 1 1 7

1 1 -1 -1 -1 1 19
1 -1 1 -1 -1 -1 25
1 1 1 -1 1 -1 15
1 -1 -1 1 -1 -1 54
1 1 -1 1 1 -1 46
1 -1 1 1 1 1 12
1 1 1 1 -1 1 31

1 -1 1 1

Faktor A der ingen rolle spiller giver man et vilkarligt niveau.
Velg ( gul ikon = Tabular Options | Predictions | OK). Vi far felgende tabel:

Estimation Results for Var 1

Observed Fitted Lower 95,0% CL Upper 95,0% CL

Row Value Value for Mean for Mean
1 7,0 6,875 -1,64152 15,3915
2 19,0 19,125 10,6085 27,6415
3 25,0 26,125 17,6085 34,6415
4 15,0 13,875 5,35848 22,3915
5 54,0 56,125 47,6085 64,6415
6 46,0 43,875 35,3585 52,3915
7 12,0 15,375 6,85848 23,8915
8 31,0 27,625 19,1085 36,1415
9 -3,875 -12,3915 4,64152

Det ses at give samme resultat.
| 4
Ovelse 2.5 (analyse ved Statgraphics af et partielt forseg) Regn opgave 16 side 241.
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2.5 SEKVENTIEL FORSOGSSTRATEGI

I en rekke situationer vil man selv med partielle 2* - faktorforseg og med rimelige forhands-
forudsatninger om hvilke vekselvirkninger der er nul f4 mange behandlinger og dermed mange
delforseg. Er delforsegene dyre og budgettet begraenset, kan man prove at formindske antallet ved
atudfore faerre forsog end nedvendigt til at estimere alle virkninger, og dog habe at na et fornuftigt
resultat. I SFII side 135-143 er metoden udferligt beskrevet. Vi vil her illustrere det ved et
eksempel.

Eksempel 2.7. (sekventiel forsegsstrategi)

Virkningen af 4 faktorer A, B, C og D enskes underseggt. Da vi ikke ved andet end at kun
hovedvirkninger og 2-faktorvekselvirkninger kan vere forskellig fra 0, er det nedvendigt at udfore
et fuldstendigt 2* - faktorforseg ( der eri alt 10 virkninger der skal estimeres). Af gkonomiske og
andre grunde ensker man at reducere dette antal.

Indferes faktoren D ved D = ABC skal man kun udfere 8 delforseg, men til gengazld vil 2-
faktorvekselvirkningerne veere sammenblandede.

Idet I = ABCD ses aliasrelationerne at vaere

A=BCD B=ACD C=ABD D=ABC AB=CD AC=BD BC=AD
Der er derfor en risiko for, at man ikke kan konkludere noget. 1 sa tilfelde md man udfere de
resterende 8 forseg svarende til en fuldsteendig 2* faktorforseg. Dette svarer til at vi havde indfert
D = - ABC (se nedenstdende tabel).

A| B | C | D=ABC |Behandlinger| D = - ABC|Behandlinger
M | B (D + d
+1 | + ad a a
b | | +| + bd a b
ab [ +| + [ B ab + abd
c | | |+ + cd a c
ac | +| | + B ac + acd
be | + B be + bed
abc| +| + | + + abcd a abc

4

Det er en erfaring at man ofte kan f& en korrekt fortolkning af forsegsresultaterne ved at vaelge
den, som giver den enkleste model. (den simpleste models princip).

Man fortolker séledes manglende signifikanser som virkninger, der er nul, og seger den model,
som giver det ferreste antal hovedvirkninger og vekselvirkninger forskellig fra nul.

Dette kan bedst illustreres ved at gennemga 7 forskellige typer testresultater, som kunne tenkes
at foreckomme i eksempel 2.6.

Resultaterne fremgér af den folgende tabel, hvor * betyder at der er fundet signifikans.
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Signifikanser
Virkninger | ) 3 4 P 6 7
A * * * * *
B * * *
C
D
AB +CD * * *
AC+BD
BC + AD *

Fortolkningen er i de 7 tilfeelde:

Tilfeelde 1: Alle faktorvirkninger er nul

Tilfeelde 2: Kun A har en virkning forskellig fra 0.

Tilfeelde 3: Kun A og B har virkninger forskellig fra 0.

Tilfelde 4: A og B har virkninger forskellig fra 0. A og B vekselvirker.

Tilfelde 5: A og B har virkninger forskellig fra 0. A og B vekselvirker.

Tilfeelde 6: A og B har virkninger forskellig fra 0. Desuden er mindst en af 2-faktorvekselvirknin-
gerne BC og AD forskellig fra nul. Et supplerende forseg ma udferes.

Tilfelde 7: Mindst en af 2-faktorvekselvirkningerne BC og AD er forskellig fra nul. Et
supplerende forsag ma udfores.

Man ser, at kun i de 2 sidste tilfeelde er det nedvendigt at udfere et supplerende forsog.
Bemerk, at man i sddanne tilfzlde let far indfert en blokvirkning mellem forsegsrunde 1 og det
supplerende forsog.

Ovelse 2.6 (simpleste models princip) Regn opgave 18 side 242.

2.6 KONFUNDERET PARTIELT 2 FAKTORFORSOG

2.6.1 Indledning

Blokke dannes som bekendt for at forminske “stgjen”. Eksempelvis kan det vere nedvendigt £
tidsmessige grunde at benytte to ovne ved forseget, og den ene ovn er af &ldre dato, tager lengere
tid at varme op, og man kan derfor risikere, at forsegsresultaterne generelt er “lavere” end et
tilsvarende forseg i den anden ovn. Hidtil har vi omhyggeligt lavet fuldsteendige blokke, dvs. alle
behandlinger har veret repraesenteret 1 begge blokke. Uden en sadan balance er det klart ikke
muligt at give en “fair” vurdering af behandlingerne. Imidlertid koster det jo mange forseg, idet
eksempelvis 2 blokke jo sa kraver, at alle behandlinger skal udferes 2 gange. Skal antal delforsog
reduceres, er det derfor vaesentligt, at have en metode til at lave lave balancerede ufuldsteendige
blokke. Efter nogenlunde samme teknik som ved indferelsen af faktorer i partielle forseg, kan
dette lade sig gore. Man siger sd, at man har konfunderet blokkene i strukturen.
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2.6.2 Konfundering af ufuldstaendige blokke
Vi vil forklare hvorledes man indferer ufuldsteendige blokke i strukturen ved folgende eksempler.

Eksempel 2.8 (dannelse af ufuldsteendige blokke).

Lad os betragt et forsog med en fuldsteendig 2° - faktorstruktur med faktorerne A,B og C. Antag,
at man er nedt til at danne 2 blokke. Da man i alt har 8 delforseg, s4 ma hver blok kun indeholde
4 delforsag. De 8 behandlinger kan derfor kun for halvdelens vedkommende forekomme i en blok.
Man siger, at vi danner 2 ufuldstendige blokke med fire forsegsenheder indenfor hver blok.
Dette sker pa folgende made: Betragt fortegnsmatricen for den fuldstendige 2° - faktorstruktur.

Virkninger
Behandlinger I A B AB C AC BC ABC
(1) + - - + - + + -

a + + - - - - + +
b - - - - - - - -
ab + + + + - - - -

c + - - + + - - +
ac + + - - + + - -
be - - - - - - - -
abc + + + + + + + -

Antag, at man har én gentagelse af hver behandling. Denne antagelse vil vi gere overalt i det
folgende, medmindre andet udtrykkeligt bemarkes.

En méde at fordele de 8 behandlinger pd blokkene er med tilfeldig nummerering af disse, at man
i blok 1 har de behandlinger, som indgér i fortegnssgjlen med —, mens man i blok2 setter dem
der indgar med +.

Definitionsrelation I =- ABC | Blok 1 | (1) ab ac bc

Definitionsrelation | = ABC | Blok2 | a b C abc

Behandlingerne skal naturligvis randomiseres pa forsegsenhederne inden for hver blok.

Et estimat for vekselvirkning ABC estimerer derfor i virkeligheden summen af ABC og
blokvirkningen. Med den pagaldende forsegsplan kan virkning ABC ikke estimeres sa&rskilt, og
forsegsplanen har kun mening, hvis man pé forhénd kan antage, at ABC = 0.

For de gvrige virkninger galder, at de indenfor hver blok optreder 2 gange pa hejt niveau, og 2
gange pa lavt niveau. Estimatet for hver af de ovrige virkninger beregnes derfor ved, at to
forsegsresultater indenfor hver blok sammenlagges og to fratraekkes.

Eksempelvis er A= _(1)+a—b+abg0+ac—bc+abc
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Selv om blok 1 giver 100 gange sa heje resultater som blok 2, sa bliver estimaterne for disse
virkninger derfor ikke pavirket af blokvirkningen. Vi siger i det betragtede tilfeelde, at
vekselvirkning ABC er konfunderet.

Bemark: 2 blokke beslaglegger én frihedsgrad, og en virkning konfunderes.

En anden méde at fordele de otte behandlinger pa blokkene er:

Definitionsrelation I = AB Blok 1 | (1) ab c abc

Definitionsrelation I = -AB Blok2 | a b ac bc

Man har i dette tilfelde konfunderet vekselvirkning AB.

Da man sadvanligvis med sterre rimelighed kan forudsatte, at ABC =0, end at AB=0, er det1
almindelighed bedst at konfundere vekselvirkning ABC.
L 4

I almindelighed gzlder, at man kan konfundere en vekselvirkning V i en fuldstendig 2" -
faktorstruktur mellem 2 blokke ved at fordele behandlingerne saledes, at forsegsenhederne 1 den
ene blok far de behandlinger, der indgar med positivt fortegn i1 fortegnsmatricens T - sgjle, og at
forsegsenhederne i den anden blok far de behandlinger, der indgar med negativt fortegn.

Det foranstdende kan generaliseres. I det folgende eksempel betragtes séledes tilfeldet med 4
blokke.

Eksempel 2.9. (dannelse af 4 ufuldstzendige blokke).

Antag, at de 8 behandlinger i en fuldsteendig 2° - faktorstruktur med faktorerne A,B og C skal
fordeles pa 4 blokke, hver med 2 forsegsenheder. En made at fordele de 8 behandlinger pa
blokkene er med tilfeeldig nummerering af disse:

Definitionsrelation I = AB = BC(=AC) Blok 1 (1) abc
Definitionsrelation I = AB =- BC Blok 2 ab c
Definitionsrelation [ = -AB = BC Blok 3 a bc
Definitionsrelation I =- AB =- BC Blok 4 b ac

Forsegsenhederne i1 blok 1 har fiet de behandlinger, der indgar med positivt fortegn bade i
fortegnsmatricens AB - sgjle og i dens BC - sgjle.

Forsegsenhederne i blok 2 har faet de behandlinger, der indgar med fortegnene + i AB sgjlen og -
BC - sgjlen.

Tilsvarende er behandlingerne i blokkene 3 og 4 bestemt ved fortegnskombinationerne - +,
henholdsvis - - 1 AB - og BC - sgjlerne. Behandlingerne skal naturligvis randomiseres pa
forsegsenhederne inden for hver blok.
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Med den anforte fordeling af behandlingerne pa blokke er det klart, at estimater for vekselvirknin-
gerne AB og BC er sammenblandet med blokvirkningerne. Man udtryker det ved at sige, at AB
og BC er blevet konfunderet. De konfunderede virkninger kan altsd ikke estimeres, og
forsegsplanen har kun mening, hvis man pd forhdnd kan antage, at AB=BC=0.
Det ses ved hjelp af fortegnsmatricen {eller definitionsrelationerne) , at med konfunderingen af
de to vekselvirkninger AB og BC er ogsa "produktet" AC blevet konfunderet. Forsegsplanen
forudsatter altsd, at ogsé BC = 0. Estimaterne for alle andre virkninger pévirkes ikke af
blokinddelingen.
Bemark: 4 blokke beslaglegger 3 frihedsgrader, og 3 virkninger konfunderes, hvoraf de 2 kan
veelges frit.

| 4

Eksempel 2.10. (Konstruktion af et partielt konfunderet forsoeg).

Virkningerne af 5 faktorer T, T,, T;, T, 0g T onskes undersogt ved et screeningsforsag. Man ved
at ingen af faktorerne T, og T, vekselvirker med andre faktorer. Man er nadt til at lave et
blokforsog, med 4 forsogsenheder i hver blok.

Opstil en forsagsplan med feerrest mulige delforsog, og angiv herunder

a) Forsogets behandlinger, og behandlingernes fordeling pa blokke.

b) En variansanlysetabel med angivelse af frihedsgrader

LOSNING:

Den underliggende struktur skal altid indeholde de faktorer, som har flest mulige vekselvirkninger
med andre. Dette er i dette tilfeelde T,, T, og T; .

Dadet er praktisk at benytte de seedvanlige betegnelser for faktorerne, benavnes den mest “aktive”
faktor med A, og de ovrige med B, C osv.

Vi foretager folgelig folgende omdebning: A=T,,B=T,,C=T;,D=T,0g E=T,.

Der skal i alt estimeres 5 hovedvirkninger og 3 vekselvirkninger. Disse 8 virkninger kan
forhibentlig estimeres ud fra en underliggende 2* faktorstruktur, da 8 < 16.

Da blokkene er pd 4 delforseg, ma vi sa ogsé indlaegge 4 blokke. Dette koster 3 frihedsgrader, dvs
ialt 8 +4 =12 frihedsgrader.

. ) 1
Vi prover derfor om det er muligt at konstruere en konfunderet 525 - faktorstruktur.

Vi indferer nu eksempelvis den “nye” faktor D ved aliasrelationen E = - ABCD (som jo ikke er
beslaglagt).Endvidere konfunderer vi ABD og CD (og dermed ogséd ABC).
Vi opskriver den beskrevne struktur i folgende skema:

® = Beslaglagt virkning ® = Beslaglagt virkning
k = konfunderet virkning k = konfunderet virkning
D ®

A ® AD

B ® BD

AB ® ABD k

C ® CD

AC ® ACD

BC ® BCD

ABC k ABCD=-E | ®

Vi har dermed vist, at ovenstidende model kan anvendes. ¢
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Svarene pa spergsmaélene kan ses i det folgende eksempel 2.11.

Ovelse 2.7 (konfunderet partielt forseg) Regn opgave 19 side 243.

2.6.3 Analyse af et konfunderet partielt 2* faktorsorseg

Eksempel 2.11. (Analyse af et konfunderet partielt 2> faktorsorseg) ( SFII eks. 50 side 166)
Virkningen af 5 faktorer A, B, C, D og E onskes undersogt. Man ved, at ingen af faktorerne D og
E vekselvirker med andre faktorer. Da man kun kan udfore 4 forseg pr apparat, indfores blokke
pa 4 forsogsenheder.

I en fuldsteendig 2* struktur med faktorerne A, B, C og D indfores E = - ABCD. Endvidere
indfores blokkene ved at konfundere ABD og CD.

Forsagsplanen (opskrevet pa scedvanlig mdde i standardorden) og forsogsresultaterne er:

A| B| C | D [ E=-ABCD |behandlingerf ABD | CD | Blokke | Resultat
M1 1 | | B (1) - + 3 9
+1 || + ac + 1 16
b | |+ | + be + 1 11
ab | +| + | | B ab B + 3 13
c | | |+t + ce B B 4 10
ac |+ | + | B ac B 2 14
bc | + | B bc B 2 6
abc | + + | abce B B 4 17
d|{ | | |+ + de + B 2 11
ad |+ | |+ B ad B B 4 14
bd| | +| " | + - bd B B 4 7
abd | +| +| | + + abde B 2 14
cd| | |+ |+ B cd + 1 9
acd |+ | + | + acde B + 3 16
bed| | +| + | + + bede B + 3 8
abcd| + + | + B abced + + 1 5

1) Find hvilke faktorer der har virkning
2) Angiv de niveauer de pdgceldende faktorer skal indstilles pd, for at give det storste
middeludbytte.
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LOSNING:

1)

74

Forsegsplan indferes 1 “Experimental Design”

Denne gang skiftes variabelnavne til A, B osv.. Derimod fastholdes navnet VAR 1, og man
fastholdes krydset ved “Display Blocked Designs”, da der indgér blokke.

Statgraphics i den nuvarende version har ikke mange konfunderede planer indbygget, s& man
ma sedvanligvis selv konstruere planen og derfor vaelge “User specified design”

Indtastning af Data: Vi gér nu ned i1 bunden af skaermen og valger et regneark “Untitled”. Vi
bliver her nedt til at udfylde alle faktorers niveauer.

Resultatet er:

Block A B C D E Var 1
3 -1 -1 -1 -1 -1 9
1 1 -1 -1 -1 1 16
1 -1 1 -1 -1 1 11
3 1 1 -1 -1 -1 13
4 -1 -1 1 -1 1 10
2 1 -1 1 -1 -1 14
2 -1 1 1 -1 -1 6
4 1 1 1 -1 1 17
2 -1 -1 -1 1 1 11
4 1 -1 -1 1 -1 14
4 -1 1 -1 1 -1 7
2 1 1 -1 1 1 14
1 -1 -1 1 1 -1 9
3 1 -1 1 1 1 16
3 -1 1 1 1 1 8
1 1 1 1 1 -1 5

Analyse af data

Der vaelges “Analyze Design”, og efter at have valgt variabel fas folgende udskrift:
Analysis Summary

Not enough data to fit specified model.

Dette er jo sandt nok.

Velg (Cursor i udskrift | hgjre musetast | Analysis Options | Exclude | dobbeltklik pa AD, AE,
BD, BE, CD, CE, DE | OK | OK) .

Vi far sé forst en tabel over virkningerne.

Vi velger “ANOVA Tables”, og far folgende variansanalysetabel:

Analysis of Variance for Var 1

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
A:A 90,25 1 90,25 11,46 0,0276
B:B 20,25 1 20,25 2,57 0,1841
c:C 6,25 1 6,25 0,79 0,4233
D:D 9,0 1 9,0 1,14 0,3453
E:E 42,25 1 42,25 5,37 0,0815
AB 1,0 1 1,0 0,13 0,7396
AC 0,0 1 0,0 0,00 1,0000
BC 4,0 1 4,0 0,51 0,5154
blocks 6,5 3 2,16667 0,28 0,8413
Total error 31,5 4 7,875

Total (corr.) 211,0 15

Det ses, at alle vekselvirkninger er 0.



2.6 Konfunderet partielt 2* faktorforsgeg

Vi foretager nu en pooling , og far
Analysis of Variance for Var 1

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
A:A 90,25 1 90,25 17,31 0,0042
B:B 20,25 1 20,25 3,88 0,0894
c:C 6,25 1 6,25 1,20 0,3098
D:D 9,0 1 9,0 1,73 0,2303
E:E 42,25 1 42,25 8,10 0,0248
blocks 6,5 3 2,16667 0,42 0,7474
Total error 36,5 7 5,21429

Total (corr.) 211,0 15

Spergsmal 1: Det ses, at kun faktorerne A og E har en hovedvirkning, mens B, C og D ingen
rolle spiller.

2) Angiv de faktorniveauer, der giver storst middeludbytte.
B, C og D pooles ned i “Error”.
Velges “Analysis Summary” fas felgende tabel:

Analysis Summary

File name: C:\SGWIN\SF2\SF2EKS2_ 11.SFX
Estimated effects for Var 1

average = 11,25 +/- 0,67082

A:A = 4,75 +/- 1,34164
E:E = 3,25 +/- 1,34164
block = -2,0 +/- 2,32379
block = 1,5 +/- 2,32379
block = 0,0 +/- 2,32379

Standard errors are based on total error with 10 d.f.

Heraf ses

Svar péd spergsmal 2: @Onskes man den hejest mulige middelverdi, md A og E vere pi heijt
niveau.

Estimation af den hgjeste middelverdi og konfidensintervaller kan foretages (med brug af
lommeregner) som i eksempel 2.3.
4

Ovelse 2.8 (analyse af et konfunderet partielt forseg) Regn opgave 20 side 243.
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3 FIXED, RANDOM, SIDEDELT, TRIN-
VIST OGMIXED FACTOR ANALYSER

3.1 INDLEDNING.

Formalet med dette notat er at lere ud fra praktiske eksempler at identificere de forskellige
modeller, og ved hjelp af varianskomponentmetoden og et variansanalyseprogram at foretage
de korrekte variansanalyser. De bagved liggende matematisk og statistiske beregninger og
formler indgar derimod ikke.

3.2 DEFINITIONER

Fixed factor foreligger, hvis faktorens niveauer er bevidst udvalgte (kontrollerede).
Eksempel: Vi har 3 katalysatorer, hvis virkning pa udbyttet af en kemisk produktion man ensker
at finde.

Faktoren “katalysator” er en “fixed factor” med 3 niveauer.

Random factor foreligger, hvis niveauerne er fremkommet som tilfeldigt valgte blandt de
mulige niveauer.

Eksempel: En virksomhed har et stort antal katalysatorer pa lager til udskiftning i produktions-
processen. Man ensker at undersege den variation som katalysatorerne tilferer produktionspro-
cessen. Forsoget udfores ved at 4 katalysatorer udtages tilfaeldigt fra lageret.

Faktoren “katalysator” er en “random factor” med 4 niveauer.

Sidedelt faktor (crossed factor). At faktor B er sidedelt med faktor A’s niveauer, betyder, at
ethvert niveau af B kombineres med ethvert niveau af A (niveauerne krydser fuldstendigt)
Eksempel: Ved en sedvanlig “sidedelt” analyse undersgges benzinforbruget ved benyttelse af
3 forskellige olieblandinger og 2 karburatorer

Ethvert niveau af faktoren karburator kombineres med ethvert niveau af faktoren olieblanding
(se figur)

Karburator
K K
O1 X X X X
Olieblanding 0, X X X X
()3 X X X X

Hvis vi kun ensker at undersoge de 3 bestemte olieblandinger og 2 karburatorer er analysen en
“fixed factor” sidedelt variansanalyse.

Hvis man har et stort antal “ens” olieblandinger og man ensker at undersege den variation som
olieblandingerne bevirker pd benzinforbruget er analysen en “mixed factor” sidedelt
variansanalyse med olieblanding som random factor og karburator som fixed factor.

Hvis man ogsa udvelger de to karburatorer ud fra en stor maengde “ens” karburatorer er begge
faktorer random og vi taler om en sidedelt random factor variansanalyse.
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Trinvise niveauer. At en faktor B er undertrin (engelsk: nested factor) til faktor A’s niveauer,
betyder at ethvert niveau af B kun kombineres med ét niveau af A.

Et eksempel pa en trinvis variansanalyse er folgende

Eksempel 3.1. (Trinvis variansanalyse) / en kemisk chargeproduktion fremstilles et stof, der
skal indeholde en vis procentdel vandoploselige komponenter. Driftskontrollen udfores ved, at
man udtager en prove af hver produceret charge og pd denne foretager 2 uafhengige analyser
af procentindholdet af vandoploseligt stof i proven.
De fremkomne tal udviser stor variation.
Skyldes denne variation a) charger (fremstillingsprocessen)
b) prover (mdaden man udtager proverne pad)
c¢) analysefejl (analysemetoden)
Der foretages nu folgende forsag for at fa klarlagt dette.
1) 9charger A, A,, ..., A,udtages tilfeeldigt.
2)  Fra hver charge (bestdende af 80 tonder) udtages 3 stikprover
(en tonde udtages tilfeeldigt og en prove udtages
en ny tonde udtages tilfeeldigt og en prove udtages , osv.)
dvs. i alt udtages 27 stikprover B, B,, . . ., B,
3)  Pd hver afdea -b =27 prover foretages 2 uafhcecengige bestemmelser af % vandindhold.
Grafisk kan forsoget fremstilles:

S
([
W O

A, A, L A,
| ] | | | |
B, B, B, B, B; B, B.s B, By
X X X ped X X X X X
X X X X X X X X X

Det ses, at stikprever er et undertrin ( nested factor) til charger.
Begge faktorer ses at vaere random factors (hvilket er oftest forekommende), men kunne i andre
situationer ogsa vere fixed eller en blanding af random og fixed factors.

Lad g, vere middelvardien af vandindholdet og y;, vaere det malte vandindhold.

Den totale afvigelse & o = Vij = M o Vil da vaere summen af 3 led

Eoal = €aiT €81 T € forsogsteiliik
hvor de enkelte leds betydning fremgar af den folgende figur.
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Charge Stikprove Analyse
variation variation variation

o [orsegslcil
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Ved en trinvis variansanalyse ensker vi bl.a. at finde et sken for o ,, 03, 0g o

€ forsousiejl(ih | Yiik

hvor o

error error

=0 er forsegsfejlens spredning.

3.3 SYMBOLIK

Vi vil for simpelheds skyld illustrere metoderne ved at betragte forseg med kun 2 faktorer. For
at vise hvorledes dette kan generaliseres til forsog med flere faktorer betragtes til sidst nogle
eksempler pa forseg med 3 faktorer
Lad faktorerne hedde A og B med niveauerne a og b.
En observation i en sidedelt variansanalyse (krydsede faktorer) kan skrives
X = 4t A+ B+ ABy + &
hvor A, er hovedvirkningen for det i te niveau
B, er hovedvirkningen for det j te niveau
AB;; er vekselvirkningen mellem det i’te rekkeniveau og det j’te sgjleniveau
0g &y er vardier af en normalfordelt statistisk variabel forsegsfejlen med middelveerdi 0 og
varians o .

En observation i en trinvis variansanalyse hvor B’s niveauer er undertrin til A’s niveauer kan

I B, refererer parentesen til det trinvise j-niveau for fastholdt i.

I Statgraphics er symbolikken B(A), som tilsvarende tolkes at B’s niveauer er undertrin (nestede)
til A’s.

Bemark, at ved trinvise variansanalyser har vekselvirkning mellem en faktor og dens
undertrinfaktorer ingen mening.
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3.4 Vari anskonponennet oden

Som i det sidedelte tilfeelde opstilles beregningsresultater seedvanligvis 1 en variansanalysetabel.
I ovennzvnte tilfelde vil den fa folgende udseende:

Variation f SS s* F
1.trins-faktor A f,=a-1 SAK, 551
2.trins-faktor B fy=a-(b-1) SAKg Sé

Gentagelser fy=a-b(c-1) SAK, Sg
Total fog=a-b-c-1 SAK, i

Hvorledes beregninger og analysen skal forega vil fremgé af den felgende varianskomponentme-
tode. Her skal specielt bemarkes, at hvis 1. trin har a niveauer og undertrinnet B har b niveauer,
sa vil B have frihedsgradstallet f, =a - (b-1).

Dette folger af, at for hvert fastholdt niveau af A, er der b - 1 frihedsgrader for B.

3.4 VARIANSKOMPONENTMETODEN

Varianskomponentmetoden anvendes til at finde ud af, hvorledes testningerne skal forega.
Metoden kan anvendes pa de i afsnit 3.2 navnte modeller (fixed, random, sidedelt, trinvis, og
kombinationer heraf, men altid med samme antal observationer i hver celle). Det skal bemaerkes,
at den ikke kan anvendes pa romerske kvadratforseg og ufuldsteendige blokforseg.

Definition af Varianskomponent.
Safremt der 1 en variansanalyse forekommer

. . 2 . .
1)  enfixed factor A med r niveauer defineres varianskomponenten o, af hovedvirkningerne
A, ved

24

r-1

o =

. . 2 . .
2)  enrandom factor A medrniveauer defineres varianskomponenten o, af hovedvirkninger-

ne A som variansen af hovedvirkningen A, d.v.s. o7 = V(4,).

Tilsvarende defineres varianskomponenter for vekselvirkninger i tilfzelde, hvor begge faktorer
er fixed, begge er random eller og det drejer sig om en mixed model. For nermere detaljer
henvises til L. Brendum og J. D. Monrad: Forsegsplanlaegning I side 98.

Forsegsfejlens varians o kaldes ofte forsegsfejlens varianskomponent.

En neermere beskrivelse af, hvorledes man kan konstruere varianskomponenterne kan findes 1
appendix 3.1.
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3. Fixed, random sidedelt, trinvist og nixed factor anal yser

Dette gores efter faste regler, som det ogsé er nemt at programmere, og derfor ogsd kan findes
1 mange statistikprogammer. Dette er sdledes tilfeldet 1 Statgraphics’s version 5.1.

Har man ikke et sddant program, sa har B. Hellesen lavet savel et Mapleprogram (kan ses i
appendix 3.2) som et almindeligt Windows program (kaldet EMSwin.exe).

Vivil i det folgende benytte det sidstnavnte program (da vi ikke 1 den benyttede version 4.0 af
Statgraphics har denne facilitet til rddighed)

Man forstar nemmest anvendelsen af metoden ved at se péd en reekke eksempler.

Eksempel 3.2. Trinvis variansanalyse / eksempel 3.1 blev der foretaget folgende forsog:
1) 9 charger udtages tilfceldigt a=9
2)  Fra hver charge (bestaende af 80 tonder) udtages 3 stikprover b=3

(en tonde udtages tilfeeldigt og en prove udtages

en ny tonde udtages tilfeeldigt og en prove udtages , osv.)
3)  Pd hver afde a-b =27 prover foretages 2 uafhengige bestemmelser af % vandindhold.
Benyt EMSwin.exe programmet til at udarbejde en varianskomponenttabel, og forklar hvorledes
testningerne skal foregd.

LOSNING:

Man gér ind 1 “Stifinder” og find programmet EMSwin.exe pa sin harddisk eller diskette.
Velg( “Generate Formulas” | Input_Output | Tryk evt. pé pilen til hejre for at se forskellige
valgmuligheder )

Da vi skriver B(A), hvis B er et undertrin for A, sa skriv (eller ret en af de foreslaede modeller):
ARAN9 BRAN3 EPSRAN2 mut+A+B(A)

[her er forkortheds skyld A = charge og B = stikprever]

Tryk pa “Generate Formulas”, Vi far folgende udskrift pa skermen, som samtidig genereres i en
tekstfil i samme mappe med navnet EMSout67.txt. Herfra kan den printes ud.

Resultatet bliver:

The input:
A Ran 9 B Ran 3 Eps Ran 2 mu + A + B(A)
gives the output:

EMS (A) = 6*V(A) + 2*V(B) + V(Eps)
EMS (B) = 2*V(B) + V(Eps)
EMS (Eps) = V(Eps)

Den sidste matrix er kun beregnet af hensyn til beregningerne, og har ingen betydning ved
tolkningen.
Udskriften oversattes til.
E(s})=6-0°+2-0,+0"
E(s})=2-cl+0"
E(sy)=0"
Vi ser, at man kan teste B mod forsegsfejlen EMS(EPS). (EMS = Expected Mean Square)
Hvis man ved den forste testning opdager at B = 0 kan man poole B ned i “residualen” for at
styrke testen, og derefter teste A mod den fremkomne “residual”.
Hvis B # 0 kan man stadig teste A mod B. Opdager man her, at A =0, ma man ikke poole A ned
1 “forsegsfejlen”, da EMS(A) jo netop ikke er et udtryk for denne.

L 4
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3.4 Vari anskonponennet oden

Eksempel 3.3. Mixed variansanalyse .

Lad os antage, at vi onsker at finde ud hviken af 2 bestemte karburatorer der giver det laveste
benzinforbrug. Da olieblandingerne kan teenkes at spille en rolle for variationen, sd udveelges
tilfeeldigt blandt mange muligheder 3 olieblandinger. Karburator er folgelig en ‘‘fixed factor”og
olieblandinger er en “random factor”.

Der onskes lavet folgende mixed sidedelt faktorforsog:

Karburator
K K,
(% X X X X
Olieblanding 0, X X X X
(% X X X X

Benyt EMSwin.exe programmet til at udarbejde en varianskomponenttabel, og forklar hvorledes
testningerne skal foregd.

LOSNING:

I “Stifinder” aktiveres programmet EMSwin.exe

Velg( “Generate Formulas” | Input Output | Tryk evt. pa pilen til hojre for at se forskellige
valgmuligheder )

Skriv:

KFix2 ORAN3 EPSRAN2 mu+K+O+K*O

Tryk pé “Generate Formulas”, Vi far felgende udskrift:

The input:
K Fix 2 O Ran 3 Eps Ran 2 mu + K + O + K*O # Press GENERATE FORMULAS

gives the output:

EMS (K) = 6*f(K) + 2*V(K*0) + V(Eps)
EMS (O) = 4*V(0) + V(Eps)

EMS (K*Q) = 2*V(K*0O) + V(Eps)

EMS (Eps) = V (Eps)

2
EMS(K*O
En variansanalysetestning vil bestd i, at forst dannes F sterrelsen £}, = SKZO = ( ) .
S, EMS(EPS)

Fés en accept af H|, : K*O = 0 kan man poole og teste om der er en hovedvirkning K.
sy EMS(K)

Fés forkastelse, kan man dog danne F'storrelsen Fj = —— = , 0g derved undersoge
Sxo EMS(K*0)
om nulhypotesen H,, : K = 0 kan accepteres.
: . EM
Det ses, at en testning af H,, : O = 0 kan foretages ved F, = So — _EMS(0) uanset om

s; EMS(EPS)

K*O = 0. Det har ofte ikke nogen praktisk interesse i en mixed factor analyse, men kan dog vise
om det er nadvendigt at tage hensyn til O’s tilstedeverelse. O har som “Random faktor” mest
betydning som en stgjfaktor, og har derfor naeppe nogen selvstendig interesse

L 4

Ved ssidedelte variansanalyser er beregningerne de samme som den velkendte variansanalyse med
lutter fixed factors. Derimod er testningerne som ovenfor antydet forskellig og bestemmes ud fra
varianskomponentmetoden
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3. Fixed, random sidedelt, trinvist og nixed factor anal yser

Hvorledes man 1 Statgraphics foretager de nedvendige beregninger vil fremga af de felgende
eksempler.

Eksempel 3.4. Beregning af en trinvis variansanalyse
I eksempel 3.1 og 3.2 blev folgende forsog beskrevet:
1) 9 charger udtages tilfeeldigt
2)  Fra hver charge (bestaende af 80 tonder) udtages 3 stikprover
(en tonde udtages tilfeeldigt og en prove udtages
en ny tonde udtages tilfeeldigt og en prove udtages , osv.)
3) Pdhverafdea -b =27 prover foretages 2 uafheengige bestemmelser af % vandindhold.

S
[l
W O

Resultaterne af forsoget fremgar af den folgende udskrift fra Statgraphics.
Charger Proever Analyser Procent va
50,3
49,8
50,1
49,5
51,1
49,4
45,8
45,4
44,4
44,7
44,7
44,4
41
41,4
42,7
41,6
43,1
43,3
48,7
50
48
50, 4
47,9
48,5
48,9
49,4
48,4
46,8
46,5
45,4
47
46,1
47,4
47,2
45,1
47,5
46,3
45
44,6
44
45,6
44,2
44,9
42,3
45,1
43,4
43,3
41,6
55,7
55,4
56,3
56,3
55,1
55

Foretag en statistisk analyse af forsaget med henblik pd at finde ud af hvilke faktorer der spiller
en stor rolle for variationen.

DOWWOVWWOVWWVWWOXOMWOWXJdJdIJdIJIJIJoooooouUuTUUTUITTUIBR DD DDDWWWWWWNDNNNNNNDNNRERRERERERE
WWNNRERPRFRPWWNNRERWWNNRERERWWNNEFRWOWWNNERWOWWNNERWWONNERWWONNRERWWNDN R
NENENRENENENERENENENERENNENRENERENNENRENNENNENRENERENNENRENNENERENRENNENERENNRENDE
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3.4 Vari anskonponennet oden

LOSNING:

I eksempel 3.2 er varianskomponentskemaet og testrekkefolgen angivet.

I Statgraphics foretages nu beregningerne pa folgende made.

Velg (Special | Advanced Regression | General Linear Metods (GLM) ) .

En genvej for ovenstiende er at velge den lilla GLM-ikon 1 den n@steverste menubjelke.
Den fremkomne menu udfyldes med

Dependent variable : Procent va

Categorical Factors : charger, proever (ikke analyser der er gentagelserne). OK

P& naeste menu, der hedder “GLM Model Specification” skrives under “Effects” A og B(A)
(betyder at B's niveauer skal betragtes som undertrin til A’s.)

Resultatet ses i folgende variansanalysetabel:
General Linear Models

Number of dependent variables: 1

Number of categorical factors: 2

Number of quantitative factors: 0
Analysis of Variance for PROCENT VA

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value

Model 818,185 26 31,4686 42,12 0,0000
Residual 20,17 27 0,747037

Total (Corr.) 838,355 53

Type III Sums of Squares

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
CHARGER 792,881 8 99,1102 132,67 0,0000
PROEVER (CHARGER) 25,3033 18 1,40574 1,88 0,0668
Residual 20,17 27 0,747037

Total (corrected) 838,355 53

Bemerk, at frihedsgradstallet for prover er a (b-1) =9 (3-1) = 18. (Til de 3 prover der udtages
af en charge svarer 2 frihedsgrader, og der var 1 alt 9 charger).

Resultatet viser, at preverne er tet ved at vaere signifikante (p-value = 6.68%). Imidlertid er det
tydeligt, at Charger spiller en langt sterre rolle for variationen, si det er her man ber satte ind pa
forbedringer. Man kunne poole, men det vil ikke @ndre konklusionen, da frihedsgradstallet
allerede er stort.

Et estimat (sken) for variationen O ; der skyldes stikpraverne og for variationen der skyldes

chargerne O i kan fés af ligningssystemet:
EMS (A) (R) + 2*V(B) + V(Eps)

EMS (B) (B) + V(Eps)
EMS (Eps) = V(Eps)

Vihar EMS(Eps) = V(Eps) =0.7470
EMS(B) =2 -V(B)+V(Eps) < 1.4057=2-V(B)+ 0.7470 < V(B)= 0 » = 0.3293
EMS(A) =6 -V(A)+2*V(B) + V(Eps) < 99.11 =6 - V(A)+2-0.3293 + 0.7470
V(A)=0"=16.28

I appendix 3.2 er angivet hvorledes beregningerne kan foretages med regnemaskine.
Vi ser ikke uventet, at charger giver langt den sterste variation, og at det derfor er her man skal
sette ind ved at prove at homogenisere chargerne. 22

Ovelse 3.1 (trinvis variansanalyse) Regn opgave 21 i opgavesamlingen side 243.
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3. Fixed, random sidedelt, trinvist og nixed factor anal yser

Til yderligere illustration af varianskomponentmetode med tilherende variansanalyse betragtes

folgende eksempel.

Eksempel 3.5 (sidedelt variansanalyse) Det onskes undersogt hvorledes produktionsudbyttet
ved en kemisk proces afhceenger af rdavareleverancerne (der er tale om lobende rdvareleverancer

i mindre partier) og af katalysatorer (der foreligger et stort antal “ens” katalysatorer.

Forsaget udfortes ved at man udtog 5 ravarepartier og 4 katalysatorer tilfeeldigt. De to faktorer
er “random factors” og derfor vil vi undersoge den variation som rdvareleverancerne og
katalysatorerne bevirker i produktionsudbyttet.Da vekselvirkning ingen praktisk betydning har

ndr begge faktorer er random variable, veelges for at spare forsogn = 1.
Forsogsresultaterne var:

Katalysatorer B
B, B, B, B,
A 40 90 50 80
A, 20 80 40 50
Ramaterialer A A3 40 60 60 40
A, 50 50 60 60
A, 40 90 70 50

Foretag en statistisk analyse af forsaget med henblik pd at finde ud af hvilke faktorer der spiller

en stor rolle for variationen.

LOSNING:

Forst opskrives varianskomponentskemaet:

The input:

A Ran 5 B Ran 4 Eps Ran 1 mu + A + B + A*B

gives the output:

EMS (A) = 4*V(A) + V(A*B) + V(Eps)
EMS (B) = 5*V(B) + V(A*B) + V(Eps)
EMS (A*B) = V(A*B) + V(Eps)

EMS (Eps) = V (Eps)

Vi ser, at uanset om der er vekselvirkning eller ej, kan vekselvirkningsleddet benyttes til at teste

hovedvirkninger.
Da det er en sidedelte variansanalyse udferes de sedvanlige beregninger.
Ved benyttelse af Statgraphics “Multifactor Analysis” fas

Analysis of Variance for udbytte - Type III Sums of Squares

MAIN EFFECTS

A:raamateria 930,0 4 232,5 1,21
B:katalysat 3240,0 3 1080,0 5,61
RESIDUAL 2310,0 12 192,5
TOTAL (CORRECTED) 6480, 0 19

All F-ratios are based on the residual mean square error.

Variansanalysetabellen viser, at katalysatorerne spiller en stor rolle for variationen, mens

rdmaterialer ikke giver noget vaesentligt bidrag.
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3.5 Split-Plot forsgag

Et resultat af undersogelsen ma derfor vaere at man narmere undersgger om det er muligt at
“homogenisere” katalysatorerne.

Et skon for variationen af B : O'é =V(B) kan fas af ligningssystemet:

EMS(B) = 5*V(B) + V(A*B) + V(Eps),

EMS(A*B) = V(A*B) + V(Eps)

EMS(A*B) = V(A*B) + V(Eps) = 192.5 =

EMS(B) = 5*V(B) + V(A*B) + V(Eps) < 1080=5*V(B) +192.5 & V(B) = O_; = 177.5
Analogt kan EMS(A) findes af EMS(A) = 4*V(A) + V(A*B) + V(Eps)

Vi har 232.5 = 4 * V(A) + 192.5 hvilket giver V(A) =c~ = 10.

| 4

3.5 SPLIT -PLOT FORSOG.

Denne type forseg er et specialtilfelde af de i kapitel 3 angivne strukturer, men da de
forekommer ofte i praksis, vil disse Split-Plot forseg blive beskrevet mere udfoerligt i dette afsnit.

3.5.1. PROBLEMSTILLING
I forseg, hvor niveauskift for den ene faktor er vasentlig besvarligere end for den anden
faktor kan Split-plot forseg vere en mulighed.

Eksempel 3.6 (landbrugsforseg) [ et landbrugsforsag onskes undersogt virkningen af 3
plajemetoder P,, P,, P;0g 5 kunstgodninger G,, G,, G;, G, G, pd udbyttet af en bestemt kornsort.
Der onskes 2 gentagelser af hver behandling, dvs. i alt 30 delforsog.

Forsegsplan 1: Fuldstaendigt randomiseret forseg. En stor mark deles op i 30 markstykker
(parceller) som er vor forsegsenhed. Et fuldsteendig randomiseret forseg, hvor man tilfeldigt
tilordner en parcel en plgjemetode og en gadning kunne se ud som felgende skitse:

P,G, P, G, P, G, P, G, P, G, P, G,
.......... P1G2P2G5P1G4P1G3P3G3P3Gl
PGy i PG i BG PGy PGy kG
P, G, e P, G. P, G. P, G, P. G,
.......... T B

G, G, G, G, G, Variansanalyse SAK f

P, -- -- -- -- -- Gedning 4
P, -- -- -- -- -- Plejning 2
P, -- -- -- -- -- Gedn x plejn 8
Gentagelser 15

Total 29

85



3. Fixed, random sidedelt, trinvist og nixed factor anal yser

Forsegsplan 2: Split-Plot forseg. Da plejning ma forega i lange strimler er et fuldstendigt
randomiseret forseg 1 praksis umuligt.

I stedet deles marken op 1 6 strimler (hovedplots), og plejemetoderne randomiseres til hver af
disse. Derefter deles hver af disse 6 strimler 1 5 lige store parceller (split-plots), hvortil de 5
gadninger randomiseres Den resulterende split-plot forsegsplan kunne eksempelvis se ud som
vist pa den folgende skitse:

Strimmel 1 Strimmel 2 | Strimmel 3 Strimmel 4 Strimmel 5 Strimmel 6
P, G, P, G; P, G, P, G, P, G, P, G,
G LomG LG LRG| RG] RG
P, Gq P, G, P, G, P, G, P, G; P, G;
.......... P3G4 P1G4 PIGS P2G3 P3G1 P2G4
.......... P3G1 P1G3 PIGI P2G2 P3G4 P2G2

Nedenstaende skema giver en oversigt over de benyttede betegnelser:

Forsegsenheder Faktorer
Hovedplot = 6 hovedplot Hovedplotfaktor = 3 niveauer
strimler jord plejemetoder
Split-plot = 5 pr. hoved- Underplotfaktor = 5 niveauer
parceller plot gadningsmetoder

Umiddelbart ma det antages, at variationen mellem hovedplot (de forskellige strimler mark) er

storre end mellem split plot (de enkelte parceller indenfor en markstrimmel), da markstrimlerne

ligger temmelig langt fra hinanden og derfor har forskellig bonitet, mens de enkelte parceller

indenfor en markstrimmel har en mere ensartet bonitet.

Det synes derfor rimeligt, at den samlede forsegsfejl kan opdeles i to komponenter:

Forseggsfejl 1:  Variation mellem hovedplot, som anvendes til vurdering af hovedfaktors
niveauer

Forsegsfejl 2:  Variation mellem split-plot indenfor hovedplot, som anvendes til vurdering af
underplotfaktors niveauer
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3.5 Split-Plot forsgag
3.5.2. Opstilling af model og beregning af et Split-plot forseg

Eksempel 3.7. (eksempel 3.6 fortsat).

1 et landbrugsforsog onskes undersogt virkningen af 3 plajemetoder P,, P,, P; 0g 5 kunstgodnin-
ger G, G,, G;, G, G, pd udbyttet af en bestemt kornsort. Forsogsplanen er et Split-plot forsog,
og resultaterne af forsoget ses i folgende skema:

Plgjemeto- P1 P2 P3
der
Mark M2 M3 M4 M6 M1 M5
Gl 29.1 | 413 | 22.0 | 25.6 | 40.0 | 35.1
G2 31.5 | 42.0 | 21.1 273 | 453 | 397
G3 36.2 | 445 | 25.1 237 | 40.0 | 349
Godning G4 282 | 36.8 | 204 | 227 | 42.1 | 382
G5 39.7 | 363 | 312 | 29.7 | 50.2 | 443
LOSNING:
1) Opstilling af model:

Forsegene kan beregningsmaessigt beskrives som et forseg, hvor man har en blanding af en
sidedelt og en trinvis variansanalyse. Markstrimlerne er undertrin af plgjemetoderne, mens
gadningsmetoderne er sidedelte 1 forhold til sével plgjemetoder som markstrimler.
Varianskomponentmetoden er derfor velegnet at benytte ved analysen af sddanne forseg.
Den fuldsteendige model for forseget er (skrevet med Statgraphic symbolik)

Y= u+P +MP)+G +P*G +MP)*G+ ¢

2) Varianskomponenttabel:

Idet P og G er fixed og M er random fas ved benyttelse af EMS-program.

The input:

P Fix 3 M Ran 2 G Fix 5 Eps Ran 1 mu + P + M(P) + G+P*G+M(P) *G
gives the output:

EMS(P) = 10*f(P) + 5*V(M) + V(Eps)
EMS (M) = 5*V (M) + V (Eps)

EMS (G) = 6*f(G) + V(M*G) + V (Eps)

EMS (P*G) = 2*f£(P*G) + V(M*G) + V(Eps)
EMS (M*G) = V(M*G) + V(Eps)

EMS (Eps) = V (Eps)

Af hensyn til den efterfolgende planlegning opskrives nu en variansanalysetabel med
frihedsgrader:

f
P 3-1=2
M(P) 3-2-1)=3
G 5-1=4
P*G 2-4=8
M*G 3-4=12
Gentagelser 0
Total 30-1=29
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3. Fixed, random sidedelt, trinvist og nixed factor anal yser

3) Beregninger med benyttelse af Statgraphics.
Data indtastes pa sedvanlig méde:

Ploejemetode Markstrimmel Goedning Udbytte
29,1
31,5
36,2
28,2
39,7
41,3
42
44,5
36,8
36,3
22
21,1
25,1
20,4
31,2
25,6
27,3
23,7
22,7
29,7
40
45,3
40
42,1
50,2
35,1
39,7
34,9
38,2
44,3

WWwwwwwwwwwdhdDddDdNDDNDNDNDNNNNDNRERFRERERRPERERRRERE
QUOUOITOURPERRPRERPOOOOOH DD DNDDLWWWWWNNDNDNN
OB WNRFRORWNREROR_WNREREOR_WNREREO_WNDRE O WND R

Velg ( lilla GLM ikon ) eller (Special | Advanced Regression | General Linear Methods ).
Den fremkomne tabel udfyldes med

Dependent Variable : Udbytte

Chategorical Factors : ploejemetode, markstrimmel , goedning,

I det folgende vil de variable noget uhensigtsmeessigt blive omdebt til A, B, C osv.

OK

Pa neste tavle der hedder “GLM Model Specifikation” skrives

A (svarer til ploejemetode)

B(A) (svarer til at markstrimmel er undertrin af ploejemetode)

C (svarer til goedning)

A*C

Derimod skrives ikke B(A)*C selvom det var det naste led i modellen. Dette skyldes, som det
fremgar af sgjlen over frihedsgrader i varianstabellen, at sa vil residualen blive 0, da der ingen
gentagelser er til bestemmelse af forsogsfejlens varians o 2

Vi bruger derfor det sidste led som “stejled”.

Vi far nu felgende udskrift:

General Linear Models

Number of dependent variables: 1
Number of categorical factors: 3
Number of quantitative factors: 0

Analysis of Variance for udbytte

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 1878,56 17 110,503 13,41 0,0000
Residual 98,876 12 8,23967

Total (Corr.) 1977,43 29
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3.5 Split-Plot forsgag

Type III Sums of Squares

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
ploejemetoder 1383, 9 2 691,948 83,98 0,0000
markstrimmel (ploejemetoder 204,024 3 68,008 8,25 0,0030
goedning 186,329 4 46,5822 5,65 0,0085
ploejemetoder*goedning 104,307 8 13,0384 1,58 0,2283
Residual 98,876 12 8,23967

Total (corrected) 1977,43 29

All F-ratios are based on the residual mean square error.
R-Squared = 94,9998 percent R-Squared (adjusted for d.f.) = 87,9161 percent
Som det fremgér af varianskomponentskemaet, kan man benytte residualen til at teste

vekselvirkning mellem ploejemetode og goedning.
Det ses, at vekselvirkningen ploejemetode - goedning er 0.

Vi kan nu foretage en pooling.

Velg ( gul ikon = input dialog | OK | fjern A*C | OK))

Af varianskomponenttabellen fremgar, at B(A) = markstrimmel(ploejemetode) kan benyttes
til testning af ploejemetode.

Velg (Cursor 1 udskrift| hejre musetast | Analysis options ).

I det fremkomne felt under “Factor” sattes bla streg pa A. I feltet med Error Term valges
B(A). Derved ses i nederste felt “Selections” at der star A - B(A) som tegn pa at A testes mod
B(A))

Resultatet blev:

General Linear Models

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 1774,25 9 197,139 19,41 0,0000
Residual 203,183 20 10,1592

Total (Corr.) 1977,43 29

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
ploejemetoder 1383,9 2 691,948 10,17 (1) 0,04061
markstrimmel (ploejemetoder 204,024 3 68,008 6,69(0) 0,0026
goedning 186,329 4 46,5822 4,59(0) 10,0086
Residual 203,183 20 10,1592

Total (corrected) 1977,43 29

F-ratios are based on the following mean squares:
(0) Residual
(1) B(A)

Faktor G (goedning) har en hovedvirkning (2 stjernet signifikans)
Der er et svagt statistisk bevis for at faktor P (ploejemetode) har en hovedvirkning .

Den store variation der er konstateret fra markstrimme til markstrimmel bevirker, at vi er teet
pa ikke at kunne bevise, at der er forskel pa plejemetoder.
¢
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En meget hyppig fejl er, at man af praktiske grunde tvinges til at lave forsgget som et split-plot
forseg, men tror det er et fuldstendigt randomiseret forseg som beskrevet tidligere. Analysen
bliver sa en almindelig tosidet variansanalyse, hvis resultat kan blive ganske misvisende.

Der gives derfor endnu et eksempel pa et split-plot forseg (udarbejdet af .Bjarne Hellesen):

Eksempel 3.8 (Split-plot, fixed og random, sidedelt[crossed] og trindelt[nested] )
For at opnd den hojest mulige kvalitet Y af et levnedsmiddel onsker man at finde

den bedste fremstillingsmetode (A1 eller A2 ?) og

den bedste fagforeningsgruppe at hente medarbejdere fra (B1, B2 eller B3?).
Arbejdet udfores af arbejdshold. Der udtages tilfeeldigt 3 hold fra hver fagforeningsgruppe, altsd
9 hold i alt (C1, C2, ..., C9: 9 “hovedplots”). Man ensker at analysere den variation, som
holdene tilforer kvaliteten. I tilfeeldig reekkefolge lader man hvert af de 9 hold fremstille
levnedsmidlet 2 gange med hver metode (4 “split-plots” i hvert hovedplot). De malte data for
kvaliteten var:

Gruppe BI Gruppe B2 Gruppe B3

Hold Cl C2 C3 C4 (O] Cé6 C7 C8 C9

Metode Al 202 | 26.2 23.8 22.0 226 | 229 | 23.1 |229 | 21.8
24.1 |[26.9 24.9 235 | 246 | 250 | 229 |23.7 |235

Metode A2 14.2 18.0 [ 12.5 14.1 14.0 | 13.7 | 141 |12.2 12.7
16.2 | 19.1 15.4 16.1 18.1 [ 16.0 | 16.1 | 13.8 [ 15.1

Modellen for forsaget er Y= u+A4 +B +A4*B +C(B) +A*C(B) + ¢

a) Udarbejd en tabel for varianskomponentsammenscetningen.

b) Undersag, om der er vekselvirkning mellem metoder A og hold i grupper C(B).
¢) Undersog, om der er vekselvirkning mellem metoder A og grupper B.

d) Undersag (hvor det er relevant), om der er hovedvirkninger A, B og C(B).

e) Hvordan kan man i fremtiden fd hajest kvalitet?

., . 2 2
/) Estimér varianskomponenterne O 0g 0 ..

LOSNING:
a) Ved at benytte EMS-programmet fs :
The input:
A Fix 2 B Fix 3 C Ran 3 Eps Ran 2 mu + A + B + A*B+C(B) +A*C(B)
gives the output:
EMS (A) = 18*f(A) + 2*V(A*C) + V(Eps)
EMS(B) = 12*f(B) + 4*V(C) + V(Eps)
EMS (A*B) = 6*f (A*B) + 2*V(A*C) + V(Eps)
EMS (C) = 4*V(C) + V(Eps)
EMS (A*C) = 2*V(A*C) + V (Eps)
EMS (Eps) = V (Eps)
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3.5 Split-Plot forsgag

b) Data for forseget indtastes 1 Statgraphics:
Metoder Grupper Hold Respons
1 20,2
24,1
26,2
26,9
23,8
24,9
22
23,5
22,6
24,6
22,9
25,0
23,1
22,9
22,9
23,7
21,8
23,5
14,2
16,2
18
19,1
12,5
15,4
14,1
16,1
14,0
18,1
13,7
16
14,1
16,1
12,2
13,8
12,7
15,1

ST ST SRR SR RN OF SR NN O O NN NN NI N S B gy e e g S Y
WWWWWWNNNNNNRRFRERREROWOWWWWRNNNNNN e
WOWOOIINNUTTUEBEWWNNFEROO®OOJJONUT U S WWND N

I GLM valges:

Dependent variable : Respons

Categorical factors : Metoder, Grupper og Hold (som Statgraphics kalder A, B og C)
GLM specifications : A, B, A*B, C(B), A*C(B)  (komponenterne i vores model)

Sa fas:

General Linear Models

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 719,17 17 42,3041 18,31 0,0000
Residual 41,59 18 2,31056

Total (Corr.) 760,76 35

Type III Sums of Squares

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Metoder 651,951 1 651,951 282,16 0,0000
Grupper 16,0517 2 8,02583 3,47 0,0530
Metoder*Grupper 1,18722 2 0,593611 0,26 0,7762
Hold (Grupper) 39,2583 6 6,54306 2,83 0,0403
Metoder*Hold (Grupper) 10,7217 6 1,78694 0,77 00,6009
Residual 41,59 18 2,31056

Total (corrected) 760,76 35

All F-ratios are based on the residual mean square error.

Af E(s?)-varianskomponentsammensatningen ses, at tilstedevaerelse af vekselvirkningen
A*C(B) kan testes ved atudregne dens F-ratio med “Residual”. Statgraphics har fundet F=0,77
svarende til en P-Value 0,6009 storre end 0,05 . Sa der er

ikke tegn pd vekselvirkning mellem metoder og hold i grupper.
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¢) Den manglende vekselvirkning A*C(B) pooles ned i residualen:
Velg ( “Input dialog” og slet virkningen A*C(B) 1 vinduet “GLM Model Specifications”.

Vi fir da en ny variansanalysetabel:
Type III Sums of Squares

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Metoder 651,951 1 651,951 299,11 0,0000
Grupper 16,0517 2 8,02583 3,68 0,0403
Metoder*Grupper 1,18722 2 0,593611 0,27 0,7639
Hold (Grupper) 39,2583 6 6,54306 3,00 0,0247
Residual 52,3117 24 2,17965

Total (corrected) 760,76 35

All F-ratios are based on the residual mean square error.

Af E(s?)-varianskomponentsammensatningen fra spergsmal a) ses, at tilstedevarelse af
vekselvirkningen A*B kan testes ved at udregne dens F-ratio med “Residual”. Statgraphics har
fundet F=0,27 svarende til en P-Value 0,7639 storre end 0,05 . Sa der er
ikke tegn pd vekselvirkning mellem metoder og grupper.
d) Den manglende vekselvirkning A*B pooles ned i residualen:
Vealg ( “Input dialog” og slet virkningen A*B 1 vinduet “GLM Model Specifications”.

Vi fér da en ny variansanalysetabel:
Type III Sums of Squares

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Metoder 651,951 1 651,951 316,84 0,0000
Grupper 16,0517 2 8,02583 3,90 0,0330
Hold (Grupper) 39,2583 6 6,54306 3,18 0,0178
Residual 53,4989 26 2,05765

Total (corrected) 760,76 35

All F-ratios are based on the residual mean square error.

Af E(s?)-varianskomponentsammenszatningen fra spergsmal a ses, at tilstedevarelse af
C(B) kan testes ved dens F-ratio med “Residual”. Vi finder
C(B): Hold i grupper har en virkning (P_value=0.0178<0.05, dvs. 1-stjernet signifikans).

Af E(s?)-varianskomponentsammenszatningen fra spergsmal a ses, at tilstedevarelse af
A kan testes ved dens F-ratio med “Residual” (idet A*C(B) = 0)
B kan testes ved dens F-ratio med  C(B)

Dette giver folgende variansanalysetabel:
Type III Sums of Squares

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Metoder 651,951 1 651,951 316,84 (0) 0,0000
Grupper 16,0517 2 8,02583 1,23(1) 0,3576
Hold (Grupper) 39,2583 6 6,54306 3,18(0) 0,0178
Residual 53,4989 26 2,05765

Total (corrected) 760,76 35

F-ratios are based on the following mean squares:
(0) Residual
(1) c(B)

Vi finder heraf:

Metoder har en virkning (P-value =0,0000 < 0,001, dvs. 3-stjernet signifikans)

Ingen tegn pd at grupper har en virkning ( P-value =0,3576 > 0,05 ), men svarende til at vi ikke
har testet B mod Residual, sé pooler vi ikke B ned i residualen, fordi

E(s}) = 120} + 407 + o ogsd indeholder en stor komponent o # 0,som ikke skal have lov
til at gdeleegge residualen.
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3.5 Split-Plot forsgag

e) Valges ( den gule ikon “Tabular Options” | Table of Means ) fas:

Table of Least Squares Means for Respons with 95,0 Percent Confidence Intervals

Stnd Lower Upper
Level Count Mean Error Limit Limit
GRAND MEAN 36 19,3333 0,239075 18,8419 19,8248
Metoder
1 18 23,5889 0,338103 22,8939 24,2839
2 18 15,0778 0,338103 14,3828 15,7728
Grupper
1 12 20,125 0,738414 18,3182 21,9318
2 12 19,3833 0,738414 17,5765 21,1902
3 12 18,4917 0,738414 16,6848 20,2985
Hold within Grupper
1 1 4 18,675 0,717225 17,2007 20,1493
2 1 4 22,55 0,717225 21,0757 24,0243
3 1 4 19,15 0,717225 17,6757 20,6243
4 2 4 18,925 0,717225 17,4507 20,3993
5 2 4 19,825 0,717225 18,3507 21,2993
6 2 4 19,4 0,717225 17,9257 20,8743
7 3 4 19,05 0,717225 17,5757 20,5243
8 3 4 18,15 0,717225 16,6757 19,6243
9 3 4 18,275 0,717225 16,8007 19,7493

Det ses heraf (og af spergsmadl d), at det vigtigste er at velge metode 1,

da den giver langt hgjere kvalitet end metode 2.

Endvidere ses, at den paviste variation fra hold hovedsagelig skyldes, at hold 2 giver noget
hgjere kvalitet end de andre de hold. Det kunne tyde pa, at det nastvigtigste er at

sammensatte/samarbejde et godt hold.

f) Estimation af varianskomponenter:
Da der ikke fandtes vekselvirkning mellem metoder og hold i1 grupper (sporgsmal b), sd ma

. . . . 2
vi estimere denne varianskomponent til nul: o,c~0.

Af E(s?) - varianskomponentsammenszatningen fra spergsmal a fis
E(sl)= 40+ 0’
Heri indsattes s> veerdierne fra variansanalysetabellen, si vi far : 6.54306 ~ 40‘é + 2.05765,

hvoraf oo ~ 1121

| 4
Ovelse 3.2 (split-plot, fixed, random, sidedelt variansanalyse) Regn opgave 22 side 244.

Tolkning af “Model koefficienterne”.
Onskes et estimat for den bedste kvalitet, vaelges ( den gule ikon “Tabular Options” | Model Koefficients |OK ).
Det giver folgende udskrift:

95,0% confidence intervals for coefficient estimates (respons)

Standard

Parameter Estimate Error Lower Limit Upper Limit V.I.F.
CONSTANT 19,3333 0,239075 18,8419 19,8248

metoder 4,25556 0,239075 3,76413 4,74698 1,0
grupper 0,791667 0,338103 0,0966839 1,48665 1,33333
grupper 0,05 0,338103 -0,644983 0,744983 1,33333
hold (grupper) -1,45 0,585612 -2,65375 -0,246254 1,33333
hold (grupper) 2,425 0,585612 1,22125 3,62875 1,33333
hold (grupper) -0,458333 0,585612 -1,66208 0,745412 1,33333
hold (grupper) 0,441667 0,585612 -0,762079 1,64541 1,33333
hold (grupper) 0,558333 0,585612 -0,645412 1,76208 1,33333
hold (grupper) -0,341667 0,585612 -1,54541 0,862079 1,33333

For at kunne tolke en sddan udskrift, mad man kende til Statgraphics indferelse af sdkaldte “dummy variable” (ogsa
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kaldet “indikator variable”.

Til karakterisering af de 2 metoder indferes en variabel v, som har verdien +1 for metode 1 og -1 for metode 2.
Til karakterisering af de 3 grupper indferes 2 variable vy, 0og v, og til karakterisering af de 3 hold indenfor hver
ruppe indferes 2 - 3 variable v, Ve, Ves,Ves, Vo, Vg Vardierne fremgar af det folgende skema.

gruppe | hold Vg1 | Ve ver | Ve Veu Ves Ver | Ves
Bl Cl 1 0 1 0 0 0 0 0
Bl C2 1 0 0 1 0 0 0 0
Bl C3 1 0 -1 -1 0 0 0 0
B2 C4 0 1 0 0 1 0 0 0
B2 C5 0 1 0 0 1 0 0
B2 Cé6 0 | 0 0 -1 -1 0 0
B3 C7 -1 -1 0 0 0 0 1 0
B3 C8 -1 -1 0 0 0 0 0 1
B3 Cc9 -1 -1 0 0 0 0 -1 -1

Verdierne gives ved, at for en bestemt variabel, sé skrives der 1 i den rubrik, som svarer til variablens niveau, der

skrives -1 ud for det sidste niveau, og 0 i resten.

Den givne model bliver med “dummy variable” skrevet

Y= Ko+ Ky vyt Ky v Ky vy KV vt K v vy T KV T Ky Ve, Kg Ve Kt Vs K vy
Ky Ves TR Ve Ve H K3 Vs Ve Ky Ve Ve T K5 vt Ves T Kigt V, Ve Kt v, Ve,

Da den fundne model ikke har vekselvirkninger A*B og A*C(B), er

ky=ks =k, =kj; =k, =k;s=k;s=k;=0

Modellen er derfor reduceret til

Y= kot kvt koovg kv t Ko ve TRe Ve HKg Vs H Ko Ves T Kyor Ve Tyt v

Af udskriften fas konstanterne

Parameter Estimate
CONSTANT =k, = 19,3333
metoder =k, = 4,25556
grupper =k, = 0,791667
grupper = k; = 0,05
hold(grupper) = k; = -1,45
hold (grupper) = k; = 2,425
hold (grupper) = kg = -0,458333
hold (grupper) = k, = 0,441667
hold(grupper) = ki = 0,558333
hold (grupper) = k;; = -0,341667

Onskes et estimat for den bedste kvalitet, sa skal der veelges metode 1 og i gruppe B1 at valge hold 2.
Af skemaet ses, at det sker ved i ovenstdende model, at satte v, = 1, vg,=1, v.,=1 og resten til 0.
Vifarda: Y, =19.333 +4.255 + 0.79167 + 2.425 =26.80
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3.5.3. SPLIT-PLOT FORSOG MED BLOKFAKTOR.

Et split-plot forseg hvori der ogsd indgar en blokfaktor er i praksis ogsa ofte forekommende. I
dette afsnit illustreres det ved to eksempler. I eksempel 3.9 indferes blokke i et til eksempel 3.6
svarende landbrugsforseg, mens eksempel 3.10 er et typisk forsgg med at afprove medicin pa
forsegspersoner (her mus).

Eksempel 3.9 (Split-plot med blokke) (udarbejdet af Bjarne Hellesen)

Man onsker at undersoge tre godninger G1, G2, G3 og to plojemetoder P1, P2. Fire bondegdrde
(blokke) Bl, B2, B3, B4 udvceelges tilfeeldigt. Pa hver gdrd veelges for hver plojemetode en
tilfeeldig strimmel mark, dvs. i alt 8 markstrimler Ul, U2, ..., U8 (hovedplot-forsogsenheder =
whole plot experimental Units). Hver markstrimmel, opsplittes i 3 dele (split-plots), som
kombineres tilfeeldigt med de tre godninger. Altsa 24 split-plots:

Plgjemetoder Godninger Mark Gard
P2 | G2 | G | G1 | Ul
Bl
Pl | G | G3 | G2 | L2
Pl | G | 61 | 63 | U3
B2
P2 | G | G1 | G2 | U4
Pl | G | & | 61 | Us
B3
P2 | G2 | G1 | G | U6
P2 | & | G2 | 61 | u7
B4
Pl | G | G2 | G3 | U8

Ovenstdende er et split-plot design: De 6 behandlinger P1G1, P1G2, P1G3, P2G1, P2G2, P2G3
er ikke kombineret tilfeeldigt med de 6 split-plots i en blok (=gard), sdédan som det ville vaere
tilfeeldet 1 et randomiseret blokforseg:

[ PGt | P2G2 | PIG2 | Ul
[ P2G3 [ PGl [ PIGZ | U2 Bl
| P61 | PIG3 | PIGL | U3
| P62 | PGz | P2G3 | U4 B2
| P61 | PG | PIG2 | U5
[ PIG3 [ P2G3 | PIGI | U6 .
| P62 | PiGl | P2G3 | U7
| pi1G3 | PiG2 | P2Gl | U8 B
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Fordele ved split-plot: 1) Praktisk at plgje hele markstrimler uden at skifte plojemetode.
2) Mindre stgj pa testning af G og P*G.
Ulemper ved split-plot: Nogle frihedsgrader mistes, is@r ved test af hovedfaktoren P .

Det indses, at den mest omfattende linecere model for udbyttet Y er (led i standardreekkefolge!):
Y= u +B+P+B*P+G+B*G+ P*G + B*P*G + U(B,P) + G*U(B,P) + Eps(B,P,G,U)

Udbytterne blev:

Gard Metode Mark Gedning G1 | Gedning G2 | Gedning G3

N L T T T
f P2 Ul 35 39 37

B2 P1 U3 63 67 69
P i ua i el i 6 i 60

B3 Pl Us 56 62 60
f P2 U6 45 47 48

B4 P U8 46 53 47
| o - T ST S T

a) Find varianskomponentsammenscetningen, og de tilhorende frihedsgrader.

b) Undersog, om folgende virkninger er 0:
P*G, G, P, B*G safremt B*P*G=0, B safremt B*P=0.

c) Antag, at B*P*G=0, og benyt resultatet fra b) til at forenkle af modellen yderligere.
Synes den forenklede model god?

d) Sammenlign godninger. Sammenlign plojemetoder. Sammenlign bondegdrde.

e) Er forsoget bedst egnet til at sammenligne godninger, plajemetoder eller bondegarde?

LOSNING:

a) Benyttes EMS-program fas
The input:
B Ran 4 P Fix 2 G Fix 3 U Ran 1 Eps Ranl mu + B + P + B*P + G +B*G +P*G
+ B*P*G +U(B,P) + G*U(B,P)
gives the output:

EMS (B) = 6*V(B) + 3*V(U) + V(Eps)

EMS (P) = 12*f(P) + 3*V(B*P) + 3*V(U) + V(Eps)
EMS (B*P) = 3*V(B*P) + 3*V(U) + V(Eps)

EMS (G) = 8*f(G) + 2*V(B*G) + V(G*U) + V(Eps)

EMS (B*G) = 2*V(B*G) + V(G*U) + V(Eps)

EMS (P*G) = 4*f (P*G) + V(B*P*G) + V(G*U) + V(Eps)
EMS (B*P*G) = V(B*P*G) + V(G*U) + V(Eps)

EMS (U) = 3*V(U) + V(Eps)

EMS (G*U) = V(G*U) + V(Eps)

EMS (Eps) = V (Eps)
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Nu kan man tilfeje de tilherende frihedsgrader f og eventuelt skrive alt med sadvanlig
symbolik:

E(s;) = 6.0, + 3.0, + o°, 3

E(s;) = 12-0; + 305 + 3.0y, + o’ 1

E(s;,) = 3-04p + 3.0, + o, 3.1=3
s.) = 8.0 Xe) o, o, -1=

E(s; 80, + 205 + ol + o 3-1=2

E(sy;) = 2.0 + o, + o, 3. 2=6
S = o o o, o, =

E ?JG 4 1230 * lz?PG * é‘U + o 1-2=2

E(Sppg) = O apg + o + 07, 3-1-2=6

E(sp) = 3.0; + o7, 4-2-(1-1)=0

E(sgy) = ooy o, 2.0=0

E(s)) = o, 0

Data indsattes i Statgraphics (U-sgjlen kunne udelades, da U har 0 frihedsgrader):

B P G U Y

11 1 2 46

11 2 2 48

1 1 3 2 49

121 1 35

12 2 1 39

12 3 1 37

2 1 1 3 63

2 1 2 3 67

2 1 3 3 69

2 2 1 4 61

2 2 2 4 65

2 2 3 4 60

311 5 56

31 2 5 62

31 3 5 60

3 2 1 6 45

3.2 2 6 47

3 2 3 6 48

4 1 1 8 46

4 1 2 8 53

4 1 3 8 47

4 2 1 7 28

4 2 2 7 29

4 2 3 7 28

Vealg GLM og st

Dependent variable: Y

Categorical factors: B, P, G (som Statgraphics kalder A, B og C). Bemark, at markstrimler U
ikke medtages, da U har 0 frihedsgrader.

GLM specifications: A, B, A*B, C, A*C, B*C. Bemerk, at UB P) og G*U(B P) ikke
medtages, da de har 0 frihedsgrader. Bemark, at A*B*C ikke skrives, da residualen sa ville
blive 0, idet der ingen gentagelser er til bestemmelse af forsegsfejlens varians.

Sa fas:

General Linear Models

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 3529, 67 17 207,627 47,31 0,0001
Residual 26,3333 6 4,38889

Total (Corr.) 3556,0 23
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Type III Sums of Squares

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
B 2398,33 3 799,444 182,15 0,0000
P 864, 1 4,0 196,86 0,0000
B*P 195,667 3 65,2222 14,86 0,0035
G 57,0 2 28,5 6,49 0,0316
B*G 7,66667 6 1,27778 0,29 0,9206
P*G 7,0 2 3,5 0,80 0,4930
Residual 26,3333 6 4,38889

Total (corrected) 3556, 0 23

All F-ratios are based on the residual mean square error.

R-Squared = 99,2595 percent, R-Squared (adjusted for d.f.) = 97,1613 percent

Af varianskomponentsammensatningen ses, at P*G  kan testes mod residualen (=B*P*Q).
P*G: P_value = 0.4930 > 0.05 ===> PG=0, ingen vekselvirkning mellem P og G.
Vi kan nu foretage en pooling af PG . Endvidere fremgar det af varianskomponentsammensaet-
ningen, at

G kan testes mod B*G,

P kan testes mod B*P,

B*G kan testes mod B*P*G, sdfremt B*P*G antages at vare uden betydning,

B kan testes mod B*P |, sdfremt B*P  antages at vare uden betydning.

Dette giver folgende variansanalysetabel:

Type III Sums of Squares

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
B 2398,33 3 799,444 12,26(1) 0,0344
P 864,0 1 864,0 13,25(1) 0,0358
B*P 195,667 3 65,2222 15,65(0) 0,0010
G 57,0 2 28,5 22,30(2) 0,0017
B*G 7,66667 6 1,27778 0,31(0) 10,9164
Residual 33,3333 8 4,16667

Total (corrected) 3556,0 23

F-ratios are based on the following mean squares:
(0) Residual
(1) A*B
(2) A*C

G: P value=0.0017 <0.01 ==> G # 0 (2-stjernet signifikans)

P: P _value=10.0358 <0.05 ===> P # 0 (1-stjernet signifikans)

B*G: P_value = 0.9164 > 0.05 ===> B*G=0, sdfremt B*P*G antages at vare uden betydning

B: P _value=0.0344 <0.05===> B # 0 (1-stjernet signifikans). Skulle B*P # 0, kan det ikke
svaekke den opnaede konklusion “B # 0", men det ville svaekke en eventuel konklusion
“B=0", fordi neevneren i1 F-testet 1 middel er for stor, idet

EMS(B)  6:V(B)+3-V(U)+ V(EPS)
EMS(B*P) 3-V(B-P)+3-V(U)+ V(EPS)'
Konklusion: Gedningerne giver uens middeludbytte.

Plojemetoderne giver uens middeludbytte.

Der synes ikke at vare nogen vekselvirkning mellem bondegdrde og
godninger.

Det var godt at indfere bondegédrde som blokke.
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3.5 Split-Plot forsgag

¢) Yderligere forenkling af modellen
Antages, at 3-faktorvekselvirkningen B*P*G=0, har vi vist, at BG=0. I variansanalysetabellen
vil Residual og BG da begge reprasentere split-plot-stgjen V(G*U) + V(Eps), saledes at BG kan
pooles ned i Residualen:  ( Input dialog | OK | slet A*C | OK).

Idet vi sa skal teste G mod Residualen, fas
Type III Sums of Squares

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
B 2398, 33 3 799,444 12,26(1) 0,0344
P 864,0 1 864,0 13,25(1) 0,0358
B*P 195,667 3 65,2222 22,27(0) 0,0000
G 57,0 2 28,5 9,73(0) 0,0022
Residual 41,0 14 2,92857

Total (corrected) 3556, 0 23

F-ratios are based on the following mean squares:
(0) Residual
(1) A*B
R-Squared = 98,847 percent R-Squared (adjusted for d.f.) = 98,1058 percent

Vi ser, at de tidligere konklusioner ikke @ndres.

R-squared = 98,85 % > 85 % viser, at den forenklede model synes god.
d) Vealges “ Table of Means” fis:

Table of Least Squares Means for Y with 95,0 Percent Confidence Intervals

Level Count Mean Error Limit Limit
GRAND MEAN 24 49,5 0,349319 48,7508 50,2492
B

1 6 42,3333 3,29702 31,8407 52,8259
2 6 64,1667 3,29702 53,6741 74,6593
3 6 53,0 3,29702 42,5074 63,4926
4 6 38,5 3,29702 28,0074 48,9926
P

1 12 55,5 2,33135 48,0806 62,9194
2 12 43,5 2,33135 36,0806 50,9194
B by P

1 1 3 47,6667 0,988024 45,5476 49,7858
1 2 3 , 0,988024 34,8809 39,1191
2 1 3 66,3333 0,988024 64,2142 68,4524
2 2 3 62,0 0,988024 59,8809 64,1191
3 1 3 59,3333 0,988024 57,2142 61,4524
3 2 3 46,6667 0,988024 44,5476 48,7858
4 1 3 48,6667 0,988024 46,5476 50,7858
4 2 3 28,3333 0,988024 26,2142 30,4524
G

1 8 47,5 0,605038 46,2023 48,7977
2 8 51,25 0,605038 49,9523 52,5477
3 8 49,75 0,605038 48,4523 51,0477
Heraf ses, at Gadning G2 giver storre udbytte end G1  ( intet overlap)

Plgjemetode P1 giver storre udbytte end P2 ( na&sten intet overlap)

Bondegdrd B2 giver storre udbytte end Bl og B4 ( intet overlap)

e) Plojemetoderne har en udbytteforskel pd 12, bondegirdene pa cirka 22, mens den for
gadningerne kun er cirka 4. Alligevel fandt vi en meget lavere P_value for gadningerne, idet
split-plot-fejl sedvanligvis er mindre end hovedplotfejl. Dvs.

Forsegsplanen er s&rlig velegnet til at sammenligne gedninger.
Desuden er det praktisk at plgje lange stykker ad gangen.

L 4

Dettilsvarende randomiserede blokforseg ville vaere darligere til at ssmmenligne gedninger, idet
stajen sd ogsa ville komme fra hovedplots. Og plgjningen ville blive upraktisk.
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3. Fixed, random sidedelt, trinvist og nixed factor anal yser

Da modeldannelsen ved denne type split-plot forseg erfaringsmassigt er vanskelig gennemgés
endnu et eksempel herpa.

Eksempel 3.7. (split-plot med blok)  (hentet fra SFII eksempel 75 side 243)

Ved en undersogelse af et farmekas evne til at scenke blodkoncentrationen hos mus skulle det
afgores, om forbehandling af dyrene med 4 forskellige fodertyper igennem en maned forud havde
betydning. Endvidere var man interesseret i at undersoge om en eventuel fodereffekt influerede pd
dosisafhengigheden. Man anvendte derfor i forsoget 2 forskellige dosiskoncentrationer af
farmekaet. Da man har erfaring for at mus fra samme kuld reagerer mere ensartet end hvis man
tilfeeldigt udtager mus til forsoget, anvendes mus af samme kuld som blokfaktor.

1)  Beskriv et split-plot forseg, hvor der ogsd pd en skitse vises den resulterende forsegsplan.
2)  Opstil en model for forsoget, og angiv varianskomponentsammenscetningen og de tilhorende
frihedsgrader

I opgave 26 fortsetter eksemplet, idet forsegsresultaterne er angivet, og der enskes en statistisk
analyse af forsoget.

LOSNNG:

1) Forsggsplan.
5 kuld pa hver 4 mus udtages (tilfzeldigt af en sterre samling mus). De 4 mus i et kuld bliver
(igen randomiseret) fodret med hver sin foderblanding i en méned. Hver af de 20 mus fik nu
indsprojtet en af de to doseringer af farmekaet. Hvilken det blev bestemtes ved lodtraekning. Efter
en vis tid méltes den procentvise senkning af blodsukkerkoncentrationen. Efter en passende
pause (séledes at der ikke var tale om eftervirkning af forste dosis) fik hver mus derpé den anden
dosering af farmekaet og efter den samme tid som for maltes den procentvise senkning af
blodsukkerkoncentrationen.

Dette kan skitsemaessigt skrives sadan:
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3.5 Split-Plot forsgag

Foderblandinger Dosiskoncentration Mus Kuld
2 D2 D1 1
1 D1 D2 2 1
4 D1 D2 3
3 D2 D1 4
3 D1 D2 5
1 D1 D2 6 2
4 D2 D1 7
2 D1 D2 8
2 D2 D1 9
1 D2 D1 10
4 D2 D1 11 3
3 D1 D2 12
1 D1 D2 13
2 D2 D1 14
4 D2 D1 15 4
3 D1 D2 16
4 D1 D2 17
2 D1 D2 18
3 D2 D1 19 >
1 D2 D1 20

2) Opstilling af model.
Idet M = mus er den fuldsteendige model for forsgget (med Statgraphics betegnelser)

Y=y +K+F+K*F+D+K*D+F*D+ K*F*D+ M(K F)+D*M(K F)+ ¢
Gller éljklm; /,l + K; + F; + KF;; + D], + KD;I( + FD"]( + KFD;“( + M{IJ)1+ DM{ij\kli & mm

Opstilling af varianskomponenttabel:

Benyttes EMSwin programmet fas:

The input:

KRan 5 F Fix 4 D Fix 2 MRan 1 Eps Ran 1 mu + K + F +K*F + D + K*D +F*D +K*F*D
+M (K, F) +D*M (K, F)

gives the output:

EMS (K) = 8*V(K) + 2*V(M) + V(Eps)

EMS (F) = 10*f(F) + 2*V(K*F) + 2*V (M) + V(Eps)
EMS (K*F) = 2*V(K*F) + 2*V (M) + V(Eps)

EMS (D) = 20*f(D) + 4*V(K*D) + V(D*M) + V(Eps)
EMS (K*D) = 4*V(K*D) + V(D*M) + V(Eps)

EMS (F*D) = 5*f(F*D) + V(K*F*D) + V(D*M) + V(Eps)
EMS (K*F*D) = V(K*F*D) + V(D*M) + V(Eps)

EMS (M) = 2*V (M) + V(Eps)

EMS (D*M) = V(D*M) + V(Eps)

EMS (Eps) = V (Eps)
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3. Fi xed,

En tabel over friheds

random si dedel t,

trinvist og nmixed factor anal yser

radstallet er folgende:

f
K f,=5-1=4
F fp=4-1=3
KF fop =1 - =12
D f,=2-1=1
K*D fip=1x - f,=4
F*D fip =1 - f,=3
K*F*D ferp =1 - fr - =12
M(K,F) fy=5-4-(1-1)=0
D*M(K;F)
£
Total 38

Afvarianskomponentskemaet ses, at SIZ(D - kan benyttes til testning af vekselvirkningen FD mellem

fodertype og dosis. Endvidere at S,z(D kan benyttes til testning af dosis.

Hvis man tror, at blokfaktoren kuld ikke vekselvirker med underfaktoren dosis, kan man benytte

en pooling af de to (forsegsfejl 2) til testning af de to faktorer. Endelig ses, at SIZCF (forsagsfejl 1)

kan benyttes til testning af fodertype .

Da modelkomponenterne M og DM vedrerende mus har frihedsgradstallet 0 kan de ikke indtastes

1 Statgraphics, men de benyttes ved testningen.

Ovelse 3.3 (split-plot) Regn opgave 26 side 246.
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3.6 Satterthwaites netode

3.6 SATTERTHWAITES METODE (skrevet af Bjarne Hellesen)

Uddrag fra en variansanalyse:

Variation f 52 E(s%)

C 2 400.0 | E(si)=120% +60% +40 . +0°
AC 4 20.0 E(Sic) = 3G§1C +o2
BC 10 10.0 E(s3.) = 402 +0°

Residual 25 5.0 E(s})= +o?

For at kunne teste hovedvirkning af C mangler vi en s> -storrelse med varianssammensaetningen
607 +40pc +0” . Sivi konstruerer en brugbar linearkombination:

Sin =255 +55c —255 =2-20+10-2-5=40

( brugbar idet E(sp, =2-(3075c+0°)+ (4050 +0°) =207 = 605 + 405 +07).

Nu kan vi danne F-ratio F = s _ 400 10.0
- C — T p— E = A

Slin

og sammenligne med ) o5 (f7, f ) Herer f; = f- =2mensvi beregner [, = f, tilnaermet
5 \2
(Szm) 40°
af formlen /', = f;, = = =386
v =1 (25 )2 (53 )2 (- 2S2)2 40> 10° 10°
AC BC 0 + +
+ + 4 10 25

fAC fBC fO

Da 3.86 ligger mellem de hele tal 3 og 4, gar vi ind i1 F - tabellen med disse hele tal, laeser
Fy95(2,3) =955,  Fy95(2,4) =6.94 og finder ved linezr interpolation

Fy95(2,3.86) = 955+ 3'56_33 (694 -955) =731<10.00

Analogt leses F, 99(2,3) =308,  F{49(2,4) =18.0 og ved linezr interpolation fas

386-3
Fogo(2:386) =308+~

Vores F-test giver altsa 1-stjernet signifikans , dvs. C#0.

-(18.0-30.8) =19.8 > 10.00
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4. Regressionsanalyse

4 REGRESSIONSANALYSE

4.1 INDLEDNING

En regressionsanalyse har til formal at teste og estimere virkningen af én eller flere kvantitative
faktorer , dvs. faktorer hvis niveauer er karakteriseret ved en malelig egenskab. Eksempler pa
kvantitative faktorer er temperatur T, tryk p og mangden af katalysatormasse ved en kemisk
proces.

Vivilidette kapitel beskaftige os med linezer regressionsanalyse, hvorved forstés regressionsa-
nalyse péd en model, som er linezr i modellens parametre.

De folgende 4 ligninger er eksempler pa lineare modeller, som vi i det folgende vil analysere ved
hjeelp af Statgraphics (x, x, og x, er de kvantitative variable).
Y=a,+ px,+ B,x, , hvor parametrene er «,, 5, 0g S, og

Y=a,+pBx + Bx, + Bix,x, + B,x; + B.x; , hvor parametrene er a,,,5,,5;,5,08 P,

Mere komplicerede lineere modeller, som eksempelvis

Y =a,+ px; + B, tan(x,) + B,x,x, , hvor parametrene er «,,f,,5, 08 f;,

er sd kompliceret, at en analyse ved hjelp af Statgraphics ferst kan ske, efter at man har
omskrevet ligningen til Y =a,+ Bz, + B,z, + Byz;, hvor z, = x},z, = tan(x,) 0g z, = x,X, .

Modeller som ikke umiddelbart er lineaere, men som en transformation kan geres lineare, er
eksempelvis

prx

eksponentialfunktionen Y = a -e”" , som kan omformes til In(Y) = In(e) + - x som er lineaer

1 parametrene ¢, =In(e) og A, og

B

potensfunktionen Y =« -x”, som kan omformes til In(Y)=In(a)+ - In(x), som er linear 1

parametrene o, =1In(ax) og S.

Et eksempel pa en ikke linezer model, som heller ikke ved transformation kan geres linear, er
Y=0ax+p e

De grundleggende begreber vedrerende “enkelt regressionsanalyse” forudsettes kendt'. En kort
repetition af de vaesentligste begreber kan dog findes 1 afsnit 4.2.1.

De grundlaeggende begreber fra “enkelt regressionsanalyse” er de samme for de storre modeller
med mange uafh@ngige variable, men formlerne er naturligvis mere komplicerede, og kraever
kendskab til matrixregning. De veasentligste formler er angivet i appendix 4.1, hvor der ogsa er
angivet, hvorledes man kan foretage beregningerne ved anvendelse af et program som Maple, der
kan hindtere store matricer.

'Se evt. M. Oddershede Larsen: Videregéaende Statistik
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4.2 Regressionsanalyse med 1 faktor

4.2 REGRESSIONSANALYSE MED 1 FAKTOR

Indledning

Vi vil 1 dette kapitel

1) repetere de vigtigste begreber for modellen Y = , + S, x, og se pd modeller, som ved en
transformation kan overfores til en sddan linear model.

3)  Dbetragte polynomiale modeller af formen Y=a, + Bx+ B,x° +. . . + B x".

4.2.1 Enkelt Regressionsanalyse
4.2.1.1 Regressionsanalyse med gentagelser.

Der gives i dette afsnit ved hjelp af folgende eksempel en kort repetition af de vigtigste begreber
og af hvorledes man foretager en enkelt regressionsanalyse ved benyttelse af Statgraphics.

Eksempel 4.1 (enkelt regression) (F85)

Metalpladers overflader oxideres i en ovn ved 200° C. Med henblik pd en undersogelse af
sammenhcengen mellem det oxiderede lags tykkelse y (i dngstrom) og tiden t (i minutter) foretog
man folgende uafhcengige malinger:

Tiden t 20 30 40 60 70 90 100 120 150 180

Tykkelsey | 4.2 7.4 8.8 13.6 | 13.1 | 149 | 20.0 | 23.1 | 27.5 | 329
4.9 6.9 8.2 12.0 | 124 | 16.8 | 21.2 | 252 | 25.1 | 324

Det formodes pd forhand, at middelveerdien af Y indenfor mdleomrddet [20 ; 180] kan beskrives
som et forstegradspolynomium i x: E(ﬂx) =a,+fx.
1)  Test denne formodning, og undersog ogsd rimeligheden heraf ved at se pd et residualplot.
Vurder ogsd om der er eventuelle “outliers”™
2)  Angiv forudscetningerne for en regressionsanalyse.
Undersog derncest:
a) ved et normalfordelingsplot om kravet om normalitet er opfyldt.
b) dels ved et residualplot, dels ved Bartletts test om kravet om varianshomogenitet er
opfyldt.
1 bekrceeftende fald onskes:
3) testafom Y er uafhengig af x , dvs. af H,: Heldningskoefficienten S, = 0.

4)  angivet regressionsligningen Y =a+b-x , hvor a og b er estimater for 0, 0g B, .
5) angivet et 95% konfidensinterval for p,
6) angivet et 95% konfidensinterval for middelveerdien af tykkelsen y, ndr t = 100 minutter.

LOSNING:
1) Data indtastes i Statgraphics péd sedvanlig méde (se evtuelt appendix A):

x
20
20
30
30
40
40

¢ 0000 Oy ~d W K
e~ NS <<
¢ N WO O N
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4.

Regressionsanalyse

Regressionsanalysetabel opstilles
Velg ( Relate | Simple Regression | indsat £ og y | OK).

Der fremkommer en tegning og folgende variansanalysetabel:
Regression Analysis - Linear model: Y = a + b*X

Dependent variable: y
Independent variable: t

Standard T
Parameter Estimate Error Statistic P-Value
Intercept 1,65415 0,599582 2,75883 0,0129
Slope 0,172975 0,00603212 28,6756 0,0000

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 1486,44 1 1486,44 822,29 0,0000
Residual 32,5383 18 1,80768

Total (Corr.) 1518, 98 19

Correlation Coefficient = 0,989231 R-squared = 97,8579 percent

Standard Error of Est. = 1,3445

Correlation Coefficient = 0,99915 R-squared = 99,83 percent

Da vi har gentagelser ignoreres den fremkomne udskrift i ferste omgang.
Velg ( gul ikon = Tabular Options | Lack of Fit test | OK ). Denne giver folgende tabel:

Analysis of Variance with Lack-of-Fit

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 1486,44 1 1486,44 822,29 0,0000
Residual 32,5383 18 1,80768
Lack-of-Fit 22,7283 8 2,84104 2,90 0,0591
Pure Error 9,81 10 0,981
Total (Corr.) 1518, 98 19

Lad nulhypotesen vare H: “Forstegradsmodellen gaelder”.
S2
Af udskriften ses, at /), = l"gk =2.90, med en P - value pa 0.0591. P et signifikansni-
So
veau pa 5%, ses, at [,_ma accepteres, dvs. vi kan antage, at indenfor mileomradet giver
forstegradsmodellen en rimelig god beskrivelse af resultaterne,

Tegningen viser det samme.

Her er der yderligere tegnet dels 95% konfidensintervallinier (det inderste sat linier), dels
de sdkaldte 95% pradistinationsintervallinier.

95% konfidensintervallerne angiver indenfor hvilke intervaller “middelvaerdierne med 95%
sikkerhed vil falde, mens predistinationsintervallerne (“forudsigelsesintervallerne™)
forudsiger indenfor hvilke intervaller vaerdien af en kommende observation med 95%
sikkerhed vil falde.

Regressionslinien gar altid gennem punktet (x, ) ), og de neevnte intervaller er smallest her
pa midten og bliver bredere ud mod randen af mileomrédet.
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4.2 Regressionsanalyse med 1 faktor

Plot of Fitted Model

40 j\ T T T T T \i

>

For yderligere at vurdere om den lineare model er rimelig, betragter vi et residualplot.
Velg (bld ikon= Graphical options | Residual versus predicted | OK )

Tegningen viser de sdkaldte “studentized residuals™ .

De s@dvanlige residualer fas af: (Cursor pa tegning | hgjre musetast |Residuals).

Dette giver tegningen nedenfor.

Residual Plot

32 :*‘ i T T ‘,:

125 “ . E

021 - . .

residual

o8- . “ 1
8% D 1

28 :,‘ ‘ ‘ C ‘f
0 10 20 30 40

predicted y

Idet det er middelvardierne der skal ligge péa den rette linie, ses at netop gennemsnitspunk-
terne fordeler sig tilfeldigt omkring linien.

En “outliers” er punkter, som ligger sd langt fra hvad man ville forvente ud fra modellen,
at det krever en nermere undersggelse (det kunne vere en fejlmaling),
Man har forskellige méder at undersoge det pa.
a)  Man kan se om der er punkter der ligger uden for predictionsgranserne.
Kun et enkelt punkt ligger lige pa graensen, sé det er ikke foruroligende.
b) Man kan ogsé (lidt primitivt) undersege om der er residualer, der er sterre end 3- o,
da man ved, at 99.5 % af punkterne ber falder indenfor.

Vi har, at 3-0=3-+/0.981 =2.97, og af residualplottet ses igen, at kun et punkt
synes at ligge lige pa grensen.

c) Idetkonfidensintervallerne jo ikke er lige brede, sd kan man normere residualerne (se
eventuelt 1 appendix 4.1 herom). Dette er den sakaldte “studentized residuals” , som
Statgraphics automatisk beregner:
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4.

2)

Regressionsanalyse

Residual Plot

Tg 25F ‘ — ‘ =
S o1sF ]
wn L
g i :
- 03F ., ’ . ]
5 -0,5 C . ° |
S [ .
< -15F 7
5 L
— r o
75 25E, ) ) ) A

0 10 20 30 40

predicted y

Den kommer ogsé med forslag hertil:
Vealg(Tabular Options | Unusual Residuals | OK). Resultatet blev

Unusual Residuals

Predicted Studentized
Row X Y Y Residual Residual
16 120,0 25,2 22,4112 2,78885 2,43
18 150,0 25,1 27,6004 -2,5004 -2,20

Statgraphics foresldr, at der er 2 punkter der er mistankelige, idet den s&tter graensen
ved 2. Det er imidlertid nok for snaver en graense, idet man saedvanligvis forst géar
ind, hvis “Studentized residual” er over 3.

Mindste kvadraters metode kan man altid udfere, sd en ret linie og vurderinger ud fra en

tegning kraver ingen forudsatninger.

Forst nér man vil udfere test, beregne konfidensintervaller osv, s ma man forudseette:

a)  De enkelte observationer ), er indbyrdes uath@ngige (eksempelvis hvis der udferes

flere malinger til samme tid skal de vere indbyrdes uafhangige, ligesom det ogsé
skal gaelde mélinger til forskellige tidspunkter.
Punktet kan opfyldes ved en hensigtsmassig forsegsplan (eksempelvis ved at udfere
et fuldsteendigt randomiseret forseg).

b) For hver vaerdi af x er ¥ = E(ﬂx) +¢&=p, + B,x+ ¢, hvor residualen & er en
statistisk variabel som forudsattes, at veere normalfordelt med middelvaerdi 0 og

varians 0.
Idet V(Y) = V( ¢) skal malingerne derfor vaere verdier af uathengige normalfordelte
variable med samme varians.

Normal Probability Plot for RESIDUALS
Kravet om normalfordeling kan vur- 090 F ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ -
deres grafisk ved at tegne et 99

normalfordelingsplot (se eventuelt ¢ o5
appendix A ) %D 80
5 50

2 20

s & s

Resultatet ses til hojre. |

0,1 k. ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ A
26 -1,6 06 04 14 24 34

RESIDUALS
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3)

4)

5)

4.2 Regressionsanalyse med 1 faktor

Residualerne ligger ikke helt tilfeldigt omkring en ret linie, og man ma derfor antage,
at residualerne ikke helt er normalfordelt. Da testen imidlertid er robust overfor mindre
afvigelser fra normalitet slutter vi, at kravet om normalitet er tilstraekkeligt opfyldt.

Kravet om varianshomogenitet kan vurderes grafisk ud fra residualplottet. Det ses, at
afstanden mellem to punkter svinger noget fra det ene par til det andet. Forskellene er
dog ikke sa store, at man pé forhind kan afvise at kravet om varianshomogenitet ikke
er opfyldt.

Udfores Bartlets test (se evt. appendix A), fas:

Variance Check

Cochran's C test: 0,293578 P-Value = 0,851284
Bartlett's test: 1,84733 P-Value = 0,876251
Hartley's test: 23,04

Som det ses, kan man ikke forkaste, at de 10 varianser er ens, s vi vil i det folgende
antage at kravet om varianshomogenitet er opfyldt.

Af regressionsanalysetabellen ses ud for model, at nulhypotesen
H,: p =0 forkastes (3-stjernet), da P - value = 0.0000 < 0.001

Vi har folgelig ¥ athanger af x.

Af udskriften ved “Estimate” og “Slope” afleses ﬁ~0 =1.6542 og ﬂN] =0.1730.
Regressionsligningen bliver derfor y = 1.6542 + 0.1730 - x .

Et konfidensinterval for ﬂ~1 kan kun fas 1 Statgraphics, ved at g over i “Polynomial

Regressionsanalyse”.
Velg ( Relate | Polynomial Regression | indsa&t # og y | cursor i1 udskrift | hejre musetast |

Analysis Options |set order til 1 | gul ikon = Tabular options | Confidence intervals | OK)
Denne giver

95,0% confidence intervals for coefficient estimates

Standard
Parameter Estimate Error Lower Limit Upper Limit
CONSTANT 1,65415 0,599582 0,394468 2,91382
t 0,172975 0,00603212 0,160302 0,185648

Et 95 % konfidensinterval er derfor [ 0.1603 : 0.1856 ]

Benyttes lommeregner kan man ud for “slope” 1 udskriften under “Standard Error” findes
et estimat s, for spredningen pé g, .

bt1,45(18)-5,=0.172975+2.10-0.00603212 = 0172975+ 0.012667 [0.16031.0.18564]

(Formlen for konfidensintervallet er

2
b ty4s(N =2)-5,, hvor 5, = /2/&1 og SAK, =n-(r—1)-s7)
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4. Regressionsanalyse

4)  Dettil =100 svarende 95% konfidensinterval for tykkelsen y fas ved:
G4 tilbage til “Linar Regression”, vaelg model som feor (uden “lack of fit”, da vi nu pooler
de to varianser sammen)
Velg ( Gul ikon = Tabular Options | Forecast | OK | Cursor pa udskrift | hejre musetast |

Pane Options) . Set i skemaet “Forecast at x” til 100 og resten stryges. Vi far da folgende
tabel:

Predicted Values

95,00% 95,00%
Predicted Prediction Limits Confidence Limits
X Y Lower Upper Lower Upper
100,0 18,9517 16,0518 21,8515 18,2956 19,6077

Vi far folgelig_y(100) = 18.95 og 95% konfidensinterval [18.296 ; 19.608 ]

Benyttes lommeregner fis: Indsattes £ = 100 i ligningen, fas y = 18.95.

95% konfidensinterval findes af formlen:

- 1 (x B E ) ? m Srzesi lua I Srzesi lua
M1, g5(1 8)'\/Sr2esidua1 '(N"' SAK. j = T, 4,5(1 8)\/ ]\7 L+ (x_x)2 SA?(:
_ 1.80768 2 2 .

=1895% 2.10-\/ +(100-86)*-0.00603212> =18.95+0.65577 dvs.[18.29 ; 19.61]

(formlerne 1 statistik II side 475 er anvendt). ¢

Forklaring af de enkelte storrelser i regressionstabel

A

o Frrae .
Purc Lrrot o (rl'uppcns gennem-
. snit
Lack ot IFit g

v

Figur 4.1 SAK 'ernes geometriske betydning

SAK,,. orrie = Sum af kvadrater pa de enkelte gruppers gennemsnits afstand fra regressionslinien.

Hvis SAK,,. o €1 en lille storrelse ligger gennemsnitsvardierne taet ved linien, og sd giver
linien en god beskrivelse af data. Frihedsgradstallet er ., s = ¢ - 2, hvor ¢ er antal x-vardier.
SAK, = SAK e error = Sum af kvadrater péd de enkelte vaerdiers afstand fra gruppens middelverdi.
f.=(n-1) g, hvor n er antal gentagelser af hver x vardi.

SAK,
52 = 4K

er variansen af den tilfeldige variation.
0
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4.2 Regressionsanalyse med 1 faktor

Lad nulhypotesen vare H: “Forstegradsmodellen gaelder”.

Hvis s,zack = AR ek er sammenlignelig med variansen af “stejen” s; , er modellen god nok.
lack
§2
Hvis F, ., = lagk ligger tet ved 1, hvilket medferer at P - value er over 0.05, sa accepteres
S0
modellen,

Da vi nu har to udtryk for den tilfeldige variation, pooles disse til et felles estimat for stgjen
Sfesidual (kaldes 1 udskriften residual) med f, au =/o T frack

Den fremkomne “Residual” (i det felgende ofte kaldt residual-alle) er den residual der
fremkommer hvis man tager kvadratsummen af alle punkters afstand til den bedste linie.

SAK .4 € sum af kvadrater af liniens afstand fra det totale gennemsnit.

Den kan bruges til en vurdering af, om regressionskoefficienten (heeldningskoefficienten eller

slope) f erO.

For bedre at forsta dette, kan vi ogsa foretage en omskrivning af liniens ligning
Vi har

V=Bt Bx e, i=12,..n (1)
Det kan vises, at regressionslinien Y = ﬂNO + ﬁN’l x gar gennem (x,)).

Vi har derfor : Y:ﬁNO +Ex<:> Y=)7+ﬁ~1(x—)?) ,

og dermed kan ligning (1) skrives y, =y + B,(x, —x) + ¢, .

Loses denne sidste ligning med hensyn til residualen fas & =y, —y— B (x—X)

Residual € {

Péa figur 4.2 er angivet de forskellige leds (x.1)
geometriske betydning. -

A

Figur 4.2. Leddenes geometriske betydning

Sammenholdes figur 4.1 og 4.2 har man nu anskueligt :
v,=y+p,(x,-x)+¢ <y, =y =y+ Model + Residual.
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4. Regressionsanalyse

4.2.1.2 Regressionsanalyse uden gentagelser, transformation

I forsegsplanlegning vil man sedvanligvis kunne planlegge forseget, s& man kan foretage flere
mélinger af forsegsvariablen Y for samme verdieraf den uathengige variabel x. Imidlertid kan
der forekomme forseg, hvor man ikke preacist kan indstille x-vardierne. Det kan eksempelvis
veere praktisk umuligt at indstille temperaturen pracist pa en bestemt temperatur, eller man méler
maske sammenherende verdier af harhed og brudstyrke pd 25 tilfedigt udvalgte stykker
aluminiums legering. I sddanne tilfaelde har man intet udtryk for forsegsfejlens variation, og kan
derfor ikke lave en “lack of fit” test til at vurdere om modellen er god nok.

I siddanne tilfelde md man foretage en vurdering af modellen ved at se pa en graf, lave
residualplot, beregne et estimat  for “korrelationskoefficienten” eller se pé “forklaringsgraden”

»  SAK

mod e/

poo=—mede
SAKtotal

I det folgende eksempel illustreres hvor vigtigt det er ogsa at se pé grafer.

Eksempel 4.3 Betydning af grafer

En statistiker har konstrueret folgende 3 talscet (x,y) , (x,z), (x,w) som giver stort set samme

regressionsanalysetabel, samme korrelationskoefficient, men vidt forskellige grafer.

X 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
y 426 |568 (724 |482 |695 (881 |8.04 |833 (10.84|7.58 [9.96
z 3.1 474 1613 (726 |8.14 |877 [9.14 |9.26 |9.13 |8.74 |81

w 539 573 608 |[642 677 |7.11 |7.46 |7.81 |8.15 |12.74 | 8.84

For y-dataene fas folgende regressionstabel, hvoraf man leser, at et estimat for korrelationskoef-
ficienten » = 0.8164, altsd ganske hgj veerdi, som tyder pé at en linezer model er acceptabel.
For de ovrge to datasat fAr man stort set samme regressionstabel og samme korrelationskoeffici-
ent (prov selv!).

Simple Regression - Y vs. x

Regression Analysis - Linear model: Y = a + b*X
Dependent variable: Y Independent variable: x

Standard T
Parameter Estimate Error Statistic P-Value
Intercept 3,00009 1,12475 2,66735 0,0257
Slope 0,500091 0,117906 4,24146 0,0022

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 27,51 1 27,51 17,99 0,0022
Residual 13,7627 9 1,52919

Total (Corr.) 41,2727 10

Correlation Coefficient = 0,816421 R-squared = 66,6542 percent
Standard Error of Est. = 1,2366

Ser man pa graferne fir man et ganske andet billede.
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4.2 Regressionsanalyse med 1 faktor

Plot of Fitted Model Plot of Fitted Model

Kun x - Y dataene synes med rimelighed at kunne beskrives ved en ret linie, mens x - Z dataene
klart beskriver en krum kurve, og x - W dataene tydeligvis har en outliers, som bevirker, at den
rette linie bliver helt forkert placeret i forhold til de gvrige punkter.

4

Eksempel 5.4. (transformation af model uden gentagelser)

Middelverdien af udbyttet Y af et kemikalium ved en bestemt kemisk reaktion athanger af
reaktionstemperaturen T. Ved et forseg enskes undersegt om der indenfor det betragtede
variationsomrade er muligt at beskrive denne sammenhang (eventuelt efter en transformation af
data) ved et linezrt udtryk i 2 parametre.

Ved forsgget fandtes folgende resultater:

T °C 10 15 20 25 |30 |35 |40 45 |50 |55 60

Y gram 2.11 2.16 |2.95 [1.69 [3.63 |3.90 [7.29 |7.48 |11.67(15.42 |29.58

1) Begrund, at det naeppe er rimeligt at det enskede udtryk er af formen Y =a-Y +5b.
2)  Benyt menupunktet “Comparison of Alternativ Methods™ til at finde et funktionsudtryk,
som pa rimelig vis kan beskrive denne sammenheng. Angiv funktionsudtrykket.
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Lesning:
1) Data indtastes pd seedvanlig made.
Velg (Relate | Simple Regression | indsat 7 og Y | OK).

Der fremkommer en tegning og felgende variansanalysetabel:
Regression Analysis - Linear model: Y = a + b*X

Dependent variable: Y
Independent variable: T

Standard T
Parameter Estimate Error Statistic P-Value
Intercept -6,76155 3,59201 -1,88239 0,0925
Slope 0,421473 0,0935279 4,50638 0,0015

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 488,508 1 488,508 20,31 0,0015
Residual 216,5 9 24,0556
Total (Corr.) 705,008 10
Correlation Coefficient = 0,832413 R-squared = 69,2911 percent
Plot of Fitted Model

30F ]

25 ]

20 - 1

>~ 15E

10F

g

0k ‘

Det ses tydeligt af figuren, at en lineeer model i x ikke er rimelig, da punkterne ikke fordeler
sig tilfeeldigt omkring linien.
Forklaringsgraden pd 69% er ogsa temmelig lav.
2)  For at f4 en vurdering af hvilken funktion der kan passe bedst, sa
Velg(gul ikon = Tabular options | Comparison of Alternative Models | OK)
Det giver folgende tabel:

Comparison of Alternative Models

Model Correlation R-Squared
Exponential 0,9450 89,30%
Square root-Y 0,9064 82,16%
Reciprocal-Y -0,8984 80,71%
Multiplicative 0,8573 73,50%
Linear 0,8324 69,29%
Square root-X 00,7764 60,28%
Double reciprocal 0,7511 56,42%
S—-curve -0,7196 51,79%
Logarithmic-X 00,7096 50, 35%
Reciprocal-X -0,5614 31,51%
Logistic <no fit>

Log probit <no fit>
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4.2 Regressionsanalyse med 1 faktor

Heraf ses, at den funktion, der tilsyneladende giver en god tilnaermelse er en exponential
funktion.
Velg (med cursor pa udskrift, hgjre musetast | Analysis options | Exponential | OK)

Plot of Fitted Model
Resultatet bliver folgende figur: 30F =

Punkterne synes i langt hegjere grad at
ligge tilfeldigt omkring kurven.

Udskriften viser som forventet, at forklaringsgraden er hgj.

Regression Analysis - Exponential model: Y = exp(a + b*X)
Dependent variable: Y
Independent variable: T

Standard T
Parameter Estimate Error Statistic P-Value
Intercept -0,168365 0,232583 -0,723894 0,4875
Slope 0,0524816 0,00605595 8,66612 0,0000

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
model 79,5743 1 7,57438 75,10 0,0000
Residual 0,907695 9 0,100855

Total (Corr.)  8,48200 10
Correlation Coefficient = 0,94498 R-squared = 89,2987 percent

Funktionsudtrykket bliver: y = e 000217 = 0.845.1,053988"

Ovelse 4.1 ( linezer regressionsanalyse, transformation) Regn opgave 28 side 247.
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4.2.2 Polynomial regressionsanalyse

4.2.2.1 Indledning
Ved en polynomial regressionsanalyse er den statistiske model
Y=a,+ fx+px* + fx’+. . +8,x" .

hvor den variable Y skal opfylde de s@dvanlige regressionsforudsatninger.

Som det ses, er den i afsnit 4.2.1 betragtede enkelte regression et specialtilfaelde. Den statistiske
analyse da ogsa meget beslegtet hermed.

En polynomial regressionsanalyse anvendes ofte, hvor man ikke kender sammenhangen mellem
Y og x, men er interesseret i at bestemme et polynomium (af lavest mulig grad), der giver en
tilstraekkelig god beskrivelse af Y indenfor det foreliggende variationsomrade for x. Det skal dog
her navnes, at mens eksempelvis et andengradspolynomium har 3 parametre, der skal
bestemmes, har de i forrige afsnit naevnte “transformerede” modeller kun 2 parametre. Ud fra et
statistisk synspunkt, vil man altid foretrekke den model med de farreste parametre, da de pa
samme datamateriale giver en sikrere bestemmelse af parametrene..

Ved planlagte forseg vil man saedvanligvis serge for gentagelser, da vi herved far et sken for
forsegsfejlen, og derved kan teste om modellen er god nok. Det vil her ofte vere tilstraekkeligt
at benytte dobbeltbestemmelser. Har man ingen forhdndsformodninger vil en fornuftig
forsegsplan vere at foretage malingerne med a&kvidistante x-vardier. I det folgende eksempel
5.5 har dette veeret kriterierne. Har man pa forhand en formodning om, at der indenfor et bestemt
delomrade sker noget sarligt interessant (eksempelvis nogle voldsomme @ndringer i Y-
vaerdierne) s ma man her indlaegge flere malepunkter.

I en rekke tilfzelde vil data veere sdkaldte “drop in” data. Et eksempel herpa ses i opgave 19, hvor
man méler sammenherende vardier af vindhastighed og den jevnstrem en vindmelle udvikler.
Her er det ikke muligt at foretage nogen egentlig planleegning, da det jo vil vaere et rent tilfeelde,
hvis man eksempelvis har en gentagelse. Selv om emnet her er planlagte forseg vil vi dog ogsa
kort i afsnit 4.2.2.3 se pé, hvad man kan gere i sddanne tilfelde.

4.2.2.2 Polynomial regressionsanalyse med gentagelser.
I dette afsnit benyttes folgende eksempel til illustration af den statistiske analyse.

Eksempel 4.2 (polynomial regression)

Man ved, at tilscettes et bestemt additiv en dunk fernis, sd forkortes storkningstiden (den tid det
tager for fernissen at torre). Et forseg udfores, for at finde hvordan storkningstiden T (i
minutter) afheenger af antal gram x af additivet. Man fik folgende forsogsresultater:

x g/l 0 1 2 3 4 5 6 7 8

T minut- || 740 | 610 [ 470 | 440 400 440 530 420 450
ter 710 | 650 | 540 [ 420 450 480 470 480 490

1) Giv pa basis af ovenncevnte observationer en grafisk vurdering af, hvilket polynomium
T=a,+px+p,x* + fx’+..+,x", der indenfor maleomrddet [0 ; 8 | giver en tilfreds-
stillende beskrivelse af T’s variation.
2) Test om man pd basis af ovenncevnte observationer kan fda en accept af, at ovenncevnte
polynomium af p 'te grad i x kan antages at kunne beskrive sammenhcengen mellem T og x,
og vurder ogsd grafisk om modellen er rimelig.
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4.2 Regressionsanalyse med 1 faktor

1 bekreeftende fald onskes

3) en test af, om modellen kan reduceres til et polynomium af lavere grad, samt en grafisk
kontrol af om den derved fremkomne model er rimelig.

4) angivet regressionsligningen T=ay+bx+bx* +bx’+.4bx"  hvor a,,b,, b, er
estimater for &, p,,..., B, , for den model, man i sporgsmdl 3 har fundet firem til.

5) angivet et 95% konfidensinterval for regressionskoefficienten j,, til leddet af hojest grad.

6) fundet et estimat for den veerdi x,, (I decimal) af x ,for hvilken storkningstiden T er mindst.

Endvidere onskes angivet den til x, svarende estimerede middelveerdi T , og et 95%

m

konfidensinterval for fm .

LOSNING:
Spergsmal 1. Grafisk vurdering af polynomiums grad.
Data indtastes 1 Statgraphics pa sedvanlig made.

Da vi har 1 alt 9 punkter (x, T ), hvor T erde9 gennemsnit, kan et 8 grads polynomium

T=a,+px+p,x>+px +.+8x" gh eksakt gennem disse punkter.

Det vil imidlertid dels vare et alt for kompliceret polynomium til de fleste praktiske formal, dels
folge alle de tilfeldige variationer, som vi netop ikke ber tage hensyn til.

Et grafisk overblik over punkterne og polynomiets grad fés pa felgende méde:

Velg ( Relate| Polynomial Regression | indset x og 71 den fremkomne tavle | OK )

Der vises en variansanalysetabel svarende til en andengradsmodel (det er altid startvardien for
Statgraphics). Samtidig far man en figur, hvor punkterne er indtegnet. For at gore figuren klarere
fjernes konfidenslinier m.m.

Velg ( Cursor pa figur | hejre musetast | Pane Options | fjern markeringerne | OK ).

Vi far s felgende figur:

Plot of Fitted Model

QO F T T T

700 |
~ 600 |

500 |

400 £

Fig 2.1 Polynomial regression

Punkternes gennemsnit kunne godt ligge pa en parabel, hvis ikke det var for punkterne med store
x-verdier. Her synes sterkningstiden igen at falde, s grafen synes med tilnermelse snarere at
kunne ligge pa en trediegradskurve.

Af figuren ses ogsa, at der synes at vare varianshomogenitet.
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Et trediegradspolynomium mé derfor antages at kunne give en tilfredsstillende beskrivelse af Y’s

variation.

Spergsmal 2. Accept af trediegradsmodel.

Opstilling af regressionsanalyse tabel

For at fa en trediegradsmodel:

Velg ( Cursor pa udskrift | hejre musetast | Analysis Options |order til 3 | OK)).
Dette giver folgende variansanalysetabel.

Polynomial Regression Analysis

Standard T
Parameter Estimate Error Statistic P-Value
CONSTANT 743,232 24,5077 30,3265 0,0000
X -183,255 28,2854 -6,47877 0,0000
X"2 35,5231 8,54009 4,15957 0,0010
X"3 -2,117 0,700505 -3,02211 0,0091

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 154907,0 3 51635,7 36,91 0,0000
Residual 19587,5 14 1399,11

Total (Corr.) 174494,0 17

R-squared = 88,7747 percent
R-squared (adjusted for d.f.) = 86,3693 percent

Vurdering af om trediegradsmodel kan accepteres
Da vi har gentagelser, ignoreres den fremkomne udskrift og vi foretager en “lack of fit” test.
Denne giver folgende tabel:

Analysis of Variance with Lack-of-Fit

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 154907,0 3 51635,7 36,91 0,0000
Residual 19587,5 14 1399,11
Lack-of-Fit 9237,48 5 1847,5 1,61 0,2526
Pure Error 10350,0 9 1150,0
Total (Corr.) 174494,0 17

Da P-value for Lack-of fit er 0,2526 > 0,05 accepteres trediegradsmodellen.

Som beskrevet under enkel regressionsanalyse, viser udskriften ved “Lack of Fit Test”, at
2
F= Sl“—zd‘ = 1,61 og denne vaerdi er ikke stor nok til at forkaste trediegradsmodellen.
S0
Som grafisk kontrol tegnes
a) den fundne kurve og punkterne for at se, om modellen er rimelig.
I Statgraphics sker det automatisk pa hejre side af udskriften. Den fremkomne tegning
forenkles ved at slette de indtegnede linier for konfidensgraenser og prediktionsgranser

(predictionslimits).
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4.2 Regressionsanalyse med 1 faktor

Plot of Fitted Model
800 ‘ ‘ ‘ &
700
De 9 punkters gennemsnitsvaerdier synes at }
fordele sig tilfeeldigt omkring den fundne & %%
kurve 500
4001 . ]
. . 0 2 4 6 8
b) Man indtegner et residualplot X
(residualerne 7, = )A/l. —y, er forskellen
mellem de beregnede y-veerdier y, og de Residual Plot
observerede vardier ;). s
Vi ser, at punkternes “gennemsnit” ligger tilfeeldigt _ o
. o . <
omkring linien. 2
% 101
Endvidere synes ogsé forudsatningen om variansho- 400
mogenitet at veere opfyldt, selv om det nok kunne vaere ol ‘ ‘ ‘
rimeligt at udfore en Bartletts test. 0 2 4 6
X
Vi ser, at der ikke er outliers, da 3- o =3-/1150 =102 > 80
Et normalfordelingstest overlades til leeseren at foretage.
Samlet konklusion : Trediegradsmodellen synes at vere rimelig.
Spergsmil 3. Reduktion af model.
Nu testes om en andengradsmodel kan anvendes .
Velg ( Cursor pa udskrift | hejre musetast | Analysis Options |order til 2 | OK)).
Analysis of Variance with Lack-of-Fit
Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 142129,0 2 71064, 4 32,94 0,0000
Residual 32365,7 15 2157,71
Lack-of-Fit 22015,7 6 3669,29 3,19 0,0579
Pure Error 10350,0 9 1150,0
Total (Corr.) 174494,0 17

Da P-value for Lack of fit er 0,0579 > 0,05 accepteres andengradsmodellen.
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Residual Plot
33F ]
130 - n

Vi betragter nu et residualplot:

Studentized residual
o

2,7E ‘ ‘ ‘ E
400 500 600 700 800

predicted T

Punkternes “gennemsnit” synes som ogsa tidligere bemerket ikke at ligge helt tilfaeldigt omkring
linien, sa selv om punkterne ligger sé taet pa linien at andengradsmodellen accepteres, sa er det
under ingen omstaendigheder tilrddeligt, at anvende modellen ud over det angivne interval (at
ekstrapolere)

Selv om en enkelt vaerdi har en “studentizied residual” pa mere end 2, sé vil vi ikke betragte det
som en outliers. (skal vaere over 3)

Spergsmal 4. Angiv regressionsligningen.
Vi far:
Polynomial Regression Analysis

Standard T
Parameter Estimate Error Statistic P-Value
CONSTANT 707,667 26,6964 26,5079 0,0000
X -106,619 15,5615 -6,85148 0,0000
X"2 10,119 1,87157 5,40671 0,0001

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 142129,0 2 71064, 4 32,94 0,0000
Residual 32365,7 15 2157,71

Total (Corr.) 174494,0 17

R-squared = 81,4517 percent R-squared (adjusted for d.f.) = 78,9786 percent
Standard Error of Est. = 46,4512

Ligningen ses af udskriften at veere: 7 = 707.667 - 106.619x + 10.119x°
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4.2 Regressionsanalyse med 1 faktor

Spergsmal 5. Opstilling af 95% konfidensinterval for £, .
Der veelges “ Confidence intervals”. Resultatet bliver:

95,0% confidence intervals for coefficient estimates

Standard
Parameter Estimate Error Lower Limit Upper Limit
CONSTANT 707,667 26,6964 650, 764 764,569
X -106,619 15,5615 -139,788 -73,4505
X" 2 10,119 1,87157 6,12988 14,1082

Et 95% konfidensinterval for S, er folgelig [6.13 ; 14.11 .

Spergsmal 6. Find den veerdi x, som giver den mindste storkningstid . Angiv endvidere

den til x, svarende estimerede middelveerdi fm og et 95% konfidensinterval for YNIH .

Af figur 2.1 ses, at den enskede verdi x,, ma vare ca 5. En mere precis vardi fas ved at
differentiere udtrykket for 7°. Dette giver
x = 106.619 ~527
2-10.119
I Statgraphics vaelges “ Forecasts “ | hgjre musetast | Pane options | x” til 5.27 .
Vi fér da felgende tabel:

Predicted Values

95,00% 95,00%
Predicted Prediction Limits Confidence Limits
X Y Lower Upper Lower Upper
5,27 426,82 322,486 531,153 393,914 459,725

Vi fir folgelig 7, = 426.82 minutter og 95% konfidensinterval [393.9 : 459.7 ]

Ovelse 4.2 ( polynomial regressionsanalyse). Regn opgave 29 side 248.

121



4. Regressionsanalyse

4.2.2.3. Polynomial regressionsanalyse uden gentagelser

Har man ingen gentagelser kan man ikke teste modellen. Man ser sa pé “forklaringsgraden”
SAKTotal - SAKO _ SAKmodel

SAK Total SAK Total

normalt godkende modellen. Man skal imidlertid vaere forsigtig hermed. Det er altid muligt at
oge R? ved at addere flere led til modellen, eksempelvis vil etz - 1' te grads polynomium altid
kunne gd gennem n punkter og R* = 1, men det betyder ikke nodvendigvis at denne model er
den bedste. For hvert led der tilfojes mistes der en frihedsgrad i residualen, og hvis SAK for
det nye led ikke giver et vasentligt bidrag kan det betyde, at den nye model er ringere end den
gamle model. For at tage hensyn til dette, betragtes ofte et modificeret R* (R-squared
(adjusted for d.f.")

Man ber dog 1 alle tilfeelde se pé et plot over residualerne. Disse ber ligge “tilfaeldigt “
omkring 0. Hvis dette ikke er tilfeldet, ber man vaere pa vagt, og eventuelt gd op til en model
af hojere grad.

R? eller R-squared = , 0g hvis den er over 80-85% vil man

I dette afsnit benyttes igen eksempel 4.2 til illustration af den statistiske analyse, idet vi nu
antager, at der kun er sket 1 miling for hver x-vaerdi.

Eksempel 4.4 (eksempel 4.2 uden gentagelser.)

Man ved, at tilscettes et bestemt additiv en dunk fernis, sd forkortes storkningstiden (den tid
det tager for fernissen at torre). Et forseg udfores, for at finde hvordan storkningstiden T (i
minutter) afheenger af antal gram x af additivet. Man fik folgende forsogsresultater:

| xg/l || 0 ]105] 1 J1,5]2 125]3 |35] 4 145]5 55|16 (65| 7 [75]8 [85

T min.|| 740|710 {610 (650|470 |540 |440 [420 [400 {450 (440 [480 | 530|470 |420 |480|450 {490

1) Vurder pa basis af ovenncevnte observationer ud fra forklaringsgraden, hvilket polyno-
mium
T=a,+fx+f,x° + x’+..+8,x" af lavest mulig grad p, der indenfor mdleomrddet
[0 ; 8 ] giver en tilfredsstillende beskrivelse af T’s variation.

2) Giv en grafisk vurdering af, om det i 1) fundne polynomium indenfor mdleomradet [0 ; 8 |
giver en tilfredsstillende beskrivelse af T’s variation.

I bekreeftende fald onskes

3) en test af, om modellen kan reduceres til et polynomium af lavere grad, samt en grafisk
kontrol af om den derved fremkomne model er rimelig.

4) angivet regressionsligningen T = a, +bx+b,x* + b3x3+...+bpxp hvor ay,b,,...,b, er
estimater for &, p,,..., B, for den model, man i sporgsmdl 3 har fundet frem til.

(n=1)-R* +1=k _ S =50

_ 2
n—k Stotal

IR (adjusted) = , hvor k er antal parametre i modellen(incl konstantled).
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4.2 Regressionsanalyse med 1 faktor

LOSNING:
Spergsmal 1. Vurdering ud fra forklaringsgrad om polynomiums grad.
Data indtastes 1 Statgraphics pd sedvanlig méde.

Opstilling af regressionsanalysetabeller til beregning af forklaringsgrad.

Vi far forst en variansanalysetabel svarende til en andengradsmodel (det er altid startverdien

for Statgraphics).

Polynomial Regression Analysis

Dependent variable: T

Standard T
Parameter Estimate Error Statistic P-Value
CONSTANT 727,544 31,5776 23,0399 0,0000
be -107,975 17,2274 -6,26761 0,0000
X"2 9,75748 1,95585 4,98886 0,0002

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 137427,0 2 68713, 3 27,81 0,0000
Residual 37067, 8 15 2471,18

Total (Corr.) 174494,0 17

R-squared = 78,7571 percent R-squared (adjusted for d.f.) = 75,9247 percent

Vi ser, at R-squared (adjusted) er 75,92%
Vi opstiller nu en trediegradsmodel, “ Order til 3"

Dette giver folgende variansanalysetabel.
Polynomial Regression Analysis

Dependent variable: T

Standard T
Parameter Estimate Error Statistic P-Value
CONSTANT 770,702 34,522 22,3249 0,0000
X -179,27 36,2105 -4,95077 0,0002
x"2 31,3364 10,0704 3,11174 0,0077
X" 3 -1,69247 0,777816 -2,17592 0,0472

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 146794,0 3 48931,5 24,73 0,0000
Residual 27699, 9 14 1978,57

Total (Corr.) 174494,0 17

R-squared = 84,1256 percent R-squared (adjusted for d.f.) = 80,7239 percent

Vi ser, at R-squared (adjusted) er steget til 80,72%.
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4. Regressionsanalyse

Vi veelger nu en fjerdegradsmodel. Dette giver folgende variansanalysetabel.
Polynomial Regression Analysis

Dependent variable: T

Standard T
Parameter Estimate Error Statistic P-Value
CONSTANT 758,692 39,7228 19,0997 0,0000
X -141,24 68,7863 -2,05331 0,0607
xX"2 9,84872 34,3492 0,286723 0,7788
X" 3 2,31072 6,15732 0,375281 0,7135
x™4 -0,235482 0,35917 -0,655628 0,5235

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model  147681,0 4 36920,3 17,80 0,0000
Residual 26813,4 13 2062,57

Total (Corr.) 1744840 17
R-squared = 84,6337 percent R-squared (adjusted for d.f.) = 79,9056 percent

Vi ser, at R-squared (adjusted) nu er faldet svagt fra 80,72% til 79,90%. Heraf m4 sluttes, at
fjerdegradsmodellen ikke har givet et vasentligt forbedret bidrag til forklaring af data. Dette
stemmer ogsd med, at P-value for x* er 0.5232 > 0.05.

Bemerk igvrigt, at selv om alle P-verdier for koefficienterne er sterre end 0,05, kan vi ikke
deraf slutte, at vi kan reducere modellen til en konstant model. Man ma kun bortkaste et led af
gangen.

Det anferte tyder pd, at en trediegradsmodel er en acceptabel model.

Spergsmil 2: Grafisk kontrol af model
Man ber altid som en ekstra kontrol indtegne kurven Plot of Fitted Model

og punkterne. 800 [ ]
I Statgraphics sker det automatisk pa hejre side af o\ 1
udskriften. Den fremkomne tegning har indtegnede

700 |

linier for konfidensgranser og praediktionsgraenser = 600 \
(predictionslimits). ‘
De 16 punkter synes at fordele sig rimeligt omkring 200
den fundne kurve 400,
X
Kesiauadl riot

100 ‘ ‘ : ‘ 3
Vi laver endvidere som sedvanlig et residualplot of - , ]
(tegningen til hojre). ERT A : , - 1
Vi ser igen, at punkterne ligger tilfeldigt omkring % o ]
linien. - e “

60 ]

-100 £ “ 3
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4.2 Regressionsanalyse med 1 faktor

Vi danner et studentized residualplot.

Residual Plot

16 1

06 : ©

04F ” D :

Studentized residual

245 ‘ ‘ ‘ ‘ A

Heraf ses, at der ikke er nogle “outliers”, da ingen verdier er over 3
Normal Probability Plot for RESIDUALS

99,9 ‘ ‘ ‘ ‘ &
Et normalfordelingsplot udferes som beskre- 99
vet 1 appendix A. 95
80
50
20
5L ° .
1 [ -
0,1k, ‘ ‘ ‘ ‘ A
60 30 0 30 60 90

RESIDUALS

percentage

Resultatet viser, at residualerne ligger rimelig tilfzldigt omkring en ret linie, sa
forudsatningen om normalitet er opfyldt.

Samlet konklusion : Grafisk synes trediegradsmodellen at vere rimelig.

Spergsmil 3. Reduktion af model.
Da P-value for x’ er 0.0472 < 0.05 er der 1 stjernet signifikans mod nulhypotesen Hy: S, = 0.

Béde dette og de foregaende betragtninger over R-squared (adjusted) gor, at det ikke er
rimeligt at reducere modellen yderligere

Spergsmail 4. Angiv regressionsligningen.
Ligningen ses af udskriften for trediegradsmodellen at vare:

T =770.70-179.27x + 31.336x" - 1.629x" .

Ovelse 4.3 ( regressionsanalyse uden gentagelser) Regn opgave 30 side 248.
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4. Regressionsanalyse

4.3 MULTIPEL REGRESSIONSANALYSE
4.3.1 Indledning

Vi vil i dette afsnit behandle det tilfeelde, hvor der indgér mere end én kvantitativ faktor. Vi
vil fortrinsvis som eksempler anvende modeller med to kvantitative variable x,, og x,.
Vi vil forst betragte modeller, hvor de variable indgar lineert som1Y =« + B,x, + f,x, , hvor

parametrene er «,, 3, 0g f, . Til sidst vil blive betragtet polynomiale modeller som

Y =a,+Bx, + B,x, + Bx,x, + Bxi + Bx; , hvor parametrene er @, f,,/,,5;,/,08 Bs.

Ved forsggsplanlagning vil man sa vidt muligt basere sine forsgg pa en fuldstendig faktor-
struktur med lige mange gentagelser i hver celle. Dette er imidlertid ikke altid muligt, s& vi vil
ogsé behandle tilfeeldet, hvor vi kun har en partiel struktur. I praksis har man ofte ingen
gentagelser, og i sddanne tilfaelde kan modellen ikke testes. Man mé i sddanne tilfelde pa
samme made som i afsnit 4.2.2.3 grafisk se pa residualerne samt pa R-Square, for at fi et
indtryk af om en linezer model er rimelig.

I appendix 4.1 er givet begrundelser for de vesentligste formler der benyttes i dette kapitel,
ligesom der kort er skitseret hvorledes man ved hjelp af et program som Maple kan foretage
beregningerne.

4.3.2 Modeller hvor de variable indgar linegert
4.3.2.1 Fuldstzendig faktorstruktur ( med lige mange observationer i hver celle)

Vi vil i dette afsnit benytte folgende eksempel.

Eksempel 4.5 Fuldstaendig faktorstruktur. (hentet fra SF1 eksempel 36 side 184 )

En fabrik fremstiller salpetersyre ved oxidering af ammoniak med luft. I lobet af processen
ledes kveelstofoxider under afkoling ind i en absorptionskolonne, idet absorptionen i gennem-
strommende salpetersyre afheenger af kolevandstemperaturen x, (°C) og lufttemperaturen x,
(°C) (absorptionen formindskes jo hajere disse temperaturer er).

Folgende observationer af Y (kodede tal) fandtes:

X,

10 20 30 40

5 37 49 68 87
31 54 61 93
10 50 65 84 94

52 62 75 100

15 58 77 88 119
63 79 94 115

1) Test om man pa basis af ovenncevnte observationer kan fa en accept af, at sammenhcengen
mellem meengden Y af ikke-absorberede kveelstofoxider i et givet tidsrum og temperaturer-
ne x, og x, (approksimativt) er linecer, dvs. pd formen Y = a, + f,x, + B,x, .

2) Kontroller grafisk om modellen er rimelig.

Det antages i det folgende, at ovenstdende model gcelder.

3) Undersog om modellen kan reduceres, dvs. om B, =0 og/eller 5, =0.
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4.3 Multipel Regressionsanalyse

4) Angiv regressionsligningen Y =a, + b,x, + b,x,, hvor a,, b, og b, er estimater for

a,,p,08 p,
5) Angiv et 95% konfidensinterval for f,og p,.

6) Find den til x, =10 og x, =20 svarende estimerede middelvcerdi Y og et 95% konfidens-

interval for Y .

LOSNING:
Spoergsmal 1: Test af om linezer model kan accepteres

Indtastning af data. I Statgraphics indtastes tallene pa sedvanlig made og vi far
x1 x2 oxid
5 10 37

5 10 31
5 20 49
5 20 54
5 30 68
5 30 61
5 40 87

5 40 93
10 10 50
10 10 52
10 20 65
10 20 62
10 30 84
10 30 75
10 40 94
10 40 100
15 10 58
15 10 63
15 20 77
15 20 79
15 30 88
15 30 94
15 40 119
15 40 115

Opstilling af regressionsanalysetabel
Velg ikonen "Multiple Regression" eller Valg ( Relate | Multiple Regression ).
I den fremkomne tavle indsettes de variable og der fremkommer sa folgende tabel.

Multiple Regression Analysis

Standard T
Parameter Estimate Error Statistic P-Value
CONSTANT 3,375 2,97685 1,13375 0,2697
x1 2,6625 0,210495 12,6488 0,0000
X2 1,725 0,0768618 22,4429 0,0000

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 11762,4 2 5881,22 331,84 0,0000
Residual 372,188 21 17,7232

Total (Corr.) 12134,6 23

Den fremkomne “Residual” (i det folgende kaldt residual-alle) er den residual der fremkom-
mer hvis man tager kvadratsummen af alle punkters afstand til den bedste plan.
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4. Regressionsanalyse

Da vi har gentagelser kan vi teste modellen ved at spalte SAK, guar.ane OP 1 SAK epiagetser O €N
SAK,,.. or s hvor den sidste er Kvadratsummen af afstanden fra de enkelte cellers gennemsnit
til planen.

Imidlertid findes der ikke her nogen "Lack of fit" menu. Vi mé derfor pa én af de folgende 3

beskrevne mader finde en vardi for SAK ., qgeiser-

1) Indsette en ny sgjle (“behandlinger”) i dataark med tallene 1,1 2,2 3,3 ..., 12, 12 svarende

til de 12 behandlinger (celler). Derefter udferes en ensidet variansanalyse med behandlin-
ger som uathangig variabel. Metoden kan ses 1 eksempel 4.6.

2)  En anden mulighed ville have veret, at indfere alle de hgjere led i modellen. Da x, har 3
niveauer, kan der hgjst optreede led indeholdende x, af 2-grad. Analogt kan der hejst
optraede led indeholdende x, af 3-grad. Vi far derfor
Y: aO + ﬂl'xl + ﬂ2x2 + ﬂ3x1x2 + ﬂ4x12 + ﬂS'X-Z2 + ﬂéxlzxZ + ﬂ7x1x§ + /.?S')CZ3 + ﬂ9x1x; + ﬂl(}xlz'ij2 + ﬁllxlzx;
Dette sidste vil (som allerede dette eksempel viser) ofte blive ganske omfattende, hvis
man har mange variable.

3) Udfere en variansanalyse med maksimalt antal vekselvirkninger (den mest omfattende

model), hvoraf vi kan aflese “gentagelserne”. Dette kan dog kun geres, hvis forseget er en
fuldsteendig faktorstruktur, men sa er det til gengeld den hurtigste metode.

I dette tilfeelde vaelges derfor metode 3
Vi veelger “ Compare” og pd sedvanlig mdde sattes “Maximum Order Interaction til 2 “
Resultatet bliver:

Analysis of Variance for oxid - Type III Sums of Squares

MAIN EFFECTS

A:xl 2837,25 2 1418,63 95,37 0,0000
B:x2 9039,13 3 3013,04 202,56 0,0000
INTERACTIONS

AB 79,75 6 13,2917 0,89 0,5294
RESIDUAL 178,5 12 14,875

TOTAL (CORRECTED) 12134,6 23

All F-ratios are based on the residual mean square error.

Heraf ses, at SAK, = 178,5 med f= 12 (12 celler).
Da SAK gquarae = SAK, + SAK,, fas SAK,,, =372.188 - 178.5 = 193.687
med f,, =21 -12=09.

SAK,, 193687 S
Vi har folgelig at Spop = lack = =2152 og dermed F;,, = L;" =145.
flack 9 “ SO
Dette giver folgende variansanalysetabel:
Variation SAK f 52 F
Model 11762,4 2
Lack of fit 193.687 9 21.52 1.45
Gentagelser 178.5 12 14.875
Total 12134.5 23

Da F5(9,12) = 2,80 > F,,, = 1.45 accepteres den linere model.
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4.3 Multipel Regressionsanalyse

Vi kunne ogsé have beregnet en P - vaerdi ved hjelp af Statgraphics (se eventuelt appendix A)
Den giver udskriften:cumulative Distribution

Distribution: F (variance ratio)

Lower Tail Area (<)

Variable Dist. 1 Dist. 2 Dist. 3 Dist. 4 Dist. 5
1,45 0,742857

Probability Density
Variable Dist. 1 Dist. 2 Dist. 3 Dist. 4 Dist. 5
1,45 0,40805

Upper Tail Area (>)
Variable Dist. 1 Dist. 2 Dist. 3 Dist. 4 Dist. 5
1,45 0,257143

Vi har folgelig at P-vaerdien er 0.257, altsa ogaé en accept.
Spergsmal 2. Grafisk kontrol af model. Residual Plot
For at fa et overblik over punkternes placering tegnes et
residualplot.

Dette giver tegningen til hgjre, som viser, at punkterne
ligger tilfeldigt omkring linien.

Daingen af de “Studentized residuals ligger over 3 er der T T TTa—
ikke outliers predicted y

29F
19F

09F -

0,1 F

Rl

Studentized residual

Normal Probability Plot for RESIDUALS

99,9 F
99 -
95
80 -

Endelig dannes et normalfordelingsplot

Denne viser, at residualerne er tilneermelsesvis normalfor-
delt

Modellen synes at vaere rimelig. o

percentage
w
(=]

Spoergsmal 3 Mulig reduktion af modellen RESIDUALS

Efter at have set, at en lineaer model i1 2 variable kan accep-

teres, gar vi tilbage til udskriften med koefficienterne til forstegradsudtrykket.

Af denne ses, at nulhypotesen H,: S, =0 forkastes trestjernet , da P-value ud for x1 er 0.000

og H,: p, =0 forkastes trestjernet , da P-value ud for x2 er 0.000.

Dette kunne ogsé ses hvis man pad menubjalken velger “Tabular options” og derefter
menupunktet “Conditional Sums of Squares”

Modellen kan folgelig ikke reduceres yderligere.

Spergsmail 4 Regresionsligningen
Af ovennavnte udskrift ses umiddelbart, at ligningen er

Y =3375+2.6625x, + 1.725x,

Spergsmil 5 Konfidensintervaller
Velges “ Confidence intervals” fas en udskrift, der angiver 95% konfidensintervallerne for

B, og p,.
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4. Regressionsanalyse

95,0% confidence intervals for coefficient estimates

Standard
Parameter Estimate Error Lower Limit Upper Limit
CONSTANT 3,375 2,97685 -2,8157 9,5657
x1 2,6625 0,210495 2,22475 3,10025
x2 1,725 0,0768618 1,56516 1,88484

Vi har folgelig, at 95% konfidensintervallet for koefficienten g, til x, er [2.22 ; 3.10
og for koefficienten f, tilx, er[1.56 ; 1.88].

Spergsmaél 6. Find den til x, =10 og x, =20 svarende estimerede middelvaerdi Y og et

95% konfidensinterval for Y.
Der skrives 10 nederst i datafilen i kolonnen for x1 og 20 i1 kolonnen for x2.
Velg ( Tabular options | Reports | OK ). Det giver folgende udskrift:

Regression Results for oxid

Fitted Stnd. Error Lower 95,0% CL Upper 95,0% CL Lower 95,0% CL Upper 95,0% CL

Row Value for Forecast for Forecast for Forecast for Mean for
Mean

25 64,5 4,31386 55,5288 73,4712 62,5423

66,4577

Vi har folgelig, at Y =645 og et 95% konfidensinterval er [62.54 ; 66.46].

Ovelse 4.4 (multipel regressionsanalyse med gentagelser) Regn opgave 31 side 249.

4.3.2.2 Partiel faktorstruktur med gentagelser

I tilfeelde af, at man ikke har en fuldsteendig faktorstruktur, kan man forudsat at man har
gentagelser af mélingerne, stadig teste modellen.

Mens de estimerede regressionskoefficienter i modellen med den fuldsteendige faktorstruktur
er uafthangige af hinanden (bortkastes f.eks koefficienten til x, vil estimatet for regressions-
koefficienten til x, vaere uandret) er dette ikke tilfeeldet ved en partiel struktur. Man skal
derfor nar man eliminerer koefficienter svarede til variable af samme grad, omhyggeligt forst
tage den, der har den hgjeste P-value, bortkaste den hvis den f.eks. er over 5%, se hvad der
nu sker med de ovrige koefficienter (da de @ndrer storrelse) , eventuelt bortkaste den naeste
koefficient osv. Selv om estimaterne for 2 regressionskoefficienter begge har p-vardier over
5% ma de altsé ikke bortkastes samtidigt.

Det er klart, at har man mange variable, kan det vaere besverligt at bortkaste 1 rigtig reekkefol-
ge. I Statgraphics vil man med cursoren pa en tabel, tryk pa hejre musetast og valg af
“Analysis options” kunne fa Statgraphics til at hjelpe med dette. Valges eksempelvis
“Backward selection”, og F-verdi til 4, vil de variable blive bortkastet af modellen, efter F-
vaerdiens storrelse (mindst F-vaerdi forst) si lenge denne F-vardi er under eksempelvis 4.
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4.3 Multipel Regressionsanalyse

Eksempel 4.6 (partiel faktorstruktur)

Det formodes, at den producerede meengde Y af en given produktion er en linecer funktion af
de anvendte meengder x, og x, , dvs. pd formen Y = a, + Bix, + B, x, .

Folgende observationer foreligger:

(2y,x,) (4,3) 5,4) | (5.5 | (6,6) | (7,8) |(9,10)

y 33.0 444 | 500 | 574 | 73.0 | 87.1
35.7 469 | 52.1 [ 59.1 | 75.0 | 89.3

1) Test om man pd basis af ovenncevnte observationer kan fa en accept af, at sammenhcengen
mellem den producerede meengde Y og temperaturerne x, og x, (approksimativt) er
linecer.

2) Kontroller grafisk om modellen er rimelig.

Det antages i det folgende, at ovenstdende model gcelder.

3) Undersog om modellen kan reduceres, dvs. om B, =0 og/eller 5, =0.

4) Angiv regressionsligningenY = a, + b, x, + b,x,, hvor a,, b, og b, er estimater for
a,,p,08 B,

LOSNING:
Spergsmil 1: Test om linezer model kan accepteres.

I Statgraphic indtastes tallene pé saedvanlig made.
x1 x2 %

33
35,7
44,4
46,9
50
52,1
57,4
59,1
73
75
10 87,1
10 89,3

Velg ikonen “Multiple Regression” og indsat i den fremkomne tavle de variable. Dette
medforer folgende udskrift.

Multiple Regression Analysis

IS

O W JJoyoy Ul OO Ul Wb
QO O O OYO O W W

Standard T
Parameter Estimate Error Statistic P-Value
CONSTANT 1,46935 3,17826 0,462314 0,6548
x1 5,65323 1,39951 4,03943 0,0029
X2 3,76129 0,976963 3,84998 0,0039

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
wodel 3822,87 > 1o11,44 387,61 0,0000
Residual 44,3823 9 4,93136

Total (Corr.) 867,26 11
R-squared = 98,8524 percent R-squared (adjusted for d.f.) = 98,5973 percent
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Da vi har gentagelser, kan vi teste modellen ved som for at spalte SAK.quar-aie OP 1
SAK jentagerse=SAK, 0g en SAK,, hvor den sidste er Kvadratsummen af afstanden fra de
enkelte cellers gennemsnit til planen.

Da dataene ikke kan benyttes til en tosidet variansanalyse (for spredte punkter), danner vi i

stedet en ekstra sgjle behandlinger, og med denne og y foretager en ensidet variansanlyse
x1 X2 % behandlinger

33
35,7
44,4
46,9
50
52,1
57,4
59,1
73
75
87,1
89,3

D

O W JJoyoy Ul 01O Ul Wb
= 00 0o O b b WWw
OO U DdWWNDN R

0
0

Velg ( Compare | Analysis of Variance | One Way ANOVA | Udfyld tavle med y og
behandlinger | OK ).

Resultatet bliver

ANOVA Table for y by Behandlinger

Analysis of Variance

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Between groups 3852,42 5 770,483 311,52 0,0000
Within groups 14,84 6 2,47333

Total (Corr.) 3867,26 11

Heraf ses at SAK,, = 14.84 med f, = 6 (6 celler).

Da SAKresidual—alle = SAKO + SAKlack’ féS SAKlack = 44.3 823 - 14.84 = 29.5423 medﬁack = 9 = 6 = .
. . 5 29.5423
Vi har folgelig at s,,, = = 98474 .
Dermed er 7, = Sk - O34 500
ermed er = = = 3.
ek 53 247333
Dette giver folgende variansanalysetabel:
Variation SAK f 52 F
Model 3822.87 2
Lack of fit 29.5423 3 9.8474 3.9814
Gentagelser 14.84 6 2.47333
Total 4485.1 11

Da F45(3,6) =4.76 > F,, = 3.98, accepteres den line@re model ” ¥ =, + f,x, + fB,x, "
I stedet for at slé op i1 en F-tabel, kan man beregne P-verdien ved at benytte Statgraphics:

132



4.3 Multipel Regressionsanalyse

Vi far:
Cumulative Distribution

Distribution: F (variance ratio)

Lower Tail Area (X)

Variable Dist. 1 Dist. 2 Dist. 3 Dist. 4 Dist. 5
3,9874 0,920857

Probability Density
Variable Dist. 1 Dist. 2 Dist. 3 Dist. 4 Dist. 5
3,9874 0,03398

Upper Tail Area (>)
Variable Dist. 1 Dist. 2 Dist. 3 Dist. 4 Dist. 5
3,9874 0,0791428

Dette giver en P-verdi pd 0.079 > 0.05, og dermed igen en accept af den lineaere model

Spergsmil 2. Grafisk kontrol af model.
Residual Plot

41F T T T - T =

For at fé et overblik over punkternes placering

tegnes et residualplot.
2,1F B B ]

Denne viser, at punkternes “gennemsnit” ligger

residual

01F" _ ]
tilfeldigt omkring linien. Der er dog for fa | . :
19+ ]
punkter til en ordentlig vurdering. ’ )

396, ) ) ) ) ) 4

Modellen synes dog at vere rimelig. 33 43 53 63 73 8 93
predicted y

Spergsmél 3 Mulig reduktion af modellen

Efter at have set, at en lineaer model i1 2 variable kan accepteres, gar vi tilbage til den forste
udskrift med koefficienterne til forstegradsudtrykket.

Af denne ses, at nulhypotesen H,: 5, = 0 forkastes (2-stjernet), da P-value ud for x1 er 0.0029
og H,: B, =0 forkastes (2-stjernet) , da P-value ud for x2 er 0.039

Det ses, at vi ikke kan reducere modellen yderligere.
Spergsmil 4 . Opstilling af regressionsligning

Ligningen bliver Y = 1.469 + 5.653 x, + 3.761 x, .

Ovelse 4.5 (partiel regressionsanalyse med gentagelser) Regn opgave 32 side 250.
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4. Regressionsanalyse

4.3.2.3 Partiel faktorstruktur uden gentagelser

Har man ingen gentagelser kan man ikke teste modellen. Man ma s& som beskrevet i afsnit
SAKTotal - SAKO _ SAKmodel

SAK Total SAK Total

4.2.3.3 se pa “forklaringsgraden” R? eller R-squared =

3

pa et modificeret R* (R-squared (adjusted for d.f)).

Man ber dog i alle tilfelde se pa et plot over residualerne. Disse ber ligge “tilfeldigt
omkring 0. Hvis dette ikke er tilfaeldet, ber man vaere pa vagt, og eventuelt gé op til en model
af hejere grad.

Eksempel 4.7 (faktorstruktur uden gentagelser)

Det manedlige elektriske forbrug Y pa en kemisk fabrik formodes at veere afhengig af den
gennemsnitlige udendors temperatur x,, antal arbejdsdage x, i maneden , den gennemsnitlige
renhed x, af det fremstillede produkt og det antal tons x,, der produceres i den pdageeldende
mdned. Det formodes, at Y er en linecer funktion af x, x, , x; 0g x,, dvs. pd formen
Y=a,+fix + frx, + fix; + fix,.

Folgende observationer fra det forlobne dr foreligger

X, X, X3 X, Y
-4 24 91 100 240
-1 21 90 95 236
7 24 88 110 280
16 25 87 88 274
18 25 91 94 301
23 26 94 99 310
27 25 87 97 300
29 25 86 96 296
24 24 88 110 267
16 25 91 105 276
10 25 90 100 288
3 23 89 98 261

1) Vurder ud fra forklaringsgraden og grafisk, om ovenncevnte model er rimelig.

Det antages i det folgende, at ovenstdende model geelder.

2) Undersag om modellen kan reduceres, dvs. om nogle af koefficienterne kan antages at
veere 0.

3) Angiv regressionsligningen i den endelige model.

Spergsmil 1. Vurdering af om linezer model gzelder.
I Statgraphics indtastes tallene pa sedvanlig made
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4.3 Multipel Regressionsanalyse

Da der ikke er gentagelser, kan man ikke teste modellen. I stedet betragtes R-Squared og en
tegning af residualerne.

Vealg ikonen “Multiple Regression” og indset i den fremkomne tavle de variable. Dette
medforer folgende udskrift.

Multiple Regression Analysis

Standard T
Parameter Estimate Error Statistic P-Value
CONSTANT -31,0531 178,358 -0,174106 0,8667
x1 1,11251 0,567247 1,96124 0,0907
X2 8,20832 4,64079 1,76874 0,1203
x3 1,27901 2,05882 0,621237 0,5541
x4 -0,212413 0,634421 -0,334814 0,7476

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model  4828,86 4 1207,21 6,65 0,055
Residual 1270,06 7 181,437

Total (Corr.) 098,92 11
R-squared = 79,1757 percent R-squared (adjusted for d.f.) = 67,2761 percent

En R-squared pa 79.2 % er sa hgj, at modellen findes rimelig.
Da R-squared (adjusted) pé 67.3% er betydelig lavere, md modellen kunne reduceres.

Residual Plot
Omstaende tegning af residualerne viser, at punkterne 2E , 3
synes at placere sig rimeligt tilfeldigt omkring 0- - u o E
linien, g of ]
Man kan ogsa se, at der er ingen outliers. T . .
Grafisk ma konkluderes, at den linesere model er R P -
rimelig. predicted Y

Spergsmél 2 Mulig reduktion af modellen
Efter at have set, at en lineaer model 1 4 variable kan accepteres, gar vi tilbage til udskriften
med koefficienterne til forstegradsudtrykket.
Den g sterrelse, der har storst P-vaerdi er f, . Da dens P-verdi er 0.7476 > 0.05 accepteres

nulhypotesen H,: f,=0.

Vi eliminerer nu x, : Valg ( rad ikon = Input dialog | slet x4 1 tavle | OK).
Vi far :
Multiple Regression Analysis

Standard T
Parameter Estimate Error Statistic P-Value
CONSTANT -48,444 160,88 -0,301119 0,7710
x1 1,10613 0,53454 2,0693 0,0723
X2 8,28308 4,37061 1,89518 0,0947
X3 1,21813 1,93362 0,629976 0,5463

135



4. Regressionsanalyse

Analysis of Variance

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model  4808,52 3 1602,84 9,94 0,0045
Residual 1290, 4 8 161,3

Total (Corr.) 098,92 11
R-squared = 78,8422 percent R-squared (adjusted for d.f.) = 70,908 percent

Det ses 1 overensstemmelse med det forventede, at R-squared (adjusted) er steget.

Den g storrelse, der nu har sterst P-verdi er f,. Da dens P-vardi er 0.5463 > 0.05 accep-
teres nulhypotesen H,: £,=0 .
Vi eliminerer nu x; og far

Multiple Regression Analysis

Standard T
Parameter Estimate Error Statistic P-Value
CONSTANT 34,5475 89,1967 0,387319 0,7075
x1 0,945019 0,453396 2,08431 0,0668
X2 9,43721 3,83285 2,46219 0,0360

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
wodel 42,5 > 2372,25 15,76 0,0011
Residual 1354,41 9 150,49

Total (Corr.) 098,92 11
R-squared = 77,7926 percent R-squared (adjusted for d.f.) = 72,8576 percent

Det ses i overensstemmelse med det forventede, at R-squared (adjusted) igen er steget.

Den g storrelse, der nu har sterst P-verdi er f,. Da dens P-vardi er 0.0668 > 0.05 accep-
teres nulhypotesen H;: 5,=0.
Imidlertid er vi naer forkastelse, sa det kan vere tvivlsomt om det er fornuftigt at se bort fra x;,.

Ellimineres x, fas
Multiple Regression Analysis

Standard T
Parameter Estimate Error Statistic P-Value
CONSTANT -82,8036 79,9173 -1,03612 0,3246
X2 14,8036 3,27997 4,51333 0,0011

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 4090,72 1 4090,72 20,37 0,0011
Residual 2008, 2 10 200,82

Total (Corr.) 6098, 92 11

R-squared = 67,0729 percent R-squared (adjusted for d.f.) = 63,7802 percent
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4.3 Multipel Regressionsanalyse

Denne gang er R-squared (adjusted) faldet (endda temmelig meget), hvilket kunne tyde pa, at
det naeppe er helt fornuftigt at bortkaste x;,.

For at fi et indtryk af dette tegnes ikke alene residualerne for de to tilfeelde, men ogsé de
observerede verdier mod de beregnede fra modellen.

Residual Plot (x2 alene) Residual Plot(x1 og x2)
16F ‘ ‘ ‘ = 23F ‘ ‘ ‘ e
e ] 13F 1
= 6 : =
=]
"g 1F E i) 3+ ]
7 n
L 4t ] o Al ]
9r E
145 ‘ ‘ - g 17k ‘ ‘ . J
230 250 270 290 310 230 250 270 290 310
predicted Y predicted Y
Plot of Y(x2 alene) Plot of Y (x1 og x2)
‘ \ \ ; 3100 ‘ ‘ ‘ =
= < 20f ]
(] o
< % 270 - ]
2 2
& £
° 250 ]
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 230 L ‘ ‘ ‘ ]
220 240 260 280 300 320 230 250 270 290 310
predicted predicted

Som det ses, er det vanskeligt ud fra tegningerne at skelne mellem modellerne. Muligvis
punkterne placeret lidt mere jeevnt om linierne, hvis ogsé x, indgér i modellen, men serlig
tydeligt er det ikke.

Vi valger derfor den simpleste model, dvs modellen med kun x,.

Det ses, at vi ikke kan reducere modellen yderligere.

Spergsmél 3 . Opstilling af regressionsligning

Ligningen bliver Y =-82.80 + 14.80- X,

Ovelse 4.6 (partiel regressionsanalyse uden gentagelser) Regn opgave 33 side 250.
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4. Regressionsanalyse

4.3.3 Polynomiale modeller

4.3.3.1 Indledning

Lad der eksempelvis vare givet et fuldstendigt randomiseret forseg med folgende faktor-
struktur

(Y= udbyttet Y af en kemisk proces,

Faktor A = Reaktionstemperatur x, ,Faktor B: M@&ngde x, af katalysatormasse).

A: (temperatur x,)
80 100 120
25 6.3 12.8 19.0
B 2.9 10.1 23.2
(mangde x, )
75 5.1 8.7 39.6
6.6 14.2 39.0

Da A er pa 3 niveauer, kan x, i modellen hgjst foreckomme 1 anden potens, og da B har 2
niveauer kan x, hgjst forekomme 1 forste potens.

En fuldsteendig model af middelvardien af ¥ kan beskrives som et polynomium af hejst 3
grad ix; 0g X1 ¥'=ay + Bix, + fox, + Boxi + Box,x, + fixix, -

Bemerk, at da vi har 6 celler (gennemsnit), ma antallet af parametre «,f,,5,,0;,5,, s vere

6.

Som det ses, er de 1 afsnit 5.3.2 betragtede modeller et specialtilfelde, og den statistiske
analyse er da ogsd meget beslegtet hermed.

En polynomial regressionsanalyse anvendes ofte, hvor man ikke kender sammenhangen
mellem Y og de uathengige variable, men er interesseret i at bestemme et polynomium (af
lavest mulig grad), der giver en tilstraekkelig god beskrivelse af Y indenfor det foreliggende
variationsomrade.

4.3.3.2. Polynomial model med gentagelser

Eksempel 4.8 (3 x 4 faktorforseg med 2 kvantitative faktorer) (SFIII eksempel 12 side
68)

Ved et fuldsteendigt randomiseret forsog med to gentagelser af hver behandling undersogtes
indflydelsen af to faktorer A (pa 3 niveauer) og B (med 4 niveauer) pad rensningsgraden af en
rensningsproces. Faktor A’ s niveauer betegner 3 forskellige tilscetninger (2,4 og 6 g/l) af et
stof 1 og faktor B’s niveauer 4 forskellige tilscetninger (6, 10, 14 og 18 g/l) af et stof 11.
Forsogsresultaterne y (% urenhed) fremgdr af folgende skema:
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4.3 Multipel Regressionsanalyse

B: (tils@tning x, af stof II)
6 10 14 18

2 7 6 4 4

A 8 4 3 6

(tilseetning

x, af stof ) 4 8 3 3 7
4 4 2 4

6 8 4 3 6

7 6 4 3

Det formodes pd forhdnd, at middelveerdien af Y kan beskrives som et polynomium af hajst 2

grad i x, 0g X;:Y = ay + fix, + fox, + foxi + B, + fix,x, .

1) Vurdér om ovenncevnte 2.gradsmodel kan antages at kunne beskrive sammenhcengen
mellem Y og de 2 uafheengige variable.

1 det folgende antages ovenncevnte model at geelde.

2) Test om en linecer model Y = o, + fB,x, + p,x, kan antages at kunne beskrive sammen-

heengen mellem Y og de 2 uafhcengige variable.

3) Reducer om muligt modellen, og angiv regressionsligningen i den endelige model.

4) Bestem et estimat og et 95% konfidensinterval for middelurenhedsprocenten ved tilscetning
af'5 g/l af tilscetning A og 16 g/l af tilscetning B

LOSNING:

Spergsmal 1. Vurdering af om andengradsmodel kan accepteres.

Indtastning af data

Tallene indtastes pd sedvanlig made

For at f& SAK g1 kKan vi udfere en tosidet variansanalyse med vekselvirkning (den mest
omfattende model).

En anden mulighed ville have veret, at indfere alle de hgjere led 1 modellen. Da x, har 3
niveauer, kan der hojst optreede led indeholdende x, af 2-grad. Analogt kan der hejst optraede
led indeholdende x, af 3-grad. Vi fir derfor

Y= aO + ﬂ]xl + ﬂ2x2 + ﬂ3x1x2 + ﬂ4xl2 + ﬂS')CZ2 + ﬂ6x]2x2 + ﬂ7x1x22 + ﬂ8x22 + ﬂ9x1x23 + ﬂlole‘x22 + ﬂ]llex23
Denne sidste mulighed er s& omfattende, at det i denne situation er lettest, at udfere den
tosidede variansanalyse.

Vi velger Compare, Multifactor ANOVA og satter “Maximum Order Interaction til 2".

Resultatet bliver:
Analysis of Variance for y - Type III Sums of Squares

MAIN EFFECTS

A:xl 1,75 2 0,875 0,40 0,6765

B:x2 44,3333 3 14,7778 6,82 0,0062
INTERACTIONS

AB 3,91667 6 0,652778 0,30 0,9244
RESIDUAL 26,0 12 2,16667
TOTAL (CORRECTED) 76,0 23

Heraf ses, at SAK, = 26,0, s; = 21667 med f = 12 (12 celler).
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4. Regressionsanalyse

Velg ikonen "Multiple Regression" eller Valg ( Relate | Multiple Regression ).
I den fremkomne tavle under “Indenpendent Variable” indsattes x1, x2, x1°2, x2°2, x1*x2

og der fremkommer folgende tabel:

Multiple Regression Analysis

Standard T
Parameter Estimate Error Statistic P-Value
CONSTANT 16,6 3,54966 4,67651 0,0002
x1 -1,04375 1,25925 -0,828867 0,4180
x2 -1,65417 0,442297 -3,73994 0,0015
x172 0,140625 0,14547 0,966693 0,3465
X272 0,0625 0,0171438 3,64563 0,0018
x1*x2 -0,009375 0,0375602 -0,249599 0,8057
Analysis of Variance
Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 43,4958 5 8,69917 4,82 0,0057
Residual 32,5042 18 1,80579
Total (Corr.) 76,0 23
Da SAKresidual—alle = SAngntagelser + SAKIaCk faS SAKIack = 3250 - 260 = 650
med f,, =18 -12=6.
2

. . SAK . Siac.

Vi har folgelig at s7., = “* =108 og dermed F},, = l";k =050
lack A

Dette giver folgende variansanalysetabel:

Variation SAK f 52 F

Model 43.4958 5 8.69917

Lack of fit 6.5042 6 1.08 0.50

Gentagelser 26.0 12 2.167

Total 76.0 23

Da F, <1 accepteres den valgte andengradsmodel

Spergsmal 2. Underseg om modellen kan reduceres til en forstegradsmodel.
Efter at have set, at en modellen er god nok, tester vi om en linear model er god nok, dvs om

vi kan bortkaste alle andengradsled.

Velg (rad ikon = Input dialog | slet de tre andengradsled | OK ). Vi far:

Multiple Regression Analysis

Dependent variable: renhed

Standard T
Parameter Estimate Error Statistic P-Value
CONSTANT 7,425 1,28168 5,79319 0,0000
x1 -0,03125 0,208281 -0,150038 0,8822
X2 -0,191667 0,0760536 -2,52015 0,0199
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4.3 Multipel Regressionsanalyse

Mean Square F-Ratio P-Value
8,84792 3,19 0,0618
2,77639

Source Sum of Squares Df
Model 17,6958 2
Residual 58,3042 21
Total (Corr.) 76,0 23

Vi ser at residualen er vokset til 58.3042 med 21 frihedsgrader. De tre bortkastede led har
folgelig en samlet SAK pa 58.3042 - 32.5042 =25.80 med 21 - 18 = 3 frihedsgrader.

23.80
Vi far folgelig, at S%Agmds,ed =—3 - 8.60 og dermed
2
82 gradsled 8.60
FZ.gmdsled = 2 £ = 181 =4.75.

Sresidual gammel

Da F{¢5(3,18) = 3.16 forkastes 1. gradsmodellen.
Benyttes Statgraphics fis P-vardi 0.013 < 0.05

Cumulative Distribution

Upper Tail Area (>)
Variable Dist. 1 Dist. 2
4,75 0,0129841

Spergsmal 3.Mulig reduktion af modellen
Vi tester nu de enkelte andengradsled.

Dist.

Dist. 4 Dist. 5

Af tabellen pé foregaende side ses, at produktleddet kan bortkastes. Efter pooling opdages, at
ogsa xl2 leddet kan bortkastes. Vi far nu felgende tabel:

Multiple Regression Analysis

Standard T
Parameter Estimate Error Statistic P-Value
CONSTANT 15,175 2,30376 6,58705 0,0000
x1 -0,03125 0,163707 -0,190889 0,8505
X2 -1,69167 0,405431 -4,17252 0,0005
X272 0,0625 0,0167083 3,74065 0,0013

Analysis of Variance

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 41,6958 3 13,8986 8,10 0,0010
Residual 34,3042 20 1,71521
Total (Corr.) 76,0 23
Vi kan af denne udskrift se, at ogsé x, kan bortkastes.
Multiple Regression Analysis
Dependent variable: y

Standard T
Parameter Estimate Error Statistic P-Value
CONSTANT 15,05 2,15747 6,97577 0,0000
x2 -1,69167 0,39602 -4,27167 0,0003
X272 0,0625 0,0163205 3,82954 0,0010
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Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 41,6333 2 20,8167 12,72 0,0002
Residual 34,3667 21 1,63651
Total (Corr.) 76,0 23
. . . Residual Plot
Vi kan ikke reducere modellen yderligere.
48T
Tegnes som sedvanlig residualerne fas tegningen til 28 1

hgjre, som intet foruroligende viser.

residual
(=]
o0
T
1

Vi ender folgelig i en andengradsmodel i variablen x,.

Modellen bliver ¥ = 1505 - 1.692 - x, +0.0625- x3

Spergsmal 4. Estimat og 95% konfidensinterval.

Et sken for middelurenhedsprocenten ved tilsetning af 5 g/l af tilsetning A og 16 g/l af
tilseetning B, samt et 95% konfidensinterval herfor, fis ved at indsatte 1 data 1 sidste (25)
raekke tallet 16 1 x2 kolonne.

Velg ( gul ikon = Tabular Options | Reports | OK ). Det giver folgende udskrift:

Regression Results for renhed

Fitted Stnd. Error Lower 95,0% CL Upper 95,0% CL Lower 95,0% CL Upper 95,0% CL
Row Value for Forecast for Forecast for Forecast for Mean for Mean
25 3,98333 1,32797 1,22166 6,74501 3,24222 4,72445

Y = 3.98 og konfidensinterval [3.24; 4.72].

Ovelse 4.7 (Polynomial regressionsanalyse) Regn opgave 35 side 251.
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5.2. 2 faktorforsgg med mindst 1 kvalitativ faktor

5. MODELLER MED BADE KVANTITA-
TIVE OG KVALITATIVE FAKTORER

5.1 INDLEDNING

Er alle faktorer kvalitative eller er de alle kvantitative, s& benyttes de metoder og programmer
(Compare, Relate osv) som er gennemgaet 1 de tidligere kapitler. Har vi bade kvalitative og
kvantitative faktorer kan man naturligvis godt foretage beregningerne og analyserne som om alt
var kvalitativt, men det er her mere effektivt at udnytte, at nogle af faktorerne er kvantitative.
Skal man undersege mange faktorer, sa vil man dog uanset om faktorerne er kvantitative eller
kvalitative foretage et indledende 2* screeningsforsog som beskrevet i kapitel 2. Derved fir man
reduceret faktorerne til de der synes at have betydning. Man kan sé efterfolgende analysere
forseget eller eventuelt lave et nyt forseg under hensyntagen til, at nogle af de faktorer, der har
virkning, er kvantitative. Vi vil derfor forst give et eksempel pa, hvorledes man analyserer et
sddant 2" - faktorforseg, og derefter i afsnit 5.3 se pd forseg med faktorer pi mere end 2
niveauer.

5.2. 2¥FAKTORFORSOG MED MINDST 1 KVANTITA-
TIV FAKTOR

Efter at have foretaget et indledende screeningsforseg som beskrevet i1 kapitel 2, har man faet
reduceret faktorerne til de der synes at have betydning. Hvis nogle af de betydende faktorer er
kvantitative, kan man sa tage hensyn til det ved den videre analyse. Da hver kvantitativ faktor
ved et 2* faktorforseg kun har 2 niveauer, ber sidanne 2* faktorforseg med kvantitative faktorer
kun udferes, safremt man pa forhdnd kan antage, at ssmmenhangen mellem forsegsvariablen og
hver af de kvantitative variable er linezer. Er alle faktorer kvantitative, adskiller analysen sig
ellers ikke fra den der er gennemgaet i kapitel 5.

Hvis vi har en blanding af kvantitative og kvalitative faktorer, bliver analysen og fortolkningerne
anderledes, som det folgende eksempel viser. Da eksemplet udover de to kvantitative faktorer
ogsa en kvalitativ faktor pd 2 niveauer og en (kvalitativ) blokfaktor pa 5 niveauer er det velegnet
til at forklare, hvorledes man i Statgraphics ved hjelp af sékaldte “dummy variable” (ogsa kaldet
“indikator variable”) handterer en blanding af kvantitative og kvalitative faktorer.

Eksempel 5.1 (2 kvantitative og en kvalitativ faktor) (hentet fra SFIII eksempel 3 side 25).

Der foreligger folgende fuldsteendigt 2° faktorforsag, hvor man undersager om reaktionstempera-

tur T (faktor A), trykket P(faktor B) og katalysatortypen C pavirker udbyttet Y af et bestemt

kemikalium. Der blev benyttet 5 apparater som kunne teenkes at have en blokvirkning.

Det vides, at udbyttet har formenY = a; + B, T+ B,,P+ p,T- P hvori= 1,2 (katalysator) og
j=123.4,5 (apparater).

Konstantleddet og koefficienterne kunne altsa veere afhceengig af hvilket niveau katalysatoren C

har, mens blokfaktoren (apparater) kun kan bevirke en “parallelforskydning” af ligningerne, og

derfor kun pavirker konstantleddet.

Forsegsresultaterne var:
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5. Modeller med bdde kvantitative og kvalitative faktorer
Faktorer Udbytte i %
Temperatur T © | Tryk P i atm.| Katalysatortype| App 1| App 2| App 3|App.4| App.5
(1) 50 1 C, 4.1 4.7 50 | 4.6 5.6
a 100 1 | 114 | 119 | 11.3 | 10.5| 11.1
b 50 2 ! 1.2 0.8 1.8 | 0.0 1.5
ab 100 2 . 8.1 8.7 84 [9.12| 93
c 50 1 G, 11.0 | 10.1 | 11.2 [ 10.7| 9.3
ac 100 1 G, 137 | 132 145 [ 12.0| 13.5
be 50 2 G, 7.9 8.1 7.8 | 7.1 6.9
abc 100 2 C, 10.7 | 11.0 [ 109 [ 10.7] 9.9

1) Reducer modellen mest muligt
2) Kontroller grafisk den fremkomne model.
3) Anfor de estimerede regressionsligninger.

LOSNING:
Spergsmal 1. Reduktion af model.
Indtastning af data Tallene indtastes pa sedvanlig made.
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5.2. 2 faktorforsgg med mindst 1 kvalitativ faktor

Opstilling af model.
Velg ikonen “GLM” eller velg ( Special | Advanced Regression | General Linear Models™ )
Pé det folgende skema sattes  “Dependent variables™ : udbytte

“Categorical Factors” : apparat og katalys
og “Quantitative Factors” : temp og tryk
Efter tryk pa “OK” fremkommer et skema “GLM-specifications” ,hvor A= apparat, B = katalys
osv. (Rekkefolgen 1 input bestemmer bogstavordenen).
Vi udfylder nu samtlige to og trefaktorvekselvirkninger der indbefatter katalys, temp og tryk
(men ikke blokfaktoren apparat), dvs B*C, B*D, C*D, B*C*D.
Der fremkommer en udskrift med type III “Sum of Squares”.

General Linear Models

Number of categorical factors: 2 Number of quantitative factors: 2

Analysis of Variance for udbytte

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value

Model 551,116 11 50,1014 137,78 0,0000
Residual 10,182 28 0,363643

Total (Corr.) 561,298 39

Type III Sums of Squares

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
apparat 2,534 4 0,6335 1,74 0,1688
katalys 5,29984 1 5,29984 14,57 0,0007
temp 15,9201 1 15,9201 43,78 0,0000
tryk 16,0801 1 16,0801 44,22 0,0000
katalys*temp 1,5129 1 1,5129 4,16 0,0509
katalys*tryk 0,9025 1 0,9025 2,48 0,1264
temp*tryk 1,19025 1 1,19025 3,27 0,0812
katalys*temp*tryk 0,70225 1 0,70225 1,93 0,1756
Residual 10,182 28 0,363643

Total (corrected) 561,298 39

All F-ratios are based on the residual mean square error.

R-Squared = 98,186 percent R-Squared (adjusted for d.f.) = 97,4733 percent

Da blokfaktoren apparat ikke antages at vekselvirke (bekraftes af at R-Squared (adjusted for
d.f.) = 97,4733 percent) er modellen den mest omfattende, og folgelig er s; = 0.3636.

Type I tabel. Som omtalt i kapitel 1 beregner Type III hvor stor en @ndring i SAK det giver, hvis det pagaldende led var det
sidst indferte i modellen. Dette er ogsé i denne situation den mest relevante. @nskaes den “sadvanlige” variansanalysetabel, hvor
faktorerne indferes gradvist i modellen i den indtastede rekkefolge, skal man velge type I. Forudsat faktorerne er indfert i

raekkefolge med hovedfaktorer, 2-faktorvekselvirkninger og 3-faktorvekselvirkninger giver Type I nedenstéende tabel:
General Linear Models

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 551,116 11 50,1014 137,78 0,0000
Residual 10,182 28 0,363643

Total (Corr.) 561,298 39

Type I Sums of Squares

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
apparat 2,534 4 0,6335 1,74 0,1688
katalys 164,43 1 164,43 452,18 0,0000
temp 252,506 1 252,506 694,38 0,0000
tryk 88,5062 1 88,5062 243,39 0,0000
katalys*temp 41,0063 1 41,0063 112,77 0,0000
katalys*tryk 0,24025 1 0,24025 0,66 0,4232
temp*tryk 1,19025 1 1,19025 3,27 0,0812
katalys*temp*tryk 0,70225 1 0,70225 1,93 0,1756
Residual 10,182 28 0,363643

Total (corrected) 561,298 39
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5. Modeller med bdde kvantitative og kvalitative faktorer

Mulig reduktion af modellen

Da P-value for temp*tryk™* katalys er 0.1756 > 0.05 accepteres nulhypotesen

H,: Koefficienten til temp*tryk er uathaengig af katalysatortype

Herefter pooles dette led ned. Valg (red ikon = Input dialog |OK | fjern B*C*D | OK ). Vi far

General Linear Models

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 550,414 10 55,0414 146,65 0,0000
Residual 10,8843 29 0,375319

Total (Corr.) 561,298 39

Type III Sums of Squares

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
apparat 2,534 4 0,6335 1,69 0,1797
katalys 49,1643 1 49,1643 130,99 0,0000
temp 15,9201 1 15,9201 42,42 0,0000
tryk 16,0801 1 16,0801 42,84 0,0000
temp*tryk 1,19025 1 1,19025 3,17 0,0854
katalys*temp 41,0063 1 41,0063 109,26 0,0000
katalys*tryk 0,24025 1 0,24025 0,04 0,4302
Residual 10,8843 29 0,375319

Total (corrected) 561,298 39

All F-ratios are based on the residual mean square error.

Det ses,at vi neppe har nogen blokvirkning.

Da P-value for katalys*tryk er 0.4302 > 0.05 accepteres nulhypotesen
H,: Koefficienten til tryk er uathengig af katalysatortype.

Da P-value for temp*tryk er 0.0854 > 0.05 accepteres nulhypotesen
H,: Koefficienten til temp*tryk er 0.

Nu pooles disse 2 led ned, hvorved vi far felgende udskrift:

General Linear Models

Number of dependent variables: 1 Number of categorical factors: 2
Number of quantitative factors: 2

Analysis of Variance for udbytte

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 548,983 8 68,6229 172,74 0,0000
Residual 12,3148 31 0,39725

Total (Corr.) 561,298 39

Type III Sums of Squares

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
apparat 2,534 4 0,6335 1,59 0,2005
katalys 102,617 1 102,617 258,32 0,0000
temp 252,506 1 252,506 635,64 0,0000
tryk 88,5062 1 88,5062 222,80 0,0000
katalys*temp 41,0063 1 41,0063 103,23 0,0000
Residual 12,3148 31 0,39725

Total (corrected) 561,298 39

All F-ratios are based on the residual mean square error.

Vi ser, at der ikke kan bortkastes flere led.
Modellen er derfor Y =a, + B, T+ B, P, hvor i= 1,2 (katalysator).

Konstantleddet og koefficienten til temperaturen er afhaengig af katalysatortypen, hvorimod
koefficienten til trykket ikke er athengig af katalysatortypen.
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5.2. 2 faktorforsgg med mindst 1 kvalitativ faktor

Spergsmal 2. Kontroller grafisk modellen.

Residualplot: (Bla ikon =Graphical options |Residual plots |OK).

Vi fér hermed “Studentized Residuals”

Onskes de sedvanlige residualer:

(Cursor pé figur | hejre musetast [Pane Options |Valg Residuals, Scatter plot, Predicted value).

Residual Plot Residual Plot
T - 1,7 = T T T -
Tg =F 1 1,2
NI Il ° . i % ]
§ E o o 8 . o E Tg 0,7 ; R . . R ,:
= 05F . o0 . o P S 02f ]
= -0,5F o 5 o 4 - L a B a . ]
g a % e, T = 03 F L R ]
—§ S 1 08F E
& s g ] -13E ‘ ‘ ‘ ‘ A
250, ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ o : : ; - >
' 3 y : " N dicted udbytt
; redicted u €
predicted udbytte p y

I residualplottet synes punkterne at fordele sig rimeligt tilfeeldigt omkring linien, og der er ingen

outliers da studentized residuals < 3 (eller 3-0 =3+/039725=19>1.7).
Residualerne synes ogsa normalfordelte, men det ses bedre ved hjelp af et normalfordelingsplot

Normal Probability Plot for udbytte

99,9 F ‘ ‘ ‘ ‘ 3
Normalfordelingsplot:(Cursor pé figur | 99 - .
hejre musetast [Normal Probability Plot 95 °

|OK) 80
50

percentage

12 07 02 03 0.8 1,3
residual

Spergsmil 3. Opskriv regressionsligninger.

Velg (gul ikon = Tabular Options | Model Coefficients | OK ). Derved fremkommer folgende
udskrift:
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5. Modeller med bdde kvantitative og kvalitative faktorer

95,0% confidence intervals for coefficient estimates (udbytte)

Standard

Parameter Estimate Error Lower Limit Upper Limit V.I.F?
CONSTANT 5,4075 0,434389 4,52156 6,29344

apparat 0,03 0,199311 -0,376499 0,436499 1,6
apparat 0,08 0,199311 -0,326499 0,486499 1,6
apparat 0,38 0,199311 -0,0264989 0,786499 1,6
apparat -0,395 0,199311 -0,801499 0,0114989 1,6
katalys -5,065 0,315139 -5,70773 -4,42227 10,0
temp 0,1005 0,00398623 0,09237 0,10863 1,0
tryk -2,975 0,199311 -3,3815 -2,5685 1,0
katalys*temp 0,0405 0,00398623 0,03237 0,04863 10,0

The StatAdvisor

Included are variance inflation factors, which can be used to measure the extent to
which the predictor variables are correlated amongst themselves. VIF's above 10, of
which there are 0, are usually considered to indicate serious multicollinearity.
Serious multicollinearity great-ly increases the estimation error of the model
coefficients as compared with an orthogonal sample.

Forklaring af udskrift og dummy variable

Apparaterne spiller ingen rolle, men for at kunne forklare udskriften antager vi, at de havde
betydning.

Modellen skrives som man ber gere, nir man skal tolke Statgraphics udskrift:

Y = (constant + apparat + katalys) +(const+katalys) * T + konst * P 1
hvor den forste parentes er konstantleddet, som altsé athenger af bade katalysator (2 muligheder)
og apparat (5 muligheder). Den naste parentes viser, at koefficienten til T athenger af hvilken
katalysator der er valgt (2 muligheder).

Ved beregningerne indferer GLM sékaldte “dummy variable”, for hver “Catagorical Factors”.
Princippet blev forklaret i kapitel 3 1 forbindelse med eksempel 3.8, men da det er vigtigt at forstd
for at kunne tolke udskrifterne gentages det her.

Til karakterisering af de 2 katalysatorer indferes en variabel v,, som har verdien +1 for
katalysator 1 og verdien -1 for katalysator 2.

Til karakterisering af de 5 apparater indferes 4 variable v,;, V,5, V,3, Vou-

Apparat 1 karakteriseres ved, at v,; er 1 og de evrige nul, apparat 2 karakteriseret ved, at v,, er
1 og de agvrige nul, osv, indtil vi nar til det sidste apparat, hvor alle v,’erne er -1.

Fordelen ved denne fremgangsméade er, at hver dummy variabel far gennemsnittet 0 (over
apparaterne).

1) VIF=Variance Inflation Factor er en tal der viser, om der er athaengighed mellem de uathangige
variable x,,x,,..x,. Jo steerkere lineeer athangig af x; er af de ovrige variable, jo sterre er VIF( B;). Er tallet storre
end 10 (se ogsé “The StatAdvisor™), sé er der tale om sé stor athaengighed, og man ma medtage det i sine
overvejelser.
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5.2. 2 faktorforsgg med mindst 1 kvalitativ faktor

Vardierne fremgar af folgende skema:

katalys apparat Vi Va | Ve A Vo

k1 al 1 1 0 0 0

k1 a2 1 0 1 0 0

k1 a3 1 0 0 1 0

k1 a4 1 0 0 0 1

k1 as 1 -1 -1 -1 -1

k2 al -1 1 0 0 0

k2 a2 -1 0 1 0 0

k2 a3 -1 0 0 1 0

k2 a4 -1 0 0 0 1

k2 as -1 -1 -1 -1 -1
I Statgraphics interne formulering af modellen bliver den givne model
Y = (constant + apparat + katalys) +(const+katalys) * T + konst * P @))

udtrykt ved “dummy variable” skrevet:
Y =ko+ (k- vy H Ky vy K Vg T K Vs TRy vy ) (K H ke vy) - T kp'Pa (2)
hvor k-vardierne er modelkoefficienterne:

Parameter Estimate
CONSTANT = ko = 5,4075
apparat =k, = 0,03
apparat = k= 0,08
apparat = ko5 = 0,38
apparat = ko = -0,395
katalys = k= -5,065
temp = k; = 0,1005
tryk = kp = -2,975
katalys*temp = ki = 0,0405

Ved at opskrive de 10 regressionsligninger forstis symbolikken 1 savel ligning (1) som (2):
apparat 1 og katalysator 1: ¥ =5.4075+ 0.03 - 5.065 + (0.1005 + 0.0405)T — 2.975P

apparat 2 og katalysator 1: ¥ = 54075+ 0.08 — 5.065 + (0.1005 + 0.0405)T - 2.975P

apparat 3 og katalysator 1: ¥ =54075 + 0.38 — 5.065 + (0.1005 + 0.0405)T — 2.975P

apparat 4 og katalysator 1: ¥ =5.4075 - 0.395-5.065+ (0.1005 + 0.0405)7 - 2.975P

apparat 5 og katalysator 1: Y =54075—0.03 - 0.08 — 038 + 0.395 — 5.065 + (01005 + 0.0405)T — 2.975P
apparat 1 og katalysator 2: ¥ =5.4075+ 0.03 + 5.065 + (0.1005 - 0.0405)T — 2.975P

apparat 2 og katalysator 2: ¥ = 54075+ 0.08 + 5.065 + (0.1005 - 0.0405)T — 2.975P

apparat 3 og katalysator 2: ¥ = 54075+ 0.38 + 5.065 + (0.1005 — 0.0405)T — 2.975P

apparat 4 og katalysator 2: ¥ =5.4075—- 0395+ 5.065 + (0.1005 - 0.0405)7 - 2.975P

apparat 5 og katalysator 2: ¥ =54075— 0.03— 0.08 — 038 + 0.395 + 5.065 + (0.1005 + 0.0405)T — 2.975P

1<

Bemeerk: Ved apparat 5 indferes alle de forrige 4 tal med modsat fortegn
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5. Modeller med bdde kvantitative og kvalitative faktorer

Raekkefolgen ved tolkning af udskrift.

Hvis man i inddata giver niveauerne navne (al,a2 ..., og ikke kun tal 1,2 ...), skal variablen vere
af typen “Character” . I Statgraphics bestemmes rekkefolgen sd af den ASCII vaerdi som navnet
far. Dette bevirker, at reekkefolgen bliver alfabetisk. Gives apparaterne 1,2,3,4,5 eksempelvis
navnene Peter, Arne, Anne, Joergen, Karsten, skal udskriften tolkes i den alfabetiske raekkefolge
Anne, Arne, Joergen, Karsten, Peter. Er nogle af niveauerne karakteriseret ved tal, kan det
imidlertid let give anledning til fejltagelser. Tallene -6, -3, 0,+1, 4 far rekkefolgen +1, -3,-6, 0,4,
mens -6,-3,0,1,4 bliver til -3, -6,0,1,4. For at undgé sddanne fejlmuligheder ber man, hvis alle
niveauerne er talstorrelser erklere variablen “numeric”, hvorved man far den sadvanlige
talmassige rekkefolge.

Da det er praktisk at man konsekvent velger at lavt niveau har den laveste interne vaerdi (-1) og
hejt niveau har den hejeste vaerdi (+1), sa kan det anbefales at hvis man ensker at de variable skal
veaere af typen “Character” sa vaelger karaktervaerdierne £ (for hej) og / for lav. Eksempelvis hvis

vi (af uforklarlige grunde) folte at katalysator k1 var den lave verdi, sa burde vi have sat k1 til
[ og k2 til A.

Opskrivning af de fundne estimerede regressionsligninger

Davi fandt, at apparater ingen rolle spiller vaelges “gennemsnit” af apparater (de dummy variable
er 1 gennemsnit 0)

Da vi har 2 niveauer for katalysator er dummy variable 1 og -1, sa vi far

Katalysator (C,): Y = 54075+ (=5.065) + (0.1005 + 0.0405)T — 2.975P
cller Y =0343+ 01417 —2.975P

Katalysator (C,): Y =54075 - (-5.065) + (0.1005 — 0.0405)T — 2.975P

~

eller Y =104725+ 00607 — 2.975P

Ovelse 5.1 (3 kvantitative faktorer og en blokfaktor) Regn opgave 37 side 252.
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5.3: Faktorforsgg med faktorer pad mere end 2 niveauer

5.3. Faktorforseg med faktorer pa mere end 2 niveauer.

De folgende 3 eksempler belyser lidt forskellige problemstillinger, men folger i gvrigt stort set
samme procedure som i eksempel 5.1. Ordrer i Statgraphics er derfor ogsé de samme, og kan
ipvrigt om nedvendigt findes i appendix A.

Eksempel 5.2 (1 kvalitativ og 1 kvantitativ faktor) (SFIII eksempel 13 side 76).

Ved et fuldsteendigt randomiseret forsog undersogtes udbyttet Y af en kemisk proces, idet
forsagsfaktoren var:

Faktor A: Reaktionstemperatur x med niveauerne 8§0°C, 100°C og 120°C.

Faktor B : Katalysatortype med to niveauer ( B,) og ( B,)

Forsogsresultaterne var:

A: (temperatur X)
80 100 120
B B, 6.3 12.8 19.0
(katalysa- 2.9 10.1 23.2
tortype
) g s 8.7 39.6
6.6 14.2 39.0

For hver katalysatortype kan udbyttet skrives pa formen

Y=a,+B,x+pB,x>, i=1,2 (katalysatortype).

Dette er den fuldstendige model.

1) Undersog om det er muligt at reducere modellen. Det skal sdledes undersoges om
koefficienten til x” er uafhcengig af katalysatortype eventuelt om leddet helt kan bortkastes.
Opskriv de estimerede regressionsligninger i den endelige model.

2) Giv er estimat for middelprocesudbyttet ved temperaturen 110°C for katalysator ( B, ), og
angiv et 95% konfidensinterval for dette middeludbytte.

Spergsmal 1. Reduktion af model.

Indtastning af data
Veardierne indtastes pa sedvanlig made:
X B udbytte
80 Bl 6,3
80 Bl 2,9
100 B 12,8
100 B1 10,1
120 Bl 19
120 Bl 23,2
80 B2 5,1
80 B2 6,6
100 B2 8,7
100 B2 14,2
120 B2 39,6
120 B2 39
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5. Modeller med bdde kvantitative og kvalitative faktorer

Opstilling af regressionstabel

I GLM s=®ttes  “Dependent variables” : udbytte
“Categorical Factors” : B

og “Quantitative Factors” : x

I ”GLM specifications” hvor A= B og B = x, udfyldes med modellen (A, B, A*B, B*B,
A*B*B). Der fremkommer folgende udskrift:

General Linear Models

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 1684,89 5 336,977 58,31 0,0001
Residual 34,675 6 5,77917

Total (Corr.) 1719, 56 11

Type III Sums of Squares

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
B 44,7287 1 44,7287 7,74 0,0319
X 66,8111 1 66,8111 11,56 0,0145
B*x 52,3655 1 52,3655 9,06 0,0237
X*x 104,584 1 104,584 18,10 0,0054
B*x*x 63,0504 1 63,0504 10,91 0,0163
Residual 34,675 6 5,77917

Total (corrected) 1719, 56 11

Modellen skrives nu med de betegnelser, som anvendes af Statgraphics:
Y = (Constant + B) + (konst, + B) x + (konst, + B) x*

Da P-value for B*x* x er 0.0163 < 0.05
forkastes nulhypotesen H,: Koefficienten til x? er uathengig af katalysatortype

eller kort: B*x* x: P-value = 0.0163* < 0.05 = & athenger af “i*

Da P-value for B*x er 0.0237 < 0.05
forkastes nulhypotesen H,: Koefficienten til x er uathaengig af katalysatortype

Modellen kan derfor ikke reduceres.

Regressionsligningerne
Koefficienterne i den endelige model (valg “Model Coefficients”, fis af folgende tabel:

95,0% confidence intervals for coefficient estimates (udbytte)

Standard

Parameter Estimate Error Lower Limit Upper Limit V.I.F.
CONSTANT 105,575 36,0799 17,2905 193,86

B -100,375 36,0799 -188, 66 -12,0905 2703,0
X -2,50688 0,737294 -4,31097 -0,702776 301,0
B* x 2,21937 0,737294 0,415276 4,02347 11588,5
X*x 0,0156563 0,00368034 0,00665075 0,0246617 301,0
B*x*x -0,0121562 0,00368034 -0,0211617 -0,00315075 3265,5
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5.3: Faktorforsgg med faktorer pad mere end 2 niveauer

Da vi har 2 niveauer for katalysator er dummy variable 1 og -1, og vi far
Katalysator (B,): Y =105575-100.275 + (~2.50688 + 2.21937) - x + (0.015656 — 0.012156) - x>
=5300-0.2875-x +0.003500- x* .

Katalysator (B,): Y =105575+ 100275 + (-2.50688 — 2.21937) - x + (0.015656 + 0.012156) - x°
=20585-4.7262-x + 0.027813- x°

Spergsmil 2. Estimat og 95% konfidensinterval.

Et estimat for middelprocesudbyttet ved temperaturen 110° for katalysator B, fas ved at tilfgje
110 og B, nederst i data.

Velges “ Report” fas folgende udskrift:

Regression Results for udbytte

Fitted Stnd. Error Lower 95,0% CL Upper 95,0% CL Lower 95,0% CL Upper 95,0% CL
Row Value for Forecast for Forecast for Forecast for Mean for Mean
13 22,5938 2,80287 15,7354 29,4521 19,0674 26,1201

Vi ser, at y = 22.59 og konfidensinterval: [19.07 ; 26.12

Eksempel 5.3 (1 kvalitativ og 1 kvantitativ faktor) (hentet fra SFIII eksempel 14 side 80).
Ved studiet af udbyttet ved pencillingcering undersogtes dels virkningen af 5 sukkerarter, dels
virkningen af 4 forskellige koncentrationer af sukker. Forsogsplanen var et fuldstendig
randomiseret forsog med en fuldsteendig faktorstruktur. Resultaterne var

Sukkerkoncentration c (%)

2 4 6 8

Suk- Laktose 0.606 0.660 0.984 0.908
kerarter || Glukose 0.715 1.024 1.000 1.125
Rorsukker | 0.761 0.933 1.072 0.979

Melasse 0.815 1.000 1.015 1.162

Dextrin 0.775 0.918 1.030 1.049

Det formodes, at middeludbyttet for hver sukkerart kan beskrive sammenhcengen mellem udbytte
og koncentration ved et 2.grads polynomium

Y=a,+p,c+ By’ , i=1,2,3,4,5 (sukkerart).

1) Benyt storrelsen af R-square til at vurdere om en sadan model er rimelig.

2) Sog at reducere modellen ved bl.a. at undersoge om regressionskoefficienterne afhenger af
sukkerarterne.

3) Angiv for den endelige model regressionsligningerne.
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5. Modeller med bdde kvantitative og kvalitative faktorer

Spergsmal 1. Benyt storrelsen af R-square til at vurdere om en 2.grads model er rimelig.
Indtastning af data
Veardierne indtastes pa sedvanlig méde:

c udbytte sukkerart
2 0,606 laktose

4 0,66 laktose

6 0,984 laktose

8 0,908 laktose

2 0,715 glukose

4 1,024 glukose

6 1 glukose

8 1,125 glukose

2 0,761 rgrsukker
4 0,933 rgrsukker
6 1,072 rgrsukker
8 0,979 rgrsukker
2 0,815 melasse

4 1 melasse

6 1,015 melasse

8 1,162 melasse

2 0,775 dekstrin
4 0,918 dekstrin
6 1,03 dekstrin
8 1,049 dekstrin

Opstilling af regressionstabel

I “GLM” inds@ttes  “Dependent variables” : udbytte
“Categorical Factors” : sukkerart

og “Quantitative Factors” : ¢

I ”GLM specifications” hvor A= sukkerart og B = ¢, udfyldes med modellen (A, B, A*B,
B*B, A*B*B). Der fremkommer folgende udskrift:

General Linear Models

Number of dependent variables: 1
Number of categorical factors: 1
Number of quantitative factors: 1
Analysis of Variance for udbytte

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 0,416869 14 0,0297764 3,65 0,0802
Residual 0,0407936 5 0,00815873

Total (Corr.) 0,457663 19

Type III Sums of Squares

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
sukkerart 0,0105017 4 0,00262542 0,32 0,8527
c 0,0650275 1 0,0650275 7,97 0,0370
sukkerart*c 0,00599944 4 0,00149986 0,18 0,9371
c*c 0,0274541 1 0,0274541 3,36 0,1261
sukkerart*c*c 0,0069962 4 0,00174905 0,21 0,9196
Residual 0,0407936 5 0,00815873

Total (corrected) 0,457663 19

All F-ratios are based on the residual mean square error.

R-Squared = 91,0865 percent R-Squared (adjusted for d.f.) = 66,1288 percent

Modellen kan ikke testes, da der ikke er gentagelser, men da
SAK joger 04170

SAK,, 04577

R-Squared = = 91.08% er modellen ikke urimelig.
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5.3: Faktorforsgg med faktorer pad mere end 2 niveauer

Sammenlignes R-Squared med R-Squared(adjusted for d.f.) = 66.12% som jo er vasentlig
mindre, synes det abenbart, at det ma vaere muligt at reducere modellen. Der mé vare brugt
en del frihedsgrader til led, som ikke har forbedret modellen vasentligt.

Spergsmal 2. Mulig reduktion af modellen.
Modellen skrives nu med de betegnelser, som anvendes af Statgraphics:
Y = (Constant + sukkerart) + (konst, + sukkerart) ¢ + (konst, + sukkerart) ¢’

Forst testes H,: Koefficienten til ¢? er uathangig af sukkerart

Da P-value for sukkerart*c*c er 0.9196> 0.05 accepteres nulhypotesen , dvs koefficienten er
uathangig heraf.

Modellen er nu: Y = (Constant + sukkerart) + (konst, + sukkerart) ¢ + konst, c?

Der foretages en pooling. (fiern A*B*B)
General Linear Models

Number of dependent variables: 1
Number of categorical factors: 1
Number of quantitative factors: 1
Analysis of Variance for udbytte

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 0,409873 10 0,0409873 7,72 0,0026
Residual 0,0477898 9 0,00530998

Total (Corr.) 0,457663 19

Type III Sums of Squares

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
sukkerart 0,0303718 4 0,00759295 1,43 0,3004
c 0,0650275 1 0,0650275 12,25 0,0067
sukkerart*c 0,00680424 4 0,00170106 0,32 0,8575
c*c 0,0274541 1 0,0274541 5,17 0,0491
Residual 0,0477898 9 0,00530998

Total (corrected) 0,457663 19

R-Squared = 89,5579 percent R-Squared (adjusted for d.f.) = 77,9555 percent

Nu testes H,: Koefficienten til ¢? er nul.
Da P-value for c*c er 0.0491< 0.05 forkastes nulhypotesen

Nu testes H,: Koefficienten til ¢ er uathaengig af sukkerart

Da P-value for sukkerart*c er 0.8575> 0.05 accepteres nulhypotesen , dvs. koefficienten er
uathangig heraf.

Modellen er nu: Y = (Constant + sukkerart) + konst, ¢ + konst, c*.

Der foretages igen en pooling (fjern A*B ), og vi far:
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5. Modeller med bdde kvantitative og kvalitative faktorer

General Linear Models

Number of dependent variables: 1 Number of categorical factors: 1
Number of quantitative factors: 1

Analysis of Variance for udbytte

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 0,403069 6 0,0671781 16,00 0,0000
Residual 0,0545941 13 0,00419955

Total (Corr.) 0,457663 19

Type III Sums of Squares

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
sukkerart 0,103235 4 0,0258088 6,15 0,0053
c 0,0650275 1 0,0650275 15,48 0,0017
c*c 0,0274541 1 0,0274541 6,54 0,0239
Residual 0,0545941 13 0,00419955

Total (corrected) 0,457663 19

All F-ratios are based on the residual mean square error.

R-Squared = 88,0711 percent R-Squared (adjusted for d.f.) = 82,5655 percent

Nutestes H,: Sukkerart har ingen virkning
Da P-value for sukkerart er 0.0053< 0.05 forkastes nulhypotesen .

Vi har folgelig, at de 5 regressionspolynomier kun adskiller sig fra hinanden ved at have
forskellige konstantled.

Bemerk i overensstemmelse med det forventede, at R-squared er faldet lidt, men at R-squared
(adjusted for d.f.) er steget ganske betydeligt.

Spergsmal 3. Regressionsligningerne i den endelige model.
Koefficienterne i den endelige model fas ved valg af “ Model Coefficients”. Dette giver
folgende tabel:

95,0% confidence intervals for coefficient estimates (udbytte)

Standard

Parameter Estimate Error Lower Limit Upper Limit V.I.F.
CONSTANT 0,48035 0,0806802 0,306051 0,654649

sukkerart 0,01645 0,0289812 -0,0461602 0,0790602 1,6
sukkerart 0,03945 0,0289812 -0,0231602 0,10206 1,6
sukkerart -0,13705 0,0289812 -0,19966 -0,0744398 1,6
sukkerart 0,07145 0,0289812 0,00883982 0,13406 1,6
c 0,144815 0,0368015 0,0653099 0,22432 32,25
c*c -0,0092625 0,00362265 -0,0170888 -0,00143623 32,25

Vi har nu folgende (idet rekkefolgen af udskrift er ordnet alfabetisk):

Dekstrin: ¥ = 048035 + 0.01645 + 01448 - ¢ — 0.0092625 - ¢
= 04968 + 0.1448 - ¢ — 0.0092625- ¢*

Glukose: ¥ =0.48035+ 0.03945 + 0.1448 - ¢ — 0.0092625 - ¢
= 05198+ 0.1448 - ¢ — 0.0092625- ¢*

Laktose: Y =0.48035— 0.13705 + 0.1448 - ¢ — 0.0092625 - ¢’
=0.3433+0.1448-c - 0.0092625- ¢’
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5.3: Faktorforsgg med faktorer pad mere end 2 niveauer

Melasse: Y = 048035+ 0.07145+ 01448 - ¢ — 0.0092625 - ¢
=0.5518+0.1448-c—0.0092625- ¢*

Rorsukker: ¥ = 0.48035— 0.01645 — 0.03945 + 0.13705 — 0.07145 + 01448 - ¢ — 0.0092625 - ¢
= 04901+ 0.1448 - ¢ — 0.0092625 - ¢*

| 4
Ovelse 5.2 (2x4 faktorforseg med 1 kvantitativ og 1 kvalitativ faktor)
Regn opgave 39 side 254.

Eksempel 5.4 (1 kvantitativ og 2 kvalitative faktorer)

En fabrik fremstiller salpetersyre ved oxidering af ammoniak med luft. I lobet af processen
ledes kveelstofoxider under afkoling ind i en absorptionskolonne. Absorptionen i gennem-
strommende salpetersyre afheenger af lufttemperatur T (°C) . Endvidere kan absorptionen
teenkes at afheenge af valg af katalysator B (3 muligheder) og valg af et additiv A (2 mulighe-
der)

Folgende observationer af Y (kodede tal) fandtes:

10 20 30 40

30 47 66 82

48 60 73 96
51 63 77 99

B, 54 70 90 | 102
56 75 83 110

B, 32 49 64 86
35 52 60 84

B, 50 64 82 92
55 60 77 94

B, 57 74 88 108
53 77 86 105

1) Undersag, om sammenhcengen mellem meengden Y af ikke-absorberede kveelstofoxider
afheenger af de tre faktorer, idet man som udgangspunkt antager, at Y for hver af de 6
kombinationer af de 2 kvalitative faktorer A og B kan beskrives ved et andengradspolyno-
mium i T, dvs. af formen

Y=a,+p,;T+ ﬂz,-sz , hvori= 1,2 (additiv), j = 1, 2, 3 (katalysator)
2) Undersog, om modellen kan reduceres.
3) Foretag en grafisk kontrol af den fremkomne model.

4) Opskriv ligningerne for den endelige model.
5) Angiv et 95% konfidensinterval for p,

6) Angiv et estimat for Y i tilfeeldet A er pa niveau A, , B er pd niveau B, og T er = 20.
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5. Modeller med bdde kvantitative og kvalitative faktorer

LOSNING:
Spergsmal 1. Underseg om Y for hver af de 6 kombinationer af A og B kan beskrives

ved et andengradspolynomium i T dvs. af formen Y = o, + 8, T+ f,, T

Indtastning af data. Tallene indtastes péd sedvanlig méde.

Opstilling af regressionstabel

I “GLM” inds®ttes  “Dependent variables” : Y
“Categorical Factors” : A og B

og “Quantitative Factors” : T

[ ”GLM specifications” hvor A=A, B =B og C =T udfyldes med
A, B, C, A*B, A*C, B*C, A*B*C, C*C, A*C*C, B¥C*C, A*B*C*C.

Der fremkommer folgende udskrift:

General Linear Models

Number of dependent variables: 1

Number of categorical factors: 2

Number of quantitative factors: 1

Analysis of Variance for Y

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 20275,4 17 1192, 67 123,57 0,0000
Residual 289,55 30 9,65167

Total (Corr.) 20565,0 47

Type III Sums of Squares

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
A 0,0967742 1 0,0967742 0,01 0,9209
B 155,042 2 77,5208 8,03 0,0016
T 225,457 1 225,457 23,36 0,0000
A*B 7,2621 2 3,63105 0,38 0,6897
A*T 1,64974 1 1,64974 0,17 0,6822
B*T 32,7059 2 16,3529 1,69 0,2008
A*B*T 9,35394 2 4,67697 0,48 0,6207
T*T 52,0833 1 52,0833 5,40 0,0271
A*XT*T 4,08333 1 4,08333 0,42 0,5204
B*T*T 23,2917 2 11,6458 1,21 0,3133
A*B*T*T 10,2917 2 5,14583 0,53 0,5922
Residual 289,55 30 9,65167

Total (corrected) 20565,0 47

All F-ratios are based on the residual mean square error.

R-Squared = 98,592 percent
R-Squared (adjusted for d.f.) = 97,7942 percent

For at 18 SAK ., ageiser kan vi udfore en tresidet variansanalyse med vekselvirkning (den mest
omfattende model), hvoraf vi kan aflaese “gentagelserne”.
I “Compare” szttes “Maximum Order Interaction” til 3". Resultatet bliver:
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5.3:

Faktorforsgg med faktorer pa mere end 2 niveauer

Analysis of Variance for Y - Type III Sums of Squares

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
MAIN EFFECTS
A:A 8,33333 1 8,33333 1,01 0,3249
B:B 4313, 63 2 2156,81 261,43 0,0000
C:T 15866,2 3 5288,72 641,06 0,0000
INTERACTIONS
AB 0,291667 2 0,145833 0,02 0,9825
AC 20,1667 3 6,72222 0,81 0,4983
BC 113,708 6 18,9514 2,30 0,0680
ABC 44,7083 6 7,45139 0,90 0,5089
RESIDUAL 198,0 24 8,25
TOTAL (CORRECTED) 20565, 0 47
Heraf ses, at SAK . geiser = 198,0 med = 24 (24 celler).
Da SAK . guurate = SAK gentageser + SAK o s SAK,, = 289.55 - 198.0 = 91.55
med f,, =30-24=6
2
) ) SAK K 1526
Vi har folgelig at 52, = ——9% —1526 og dermed F),,, =% =~ - 1849
lack lack 2
lack So 825

Vi kan nu danne folgende variansanalysetabel:

Variation SAK f s? F
Model (Regres) | 20275.,4 17
Lack of fit 91,55 6 15,26 1,849
Gentagelser 198.0 24 8,25
Total 20565,0 47

Da F,45(6,24) = 2,51 > F,,, = 1.85 accepteres den kvadratiske model : ¥ =&, + B,,T+ f,,T°

Benyttes Statgraphic fés:

Cumulative Distribution

Distribution: F (variance ratio)

Upper Tail Area (>)
Variable Dist. 1 Dist. 2 Dist. 3 Dist. 4 Dist.
1,85 0,131541

dvs. P - vaerdi = 0.1315 > 0.05 hvilket ogsa giver en accept af modellen.

Spergsmal 2. Mulig reduktion af modellen

Modellen skrives nu med de betegnelser, som anvendes af Statgraphics:

Y= (Constant + A + B + A*B) + (konst, + A + B + A*B) T'+ (konst, +A + B+ A*B ) T*

Vi gar tilbage til udskriften med koefficienterne til andengradsudtrykket.
2A: Forst testes nulhypotesen: H,: Koefficienten til 7° er uafhangig af A og B.
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5. Modeller med bdde kvantitative og kvalitative faktorer

Modellen reduceres ved at poole de tre led tre vekselvirkninger A*T"2, B¥*T"2 og A*B*T"2
ned i residualen Valg “ Input dialog” og fjern A*C*C, B*C*C, A*B*C*C . Vi far sd
folgende tabel:

General Linear Models

Number of dependent variables: 1
Number of categorical factors: 2
Number of quantitative factors: 1

Analysis of Variance for Y

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 20237,8 12 1686,48 180,39 0,0000
Residual 327,217 35 9,34905

Total (Corr.) 20565,0 47

Type III Sums of Squares

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
A 23,3472 1 23,3472 2,50 0,1230
B 893,861 2 446,931 47,80 0,0000
T 225,457 1 225,457 24,12 0,0000
A*B 6,02778 2 3,01389 0,32 0,7266
A*T 16,0167 1 16,0167 1,71 0,1991
B*T 60,8583 2 30,4292 3,25 0,0505
A*B*T 7,75833 2 3,87917 0,41 0,6636
T*T 52,0833 1 52,0833 5,57 0,0240
Residual 327,217 35 9,34905
Total (corrected) 20565,0 47
All F-ratios are based on the residual mean square error.
R-Squared = 98,4089 percent R-Squared (adjusted for d.f.) = 97,8633 percent

2

. 327217 —289.55 . e s 7533

Vihar nus), = =7533 . Vifar F=-"=—""—-=0781.

2

5 s 9.6517

DaF <1 accepteres nulhypotesen “ Koefficienten til 7~ uafhangig af A og B
Modellen skrives nu:

Y= (Constant + A + B + A*B) + (konst, + A + B+ A*B) T+ (konst, ) 7°
Vi ser, at nulhypotesen: H,: Koefficienten til 7' * er nul forkastes, da P-value er 0.0240<
0.05.

2B: Nu testes nulhypotesen: H,: Koefficienten til 7 er uathengig af A og B.

Modellen reduceres ved at poole de tre vekselvirkninger A*T, B*T og A*B*T ned 1
residualen.
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5.3: Faktorforsgg med faktorer pad mere end 2 niveauer

Vi fér sa felgende tabel:

General Linear Models

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 20153,1 7 2879,02 279,62 0,0000
Residual 411,85 40 10,2963
Total (Corr.) 20565,0 47
Type III Sums of Squares
Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
A 8,33333 1 8,33333 0,81 0,3737
B 4313,63 2 2156,81 209,48 0,0000
T 225,457 1 225,457 21,90 0,0000
A*B 0,291667 2 0,145833 0,01 0,9859
T*T 52,0833 1 52,0833 5,06 0,0301
Residual 411,85 40 10,2963
Total (corrected) 20565,0 47
2
2 41185-327217 Sm, 1692

Vifars =181

m =1692 ogdermed F'=— =
| 5 2 93491

Da F,4(5,35) =2.47 (eller P - veerdi = 0.1363 ifelge Statgraphics) accepteres nulhypotesen.
Modellen er nu: ¥ = (Constant + A + B + A*B) + (konst,) 7+ (konst, ) 7~ .
2C: Vi ensker dernast at teste nulhypotesen  H,: Konstantleddet er uathangigt af A og B.

Det ses umiddelbart, at vi kan se bort fra A*B og fra A, dvs. additivet spiller ingen rolle.
Vi kan nu ikke reducere modellen yderligere.

Den endelige model er : Y= (Constant + B ) + (konst,) 7'+ (konst, ) 7’ 2
Spergsmil 3. Foretag en grafisk kontrol af den fremkomne model.
Vi foretager en pooling af A og A*B. Vi danner nu
a) Residualplot: Studentized: Valg “Residual plots”
Residualer: ’hejre musetast | Residuals, Scatter plot, Predicted value

Residual Plot Residual Plot
= | | | g ‘ _
S 24f . i
5 E e o E 5k ]
3 1’4 ; o o o g o *: ‘T‘q
e E E a ° e ° o] oL 1
8 . . E S
g ] S
g 06f . L B E @ L ]
_ﬂ§ L o o ] 8
16 ]
ER | 4 ,
N a6k ‘ ‘ ‘ E
30 50 70 90 110 7k ‘ ‘ ‘ 4
predicted Y 30 50 .70 90 110
predicted Y

Det ses, at punkterne fordeler sig nogenlunde tilfaeldigt omkring linierne, og at der er ingen
outliers, da Studentized Residuals er under 3 .
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5. Modeller med bdde kvantitative og kvalitative faktorer

Normal Probability Plot for Y

99,9

b) normalfordelingsplot:(Cursor pa figur |
hejre musetast |[Normal Probability Plot |OK)

percentage
wn
S

0,1t . . . . 3
-6 -3 0 3 6 9
residual
Residualerne synes at vare rimeligt normalfordelt.
Modellen synes derfor at vaere accepteret.
Spergsmal 4. Regressionsligninger
Velg “ Model Coefficients”. Dette giver folgende tabel:
95, 0% confidence intervals for coefficient estimates (Y)
Standard
Parameter Estimate Error Lower Limit Upper Limit V.I.F.
CONSTANT 34,4167 2,51302 29,3487 39,4847
B -12,3125 0,638308 13,5998 -11,0252 1,33333
B 1,5625 0,638308 0,275227 2,84977 1,33333
T 1,10083 0,229258 0,638489 1,56318 32,25
T*T 0,0104167 0,00451352 0,00131427 0,0195191 32,25

Ligningen bliver for B =B, :
Y =3442-1231+110-T+00104. 72 =2211+110-7+0.0104- 7°

Ligningen bliver for B=B, :
Y =3442+156+110- T+ 00104 - 7> =3598+1.10- T+ 0.0104-T°

Ligningen bliver for B =B; :
Y =3442+123125- 15625+ 1.10- T+ 0.0104 - 7> =4517 +110- T+ 0.0104 - T*

Spergsmal 5. Konfidensinterval for £,

Af ovenstaende udskrift ses, at konfidensintervallet er [0.00131 ; 0.01952].
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5.3: Faktorforsgg med faktorer pad mere end 2 niveauer

Spergsmail 6. Angiv et estimat for Yi tilfeeldet A er pi niveau A, , B er pa niveau B, og T
er 20.

Et estimat for middelvardien af ¥ fis ved at tilfgje al, b2 og 20 nederst 1 data.

Velg “ Report”. Resultatet blev folgende udskrift:

Regression Results for Y

Fitted Stnd. Error Lower 95,0% CL Upper 95,0% CL Lower 95,0% CL Upper 95,0% CL
Row Value for Forecast for Forecast for Forecast for Mean for Mean
49 62,1625 3,261 55,5861 68,7389 60,2971 64,0279

Yer=62.16 med et konfidensinterval pa [60.30 : 64.03]

Ovelse 5.3 (3x3x2 faktorforseg med 2 kvantitative og 1 kvalitativ faktor)
Regn opgave 40 side 254.
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6. Kovariansanalyseforseg

6 KOVARIANSANALYSEFORSOG

6.1 INDLEDNING

For at dempe “stgjen” dvs. nedsatte virkningen af stor heterogenitet mellem forsggsenhederne,
har vi hidtil indfert blokke, som var kvalitative. I en raekke tilfzlde, er den faktor der kunne
teenkes at bevirke heterogeniteten imidlertid kvantitativ. Man kan ogsé sige, at man forseger at
korrigere forsegsvariablen for forskelle i storrelsen af en malelig egenskab (kaldet kovariablen)
ved forsggsenhederne. Der kan naturligvis ogsé optrade flere kovariable.

6.2 ENSIDET KOVARIANSANALYSE MED 1 KVALI-
TATIV FAKTOR

Eksempel 6.1. (ensidet kovariansanalyse)
Ved et forsog onskes undersogt, om middelstyrken p af tre forskellige limtyper er den samme.
Da man havde erfaring for, at u afhcenger af tykkelsen x af det benyttede limlag, og da det ikke

er praktisk muligt at fastholde samme x-veerdi under samtlige delforsag, foretoges for hver
limtype fire sammenhorende malinger af henholdsvis tykkelsen x og styrkey. Forsogsresultaterne
var (kodede tal):

y 10 5 6 10
T e S e e
X 5 1 3 6
) y 9 12 5 7
hm ]1m2 ..............................................................................................................
X 7 10 4 5
y 11 7 7 2
lim3 ..............................................................................................................
X 12 8 9 4

Det antages, at den kovariable x’s eventuelle virkning pd y er af 1. grad, dvs. for hver limtype
er Y=o, +pBx,hvori=1,2,3 (limtype)

Det antages endvidere, at p, ikke afhcenger af limtypen (de tre linier er parallelle).

1. Giv en vurdering af, om ovenncevnte forudscetninger er rimelige.

2. Foretag en statistisk analyse af, om der er forskel pa de tre limtypers bindingsevne.

Bemeerk: Kovariablen x ma ikke athange af behandlingen. En kontrol af at dette ikke er

tilfeldet kunne ske ved at foretage en ensidet variansanalyse med x som athaengig variabel og lim
som faktor.
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6.2 Ensidet kovariansanalyse med 1 kvalitativ faktor

LOSNING:
Spergsmal 1. Vurdering af at den kovariables virkning pa y er af 1.ste grad.

Indtastning af data

Tallene indtastes pa saedvanlig made:
lim b4 y
liml 5 10
liml 1 5
liml 3 6
liml 6 10
lim2 7 9
lim2 10 12
lim2 4 5
lim2 5 7
lim3 12 11
1im3 8 7
lim3 9 7
lim3 4 2

Opstilling af regressionstabel
Velg ikonen “GLM?” eller ( Special | Advanced Regression | General Linear Models” (GLM)).
Pé det folgende skema indsaettes “Dependent variables” : y

“Categorical Factors” : lim
og “Quantitative Factors” : x
Efter tryk pd “OK” fremkommer et skema,”GLM specifications” hvor A= lim og B = x.
“Effects” udfyldes med modellen (A, B, A*B), da vi vil se, om forudsatningen om parallelle
linier er rimelig. Der fremkommer folgende udskrift:

General Linear Models

Number of dependent variables: 1
Number of categorical factors: 1
Number of quantitative factors: 1

Analysis of Variance for y

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 90,1095 5 18,0219 38,52 0,0002
Residual 2,80715 6 0,467858

Total (Corr.) 92,9167 11

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
lim 9,8538 2 4,9269 10,53 0,0109
X 77,4221 1 77,4221 165,48 0,0000
lim*x 0,00854472 2 0,00427236 0,01 0,9909
Residual 2,80715 6 0,467858

Total (corrected) 92,9167 11

All F-ratios are based on the residual mean square error.

R-Squared = 96,9789 percent R-Squared (adjusted for d.f.) = 94,4612 percent

Vikan ikke teste modellen, men da R-squared =96.9 % . synes tre forstegradspolynomier at vaere

en rimelig god model.
Da P-value for lim*x er 0.99, kan vi se bort fra dette led, dvs. de tre regressionslinier kan antages

parallelle.
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6. Kovariansanalyseforseg

Spergsmal 2. Statistisk analyse med konklusion.
Vi sletter nu lim * x fra modellen. Velg (red ikon = Input dialog |OK | fjern A*B | OK).
Vi far felgende udskrift:

General Linear Models

Number of dependent variables: 1
Number of categorical factors: 1
Number of quantitative factors: 1

Analysis of Variance for y

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 90,101 3 30,0337 85,33 0,0000
Residual 2,81569 8 0,351962

Total (Corr.) 92,9167 11

Type III Sums of Squares

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
lim 46,8971 2 23,4485 66,62 0,0000

X 85,4343 1 85,4343 242,74 0,0000
Residual 2,81569 8 0,351962

Total (corrected) 92,9167 11

All F-ratios are based on the residual mean square error.

R-Squared = 96,9697 percent R-Squared (adjusted for d.f.) = 95,8333 percent

Det ses, at der er forskel pa limtyperne da P-value er 0.000.
Endvidere ses det, at det var fornuftigt at indfere kovariablen x, da P-value for x ogsé er 0.0000.

Et indtryk af hvor stor forskellen er fas pafelgende made.
Velg “Table of Means”. Derved fremkommer folgende udskrift:

Table of Least Squares Means for y with 95,0 Percent Confidence Intervals

Level Count Mean Error Limit Limit
GRAND MEAN 12 7,58333 0,17126 7,18841 7,97826
lim

liml 4 10,4489 0,343509 9,65677 11,241
1lim2 4 7,87774 0,297593 7,19149 8,56399
1im3 4 4,42336 0,332101 3,65753 5,18919

X 6,16667

Da bindingsstyrken athanger af limtykkelsen x, mé de tre limtyper sammenlignes ved samme x-
veerdi. [ denne udskrift sker sammenligningen af bindingsstyrken for hver limtype ved en x- vaerdi
pa 6.1667 (gennemsnittet af alle x-verdier).

Det ses, at limtype 1 har den sterste bindingsstyrke (vaerdi 10.45 er den sterste og konfidensin-
tervallet overlapper ikke med de gvrige).

Da limtykkelsen x er indfert som stejdempende faktor, og man ikke kan styre tykkelsen, vil
man sedvanligvis ikke vere interesseret i at angive ligningerne for de tre parallelle regressionsli-
nier. @nsker man alligevel dette, sa vaelg “ Model Coefficients”. Derved fremkommer folgende
udskrift:
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6.3 Tosidet kovariansanalyse med 2 kvalitative faktorer

95,0% confidence intervals for coefficient estimates (y)

Standard
Parameter Estimate Error Lower Limit Upper Limit V.I.F.
CONSTANT 0,696472 0,474048 -0,396688 1,78963
lim 2,86557 0,297772 2,17891 3,55224 2,01541
lim 0,294404 0,243375 -0,26682 0,855628 1,34631
X 1,11679 0,0716807 0,951492 1,28208 1,60097

De tre ligninger bliver:
liml: Y =0.6965+28656+111679-x =3.5621+ 11168 x

0.6965+ 0.2944 + 1.11679 - x = 0.9909 + 1.1168 - x
0.6965-2.8656 — 0.2944 + 1.11679 - x = 24635+ 1.1168-x

lim 2:

Y =
lim3: Y=

6.3 TOSIDET KOVARIANSANALYSE MED 2
KVALITATIVE FAKTORER

Eksempel 6.2. (tosidet kovariansanalyse)
Ved et forsog med en kemisk produktion onskes undersogt, om middeludbyttet u afhcenger af

benyttet ramateriale (faktor R) og af benyttet katalysatortype (faktor C). Delforsogene onskes
udfort ved samme konstante temperatur, men af teknisk-ekonomiske grunde er dette ikke muligt.
Da denne variation i temperaturen kan veere en betydende stajfaktor registreres den faktiske
temperatur T i hvert delforsog. T er altsa en kovariabel).

Idet udbyttet kaldes y, fandtes folgende forsogsresultater:

C: (katalysatortype)
C, G,
y T y T
R, 21 4 27 8
19 0 20 3
R 20 1 31 7
(rdmateriale)
R, 10 2 38 6
26 6 40 5
31 9 28 2

Det antages, at den kovariable T’s eventuelle virkning pa y er af 1 grad, dvs. for hver
kombination af faktorerne R og C’s niveauer er udbyttet af formen
Y=a,+p,-T hvori= 1,2 (rdavare) ogj = 1,2 (katalysator).

Det antages endvidere, at f ikke afhenger af faktorernes niveauer (linierne er parallelle).

1) Giv en vurdering af, om ovenncevnte forudscetninger er rimelige.
2) Foretag en statisk analyse af, om udbyttet afheenger af de to faktorer.
3) I bekreeftende fald angiv hvilke niveauer disse skal indstilles pd, for at give det storste udbytte.
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6. Kovariansanalyseforseg

Spergsmal 1.Vurdering af om forudsztninger er opfyldt.
Indtastning af data
Tallene indtastes pd sedvanlig made:

raavare katalys T \Y%
rl cl 4 21
rl cl 0 19
rl cl 1 20
rl c2 8 27
rl c2 3 20
rl c2 7 31
r2 cl 2 10
r2 cl 6 26
r2 cl 9 31
r2 c2 6 38
r2 c2 5 40
r2 c2 2 28

Opstilling af regressionstabel
Velg ikonen “GLM?” eller ( Special | Advanced Regression | General Linear Models” (GLM)).
Pé det folgende skema indsattes “Dependent variables” : y

“Categorical Factors” : raavare og katalys (benavnes B og A)
og “Quantitative Factors” : T (benavnes C)
[”GLM specifications” udfyldes med modellen (A, B, C, A*B, A*C, B*C, A*B*C), da vivil se,
om forudsatningen om parallelle linier er rimelig. Der fremkommer folgende udskrift:

General Linear Models

Number of dependent variables: 1
Number of categorical factors: 2
Number of quantitative factors: 1

Analysis of Variance for y

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 756,35 7 108,05 10,65 0,0187
Residual 40,5671 4 10,1418

Total (Corr.) 796,917 11

Type III Sums of Squares

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
raavare 5,47367 1 5,47367 0,54 0,5033
katalys 25,5769 1 25,5769 2,52 0,1875
T 193,679 1 193,679 19,10 0,0120
raavare*katalys 62,4403 1 62,4403 6,16 0,0681
raavare*T 38,9337 1 38,9337 3,84 0,1216
katalys*T 3,63563 1 3,63563 0,36 0,5816
raavare*katalys*T 6,84854 1 6,84854 0,068 0,4574
Residual 40,5671 4 10,1418

Total (corrected) 796,917 11

All F-ratios are based on the residual mean square error.

R-Squared = 94,9095 percent
R-Squared (adjusted for d.f.) = 86,0011 percent

Vi kan ikke teste modellen, men da R-squared = 94.91 % ,synes forstegradspolynomier at vaere
en rimelig god model.

Vi tester nu pdstanden om at regressionslinierne kan antages parallelle, ved at poole de 3 sidste
led vaek. Velg Input dialog og fjern A*C, B*C, A*B*C | OK . Vi far derved folgende udskrift:
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6.3 Tosidet kovariansanalyse med 2 kvalitative faktorer

General Linear Models

Number of dependent variables: 1
Number of categorical factors: 2
Number of quantitative factors: 1

Analysis of Variance for udbytte

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 706,744 4 176,686 13,72 0,0020
Residual 90,1726 7 12,8818

Total (Corr.) 796,917 11

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
katalys 97,8221 1 97,8221 7,59 0,0283
raamat 27,6711 1 27,6711 2,15 0,1862
T 297,161 1 297,161 23,07 0,0020
katalys*raamat 210,907 1 210,907 16,37 0,0049
Residual 90,1726 7 12,8818

Total (corrected) 796,917 11

All F-ratios are based on the residual mean square error.

R-Squared = 88,6848 percent R-Squared (adjusted for d.f.) = 82,219 percent

Af denne ses, at de tre bortkastede led har en samlet SAK pa 90,1726 - 40,5671 =49.61 med

49.61
7 - 4 =3 frihedsgrader. Vi far folgelig, at Si = 936 =16.54 og dermed

2
F = zs’" = 1654 = 1.63 . Da F{45(3,4) = 6.59 accepteres pastanden, dvs.
s 10.1418 ’

residual

regressionslinierne kan antages parallelle.

Spergsmal 2. Undersog om udbyttet afhzenger af de to faktorer.
Det ses, at der er vekselvirkning mellem raamaterialer og katalysatortype, da P-value er 0.0049.

Heraf folger, at udbyttet afthaenger af de to faktorer.
Endvidere ses det, at det var fornuftigt at indfere kovariablen 7, da P-value for 7°ogséa er 0.0020.

Spergsmil 3. Hvilke niveauer skal valges for at fi sterst udbytte.

Velg “ Table of Means” hvorved der fremkommer folgende udskrift:
Table of Least Squares Means for udbytte with 95,0 Percent Confidence Intervals

Stnd Lower Upper
Level Count Mean Error Limit Limit
GRAND MEAN 12 25,9167 1,03609 23,4667 28,3666
katalys
cl 6 22,8943 1,50876 19,3267 26,462
c2 6 28,939 1,50876 25,3713 32,5067
raamat
rl 6 24,3438 1,49172 20,8164 27,8711
r2 6 27,4896 1,49172 23,9622 31,017
katalys by raamat
cl rl 3 26,3348 2,45633 20,5265 32,1431
cl r2 3 19,4539 2,15716 14,353 24,5548
c2 rl 3 22,3527 2,20695 17,1341 27,5713
c2 r2 3 35,5253 2,07257 30,6244 40,4262

T 4,41667
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6. Kovariansanalyseforseg

Da udbyttet afth@nger af temperaturen 7, mé de forskellige niveauer for R og C sammenlignes
ved samme temperatur 7. I denne udskrift sker ssmmenligningen af udbyttet ved en 7" verdi pa
4.41667 (gennemsnittet af alle 7T-vaerdier).
Det ses, at et valg af katalysator c2 og raamateriale r2 giver det storste udbytte (veerdi 35.53 )
Da konfidensintervallet svagt overlapper med kombinationen c1 r1, kan det dog ikke afvises, at
denne kombination ogséd kan valges.

| 4

6.4 TOSIDET KOVARIANSANALYSE MED 2 KVALI-
TATIVE FAKTORER OG EN BLOKFAKTOR.

Eksempel 6.3. (tosidet kovariansanalyse) (hentet fra SFIII eksempel 23 side 128).

Det i afsnit 6.3 omtalte forsog cendres nu, idet det antages, at resultaterne hidrorer fra et
randomiseret blokforsag med tre blokke, hvor overste tal i en celle horer til blok 1, den midterste
til blok2 og den nederste til blok 3. Skemaet cendrer sig folgelig til:

C: (katalysatortype)
C, C,
Blok
y T y T
bl 21 4 27 8
R, b2 19 0 20 3
R b3 20 1 31 7
(ramateriale)
bl 10 2 38 6
R, b2 26 6 40 5
b3 31 9 28 2

Med de samme forudscetninger som i afsnit 6.3 onskes igen en kovariansanalyse af, om udbyttet
afhcenger af de to faktorer.

LOSNING:

Spergsmil 1. Vurdering af om forudszetninger er opfyldt.

Indtastning af data

Tallene indtastes som i afsnit 6.3, idet der dog er tilfojet en ekstra blok kolonne.

raavare katalys T y blok
rl cl 4 21 bl
rl cl 0 19 b2
rl cl 1 20 b3
rl c2 8 27 bl
rl c2 3 20 b2
rl c2 7 31 b3
r2 cl 2 10 bl
r2 cl 6 26 b2
r2 cl 9 31 b3
r2 c2 6 38 bl
r2 c2 5 40 b2
r2 c2 2 28 b3

170



8.4 Tosidet kovariansanalyse med 2 kvalitative faktorer og en blokfaktor

Statistisk analyse
Velg ikonen “GLM?” eller ( Special | Advanced Regression | General Linear Models” (GLM)).
Pé det folgende skema indsattes “Dependent variables” : y

“Categorical Factors” : raavare , katalys og blok
og “Quantitative Factors” : T (benavnes D)
I ”GLM specifications” har faktorerne faet betegnelser efter den raekkefolge de er indskrevet 1
(A for raavare, B for katalys, C for blok og D for T). Vi tilfejer A*B (vekselvirkning mellem
raavare og katalys).
Vi foretager ikke her en storre analyse af om linierne er parallelle, da det allerede er sket 1 afsnit
6.3. Der fremkommer folgende udskrift:

General Linear Models

Number of dependent variables: 1
Number of categorical factors: 3
Number of quantitative factors: 1
Analysis of Variance for y

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 780,553 6 130,092 39,75 0,0005
Residual 16,3633 5 3,27265

Total (Corr.) 796,917 11

Type III Sums of Squares

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
raavare 21,6227 1 21,6227 6,61 0,0500
katalys 82,6875 1 82,6875 25,27 0,0040
blok 73,8094 2 36,9047 11,28 0,0140
T 345,803 1 345,803 105, 66 0,0001
raavare*katalys 241,401 1 241,401 73,76 0,0004
Residual 16,3633 5 3,27265

Total (corrected) 796,917 11

All F-ratios are based on the residual mean square error.

Det ses (ikke overraskende), at der er vekselvirkning mellem raamaterialer og katalysatortype,
da P-value er 0.0004.
Endvidere ses det, at det var fornuftigt at indfere blokfaktoren , da P-value for blok er 0.014.
Konklusionerne er ellers som i afsnit 6.3.

4

Ovelse 6.1 (kovariansanalyse) Regn opgave 41 side 255.
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variansanalyse

“Fixed factor”
1 er frihedsgrad for tzeller og , for naevner.
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variansanalyse

“Fixed factor”

Appendix 1.1. OC-kurver for

. = 2 er frihedsgrad for teller og , for nzevner
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“Fixed factor” variansanalyse

for

Appendix 1.1. OC-kurver

3 er frihedsgrad for taller og , for naevner.
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“Fixed factor” variansanalyse

OC-kurver for

Appendix 1.1.

1

Kurve nr 4:
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“Fixed factor” variansanalyse

for

Appendix 1.1. OC-kurver

5 er frihedsgrad for tzeller og , for nzevner.
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Appendix 1.1. OC-kurver for “Fixed factor” wvariansanalyse

6 er frihedsgrad for tzeller og , for nzevner.
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“Fixed factor” variansanalyse

OC-kurver for

Appendix 1.1.

7 er frihedsgrad for tzeller og , for naevner.
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Appendix 1.1. OC-kurver for “Fixed factor” wvariansanalyse

1

Kurve nr 8:

8 er frihedsgrad for tzeller og , for naevner.
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Appendi x 1.2 Beregning af tosidet variansanal yse ved brug af | omreregner

APPENDIX 1.2 Beregning af tosidet variansanalyse ved
brug af lommeregner

Eksempel 1.10 (tosidet variansanalyse). En bilfabrikant onsker at finde ud af, hvorledes 3
olieblandinger O,, O,, og O, 0g 2 karburatortyper K, og K, pavirker benzinforbruget.
Lad forsogsresultaterne veere folgende:

Karburator
K, K
0, 830 860 810 840
Olieblanding 0, 940 990 1050 1020
0, 855 815 930 910

Undersag hvilken kombination af karburator og olieblanding der giver det laveste forbrug.

a) Opstille af variansanalysetabel og uddrage konklusion

SUMSKEMA Karburator
K, K, Rakkesum
0, 1690 1650 || 3340
o 0, 1930 2070 || 4000
Olieblanding 0, 1670 1840 3510
Sejlesum 5290 5560
Antal rekker r = 3, Antal delforseg i reekke =4.
Antal sgjler q = 2, Antal delforsog 1 sgjle =6
Antal celler r-q = 6, Antal delforseg i celler n =2
Totalt antal =r-q-n=12.
2
8 342.68
SA =(r-1) reckkesummer =3-1) = 58716.67 , f, =2
Koniaer=T 1) antal delforseg i rekke G-1 4 R

2
sse}jlesummer 190. 922

SAK_ .. =(q-1) =2-1) = 6075.00 , f. =1
sjer~(471) antal delforseg i sgjle @1 ¢
5o 168.8042
SAK . =(rq-1) cellesummer =(6-1)—22 = 7124166, £, =5
calr=(4 1) antal delforseg i celle -1 2 celler

SAIQJekselvirkning = SAKceller B SAKraekker - SAKsajle = 6450.00 4 fRC =2

SAKTotal=(r-q°n—1)°sT20tal = (12-1)-82.4852 = 74841.66 , from = 11
Resultaterne samles i en variansanalysetabel:
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Appendi x 1.2 Beregning af tosidet variansanal yse ved brug af | onmeregner

Variation f SS s? F
Olieblanding 2 58716.67 | 29358.33
Karburator 1 6075.00 6075.00
Vekselvirkning 2 6450.00 3225.00 5.38
Gentagelser 6 3600.00 600.00
Total 11 74841.67

Anvender vi som s&dvanlig et 5% signifikansniveau, sa slutter vi, at der er et svagt bevis for
vekselvirkning mellem karburator og olieblanding.

b) Opstille konfidensintervaller og drage konklusion
Vi ensker nu for en given olieblanding at finde hvilken karburator, der giver det laveste

benzinforbrug.
Vi laver derfor 95% konfidensintervaller for hver af de 6 behandlinger. Idet antal gentagelser

af hver celle er n=2 og forsegsfejlens varians er sgzentagelser = s02 = 600 med 6 frihedsgrader,
fés:

X+ 975 residual(poolet))

S i _ s _ / _
residual(poolet) — _ xﬂ:to_975(6)—0 = ¥42.45 600 = Y+42
yantal addender i x n 2

dvs. konfidensintervallerne er [x-42; x+42] .

I nedenstdende skema er igen angivet gennemsnittene.

Karburator

K, K,

0, 845 825

Olieblanding 0, 965 1035

0O, 835 920

Vi far da konfidensintervallerne:
Karburator
K, K,

o [803,887] [783:867]
Olieblanding 0, [923;1007] [993:1077]
O, [793:877] [878;962]

Af tabellen ovenfor sluttes, at man kan enten bruge olieblanding O, og sa er det ligegyldigt
hvilken karburator man benytter, eller ogsa skal man benytte olieblanding O, og Karburator K.
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APPENDI X 1. 3. Hvordan udregnes SAK af type | og type Il

Bjarne Hellesen:

APPENDIX 1.3
HVORDAN UDREGNES SAKTYPE1OG TYPE 111 ?

Observationer: Karburator
C, C,
R, %, =830, x,,=860 X, =810,  x,, =840
Olieblanding R, X311 =940, x5, =990 Xy = 1050, x5, =1020
R, X3, = 855 Xy =930, Xy, =910

Antag: Xijm €I statistisk uathangige observationer af statistisk uathengige variable X, y med

sterj
middelveerdier  E(X,) =, ogsamme varians V(X,) = o? (dvs. Xjim =Myt e,.}/m »  E(ey,) =0,

V(eym) =0 ).

Middelvaerdier:
no = B tHyp B = By T Byt By p = Big T By t By tHgy T Hg TS,
i- 2 2 -J 3 > .. 6 -
Omskrivning: p, = p. + (p.-p)  + (By-p) + (By BBy +R.)
= k + R + C + RC

= konstant + Raekke(zirlming + Sajleéirkning + Vekselvilfkning .

Uafhaengige storrelser , ,
Der gzlder abenbart §Ri =0, 121 C =0, ,;RC” =0, ch,.j =0 . Séderbliver kun 6 uafhengige
storrelser (k, R, R,, C,, RC,;, RC, ) =z , ligesom der er 6 stk. Byt
Bevis. Vi viser, at R,, C,, RC,,, RC|,, RC,,, RC,, kan elimineres.
(1) R, +Ry +R; =0
@2 C +C,=0
(3) RC,; + RC,y + RC,; =0
(4) RC,; +RC, =0
(5) RC,; +RC,, =0
(6) RC;; +RC,, =0
(7) ( RC,, + RC,, + RC,, = 0 giver intet nyt, da den fis af (4)+ (5)+(6)-(3) ). u

R,=-R, -R, , som bruges til at eliminere R,
C,=-C , som bruges til at eliminere C,
RC;, = -RC,; - RC,; , som bruges til at eliminere RC;;
RC,, = -RC,; , som bruges til at eliminere RC,,

RC,, = -RC,, , som bruges til at eliminere RC,,

U S

RC,, =RC,; + RC,, , som bruges til at eliminere RC,,
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APPENDI X 1. 3. Hvordan udregnes SAK af type | og type Il

Ligningssystem

Observationerne Xiim kan skrives Xiim = Bij * iy - Bortkastes stgjen €iim > fés Bij = Xiim eller
k + R + C + RC, = x,,:
RC,, = x,,;, = 830
RC,, = x,, = 860
RC, = x, = 810
RC, = x,, = 840
RC,, = x5, = 940
RC,, = x5, = 990
RC,, = x,, = 1050

—_
—_

naan

(5]
—_

[
[ )

, + C, + RCp,, = x,,, = 1020
5 C RC;, = x5, = 855
3 G RCyp = xp = 930

TN
+ 4+ + + o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+
I I I I I I I
+ 4+ + + o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+

PHONS!
e e e L e T T

0

RC,, = X, = 910

Herkan R,, C,, RC,,, RC,,, RC,,, RC;, elimineres ( som vist ovenfor), sd vi fir

kE + R + C, + RC, ~ 830
k + R + C, + RC = 860
k + R, - C, - RC, = 810
k + R - C, - RCy, =~ 840
k + R, + C + RC, = 940
k + R, + C + RC, = 990
k + R, - C, - RC, = 1050
k + R, - C - RC, =~ 1020
k - R - R + C, - RC, - RC,, = 855
k - R - R, - C, + RC;; + RC, = 930
k - R - R - C, + RC; + RC,y = 910

Dette er et overbestemt ligningssystem Az =5 :

1101 1 0 830
1101 1 0 860
110 -1-10 k 810
110 -1-10 R, 840
10 1 1 1 R, 940
10 1 1 1 = | 990
Cl
10 1 -1 0 -1 1050
10 1 -1 0 -1]| Fn 1020
1 -1 -1 1 -1-1|\ RCy 855
1 -1 -1-11 1 930
1 -1 -1-11 1 910
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APPENDI X 1. 3. Hvordan udregnes SAK af type | og type Il

Ligningssystemet har totalmatrix T =(4|b) :

k R R, C, RC,RC, b
1 1 0o 1 1 0 | 830
1 1 o 1 1 0 | 860
1 1 0 -1 -1 0 | 810
1 1 0 -1 -1 0 | 840
1 0 1 1 1 | 940
T= (1 0 1 1 1 | 99
1 0 1 -1 -1 | 1050
1 o0 1 -1 -1 | 1020
1 -1-1 1 -1 -1 | 855
1 -1-1 -1 1 1 | 930
1 -1-1 -1 1 1 | 910

Beregning af SAK-verdi

1) Forstbenyttes mindste kvadraters metode (least squares) til at finde en tilnzermet losning  z  til det overbestemte
ligningssystem Az =5 (jaevnfor “Matematik for ingenierer” bind3, afsnit 3.6).

2) Dernastberegnes afvigelserne (residualerne) 7 = Az - b = (ry, 7y, ...,1y;). Dellafvigelserviser, hvor godt
losningen z opfylder de 11 ligninger.

3) Tilsidst findes Summen af Afvigelsernes Kvadrater, S4K = "12 + r22 o4 r121 =r-r, somlosningsmetoden
har gjort mindst mulig.

Benyttes den viste matrix 4, fds SAKp, .. = 2800.00. For at finde S4K

Total
C og RC. Herved slettes de tilsvarende sgjler i matricen 4, og kun den ferste sgjle bliver tilbage. Der er nu kun

udelades alle virkningerne R,

én variabel & til at opfylde de 11 ligninger, si losningen z=(k,0,0,0,0,0) giver en meget storre
SAK = 66168.18182  (=S84K,,,). Hvis viigen tilfojer virkningerne én ad gangen, vil vi hver gang se en
formindskelse af ligningssystemets SAK.

For en virkning E defineres:
SAK aftypel = formindskelsen af ligningssystemets SAK, nar E tilfejes som den neeste virkning (naste linie
i variansanalysetabellen).
S4K af type Ill =  formindskelsen af ligningssystemets SAK, nar E tilfojes som den sidste virkning.
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Variansanalysetabeller

Nu kan vi efterregne Statgraphics® SAK'er i de 6 variansanalysetabeller fra afsnit 1.2.7 , f.eks. ved at bruge
matematikprogrammet Maple, hvorfra udskrift er vist senere. Vi finder folgende SAK'er.

Tabel med type III SAK'er

SAKy = SAK(med C,RC) — SAK(medR, C,RC) = 56250.00

SAK. = SAK(med R, RC) — SAK(medR,C,RC) = 3778.57

SAKgc = SAK(medR,C ) — SAK(medR,C,RC) = 4850.00

SAKgeiaa = SAK(med R, C, RC) = 2800.00

SAK;yqm = SAK(med ) =66168.18 (# sum af gvrige for type III)
Tabel med type III SAK'er, nédr RC er bortkastet

SAKy = SAK(medC ) — SAK(medR, C) = 55783.33

SAK¢ = SAK(medR ) — SAK(medR,C) = 3266.67

SAKpeiqua = SAK(med R, C) = 7650.00

SAK;ym = SAK(med ) = 66168.18 (# sum af gvrige for type III)
Tabel med type I SAK'er, nar RC er bortkastet

SAKR = SAK(med ) — SAK(medR) = 55251.52

SAK. = SAK(medR ) — SAK(medR, C) = 3266.67

SAKgeiqus = SAK(medR, C) = 7650.00

SAKim = SAK(med ) = 66168.18 (=sum af gvrige for type I)

Tabel med type I SAK'er, nar RC er bortkastet (ny reekkefolge @ndrer SAK'er)

SAK. = SAK(med ) — SAK(med C) = 2734.85

SAKy = SAK(medC ) — SAK(medR, C) = 55783.33

SAKgeiaa = SAK(medR, C) = 7650.00

SAKrymq = SAK(med ) = 66168.18 (= sum af gvrige for type I)

Tabel med type III SAK'er, nar RC er bortkastet (ny rekkefolge @ndrer ikke SAK'er)

SAK. = SAKmedR ) — SAK(medR,C) = 3266.67

SAK, = SAK(medC ) — SAK(medR,C) — 55783.33

SAKpesia = SAK(med R, C) = 7650.00

SAKryu = SAK(med ) = 66168.18 (# sum af gvrige for type III)

Tabel med type III SAK'er, ndr C og RC er bortkastet

SAK, = SAK(med ) — SAK(medR) = 55251.52
SAKp = SAK(medR) = 10916.67
SAK;,, = SAK(med) = 66168.18

185



APPENDI X 1. 3. Hvordan udregnes SAK af type | og type Il

> restart; with(linalg): # MAPLE: FINDS ANOVA TABLES FROM OVERDETERMINED SYSTEMS Az=b

> SAK:= proc(A,b::array) local z,r; # Function "SAK" = min(sum of (residuals”2))

> z:= leastsqrs(A,b); # Best solution z=estimated effects=(k,R1,R2,C1,RC11,RC21)
> ri=multiply(A,z) - b; # Residual vector r = Az-b

> evalf(dotprod(r,r)) end: # Sum of squares = SAK =r"2.  End of function

>T :=concat([1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1],[1,1,1,1,0,0,0,0,-1,-1,-1],  # Total matrix

> [0,0,0,0,1,1,1,1,-1,-1,'1],[1,1,-1,-1,1,1,-1,-1,1,-1,‘1],[1,1,-1,-1,0,0,0,0,-1,1,1],
>10,0,0,0,1,1,-1,-1,-1,1,1],[830,860,810,840,940,990,1050,1020,855,930,910]);

1 1 0 1 1 0 830
1 1 0 1 1 0 860
1 1 0 -1 -1 0 3810
1 1 0 -1 -1 0 840
1 0 1 1 1 940
T:=]1 0 1 1 1 99
1 0 1 -1 0 -1 1050
1 0 1 -1 0 -1 1020
1 -1 -1 1 -1 -1 855
1 -1 -1 -1 1 1 930
1 -1 -1 -1 1 1 910

> k:=col(T,1): R:=col(T,2..3): C:=col(T,4): RC:=col(T,5..6): b:=col(T,7):
>SAK R :=SAK(concat(_k, _C, RC),b)- SAK(concat(_k, R, C, RC),b); # type I1I:
>SAK C :=SAK(concat(_k, R, RC),b)-SAK(concat( k, R, C, RC),b);
>SAK RC :=SAK(concat( k, R, C ),b)- SAK(concat(_k, R, C, RC),b);
> SAK Resid:= SAK(concat(_k, R, C, RC),b); # SAK type III = decrease of SAK
> SAK Total:= SAK(concat(_k ),b); # when effect added as last one
SAK_R :=56250.
SAK_C :=3778.571429
SAK RC :=4850.
SAK Resid :=2800.
SAK_Total :=66168.18182
>SAK R :=SAK(concat(_k, C),b)- SAK(concat( k, R, C),b); # RC=0, type III:
>SAK C :=SAK(concat(_k, R ),b) - SAK(concat(_k, R, C),b);
> SAK Resid:= SAK(concat(_k, R, C),b); SAK Total:= SAK(concat(_k),b);
SAK_R :=55783.33333
SAK_C :=3266.66667
SAK Resid :=7650.
SAK Total :=66168.18182

>SAK R :=SAK(concat(_ k ),b) - SAK(concat(_k, R),b); # RC=0, type I:

>SAK C :=SAK(concat(_k, R ),b) - SAK(concat(_k, R, C),b);

> SAK Resid:= SAK(concat(_k, R, C),b); # SAK type I = decrease of SAK
> SAK Total:= SAK(concat(_k ),b); # when effect added as next one

SAK R :=55251.51515
SAK C :=3266.66667
SAK Resid := 7650.
SAK Total := 66168.18182
>SAK C :=SAK(concat( k ),b) - SAK(concat(_k, C),b); # RC=0, type I:
>SAK R =SAK(concat(_k, C),b)- SAK(concat(_k, R, C),b);
> SAK Resid:= SAK(concat(_k, R, C),b); SAK Total:= SAK(concat(_k),b);
SAK C :=2734.84849
SAK R :=55783.33333
SAK Resid := 7650.
SAK Total := 66168.18182
>SAK C :=SAK(concat(_k, R ),b)- SAK(concat(_k, R, C),b); # RC=0, type III:
>SAK R :=SAK(concat(_k, C),b)- SAK(concat(_k, R, C),b);
> SAK Resid:= SAK(concat(_k, R, C),b); SAK Total:= SAK(concat(_k),b);
SAK C :=3266.66667
SAK R :=55783.33333
SAK Resid := 7650.
SAK Total :=66168.18182
>SAK R :=SAK(concat(_k ),b)- SAK(concat(_k, R),b); # C=RC=0, type III:
> SAK Resid:= SAK(concat(_k, R),b); SAK Total:= SAK(concat(_k),b);
SAK R :=55251.51515
SAK Resid :=10916.66667
SAK Total := 66168.18182
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Appendix 3.1 Varianskomponentmetoden beregnet
manuelt.

Symbolik
En observation i en sidedelt variansanalyse (krydsede faktorer) kan skrives
X = M+ A; +Bj + ABZ.J. + &k

hvor A, er hovedvirkningen for det i te niveau
B; er hovedvirkningen for det j te niveau
ABj er vekselvirkningen mellem det i’te rekkeniveau og det j’te sgjleniveau
0g & er veerdier af en normalfordelt statistisk variabel forsegsfejlen med middelveerdi 0

0g varians o’.

En observation i en trinvis variansanalyse hvor B’s niveauer er undertrin til A’s niveauer kan
skrives Xjp = M+ A + B(i)j + Gk

[ B, refererer parentesen til det trinvise j-niveau for fastholdt i.

For kortheds skyld vil vi 1 det felgende kalde et index 1 parentes for et “dedt” index, og et
index der ikke er i parentes for et “levende” index.

Varianskomponentmetoden.'

Fremgangsmaden forstés bedst, hvis den deles op i 5 punkter.

1) Der dannes felgende tabel, hvor der er en raekke for hvert modelkomponent og en sgjle for
hvert indeks. Over hvert indeks skrives om den faktor der svarer til indekset er fixed (F)
eller random (R) og hvor mange niveauer faktoren har. Gentagelser betragtes altid som
random. Lad antallet af gentagelser vare n.

R F R
a b n
i i k
A
B;
€k

'En enklere mere intuitiv huskeregel (der dog kreever nogen evelse) er folgende
(formuleret af H. Spliid og B. Hellesen):
a)Enhver virkning optreeder hos sig selv (virkning = hovedvirkning eller vekselvirkning)
b)Rent fixed virkning optraeder ingen andre steder.
c)Rent random virkning R giver ogsa optraden i
cl) de virkninger, som den vekselvirker med (optreeder da som denne vekselvirkning),
c2) de virkninger, hvor der allerede optraeder led indeholdende “overtrin” til R (optreeder da som et ekstra
led, der fas ved at substituere R i stedet for dens “overtrin”). [eksempelvis optraeder stagjen O’(f overalt,
da den er undertrin til alt].
Koefficient= antal observationer pr. niveau af virkning
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2) I cellerne skrives 1 hvis et af rekkekomponentens “dode” indexer svarer til indexet 1

sojlen.
R F R
a b n
i j k
A
B
AB;
i)k 1 1

3) I cellerne skrives 0 hvis et af rekkekomponentens “levende” indexer svarer til indexet i en
fix sojle.

I cellerne skrives 1 hvis et af rekkekomponentens “levende” indexer svarer til indexet 1

en random sgjle.

R F R
a b n
i i k
A, 1
B, 0
AB, 1 0
£k 1 I !

4) I de resterende tomme celler skrives antallet af niveauer, som star over sgjlen.

R F R

a b n

1 ] k

A, 1 b n
B; a 0 n
AB; 1 0 n
Ejyk 1 1 1

5) Beregninger pa basis af skemaet.
For en bestemt raekke streges alle sgjler som har samme indeks som et levende index i
reekkekomponenten.
Derefter dannes 1 hver af de raekker, hvor alle den pagaeldende reekkekomponents indeks
forekommer, produktet af de resterende tal, og dette tal multipliceres med den til
reekken herende varianskomponent.
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Reglen virker ret uoverskuelig og forstas nok bedst ved at benytte den pa eksemplet

ovenfor.
R F R ,
a b n E(s®)
1 ] k
2 2 2
i 1 b n E(sy) = bnoy, +o0
B, a 0 n E(sg) = a-n-ofg + l-n-oiB + 02
AB; 1 0 n E(s.p) = moyg + 0

En variansanalysetestning i denne situation, vil besté 1, at man ferst danner F storrelsen

S5

2

So

Fés en accept af H, : AB = 0 kan man poole og teste om der er hovedvirkninger A og B. Fas
2

s
forkastelse, kan man dog danne F storrelsen Fj = —f , 0g derved undersgge om

Fg=

S4B
nulhypotesen H, : B = 0 kan accepteres.
2

s
Det ses, at en testning af H,, : A = 0 kan foretages ved F, = —’2 uanset om AB = 0, men

So
det har ofte ikke nogen praktisk interesse i en mixed factor analyse. Den kan vise om det er
nedvendigt at tage hensyn til A’s tilstedevaerelse, men A har ingen selvstaendig interesse, da
A som random faktor jo nermest er at betragte som en stgjfaktor.
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APPENDIX 3.2

B. Hellesen
Maple program til beregning af varianskomponenter.

>#MAPLE FILE: "EMS.MWS" EMS RULES
># FINDS EXPECTED MEAN SQUARES FOR ANY BALANCED FACTORIAL, NESTED, OR NESTED
>#FACTORIAL EXPERIMENT. NOT FOR PARTIALLY BALANCED ARRANGEMENTS, SUCH AS LATIN
># SQUARES AND INCOMPLETE BLOCK DESIGNS. (Bjarne Hellesen, IFAK-DTU, May 1998)
> # For EMS rules see D.C.Montgomery: Design and Analysis of Experiments, Wiley, 1997,
> # page 480-485 or C.R.Hicks: Fundamental Concepts in the Design of Experiments,
> # Oxford University Press, 1993, page 160-164.
> restart; # First function "EMS()" will be defined, then its USAGE is shown by examples
> EMS := proc(FactorsNoise::listlist, MyModel::algebraic) # Start of function "EMS()"
> local ¢,Dead,FixLL,good,i,k,LiveDead,m,mm,MoLL,MoLP ,Mo1,0utL,ncols,nrows,p,q,r,1r,t;
q:=[op(MyModel)]: #sum mu+A+B(A)+C(B,A)+D+E(D)+C(B,A)*E(D)+Eps[A,B,C,D,E]-->
# list [mu,A,B(A),C(B,A),D,E(D),C(B,A)*E(D),Eps[A,B,C,D,E]]
Mol:=[seq(q[i],i=2..nops(q))]: # remove mu from list
nrows:=nops(Mo1): ncols:=nops(FactorsNoise): # Number of components, and of factors
MoLL:=Mol: MoLP:=Mol:  # Want MoLL=[[A],[B], [C],[D],[E], [C.E], [Eps] ]
Dead:=[seq([],i=1..nrows)]: # Want Dead=[ [],[A],[B,A], [1,[D],[B,A,D],[A,B,C,D,E]]
for r to nrows do
if type(Mol[r],’*") then # if component is a product like C(B,A)*E(D) then
MoLL[r]:=[op(Mol[r])]; # change it to a list like [C(B,A),E(D)]
else
MoLL[r]:=[Mol[r]];
fi;
for t to nops(MoLL|[r]) do
if type(MoLL[r,t],function) then # if atom has round brackets like C(B,A) then
Dead[r]:=[op(Dead[r]),op(MoLL[r,t])]; # add B,A to components Dead list
MoLL[r,t]:=op(0,MoLL][r,t]); # and keep only the living factor C
fi;
od;
MoLP[r]:=convert(MoLL[r], *"); # rewrite component as a simple product like C*E
od:
m:=array(l..nrows,1..ncols): # create matrix m
for r to nrows do
for ¢ to ncols do

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVVYVVYV

m[r,c]:=FactorsNoise[c,3]; # element = number of levels for c'th factor
if member(FactorsNoise[c,1],Dead[r]) then # if c'th factor in Dead]r] list then
m[r,c] :=1; # change element to 1
fi;
if member(FactorsNoise[c,1],MoLL[r]) then # if c'th factor in Live[r]list then
if FactorsNoise[c,2]=Fix then # if Fixed factor then
m[r,c] :=0; # change element to 0
else # else
m[r,c] :=1; # change element to 1
fi;
fi;
od;
od;
LiveDead:=MoLL: # Init listlist of all factors (live or dead) in each component
for r to nrows do #for each model component
LiveDead[r]:=[op(MoLL[r]),op(Dead[r])]:# concatenate live list with dead list
od:
FixLL:=LiveDead: # Init listlist of fixed factors (live or dead) in fixed comp.
> for r to nrows do # for each model component
> for ¢ to ncols do # for each factor
> if (FactorsNoise[c,2]=Ran) and member(FactorsNoise[c,1], LiveDead[r]) then
> FixLL[r]:=[];
> fi;
> od;
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od:
for r to nrows do
mm := evalm(m); # create working copy mm of matrix m
for ¢ to ncols do
if member(FactorsNoise[c,1],MoLL[r]) then # if c'th factor in Live list then
for rr to nrows do

mm(rr,c]:=1; # cover the column
od;
fi;
od;
OutL =[]; # Initialize OutList to be the empty list

for rr from 1 to nrows do
good := true; #"good" will remain true if each factor from the r'th component
for k to nops(LiveDead[r]) do  # also occurs in the rr'th component:
good := good and member(LiveDead[r,k], LiveDead[rr])
od;
if good then #if "good" is true then
p=1
for ¢ to ncols do # find the product p of all numbers in the rr'th row
p:=p*mm[rr,c];
od;
if p>0 then # if product>0 then add p*VarianceComponent to OutList:
if FixLL[rr]=[] then
OutL := [ op(OutL), p*V(MoLP[rr]) ];
else
OutL := [ op(OutL), p*f(MoLP[rr]) ];
fi;
fi;
fi;
od:
printfC EMS(%a) = %a\n’,MoLP[r],convert(OutL, +)); # write one EMS line
od; RETURN(evalm(m));
>end: # end of function "EMS()"
>
> #i### U S A G E #HHHHHHHHH R R A R R
> EMS([[A,Fix,2],[B,Ran,3],[C,Ran,2],[D,Fix,3],[E,Ran,2],[Eps,Ran,2]], # Factors,Noise
> mu+A+B(A)+C(B,A)+D+E(D)+C(B,A)*E(D)+Eps(A,B,C,D,E)); # The Model

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVYVVYVYV

> B R R R R R R R

EMS (A) = 72*f (A)+24*V(B)+12*V (C)+2*V (C*E) +V (Eps)

EMS (B) = 24*V (B)+12*V (C)+2*V (C*E)+V (Eps)

EMS (C) = 12*V(C)+2*V (C*E) +V (Eps)

EMS (D) = 48*f(D)+24*V(E)+2*V (C*E) +V (Eps)

EMS (E) = 24*V(E)+2*V (C*E) +V (Eps)

EMS (C*E) = 2*V(C*E)+V (Eps)

EMS (Eps) = V(Eps)
032322
112322
111322
232022
232112
111112
111111

> EMS([[A,Fix,3],[B,Ran,2],[Eps,Ran,1]],mu+A+B(A) +Eps(A,B)); # Simple 1

EMS (A) = 2*f (A)+V (B)+V (Eps)

EMS (B) = V(B)+V(Eps)

EMS (Eps) = V(Eps)
021
111
111
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> EMS([[A,Ran,3],[B,Ran,2],[Eps,Ran,1]],mu+A+B(A) +Eps(A,B)); # Simple 2
EMS (A) = 2*V(A)+V(B)+V (Eps)

EMS (B) = V(B)+V (Eps)

EMS (Eps) = V(Eps)
121
111
111

>EMS([[A, Fix,3],[B,Fix,2],[Eps,Ran,1]],mu+A+B+A*B+Eps(A,B)); # Simple 3
EMS (A) = 2*f (A)+V (Eps)

EMS (B) = 3*f (B)+V (Eps)

EMS (A*B) = f (A*B)+V (Eps)

EMS (Eps) = V(Eps)
0 2
30
00
111

>EMS([[A, Ran,3],[B,Fix,2],[Eps,Ran,1]],mu+A+B+A*B+Eps(A,B)); # Simple 4

EMS (A) = 2*V(A)+V (Eps)
EMS (B) = 3*f (B)+V (A*B)+V (Eps)
EMS (A*B) = V(A*B)+V (Eps)
EMS (Eps) = V(Eps)
1 1
301
1
1

>EMS([[A, Ran,3],[B,Ran,2],[Eps,Ran,1]],mu+A+B+A*B+Eps(A,B)); # Simple 5
EMS (A) = 2%V (A)+V (A*B) +V (Eps)

EMS (B) = 3*V(B)+V (A*B)+V (Eps)
EMS (A*B) = V(A*B)+V (Eps)
EMS (Eps) = V(Eps)

= R W R

>EMS([[A, Ran,4],[B,Fix,3],[Eps,Ran,Z]],mu+A+B+A*B+Eps(A,B)); # IFAK Section 3.4

EMS (A) = 6*V(A)+V (Eps)

EMS (B) = 8*f (B)+2*V (A*B)+V (Eps)

EMS (A*B) = 2*V (A*B)+V (Eps)

EMS (Eps) = V(Eps)
132
4 0 2
102
1 1

> EMS([[A, Ran,9],[B,Ran,3],[Eps,Ran,Z]],mu+A+B(A) +Eps(A,B)); # IFAK Example 3.2
EMS (A) = 6*V (RA)+2*V (B)+V (Eps)

EMS (B) = 2*V (B)+V (Eps)

EMS (Eps) = V(Eps)
132
112
111
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> EMS([[A, Ran,S],[B,Ran,4],[Eps,Ran,1]],mu+A+B+A*B+Eps(A,B)); # IFAK Example 3.3
EMS (A) = 4*V (A)+V (A*B)+V (Eps)

EMS (B) = 5*V(B)+V (A*B)+V (Eps)
EMS (A*B) = V(A*B)+V (Eps)
EMS (Eps) = V(Eps)
1 1
511
1
1

> EMS([[A,Fix,2],[B,Fix,3],[C,Ran,3],[Eps,Ran,2]],
> mu+A+B+A*B+C(B)+A*C(B)+Eps(A,B,C)); # IFAK Example 3.4

EMS (A) = 18*f (A)+2*V (A*C)+V (Eps)
EMS (B) = 12*f(B)+4*V(C)+V (Eps)

EMS (A*B) = 6*f (A*B)+2*V (A*C)+V (Eps)
EMS (C) = 4*V(C)+V (Eps)

EMS(A*C) = 2*V(A*C)+V (Eps)

EMS (Eps) = V(Eps)

R O N O DN O
P P PO O W
P PP Wwww
P DN DNDNDDN

># Proof for the split-plot method to be used in IFAK Example 4.0
> # §U represents the whole plot experimental Units = long strips of land
> EMS([[B,Ran,4],[P,Fix,2],[G,Fix,3],[U,Ran,1],[Eps,Ran,1]],

> mu+B+P+B*P+G+B*G+P*G+B*P*G+U(B,P)+U(B,P)*G+Eps(B.P,G,U));
EMS (B) = 6*V(B)+3*V (U)+V (Eps)
EMS (P) = 12*f(P)+3*V(B*P)+3*V(U)+V (Eps)
EMS (B*P) = 3*V (B*P)+3*V (U)+V (Eps)
EMS (G) = 8*f (G)+2*V (B*G) +V (U*G) +V (Eps)
EMS (B*G) = 2*V(B*G)+V (U*G) +V (Eps)
EMS (P*G) = 4*f (P*G)+V (B*P*G) +V (U*G) +V (Eps)
EMS(B*P*G) = V(B*P*G) +V (U*G) +V (Eps)
EMS (U) = 3*V(U)+V (Eps)
EMS (U*G) = V(U*G)+V (Eps)

EMS (Eps) = V(Eps)

R O W O O O O W W Ww

[ U NG S N P N
P B R O ONMNOON
R e
R R R R R R R R R R
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> EMS([[B,Ran,4],[P,Fix,2],[G,Fix,3],[Eps,Ran,2]],

> mu+B+P+B*P+G+B*G+P*G+B*P*G+Eps(B,P,G)); # Split-plot, IFAK Example 4.0

EMS (B) = 12*V(B)+V (Eps)

EMS (P) = 24*f(P)+6*V (B*P)+V (Eps)

EMS (B*P) = 6*V (B*P)+V (Eps)

EMS (G) = 16*f(G)+4*V (B*G)+V (Eps)

EMS (B*G) = 4*V(B*G)+V (Eps)

EMS (P*G) = 8*f (P*G)+2*V (B*P*G) +V (Eps)

EMS (B*P*G) = 2*V (B*P*G)+V (Eps)

EMS (Eps) = V(Eps)
1232
4032
1032
4202
1202
4 002
1002
1111

> EMS([[T.Fix,3],[L,Fix,4],[O,Ran,2],[Eps,Ran,1]],

> mu+T+L+T*L+O(T)+O(T)*L+Eps(T,L,0)); # Split-plot, IFAK Section 4.5.3

EMS (T) = 8*f(T)+4*V(0)+V (Eps)

EMS (L) = 6*f (L)+V (0O*L)+V (Eps)

EMS (T*L) = 2*£(T*L)+V (0*L)+V (Eps)

EMS (0) = 4*V(0)+V (Eps)

EMS (O*L) = V(O*L)+V (Eps)

EMS (Eps) = V (Eps)
0421
3021
0021
1411
1011
1111

># Proof for the split-plot method to be used in IFAK Section 4.6.3

> # Mus represents the whole plot experimental units = Mouse

> EMS([[K,Ran,5],[F,Fix,4],[D,Fix,2],[Mus,Ran,1],[Eps,Ran,1]],

> mutK+F+HKHAF+DHK*D+F*D+K *F*D+Mus(K,F)+Mus(K,F)*D+Eps(K,F,D,Mus));

EMS (K) = 8*V (K)+2*V (Mus) +V (Eps)

EMS (F) = 10*f(F)+2*V (K*F)+2*V (Mus) +V (Eps)
EMS (K*F) = 2*V (K*F)+2*V (Mus) +V (Eps)

EMS (D) = 20*£(D)+4*V (K*D) +V (Mus*D) +V (Eps)
EMS (K*D) = 4*V(K*D)+V (Mus*D) +V (Eps)

EMS (F*D) = 5*f(F*D)+V (K*F*D)+V (Mus*D) +V (Eps)
EMS (K*F*D) = V (K*F*D)+V (Mus*D) +V (Eps)

EMS (Mus) = 2*V (Mus) +V (Eps)

EMS (Mus*D) = V(Mus*D)+V (Eps)

EMS (Eps) = V(Eps)

=

R O N O O O O N NMNDN
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> EMS([[K,Ran,5],[F,Fix,4],[D,Fix,2],[Eps,Ran,1]],
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Appendi x 3.2. Maple programtil beregning af varianskonponenter

> mutK+F+K*F+D+K*D+F*D+K*F*D+Eps(K,F,D)); # Split-plot, IFAK Section 4.6.3

EMS (K) = 8*V (K) +V (Eps)

EMS (F) = 10*f (F)+2*V (K*F)+V (Eps)

EMS (K*F) = 2*V (K*F)+V (Eps)

EMS (D) = 20*£f(D)+4*V (K*D)+V (Eps)

EMS (K*D) = 4*V (K*D)+V (Eps)

EMS (F*D) = 5*f (F*D)+V (K*F*D)+V (Eps)

EMS (K*F*D) = V(K*F*D)+V (Eps)

EMS (Eps) = V(Eps)
1421
5021
1021
5401
14001
5001
1001
1111

> # General proof for the split-plot method to be used in SF2 Oev 90.

># The factors may be RANDOM or FIXED, so below we consider six cases.

> # Braet represents the whole plot experimental units = Board.

> EMS([[S,Rn,2],[K,Ran,2],[L,Ran,2],[Braet,Ran,2],[Eps,Ran,1]], mu+

> S+HK+HS*K+LAS*L+K*L+S*K*L+Braet(S,K)+Braet(S,K)*L+Eps(S,K,L,Braet)); # SF2 Oev90 R-R-R

EMS (S) = 8*f(S)+4*V(S*K)+4*V (S*L)+2*V (S*K*L) +2*V (Braet) +V (Braet*L) +V (Eps)
EMS (K) = 8*V (K)+4*V (S*K) +4*V (K*L)+2*V (S*K*L) +2*V (Braet) +V (Braet*L) +V (Eps)
EMS (S*K) = 4*V(S*K)+2*V (S*K*L) +2*V (Braet) +V (Braet*L) +V (Eps)

EMS (L) = 8*V (L) +4*V(S*L)+4*V (K*L)+2*V (S*K*L) +V (Braet*L) +V (Eps)

EMS (S*L) = 4*V (S*L)+2*V (S*K*L) +V (Braet*L) +V (Eps)

EMS (K*L) = 4*V(K*L)+2*V (S*K*L) +V (Braet*L) +V (Eps)

EMS (S*K*L) = 2*V(S*K*L)+V (Braet*L) +V (Eps)

EMS (Braet) = 2*V(Braet)+V (Braet*L)+V (Eps)

EMS (Braet*L) = V(Braet*L)+V (Eps)

EMS (Eps) = V(Eps)

R R R R NP NDR N R
N N = = T S S S N
R R NDNR R R R NDNDDN
R R, R, NDNNNDNDNDNN
R R R R R R R R R R
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Appendix

3.2. Maple program til beregning af varianskomponenter.

> EMS([[S,Ran,2],[K,Ran,2],[L,Fix,2],[ Braet,Ran,2],[ Eps,Ran,1]], mu+
> S+HK+S*K+L+S*L+K*L+S*K*L+Braet(S,K)+Braet(S,K)*L+Eps(S,K,L,Braet)); # SF2 Oev90 R-R-F

EMS (S) =
EMS (K) =
EMS (S*K)
EMS (L) =
EMS (S*L)
EMS (K*L)

EMS (S*K*L)
EMS (Braet)
EMS (Braet*L

EMS (Eps)

8*V (S) +4*V (S*K) +2*V (Braet) +V (Eps)
8*V (K) +4*V (S*K) +2*V (Braet) +V (Eps)
= 4*V (S*K)+2*V (Braet) +V (Eps)
8*f (L) +4*V (S*L) +4*V (K*L) +2*V (S*K*L) +V (Braet*L) +V (Eps)
= 4*V (S*L)+2*V (S*K*L) +V (Braet*L) +V (Eps)
= 4*V (K*L)+2*V (S*K*L) +V (Braet*L) +V (Eps)
= 2*V(S*K*L) +V (Braet*L) +V (Eps)
= 2*V (Braet) +V (Eps)
) = V(Braet*L)+V (Eps)
= V(Eps)

R R R R NP NDR N e
H OB R R R NN R RN
H ON O OO O NDNN
PR R, NN DNDNNNDN
R R R R R R R R R e

> EMS([[S,Ran,2],[K,Fix,2],[L,Ran,2],[ Braet,Ran,2],[ Eps,Ran,1]],mu+
> S+K+S*K+L+S*L+K*L+S*K*L+Braet(S,K)+Braet(S,K)*L+Eps(S,K,L,Braet)); # SF2 Oev90 R-F-R

EMS (S) =
EMS (K) =
EMS (S*K)
EMS (L) =
EMS (S*L)
EMS (K*L)

EMS (S*K*L)
EMS (Braet)
EMS (Braet*L

EMS (Eps)

8*V (S)+4*V (S*L)+2*V (Braet) +V (Braet*L) +V (Eps)

8*f (K) +4*V (S*K) +4*V (K*L) +2*V (S*K*L) +2*V (Braet) +V (Braet*L) +V (Eps)

= 4*V (S*K)+2*V (S*K*L) +2*V (Braet) +V (Braet*L) +V (Eps)

8*V (L) +4*V (S*L) +V (Braet*L) +V (Eps)

= 4*V(S*L)+V (Braet*L)+V (Eps)

= 4*V (K*L)+2*V (S*K*L) +V (Braet*L) +V (Eps)
= 2*V(S*K*L)+V (Braet*L) +V (Eps)
= 2*V (Braet)+V (Braet*L)+V (Eps)
) = V(Braet*L)+V (Eps)

= V(Eps)

R R R R NP NR NP
N PR O ONNOON
R R NBR B R R NDNDDN
B R R NDNDNNNDNDN
e T = S S e e e B

> EMS([[S,Ran,2],[K,Fix,2],[L,Fix,2],[ Braet,Ran,2],[ Eps,Ran,1]],mu+
> S+HK+S*K+L+S*¥L+K*L+S*K*L+Braet(S,K)+Braet(S,K)*L+Eps(S,K,L,Braet)); # SF2 Oev90 R-F-F

EMS (S) = 8*V(S)+2*V (Braet)+V (Eps)

EMS (K) = 8*f (K)+4*V(S*K)+2*V (Braet) +V (Eps)

EMS (S*K) = 4*V(S*K)+2*V (Braet)+V (Eps)

EMS (L) = 8*f(L)+4*V(S*L)+V (Braet*L)+V (Eps)

EMS (S*L) = 4*V(S*L)+V (Braet*L) +V (Eps)

EMS (K*L) = 4*f (K*L)+2*V (S*K*L) +V (Braet*L) +V (Eps)
EMS (S*K*L) 2*V (S*K*L) +V (Braet*L) +V (Eps)

EMS (Braet) 2*V (Braet) +V (Eps)

EMS (Braet*L

EMS (Eps)
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> EMS([[S,Fix,2],[K,Fix,2],[L,Ran,2],[ Braet,Ran,2],[ Eps,Ran,1]],mu+

Appendi x

"M R R R NMNRENBR N R
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P P O O NDNMOON

R O N O O O O NMNNMNNDN

Mapl e programtil

P P NN DNMNDNDDNDNDNDDN
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beregni ng af vari anskonponent er

> S+HK+S*K+LA+S*L+K*L+S*K*L+Braet(S,K)+Braet(S,K)*L+Eps(S,K,L,Braet)); # SF2 Oev90 F-F-R

EMS (S) = 8*f(S)+4*V(S*L)+2*V (Braet) +V (Braet*L)+V (Eps)

EMS (K) = 8*f (K)+4*V(K*L)+2*V (Braet) +V (Braet*L) +V (Eps)

EMS (S*K) = 4*f (S*K)+2*V (S*K*L) +2*V (Braet) +V (Braet*L) +V (Eps)
EMS (L) = 8*V(L)+V(Braet*L)+V (Eps)

EMS (S*L) = 4*V(S*L)+V (Braet*L)+V (Eps)

EMS (K*L) = 4*V (K*L)+V (Braet*L) +V (Eps)

EMS (S*K*L) = 2*V(S*K*L)+V (Braet*L)+V

EMS (Braet) = 2*V(Braet)+V (Braet*L)+V

EMS (Braet*L) = V(Braet*L)+V (Eps)

EMS (Eps) = V(Eps)

> EMS([[S,Fix,2],[K,Fix,2],[L,Fix,2],[ Braet,Ran,2],[ Eps,Ran,1]],mu+
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> SHK+S*K+LA+S*LAK*L+S*K*L+Braet(S,K)+Braet(S,K)*L+Eps(S,K,L,Braet)); # SF2 Oev90 F-F-F

EMS (S) = 8*f(S)+2*V (Braet) +V (Eps)

EMS (K) = 8*f (K)+2*V (Braet)+V (Eps)

EMS (S*K) = 4*f (S*K)+2*V (Braet) +V (Eps)

EMS (L) = 8*f(L)+V (Braet*L)+V (Eps)

EMS (S*L) = 4*f(S*L)+V (Braet*L)+V (Eps)

EMS (K*L) = 4*f(K*L)+V (Braet*L)+V (Eps)

EMS (S*K*L) = 2*f (S*K*L)+V (Braet*L) +V (Eps)
EMS (Braet) = 2*V(Braet)+V (Eps)

EMS (Braet*L) = V(Braet*L)+V (Eps)

EMS (Eps) = V(Eps)

" B P ONMODNDON O

P P PO O NDNDMOONDN

R O N O O O O N MDD

P PP NDNDDNDNDNDDNDNDDN

L i i e i
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Appendix 3.2. Maple program til beregning af varianskomponenter.

># Proof for the split-plot method to be used in Hicks Example 11.1

># U represents the whole plot experimental units = "Oven run".

> EMS([[R,Ran,3],[T,Fix,4],[B,Fix,3],[U,Ran,1],[Eps,Ran,1]],

> mutR+T+R*T+B+R*B+T*B+R*T*B+U(R,T)+U(R,T)*B+Eps(R,T,B,U));
EMS (R) = 12*V(R)+3*V (U)+V (Eps)

EMS(T) = 9*£(T)+3*V(R*T)+3*V (U)+V (Eps)

EMS (R*T) = 3*V(R*T)+3*V(U)+V (Eps)

EMS (B) = 12*f£(B)+4*V(R*B)+V (U*B)+V (Eps)

EMS (R*B) = 4*V(R*B)+V (U*B)+V (Eps)

EMS (T*B) = 3*f (T*B)+V(R*T*B)+V (U*B) +V (Eps)

EMS (R*T*B) = V(R*T*B)+V (U*B) +V (Eps)

EMS (U) = 3*V (U)+V (Eps)

EMS (U*B) = V(U*B)+V (Eps)

EMS (Eps) = V (Eps)
14311
30311
10311
34011
14011
30011
10011
11311
11011
} 1111

># Proof for the split-plot method to be used in Montgomery Table 12.11
># U represents the whole plot experimental units for A B = Block Method
> EMS([[A,Ran,3],[B,Fix,3],[C,Fix,4],[U,Ran,1],[Eps,Ran,1]],

> mutA+B+A*B+C+A*C+B*C+A*B*C+U(A,B)+U(A,B)*C+Eps(A,B,C,U));
EMS (A) = 12*V(A)+4*V (U)+V (Eps)
EMS (B) = 12*f (B)+4*V (A*B)+4*V (U)+V (Eps)
EMS (A*B) = 4*V (A*B)+4*V (U) +V (Eps)
EMS (C) = 9*f(C)+3*V(A*C)+V (U*C)+V (Eps)
EMS (A*C) = 3*V (A*C)+V (U*C)+V (Eps)
EMS (B*C) = 3*f (B*C)+V (A*B*C)+V (U*C) +V (Eps)
EMS (A*B*C) = V(A*B*C)+V (U*C) +V (Eps)
EMS (U) = 4*V (U)+V (Eps)
EMS (U*C) = V(U*C)+V (Eps)
EMS (Eps) = V (Eps)

R R, R R WRFE WRE We
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Appendi x 3.2. Maple programtil beregning af varianskonponenter

> # Proof for the split-plot method to be used in Hicks Example 11.2
># U represents the whole plot experimental units for atmospheric conditions
> EMS([[R,Ran,4],[ T Fix,3],[H,Fix,3],[S,Ran,5],[U,Ran,1],[Eps,Ran,2]],

> mu+R+T+R*T+H+R*H+T*H+R*T*H+S+R*S+T*S+R*T*S+H*S+R*H*S+T*H*S
> +R*T*H*S+U(R,T,H)+U(R,T,H)*S+Eps(R,T,H,S,U));
EMS (R) = 90*V(R)+18*V (R*S)+10*V (U)+2*V (U*S)+V (Eps)
EMS (T) = 120*f(T)+30*V(R*T)+24*V (T*S)+6*V (R*T*S)+10*V (U)+2*V (U*S) +V (Eps)
EMS (R*T) = 30*V(R*T)+6*V (R*T*S)+10*V (U) +2*V (U*S) +V (Eps)
EMS (H) = 120*f (H)+30*V (R*H) +24*V (H*S) +6*V (R*H*S) +10*V (U) +2*V (U*S) +V (Eps)
EMS (R*H) = 30*V(R*H)+6*V (R*H*S)+10*V (U) +2*V (U*S) +V (Eps)
EMS (T*H) = 40*f (T*H)+10*V (R*T*H) +8*V (T*H*S) +2*V (R*T*H*S) +10*V (U) +2*V (U*S) +V (Eps)
EMS (R*T*H) = 10*V (R*T*H)+2*V (R*T*H*S)+10*V (U) +2*V (U*S) +V (Eps)
EMS (S) = 72*V(S)+18*V (R*S)+2*V (U*S)+V (Eps)
EMS (R*S) = 18*V(R*S)+2*V (U*S)+V (Eps)
EMS (T*S) = 24*V(T*S)+6*V (R*T*S)+2*V (U*S)+V (Eps)
EMS (R*T*S) = 6*V (R*T*S)+2*V (U*S)+V (Eps)
EMS (H*S) = 24*V (H*S)+6*V (R*H*S) +2*V (U*S) +V (Eps)
EMS (R*H*S) = 6*V (R*H*S)+2*V (U*S)+V (Eps)
EMS (T*H*S) = 8*V (T*H*S)+2*V (R*T*H*S)+2*V (U*S) +V (Eps)
EMS (R*T*H*S) = 2*V(R*T*H*S)+2*V (U*S) +V (Eps)
EMS (U) = 10*V (U)+2*V (U*S)+V (Eps)
EMS (U*S) = 2*V (U*S)+V (Eps)
EMS (Eps) = V(Eps)
133512
4 03512
103512
4 30512
130512
4 00512
100512
4 33112
133112
4 03112
103112
430112
130112
4 00112
100112
111512
111112
111111
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Appendix 3.2. Maple program til beregning af varianskomponenter.

># Proof for the split-split-plot method to be used in Hicks Example 11.3
># Ul represents the whole plot experimental units for Replication_Laboratory
># U2 represents the split plot experimental units for Replication Laboratory Temp
>EMS([[R,Ran,4],[L,Fix,3],[T,Fix,3],[M,Fix,3],[U1,Ran,1],[U2,Ran,1],[Eps,Ran,1]],
> mutRALAR*LAT+R*¥*T+LA*THR*L*T+M+R*M+L*¥*M+R*L*M+T*M+R*¥*T*M+L*T*M+R*L*T*M+U1(R,L)
> +U1(R,L)*T+U1(R,L)*M+U1(R,L)*T*M+U2(R,L,T)+U2(R,L,T)*M+Eps(R,L,T,M,U1,U2));

EMS (R) = 27*V(R)+9*V (Ul)+3*V (U2) +V (Eps)

EMS (L) = 36*f (L)+9*V(R*L)+9*V (Ul)+3*V (U2)+V (Eps)

EMS (R*L) = 9*V(R*L)+9*V (Ul)+3*V (U2)+V (Eps)

EMS(T) = 36*f£(T)+9*V(R*T)+3*V (UL*T)+3*V (U2)+V (Eps)

EMS (R*T) = 9*V(R*T)+3*V(Ul*T)+3*V(U2) +V (Eps)

EMS (L*T) = 12*f (L*T)+3*V(R*L*T)+3*V (ULl*T)+3*V (U2)+V (Eps)
EMS (R*L*T) = 3*V(R*L*T)+3*V (U1l*T)+3*V(U2)+V (Eps)

EMS (M) = 36*f (M) +9*V (R*M) +3*V (UL*M) +V (U2*M) +V (Eps)

EMS (R*M) = 9*V(R*M)+3*V (U1l*M) +V (U2*M) +V (Eps)

EMS (L*M) = 12*f (L*M)+3*V(R*L*M) +3*V (UL*M) +V (U2*M) +V (Eps)
EMS (R*L*M) = 3*V(R*L*M) +3*V (U1*M) +V (U2*M) +V (Eps)

EMS (T*M) = 12*£f£(T*M)+3*V(R*T*M) +V (UL*T*M) +V (U2*M) +V (Eps)
EMS (R*T*M) = 3*V(R*T*M)+V (UL*T*M) +V (U2*M) +V (Eps)

EMS (L*T*M) = 4*£(L*T*M)+V (R*L*T*M) +V (UL*T*M) +V (U2*M) +V (Eps)
EMS (R*L*T*M) = V(R*L*T*M)+V (UL*T*M) +V (U2*M) +V (Eps)

EMS (Ul) = 9*V (Ul)+V (Eps)

EMS (UL*T) = 3*V(ULl*T)+V (Eps)

EMS (UL*M) = 3*V(ULl*M) +V (Eps)

EMS (UL*T*M) = V(UL*T*M)+V (Eps)

EMS (U2) = 3*V (U2)+V (Eps)

EMS (U2*M) = V (U2*M)+V (Eps)

EMS (Eps) = V (Eps)

R R R RE R R PR OO WWO O WWOoOOowWwOo o w
H R RO WO WOOoOOoOowWQ®W®wWwW®wWwoOooowww
H O WO O WWwWOoOOoOoooOooow®w®wwwww
R R R R R R R R R R R RRBRRRRRBRRRRRBR
R s = = T T e O B e e S S N = = T = T = = T S
R R R R R R R R R R R R RBRRRRRBRRRRRBR
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Appendi x 3.2. Maple programtil beregning af varianskonponenter

> # Proof for the split-split-plot method to be used in Montgomery Example 12.3

># Ul represents the whole plot experimental units for Day Technician

> # U2 represents the split plot experimental units for Day Technician_Dose

> EMS([[Day,Ran,4],[ Tech,Fix,3],[Dose,Fix,3],[ Thick,Fix,4],[U1,Ran,1],[U2,Ran,1],

Y

V V.V V

[Eps,Ran,1]],mu+Day+Tech+Day*Tech+Dose+Day*Dose+Tech*Doset+Day*Tech*Dose+Thick
+Day*Thick+Tech*Thick+Day*Tech*Thick+Dose*Thick+Day*Dose*Thick+Tech*Dose*Thick
+Day*Tech*Dose*Thick+U1(Day,Tech)+U1(Day,Tech)*Dose+U1(Day,Tech)*Thick
+U1(Day,Tech)*Dose*Thick+U2(Day,Tech,Dose)+U2(Day,Tech,Dose)*Thick
+Eps(Day,Tech,Dose,Thick,U1,U2));

EMS (Day) = 36*V(Day)+12*V (Ul)+4*V (U2) +V (Eps)

EMS (Tech) = 48*f (Tech)+12*V (Day*Tech)+12*V (Ul)+4*V (U2)+V (Eps)

EMS (Day*Tech) = 12*V (Day*Tech)+12*V (Ul)+4*V (U2)+V (Eps)

EMS (Dose) = 48*f (Dose)+12*V (Day*Dose) +4*V (Ul*Dose) +4*V (U2) +V (Eps)

EMS (Day*Dose) = 12*V (Day*Dose) +4*V (Ul*Dose) +4*V (U2) +V (Eps)

EMS (Tech*Dose) = 16*f (Tech*Dose)+4*V (Day*Tech*Dose)+4*V (Ul*Dose) +4*V (U2) +V (Eps)

EMS (Day*Tech*Dose) = 4*V (Day*Tech*Dose)+4*V (Ul*Dose) +4*V (U2)+V (Eps)

EMS (Thick) = 36*f (Thick)+9*V (Day*Thick)+3*V (Ul*Thick)+V (U2*Thick)+V (Eps)

EMS (Day*Thick) = 9*V (Day*Thick)+3*V (Ul*Thick) +V (U2*Thick) +V (Eps)

EMS (Tech*Thick) = 12*f(Tech*Thick)+3*V (Day*Tech*Thick)+3*V (Ul*Thick)+V (U2*Thick)+V (Eps)

EMS (Day*Tech*Thick) = 3*V(Day*Tech*Thick)+3*V (Ul*Thick)+V (U2*Thick)+V (Eps)

EMS (Dose*Thick) = 12*f (Dose*Thick)+3*V (Day*Dose*Thick)+V (Ul*Dose*Thick)+V (U2*Thick)+V (Eps)

EMS (Day*Dose*Thick) = 3*V(Day*Dose*Thick)+V (Ul*Dose*Thick)+V (U2*Thick)+V (Eps)

EMS (Tech*Dose*Thick)

=4*f (Tech*Dose*Thick) +V (Day*Tech*Dose*Thick) +V (Ul*Dose*Thick) +V (U2*Thick) + V (Eps)

EMS (Day*Tech*Dose*Thick) = V(Day*Tech*Dose*Thick)+V (Ul*Dose*Thick)+V (U2*Thick) +V (Eps)
EMS (Ul) = 12*V (Ul) +V (Eps)

EMS (Ul*Dose) = 4*V (Ul*Dose) +V (Eps)

EMS (Ul*Thick) = 3*V(Ul*Thick)+V (Eps)

EMS (Ul*Dose*Thick) = V(Ul*Dose*Thick)+V (Eps)

EMS (U2) = 4*V(U2)+V (Eps)

EMS (U2*Thick) = V(U2*Thick)+V (Eps)

EMS (Eps) = V(Eps)
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Appendi x 3.3 Beregning af stegrrelserne i trinvis variansanal yse

Appendix 3.3 BEREGNING AF STORRELSERNE I

TRINVIS VARIANSANALYSE.

Da beregningerne i den trinvise variansanalyse er noget anderledes end i den sidedelte, er der
1 dette appendix angivet en anskuelig forklaring pa de enkelte storrelser og hvorledes de
kunne beregnes ved hjelp af en lommeregner.

Som eksempel er valgt det i eksempel 2 angivne forsog.

I skemaet pa naste side er dels resultaterne af forseget angivet dels beregnet visse
hjelpestorrelser som forklares nedenfor.

1) Af skemaet fas, at charge 1 , prove 1 gav analyseresultaterne 50.3 og 49.8 med

gennemsnittet x, = 50.05

Et skon for o er derfor variansen pd de to tal, som er 0.125
Gores dette for alle 27 stikprover fas resultaterne 1 skemaet sojle 4.
Pooles disse fés

_ 0.125+0.18+...+0.005

= 0.747 eller o ~ 0.747 med 27 frihedsgrader

27= DI i

¢ ab(c-1)

C

( Generelt v

meda - b - (c-1) frihedsgrader)

2) Charge 1 gav 3 stikprevegennemsnit pa 50.05, 49.8 og 50.25.

Et skon for variansen mellem disse 3 gennemsnit er 0.0508 med 2 frihedsgrader.
Gores dette for alle 9 charger fis resultaterne i skemaet sgjle 6.
Pooles disse fas

vy = 0'0508+°'36;5+'"+0'3958 - 0.7029 med 9- 2 = 18 frihedsgrader

Vj, er ikke et skon for 0]23 alene, da hver stikprove er reprasenteret ved et gennemsnit
af ¢ = 2 testanalyser.

2 2
: 2 Oc 2 Oc

Vi har derforat v, = 05 + — (Generelt v, = 0 + — )
B B ) B B c

2

Dette giver 0.7029 = oj, + 70 ellerda oa ~ 0.747

pid

o2 = 07029 - 2747 _ (329
2

3) Betragtes nu de 9 gennemsnit for hver charge (sojle 7) kan variansen af disse beregnes

202

v, = 16.518. V, er ikke et skon for oi alene, da hver charge-gennemsnit bestar af b =
3 stikpraver, ogb ¢ =2 - 3 testanalyser.

2 2 2 2
o o o o
Vi har derforat v, = o2 + —2 + —_C Generelt v, ~ g2 + -2 + _C
AT gy AT O )
Dette giver 16.518 = Gi + 0'129 + 0'27:7 eller

oi = 16.518 - 0.1098 - 0.124 = 16.284

Vi ser heraf, at langt den sterste variation skyldes variationen mellem chargerne, og det
derfor m4 vaere her man ma sege at s@tte ind.



Appendi x 3.3 Beregning af stgrrel serne i

trinvis variansanal yse

A:Charge B:Stikpreve C: Test 4):ve X (6):vy X
5):*B (N:* 4
1 1 1:50.3 0.125 50.05
2:49.8
1 2 1. 50.1 0.1800 49.8
2495 0.0508 50.033
1 3 1:51.1 1.445 50.25
2:49.4
_ ———————————————————————————— |
2 1 1:45.8 0.08 45.6
2:45.4
2 2 1. 444 0.045 44.55
2:44.7 0.3675 44.90
2 3 1:44.7 0.045 44.45
2:44.4
_, .-.—————m——Ye e  — —— — ————————————o|
3 1 1:41.0 0.080 41.20
2:414
3 2 1. 42.7 0.605 42.15
2:41.6 1.001 42.183
3 3 1:43.1 0.020 4320
2:43.3
P, .——— e Y
4 1 1:48.7 0.845 49.35
2:50.0
4 2 1. 48.0 2.880 49.20
2:50.4 0.3908 48.917
4 3 1:47.9 1.180 48.20
2:48.5
= ————————————————— |
5 1 1:48.9 0.125 49.15
2:49.4
5 2 1. 484 1.280 47.6
2:46.8 2.5608 47.566
5 3 1: 46.5 0.605 45.95
2:45.4
Y
6 1 1: 47.0 0.405 46.55
2:46.1
6 2 1:47.4 0.020 47.30
2:472 0.2708 46.716
6 3 1:45.1 2.88 46.30
2:475
_, -.———— ——_—_Y—_—_—_—____ e V]
7 1 1: 46.3 0.845 45.65
2:45.0
7 2 1. 44.6 0.180 44.30
2:44.0 0.4575 44.95
7 3 1:45.6 0.980 44.90
2:44.2
P, .——— e Y
8 1 1:44.9 3.380 43.60
2:42.3
8 2 1. 45.1 1.445 44.25
2:43.4 0.8308 43.43
8 3 1:433 1.445 4225
9 1 1:55.7 0.045 55.55
2:55.4
9 2 1. 56.3 0.00 56.3
2:56.3 0.3958 55.63
9 3 1:55.1 0.005 55.05
2-550

Ved sammenligning med varianskomponentmetoden ses, at vi har faet samme resultat.
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Appendi x 3.3 Beregning af stegrrelserne i trinvis variansanal yse

Statgraphics kan 1 den situation, hvor alle faktorer er random, direkte udregne disse varianser
ved folgende fremgangsmade:

Datafilen har samme udseende som tidligere angivet.

Nu vealges Compare, Analysis of Variance og Variance Components

I den fremkomne menu skal de nestede faktorer placeres i den korrekte trinvise raekkefolge
(charger, proever, analyser).

Der fremkommer sé felgende tabel:

Variance Components Analysis

Dependent variable: PROCENT VA
Factors:

CHARGER

PROEVER

ANALYSER

Number of complete cases: 54

Analysis of Variance for PROCENT VA

Source Sum of Squares Df Mean Square Var. Comp Percent
TOTAL (CORRECTED) 838,355 53

CHARGER 792,881 8 99,1102 16,2841 93,80
PROEVER 25,3033 18 1,40574 0,329352 1,90
ANALYSER 20,17 27 0,747037 0,747037 4,30

The analysis of variance table shown here divides the variance of
PROCENT VA into 3 components, one for each factor. Each factor after
the first is nested in the one above. The goal of such an analysis is
usually to estimate the amount of variability contributed by each of
the factors, called the variance components. In this case, the factor
contributing the most variance is CHARGER. Its contribution
represents 93,7998% of the total variation in PROCENT VA.

Resultatet passer med vore tidligere beregninger.
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Appendix 4.1 Vesentlige formler i multipel regressionsanalyse

APPENDIX4.1 VASENTLIGE FORMLER I MULIPEL
REGRESSIONSANALYSE

A4.1. Indledning.

De beregninger, der skal foretages i en storre regressionsmodel er s omfattende, er det af
tidsmaessige grunde er nedvendigt at benytte et godt edb-program som Maple, der kan
foretage de nedvendige manipulationer med store matricer. Dette supplement forudsattes
derfor et grundleeggende kendskab til elementaer matrixregning af et omfang svarende
eksempelvis til B. Hellesen og Mogens Oddershede Larsen, Matematik for ingenierer: Bind
I, kapitlerne 2-4.

Alle formler vil dog blive belyst gennem eksempler, sa man ogsa pa den made fér repeteret de
nedvendige matrixbegreber.

I afsnit 4.2.1 blev de vigtigste begreber gennemgaet med udgangspunkt i enkelt regressionsa-
nalyse. I dette supplement vil forklaringer og eksempler tage sit udgangspunkt i dobbelt
regressionsanalyse, som har den fordel, at den stadig er en overskuelig model samtidig med at
man let kan generalisere herfra til modeller med flere variable.

A4.2 Udledning af normalligningssystemet til beregning af regressionskoefficienterne.
Vi vil forst se pd hvorledes udledningen kan ske 1 tilfeldet dobbelt regression, og derefter
generalisere.

Dobbelt regression

Lad der vaere givet 2 uafhangige variable og n observationer (x,,x,,,V.), i=12,...,n

For overskuelighedens skyld gives observationerne sedvanligvis i form af en tabel:

X Xy y
X1 Xip b
X X2 Y2
xnl X2 yn
Lad regressionsligningen vere Y = f, + f,x, + f,x, + &, (1)

hvor f,, B, , f, er regressionskoefficienterne og ¢ er fejlleddet, som antages normalfordelt

med middelverdi 0.
Vi benytter nu “mindste kvadraters metode” til at finde estimater for regressionskoefficienter-
ne, dvs. vi seger den verdi af S, ,, 5, , som gor summen af kvadraterne af afstandene

mellem den estimerede regressionsflade og de observerede punkter mindst mulig.
Indsettes observationerne i ligning (1) fas n ligninger

Vi =P+ Bx; + Box, + &, i=12,...,n
til bestemmelse af de 3 ubekendte S,,f,,0, -

De n fejlled ¢, antages alle at vaere normalfordelte variable med samme middelvardi 0 og

varians o .
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Appendix 4.1 Vesentlige formler i multipel regressionsanalyse

Vi danner nu funktionen L(4,,5,,5,) = Z & _Z v, = By = Bxy = Boxy)’

i=1
For at finde minimum for denne funktlon ﬁndes de stationare punkter for funktionen L’s (der
differentieres med hensyn til de 3 variable f,,5,, S, , og disse sattes til 0).

Benavnes de sogte estimater ﬁNO , ﬂNl , 152 skal disse altsa opfylde ligningerne

:—2Z(y, ,Bo ﬂl i ﬂz i2

ap,
0’1[31:—22(% By~ Bix. ~ B, 12) 0 N
5ﬂ2 —2;(y, B = s = o [ =

Ligningssystemet (2) kan simplificeres til folgende normalligningssystem.

n/%'¥/Z:E:xn'Fﬁg:E: :E:yz
YRRV RN I G

i=0 i=1 i=1

ﬁoiwﬁ,zx,z mﬁzz z .

i=0

Bemerk, at der er 3 hgnlnger med 3 ubekendte, som kan lgses ved s@edvanlig matrixregning.
I de folgende afsnit vil eksempel 5.6 blive anvendt som gennemgaende eksempel.

Eksempel A4.1 (opstilling af normalligningssystem)
Lad der veere givet folgende observationer:

(1,%,) (4.3) [ 54 | (6,6) | (7.8)

y 34.4 444 |1 632 | 799
34.7 45.5 | 64.2 | 80.6

Man (Statgraphics) fandt regressionskoefficienterne ﬂNO =-1.6333, ﬂNl =3.8833, ,52 = 6.88333.

Opskriv normalligningssystemet, og eftervis, at disse regressionskoefficienter er losninger til
systemet.

LOSNING:
Idet der er 2 gentagelser, kan man ofte i formlerne nejes med at gange med 2.

8B, + B, 2-(4+5+6+7)+f, - 2-(3+4+6+8)=344+347+.+806
By 44+ 2 (4> +5 +6 +T )+ B, 2-(4-3+5-4+6-6+7-8)=4-344+4-347+.+7-806)
By 42+ B 2-(34+4-546-6+8-7)+pf, 2-(3° +47 + 6> +8°)=3-344+3-347+..48 806
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8B, + B, 44+ B, - 42 = 4469

1B, 44+ B 252+ B, -248 = 26138
B, 42+ B, 248+ B, -250=26153

Ved indsettelse af f, = -1.6333, f, = 3.8833, S, = 6.88333 ses, at
8-(-1.6333) +3.88333-44 + 6.88333-42 = 446.9

(—1.6333)-44 +3.88333-126 4+ 6.88333-124 = 26138
(—1.6333)-42 +3.88333-124 + 6.88333-125=2615.3

dvs. normalligningssystemet har de fundne lgsninger.

L 4

A4.3. Regressionsligning, normalligningssystem og estimater for regressionskoeffici-

enter i matrixformulering

Multipel regression

Ovenstdende regninger kan generaliseres pa folgende made ved benyttelse af matrixformu-

lering.

Lad der vaere givet k uathangige variable og n observationer
(X1, X000 X,)), 1=12,...,n0g n >k

Observationerne gives mest overskueligt i form af en tabel:

X, X, X y
X1 X12 X1k g
le xzz x2k y2
X1 X0 Xk Yn

Lad regressionsligningen vere Y = B + f,x, + f,x, +..4+ [, x, + €,

(1)

hvor g,,p,,0,,..., B, er regressionskoefficienterne og ¢ er fejlleddet, som antages normalfor-

delt med middelveerdi 0.
Modellen kan i matrixnotation skrives

yv=X-f+¢
_yl_
V2

hvor y = T,
L Vn

xll

X5y

nl

X2

X2

nk

Sy
Il

B |

By
B

og &=
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Vi gnsker ved mindste kvadraters metode, at finde en vektor ﬂN , der er et estimat for vektoren
.
Ifelge eksempelvis B. Hellesen, M. Oddershede Larsen: Bind IIL, kapitel 3 er losningen af et
sddant overbestemt ligningssystem X - # =y bestemt ved

normalligningssystemet X' - X-5=X"-7. 3)

Matricen X" - X er en kvadratisk symmetrisk matrix, som sadvanligvis ved regressions-
problemer ikke er singular. Der eksisterer derfor en invers matrix (X' - X)™", hvorved
losningen til normalligningssystemet (3) bliver

p=(x"- )" X"y )

Eksempel A4.2 (matrixnotation, og beregning af estimater af regressionskoefficienter)
I eksempel A4.1 benyttede vi folgende observationer

(1,%,) (4.3) | 54 (6,6) ] (7.8)

y 34.4 444 [ 632 | 799
34.7 45.5 | 64.2 | 80.6

1) Beskriv problemet i matrixnotation.

2) Udtryk ligeledes normalligningssystemet pa matrixform, og benyt Maple til en reduktion af
systemet.

3) Angiv losningen pa matrixform, og benyt Maple til at finde regressionskoefficienterne.
Kontroller losningen ved at sammenligne med Statgraphics’s losning

B, = —1.6333, B, = 38833, B, = 6.88333.

LASNING:
1) Regressionsligningsystemet kan skrives y = X -
y, | [344] 1 x, x,]| [1 4 3]
V, 34.7 I x,, x, 1 4 3
444 I x;, x5 I 5 4 ~
b vl = 455 X—l Xy X | |15 4] < ’BNO
XS 162 T T xy x| |16 6 PTE
64.2 1 x, x4 I 6 6 2
799 I x,;, x5, 1 7 8
| s | | 80.6] |1 Xy x| |1 7 8]
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2) Normalligningssystemet er (X" - X)-f=X" -

1 4 3] 344 ]
1 4 3 34.7
1 5 4 444
111 1 11 11 i I 1111111
1 5 4 455
<14 45 5 6 6 7 7] pl=/4 45566 77
1 6 6 63.2
33446 6 8 8 b, 33446 6 8 8
1 6 6 64.2
1 7 8 7991
|17 8 | 80.6 |
I Maple hentes algebra-pakken frem ved
> with(linalg):
Derefter findes venstre side ved ordren:
> U:=multiply(transpose(X),X);
8 44 42
U:=44 252 248
42 248 250
og hgjre side ved ordren
> H:=multiply(transpose(X),Y);
446.9
H:=]26138
26153
8 44 42| | B, 446.9
Dette giver normalligningssystemet: |44 252 248 |-| B, |=|26133
42 248 250| | B, 26153
Dette ses, at det er samme normalligningssystem som i1 eksempel A4.1.
3) Regressionskoefficienterne findes af ligningen
p=(X"-X)"- X"y
1 4 3])° (344
1 4 3 34.7
1 5 4 444
B 111 1 1111 1 11 1 1 1 11
1 5 4 455
S| p =14 4556 6 7 7| 14 4 55 6 6 7 7|
1 6 6 632
b, 33446 6 8 8 33446 6 8 8
1 6 6 64.2
1 7 8 7991
17 8] | 806 |
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Igen benyttes Maple til udregningerne:
Forst udregnes
> invU:=inverse(U);

187 73 41 ]
6 6 6
invU:=| - LR
6 12 6
41 17 5
6 6 3
> B:=multiply(invU,H);
—1.63333
B:=| 3883330
6.883333
Det ses, at regressionskoefficienterne stemmer med de af Statgraphics fundne.

| 4
A4.4 Forklaring og beregning af de ovrige storrelser i en variansanalysetabel.
Uanset hvilken statistikpakke man anvender, har udskriften fra en regressionsanalyse samme

udseende som nedenstaende Statgraphics-udskrift

Multiple Regression Analysis

Standard T
Parameter Estimate Error Statistic P-Value
CONSTANT -1,63333 4,33035 -0,377183 0,7215
x1 3,88333 1,71994 2,25783 0,0736
X2 6,88333 1,00139 6,87379 0,0010

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 2457,35 2 1228,68 2042,12 0,0000
Residual 3,00833 5 0,601667

Total (Corr.) 2460, 36 7

Vi vil 1 dette afsnit redegore for hvorledes de avrige storrelser fremkommer.

Residual.
Som ved den ensidede regressionsanalyse, er residualerne forskellen mellem en observeret

veerdi y, og den tilsvarende verdi p, beregnet ud fra modellen, dvs. 7. =y, — J,.

SAKTesidualz Z ’/;'2 .
i=1
) SAK

residual
n—p
observationer, og p er antal regressionskonstanter, er et centralt estimat for forsegsfejlen o .

Forudsat modellen er sand, kan det vises, at storrelsen s , hvor n er antal

residual —
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Settes 7 =| | kan vi foretage folgende omskrivning

n

n

SAI{residual:Zri2 :;T ;:(;_XE)T (.)7_ XE)'

i=1

Eksempel A4.3 (beregning af residualer og SAK, . qua)
[ fortscettelse af eksempel A4.2 onsket ved hjcelp af Maple beregnet residualerne og SAK, .y

LOSNING:
Ved benyttelse af Maple fas residualerne ved ordren
> r:=matadd(Y,multiply(X,B), 1,-1);

—-149989
150011
—-916652
183348
233352
1.233352
—-.716644
| —.016644

Og SAKresidual Ved
> SAK residual:=multiply(transpose(r),r);
SAK residual:=[3.008333336].

L 4

Testprocedure.

Den procedure, som blev udferligt forklaret i forbindelse med under ensidet regressionsanaly-
se kan gentages i det generelle tilfelde.

Har man gentagne observationer (som i1 eksempel 4.6) kan der laves en “lack - of - fit” test, til
testning af modellen. Har man ikke gentagelser, ser man péa forklaringsgraden

SAK
R? = ="—medd (5om gennemgdet i eksempel 4.7)

SAK,

total

Er man blevet overbevist om, at modellen er rimelig, kan man teste nulhypotesen

Hyp=p=.=5=0

Dette sker ved en F - test.

SAK
Forudsat H | er sand, gzelder, at %M er ;(2 -fordelt med k frihedsgrader. Ligeledes kan

o
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vises, at SAL;"”“”I er ;(2 -fordelt med » - p frihedsgrader (p = k + 1). Endelig kan vises, at
o
SAKTesidual 0og SAKmodel. cr uafhaengige.

Entestaf H: 3, = 5, =...= B, = 0 er derfor en sdvanlig F-test, med
SAKmodel
F= k _ Smodel _
SAK vsituiat S esiduar
n-p

Beregningsteknisk kan en lommeregner let udregne SAK,,,;, og dermed som sedvanlig

SAK, = SAKtotal - SAKTesidual'
2
=)

model.”
SAK,, . kan beregnes direkte af formlen SAK ., = ( BT X"y y—
n

Hvis H, forkastes ved vi, at mindst én af regressionskoefficienterne er forskellig fra nul.

Kovariansmatrix.
Det kan vises (jevnfer eksempelvis L. Brondum, J. D. Monrad: Statistisk forsegsplanlagning
I, side 392-394, at

1) E( ﬂN )= f ,dvs. estimaterne for regressionskoefficienterne er centrale estimatorer

Idet p = k£ + 1 er antal regressionskoefficienter gaelder:
2) Den kvadratiske symmetriske p x p “kovariansmatrix” o’ (X D¢ )71 , med elementer-

ne o’ - CU. , har den egenskab:
a) diagonalelementerne er varianserne for regressionskoefficienterne, dvs.
o’-C, :V(ﬁi), i=0,1,2,...k og
elementerne udenfor diagonalen Cl.j angiver kovariansen mellem ﬂNI og ﬂN ;, dvs.

o’ 'C% ::V([%:ﬁﬂ)-

. . . . o 2 . . ~2
Estimater for disse varianser og kovarianser fas ved at erstatte o~ med sit estimat o ~ .

Standard - error og ¢ -vaerdier for regressionskoefficienterne.

Kvadratroden af estimatet for variansen af ﬁN’l kaldes den estimerede spredning (eller standard

error) for ,b’l.(s(,bN’,.):«/ON'2 -C, ).

Testes nulhypotesen /,: # = 0 mod den alternative hypotese /: 5, # 0 , kan dette gores ved

~

b

Vgﬂ 'Cb

Da regressionskoefficienterne ved partielle strukturer atha@nger af hinanden, skal man som
beskrevet i kapitel 5, bortkaste én koefficient ad gangen (dvs. ikke pa én gang bortkaste alle
regressionskoefficienter, der har P-vaerdier storre end 0).

at beregne en veerdi ¢, = , som kan vises at veere ¢ - fordelt med » - p frihedsgrader.
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Eksempel A4.4 (beregning af standard-error og t-vaerdier for regressionskoefficienter.)

Eksemplet bygger pad samme talmateriale som eksemplerne A4.1 - 3.
Der onskes beregnet

a) kovariansmatricen
b) standard - error og t-veerdier for regressionskoefficienterne .

LOSNING:
a) I eksempel A4.2 blev beregnet invU=(X" - X)™'
Vi fik:
187 73 41 ]
6 6 6
il | — 7359 17
6 12 6
41 17 5
6 6 3|
Vi far sa kovariansmatricen ved at multiplicere med o, , = 0.6016667

> kovar:=evalm(0.60166666*invU);
18.75194424  —7.320277697 4.111388843
kovar:=|—17320277697 2958194412 —1.704722203
4111388843  —1.704722203 1.002777767

2 Vi finder “standard error” ved at tage kvadratroden af diagonalelementerne.

s(B,) =[G -C,, =~/1875194424 = 433035,
s(B)=-/67-C, =-/2958194412 = 1.71994 ,
s(B,) =167 -C,y =-/1002777767 = 100139

De tilsvarende t-vardier er

t, = ﬁ:‘] _ 103333 6377183

"s(B,) 433035

t, = ﬂi _ 388333, 55983
s(B,) 171994

t, = P _ 688333 _ (e7379

s(8,) 1.00139

Det ses, at vaerdierne stemmer overens med Statgraphics udskriften.

L 4
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A4.5 Formler og beregning af konfidensintervaller.

Konfidensinterval for

)

Vi har fra det foregdende, at middelvaerdien E( El ) = B, og spredningen s(ﬂi) =./6%-C, .Det
ﬂNi B ﬂi

kan endvidere vises, at sterrelsen S ert- fordelt med n - p frihedsgrader.
o - Cii

Vi kan pa det grundlag opstille en formel for et 100(1 — «)% konfidensinterval .

~ ~5 -~ ~2
B; —tlj(n—p)'méﬂ,- <p ”13(”_1’)'%7@.

Konfidensinterval for et til punktet x,svarende verdi f/o .

For lettere at kunne forklare formlerne, begynder vi med det enkle regressionspolynomium
Y=p,+ px + B,x,, hvor B,,p,,f, er regressionskoefficienterne.

Er ﬂNO , ﬂ~1 , ,Ez de estimerede verdier, og indsettes punktet (x,,,X,, ) i ligningen, fas den
dertil svarende estimerede y - vaerdi y, = /70 + ,Elxm + ,l?zxo2 .
Da middelverdien

E(By + Bixo + Byxgy) = E(By) + E(B))xo + E(S,)x0, = By + BiXo) + By

er estimatoren central.
Ifolge reglerne for varians af en linearkombination fés

V(By+ By + Boxs) = V(By) + X2 V(B + 53 V(B + 2%y, - V(By - B) + 2%,V (B, - o)
+2X0; " Xy V(:E1 Ez)
1

Sattes X, =| X, |08 idet kovariansmatricen er

Xo2

VB V(BB V(BB
o (X" X) =\ V(BB VB) V(BB
VBB VBB V(B |
o V(B V(BsB) V(BB | [ 1
V(By+ B+ Bx) =0 [1 X | VBB V(B) V(BB || %

V(B By) V(BP) V(B || X

SV(By+ Pixg + frxp) =0 x5 (X" - X)) x,.

Konfidensintervallet bliver folgelig

ot J(n=p) o X (X7 X)X Tt (= p)e ot (XX |
2 2
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Eksempel A4.5 (beregning af konfidensintervaller )
Eksemplet bygger pd samme talmateriale som eksemplerne A4.1 - 4.
Der onskes beregnet

a) et 95% konfidensinterval for ,EZ ,

b) et estimat for den y-veerdi, som svarer til punktet (5,5), og angivet et 95% konfidensinter-
val for denne.
Sammenlign de fundne veerdier med en Statgraphics udskrift.

LOSNING:
a) Ved at indsatte de i eksempel A4.4 fundne storrelser, fas folgende 95% konfidensinterval

for ,EZ:
ﬂz_%m48_3yV&QQ7Sﬂz£ﬂ2+%mﬂ8_$'wg%%
< 6.8833-257-1.00139< 3, <6.8833+257-1.00139
< 4310< B, <9457

Den tilsvarende udskrift fra Statgraphics viser samme resultat:
95,0% confidence intervals for coefficient estimates

Standard
Parameter Estimate Error Lower Limit Upper Limit
CONSTANT -1,63333 4,33035 -12,7649 9,49822
x1 3,88333 1,71994 -0,537926 8,30459
x2 6,88333 1,00139 4,30918 9,45749

B [-163333
b) Idetx, =|5| og B:=| f3, | 3.883330 | fas den estimerede y-vaerdi

5 B, | 6883333
~1.63333
Yo=%, -B=[1 5 5]-| 3883330 |=52.19999.
6.883333

Resultatet kan ogsa fis af Maple-ordrerne:
> x0:=matrix(3,1,[1,5,5]);
1

x0:=|5
5

> yo:=multiply(transpose(x0),B);
y0:=[52.199985]

Et 95% konfidensinterval for y, er bestemt ved

fo—f]_g(n—p)’ng~)?0T-(XT~X)’1'fo;)70+11_g(n—p)-\/52'3?5'(XT-X)’1560 .
2 2

Udtrykket X, - (X" - X)™' - X, kan findes ved Maple-ordren
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> rod:=multiply(transpose(x0),invV,x0);

Tl

Vi far derfor:
[52.2 — ty.075 (8= 3)-~/0.601667 - 0.75;52.2 + £, 075 (8 — 3) - ~/0.601667 - 0.75]

- [52.2 —257-/04512:522 + 257 «/0.4512] =[5047,53.93].

Af nedenstdende Statgraphics-udskrift ses de samme resultater.
Regression Results for y

Fitted Stnd. Error Lower 95,0% CL Upper 95,0% CL Lower 95,0% CL Upper 95,0% CL
Row Value for Forecast for Forecast for Forecast for Mean for Mean
9 52,2 1,02612 49,5623 54,8377 50,4732 53,9268

A4.6 Residual-analyse.

Plotning af residualerne 7, = y, — y, spiller en vigtig rolle ved vurdering af modellen.

Dette er vist i adskillige eksempler. Mange statistikprogrammer (ogsé Statgraphics) beregner
og plotter ogsa de sékaldte “studentized residuals”, som er velegnede til at opdage sakaldte
“outliers”, dvs. enkelte mélinger, som afviger sa kraftig fra den tendens (model) som de
ovrige malinger viser, at man kan forestille sig, at de enten ma vaere fejlmélinger, eller der er
en ukendt faktor, som spiller ind.

De forskellige statistikprogrammer beregner disse residuals pé lidt forskellig made, men den
grundlaeggende ide er, at da konfidensintervallet jo bliver bredere jo l&ngere vaek fra “cen-
trum” af talmaterialet man er, betyder en stor residual langt fra centrum mindre end hvis den
1 teet ved centrum.

Man standardiserer derfor residualerne ved at dividere med spredningen pa den enkelte
residual.

Lad h, =X/ (X" - X)'x,.
Vihar da, at ¢ -k, indgar i udtrykket for konfidensintervallet for middelvardien af en
estimeret y-veardi, og er udtryk for variansen af den y-vaerdi )71 , som svarer til den 1’te raekke
x| =[1,%,,X,,...,X, | i X-matricen.
Idet y, =y, + r, virker det rimeligt, at man kan vise, at

V(rl.)=0'2—02~hﬁ=02(1—hﬁ), i=1,2,...,n.
Dette medferer, at formlen for den i’te”internally studentizid residuals” s7; er

st = i i=1,2,...,n, hvor 2, =x/ (X" X)'x, .

\“;2'(1__hﬁ)’

Ved at dividere 7, med spredningen pa 7, fir man “normeret” residualerne, siledes at

egentlige “outliers” treeder tydeligere frem. Vardier pd over 3 ber i hvert fald give anledning
til overvejelser .

Det skal bemarkes, at Statgraphics benytter samme ide, men en lidt anden formel, kaldet “the
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externally Studentized residual”
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Appendix 5.1 Sammenhang mellem virkninger og
regressionskoefficienter ved 2* faktorforseg.

Hvis man ikke har andet end lommeregner til rddighed, er det vigtigt, at regningerne er enkle.
Som det fremgér af det folgende er dette tilfaeldet, idet den statistiske analyse forleber pé
samme made enten faktorerne er kvantitative eller kvalitative. Kun tolkningen af resultaterne
er forskellig.

Lad en kvantitativ variabel x have veerdien x,,, nér den er pa lavt niveau og Xx,,; nar den er pd
hejt niveau, og lad h = | Xngj ~ Xiay | veere afstanden mellem de to x-veerdier og lad x vere

deres gennemsnit.
Der indferes nu en ny variabel z = 2

Det ses, at z har den egenskab, at Zyy = 2 L

Indfores disse normerede variable i regressionsligningerne, vises nedenfor, at de fra 2* -
faktorforsegene kendte virkninger (jevnfor kapitel 2) = regressionskoefficienterne i disse
transformerede regressionsligninger, og variansanalysetabellerne er de samme (se SF 111 side
18 nederst og side 20 gverst).

Eksempel: Med 3 faktorer A, B og C pé 2 niveauer, bliver regressionsligningen
Y = Agoot Bioo Zi+ Boio 2 Booi 23 + By 2y 2, + By 2y 23+ By 2, 74
+ B2 2,2 (1)
hvor z, =- 1 for A pd lavt niveau, og 1 for A pa hejt niveau,
z, =- 1 for B pé lavt niveau, og 1 for B pa hejt niveau og
z, =- 1 for C pé lavt niveau, og 1 for C pa hejt niveau .
Der galder da:
Awo= B > Biw= 4 ,Byy= B , By = C , Byy= 4B ,

B,, = AC ,B,,= BC B,,= ABC .
Bevis:

=1 A er kvalitativ (lavt, hgjt niveau).

~

Der geelder £}, = u—A,

Ha) =u+4 1)

A er kvantitativ med X pa 2 niveauer.

X normeres som beskrevet ovenfor:

Regressionsligningen gennem de to punkter er da Y = A, + B, z ,hvor z=- 1 for A pa lavt niveau, og z =
1 for A pa hejt niveau.

Indswttes z=- 1 fis 4y = Ay — By,
ogz=1 iy = A4y + B, (2)
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Af ligningssystemerne (1) og (2) ses, at A,= B og B,= 4 (heeldningskoefficienten).

k=2
A og B er kvalitativ (lavt, hgijt niveau).
Der geelder ) = u - A-B+ 4B ,

Mgy =H—-A+B— 4B . 3)

A og B er kvantitative med X, og X, hver pd 2 niveauer.

X, 0g X, normeres som tidligere navnt

Regressionsligningen bliver Y = Ay, + B, z, + By, z, + B, 7, 2,.
hvor z, =- 1 for A pé lavt niveau, og 1 for A pa hejt niveau.

og  z,=-1 for B pé lavt niveau, og 1 for B pa hejt niveau.

Ved at indseette -1 og 1 fas 44y = Ay — By, — By +By,

Ha) =Agp T By = By — By

Kby =Agp — Byyt+By — By “

H(ab) =Ayp T B+ By +By
Af ligningssystemerne (3) og (4) ses,at Ay= B , By= 4 ,B,= B og B, = 4B

k=3: Med 3 faktorer A, B og C pa 2 niveauer, bliver regressionsligningen
Y = Agoot Bioo 2t Boig 2T B 23+ Byyg 2, 2, + By 2, 25 + By 2, 23
+Bi122, 2 (1)
hvor z, =- 1 for A pé lavt niveau, og 1 for A pa hejt niveau,
z, =- | for B pa lavt niveau, og 1 for B pa hejt niveau og
z; =- 1 for C pa lavt niveau, og 1 for C pé hejt niveau .
P4 samme mdde som for k = 1 og k = 2 kan man vise, at ~
Aw= F > Biw= 4 ,By= B ,By=C ,B,,= 4B ,

r~

B, = AC ,B,,= BC B, = ABC .
Tilsvarende relationer findes naturligvis for k = 4 osv.
2 ¥ faktorforseg hvor der er en blanding af kvantitative og kvalitative faktorer

a) A og B kvantitative, C kvalitativ
For C (z;) kvalitativ omskrives regressionsligningen (1) til
Y = (Agoo t Boor 23)T (Biog + Bio1 23) 2 + (Byyo tBoi1 23)2,+ (Byyo B111 23)z, 2,

Vi har folgelig for C pa hejt niveau (z, = 1) et polynomium,

og for C pd lavt niveau (z; = -1) et andet polynomium.

Ved at sammenholde disse ligninger, ses umiddelbart, hvorledes der skal testes:
Eksempel: Onskes testet om koefficienterne til produktleddet er ens, ses, at det ma

betyde at vi skal teste om ABC =0 (da B,,, = AEC )
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Se eventuelt videre SF 111 side 24.
b) A kvantitativ, B og C kvalitativ

Pé ganske analog made, fis de resultater, som kan ses i SF III side 28 nederst og side 29
overst.
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Appendix A. Typiske ordrer i Statgraphics

al. Indledning

I kurset i forsegsplanlegning anvendes fortrinsvis folgende 4 Statgraphics programmer.

Compare: Sidedelte variansanalyse med lutter fixed kvalitative (catagorical ) faktorer.
Relate:  Regressionsanalyse med lutter kvantitative faktorer

Experimental design: 2* faktorforseg (screening design)

GLM: Mixed analyser, trinvise, sidedelte, blandende kvalitative og kvantitative analyser.

GLM (General linear models) kan i princippet benyttes til alle former for analyser, men de 3
ovrige programmer er indenfor deres anvendelsesomrade lettere at anvende, idet de har indbygget
nogle arbejdsbesparende hjelpefunktioner.

Endvidere anvendes Describe i visse situationer, bl.a. ved tegning af normalfordelingsplot og
beregning af sandsynligheder ( P - verdier).

a2 Generelle forhold ved opstart.

Efter at have startet Statgraphics, stdr man med en typisk Windows skaerm med nogle

menubjalker og ikoner.

@verst er en menubjalke med navnene File, Edit, Plot, Describe, Compare osv. Trykkes pa en

af disse fremkommer en rullemenu, som man skal velge fra.

Nedenunder denne er der en menubjelke med en rakke ikoner, hvoraf nogle er kendte fra

Windows (eksempelvis Print), andre er genveje til almindeligt anvendte programmer, s man ikke

behaver at gé over den gverste menubjalke.

Pé skarmen er der et regneark (hvis ikke sd velg ikonen “Untitled” forneden pa skarmen og

valg “Restore”)

Nederst pa skeermen er igen en menubjalke, som starter men “Untitled Co...”, StatAdvisor osv.

Nar man har indtastet data, valgt eksempelvis Compare og derefter har specificeret hvilken

analyse der skal foretages, vil der yderligere dukke en menubjalke op foroven som henforer til

de valgmuligheder man har indenfor dette specielle program.

De fire forste ikoner i denne menubjalke gér igen i de fleste menuer.

“Input Dialog” : Er red og giver mulighed for at @ndre den statiske model, hvad der er
“Dependent variable” , “Factors” osv.

“Tabular Options”: Er gul og giver en reekke valgmuligheder for analyser.

“Graphical Options”: Er blé giver forskellige grafiske muligheder for vurdering af analysen.

“Save Results”: Er sort og giver muligheder for at gemme resultater 1 dataarket til brug ved
senere analyser.
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a2.1 Indtastning af data

Placer cursor pa kolonne 1 (Col 1)og tryk forst pd venstre musetast for at vaelge kolonnen, og
derefter pa heojre musetast for at fa en lille menu frem.

Velg “Modify column”, og giv sejlen et relevant navn

Hvis faktoren er et stof og er en “karaktervariabel” (ikke talvariabel), s& giv sgjlen navnet “stof”
og veelg “Type” som “Character”.

Placer cursor pd cellen i forste rekke og forste sejle, tryk pa venstre musetast, og skriv et
stofnavn eksempelvis “T1". Brug piletast til at gé ned til naeste rekke og skriv T2 osv.

Gentag proceduren med sgjle 2. Hvis denne er en variabel med lutter tal, sa skal man ikke a&ndre
Type, da den automatisk er sat til “numeric”. Lad sgjlen blive kaldt “Urenhed”

Resultatet ser sdledes ud:

Stof Urenhed
T1 108

T1 110

T2 105

T2 110

T3 108

T3 111

T4 117

T4 119
oSV.

Nar regnearket er udfyldt med alle data, trykkes pd funktionstasten F12, og man kan enten
gemme data pd harddisken i et passende katalog, eller hvis det er i databaren pa en medbragt
diskette med a:\sf2eks1. Bemaerk, at filnavnet bliver sf2eks1.sf3, dvs. automatisk far endelsen
sf3.

Man kan eventuelt “minimize” datafilen.

a3. Compare
Anvendelse: Sidedelte variansanalyser med lutter fixed kvalitative (categorical ) faktorer.

a3.1 Ensidet variansanlyse.

Opstilling af variansanalysetabel.
Lad starten af indtastningen i regnearke vere

Stof Urenhed
T1 108
T1 110
T2 105

Velg (Compare | Analysis of Variance | One-Way Anova)

Der fremkommer nu en tabel, der skal udfyldes:

Velg (Klik pa “Urenhed”|klik dernaest pa pilen ved “Dependent variable”|Klik pa “stof”|klik pa
pilen “Factor”| OK))

Der fremkommer en “Analysis Summary” med nogle statistiske betragtninger.

Endvidere fremkommer et “scatterplot”. Scatterplottet kan man om ensket fjerne ved med
cursoren pa tabellen hurtigt 2 gange at trykke pa venstre musetast.

Velg(Tabular Options|Anova Tables| OK) (fjern evt. krydset ved “Analysis summary”)

Opstilling af konfidensintervaller.
Vealg(Tabular options |Tables of Means | OK). Herved fds LSD-intervaller.
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Onskes de sedvanlige konfidensintervaller, sa:

Velg ( Med cursor pa udskrift, tryk pd hejre musetast|Pane options|Confidence intervals (pooled
s)|OK).

Plot af konfidensintervaller: LSD-intervaller: Velg (BI& ikon =Graphics options | Means plot|
OK). Onskes de almindelige konfidensintervaller, sa:

Velg (Med cursor pé tegning, tryk pa hejre musetast|Pane options|Confidence intervals (pooled
s)|OK).

a3.2 Flersidet variansanlyse.

Opstilling af variansanalysetabel

Lad starten af indtastningen i regnearket vaere

A B C D haerdetid

1 1 11 23.8

2 1 11 45.8

hvor A, B C og D er de 4 faktorer, og haerdetid er forsegsvariablen.

Velg (Compare | Analysis of Variance | Multifactor ANOVA | OK).

Der fremkommer nu en tabel der skal udfyldes:

Vealg ( “haerdetid”|pilen ved “Dependent variable”|A | pilen “Factors™ |B | pilen “Factors | C

| pilen “Factors |D | pilen “Factors | OK )

Der fremkommer en “Analysis Summary ” og et “Scatterplot”.

Velg (gul ikon = Tabular options| Anova Tables |OK ).

Der fremkommer en variansanalysetabel uden vekselvirkning.

Velg (Cursor i tabellen | hgjre musetast |Analysis options | Maximum Order Interaction til 4

| OK)

Der fremkommer en tabel med vekselvirkninger.

Pooling af virkninger: Det antages, at 3 og 4 faktorvekselvirkninger er nul.
Velg (Cursor i tabellen | hgjre musetast |Analysis options | Maximum Order Interaction til
2 | OK) Derved fremkommer en ny tabel.
Lad os antage, at kun vekselvirkningerne AD og BD har betydning.
Velg (Cursor i tabellen | hgjre musetast |Analysis options | Exclude). Herved fis et lille
vindue med 2 kolonner (“Include” og “Exclude”), hvor man ved dobbeltklik pd en
vekselvirkning flytter den til den modsatte kolonne. Vi “excluderer” nu alle tofaktorveksel-
virkningerne, der ikke har betydning. Derved fremkommer en ny tabel.
Viser det sig, at en hovedvirkning ikke har betydning (eksempelvis C) slettes denne af
modellen: Vealg (red ikon = Input dialog | Slet C | OK)).
Dette har den lidt kedelige virkning, at der i visse udskrifter sker en omdebning, s faktor
D bliver kaldt C.
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Optimal veerdi af forsegsvariabel og de dertil svarende vaerdier af faktorerne:

a) Antagelse: Der er vekselvirkning.
Vi laver derfor 95% konfidensintervaller for hver af behandlingerne.
Velg (Compare | Analysis of Variance | Multifactor ANOVA | OK)., og indtast modellen.
Velg (gul ikon = Tabular options | Tables of Means | OK ).
Grafisk fremstilling:
Velg (Compare | Analysis of Variance | Multifactor ANOVA | OK)., og indtast modellen.
Velg (bld ikon = Graphics Options | Interaction Plot |Cursor pé figur | hegjre musetast | Pane
options | Confidence intervals |OK)
Eventuelt skifte til “ second Factor” , hvis det giver en mere overskuelig tegning.

b) Antagelse: En eller flere hovedvirkninger enskes undersogt.
Vealg(Tabular options |Tables of Means | OK),
Den fremkomne tabel er over 95% “LSD” konfidensintervaller.
Onskes de sedvanlige 95% konfidensintervaller s
Velg ( Med cursor pa udskrift, tryk pd hejre musetast|Pane options|Confidence intervals
(pooled s)|OK).
Grafisk fremstilling:
Velg (bld ikon = Graphics Options | Means Plot |Cursor pa figur | hejre musetast | Pane
options | Confidence intervals og velg faktor, der enskes undersegt|OK)

Kontrol af model
Residualplot af model:
Velg ( bld ikon = Graphics options |Residuals versus Predicted | OK ).

Grafisk test for normalitet (normalfordelingsplot):
Velg ( sort ikon = Save Results |[Save Residuals | OK)).
Residualerne bliver nu gemt som en sgjle i data under navnet “RESIDUALS”, da vi ikke
har @ndret navnet under “Target Variables”
Vealg (Describe [Numerical Data |One Variable Analysis [RESIDUALS |Pilen Data] OK
).
Velg ( bld ikon = Graphics options |[Normal Probability Plot| OK ).
Onskes linien placeret mere”ligeligt” kan man eventuelt med cursoren pé figuren trykke
pa hejre musetast og pd den fremkomne menu vaelge “Least Squares”.
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Undersogelse af varianshomogenitet.
Lad os antage, at vi har 6 behandlinger, som hver gentages 2 gange, eksempelvis séledes:

Karburator
K K
O] X X X X
Olieblanding o . o
2
(% X X X X

Man gér ind 1 regnearket og danne en ekstra sgjle “behandlinger” . Da der er 6 behandlinger
(celler) med 2 tal i hver bliver den:

karburator oliebland benzinforb behandlinger
k1l ol 830 1
k1l ol 860 1
k1l 02 940 2
k1l 02 990 2
k1l o3 855 3
k1l o3 815 3
k2 ol 810 4
k2 ol 840 4
k2 02 1050 5
k2 02 1020 5
k2 o3 930 6
k2 o3 910 6

Vealg ( Compare | Analysis of Variance | One Way ANOVA |OK).
Velg (Klik péd “benzinforb” og pil ved “Dependent variable”|Klik pd “behandlinger” og pa
pil ved “Factor”| OK )
Velg (gul ikon = Tabular options | Variance check | OK).
fjern evt. krydset ved “Analysis summary
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a4: Experinmental design

a4. Experimental design: Anvendelse: 2* faktorforseg (screening design).

a4.1 Indtastning af data

Lad os antage vi har et forseg med 4 faktorer, stabilisator, konserveringsmiddel, syrekoncentra-

tion og temperatur, og forsegsvariablen er “udbytte”.

Velg (Speciel | Experimental Design | Create Design | Screening | s@t “No of response” =1 | “No

of experimental Factor”=4 | OK)).

1) Hvis man vil beholde Statgraphics standardnavne trykkes pa OK og ved naste menu ogsa pa
OK.

2) Vil man skifte til andre “egne” navne skal man i1 neste menu”Factor Definition Options”
under “Name” skrives “Stabilisator”. Under “Factor” markeres B, og under “Name” skrives
“konserveringsmiddel”, osv.

Efter OK far man menuen “Response Definition Options” hvor vi kan skrive “udbytte”.

I den naeste menu fastholdes krydset ved “Display Blocked Designs”, hvis der indgar blokke.

Ved at trykke pé pilen i hejre side af den fremhavede linie ses nu alle de indbyggede muligheder.

1) Den gnskede forsegsplan findes blandt mulighederne.

Vi velger denne, og vil pd den naste menu “Screening Design Options” se antal runs. Hvis
der eksempelvis er 3 fuldsteendige blokke, vil der veere 3 gentagelser. Man s&tter sa “Replicate
Design” til 2 (3 blokke giver 2 ekstra udferelser), hvorved vi ser antal runs @ndre sig til det
forventede antal.

Endvidere sletter vi krydset ved Randomize, hvis vi ensker forsegene skrevet i standardraekke-
folge. Vaelges Randomize, bliver reekkefolgen af forsegene tilfeldig, sddan som det ber vaere,
hvis man selv skulle lave forsggene (randomiseret). Tryk pa OK.

Der ses nu en plan med Statgraphics standardnavne sdsom -1 for lav og 1 for hejt niveau.
Velg (gul ikon = Tabular Options | Alias Structure | OK).

Derved fremkommer en udskrift af aliasstrukturerne, og vi kan her se, om forsegsplanen
opfylder de stillede krav.

Valgte vi “Randomize” kan vi fa skrevet en randomiseret arbejdsplan ud (behandlingerne er
skrevet i tilfeldig (randomiseret) reekkefolge ) ved ordren:

Velg ( gul ikon = Tabular Options | Worksheet | OK ).

Vi gar nu ned i bunden af skaeermen og valger et regneark “Untitled”. Vi ser at regnearkets
faktorer allerede er udfyldt, sa vi indtaster blot “udbytterne” .

2) Den gnskede forsggsplan findes ikke blandt mulighederne.
Man velger “User specified design” (findes nederst)
I den naeste menu  “Screening Design Options™ sletter vi krydset ved Randomize, hvis vi
onsker forsggene skrevet 1 standardreekkefolge.
Der ses nu en udskrift “Design Summary” med en oversigt over navne, niveauer m.m.
Vi gar nu ned i bunden af skaermen og valger et regneark “Untitled”. Vi bliver her nedt til at
udfylde alle faktorers niveauer i overensstemmelse med den forsegsplan man pé forhand har
konstrueret.

Den indtastede datafil ber gemmes (saves) (den far automatisk “endelsen” .sfx), og kan sa senere
hentes frem ved ordren: Valg (Speciel | Experimental Design | Open Design | OK ).
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a4.2 Bestemmelse af model.

Velg ( Speciel | Experimental Design | Analyze Design ).

Tryk pd “udbytte” og derefter pA = under “Data” for at fortalle, at det er denne variabel der

skal analyseres.

Dette resulterer i en tabel over virkningerne, samt et histogram (Pareto charts” over dem.

Hvis de er sammenblandede kan man her ogsé se aliasrelationer.

Variansanlysetabel: Valg (gul ikon = Tabular Options | ANOVA | OK).

Pooling af virkninger: Skal nogle vekselvirkninger eksempelvis AB og AC udelukkes, s&
Velg (Cursor i udskrift | hgjre musetast | Analysis Options | Exclude | dobbeltklik pd AB, AC
( hvorved de rykker over pa hgjre side) | OK | OK)).

a4.3. “Optimal” indstilling af faktorerne:
Efter at man har fundet den endelige model bestemmes faktorernes indstillinger:
1) Valg (gul ikon = Tabular Options | Optimization | OK).
2) For at fa de relevante virkninger
Velg (gul ikon = Tabular Options | Analysis Summary | OK).
3) Til tolkning af vekselvirkninger tegnes interaction plot:
Velg (bld ikon = Graphics plot |Interaction plot | OK ).

a4.4 Bestemmelse af optimal veerdi og dertil herende konfidensinterval:

Indgar den optimale indstilling af faktorerne ikke blandt de oprindelige data tilfejes den 1
regnearket som den sidste observation.

Derefter kan optimal verdi og konfidensinterval findes ved ordren

Vealg ( gul ikon = Tabular Options | Predictions | OK).

a4.5 Kontrol af model
Residualplot af model:
Velg ( bld ikon = Graphics options |Diagnostic plot | OK ).
Grafisk test for normalitet:
Velg ( Hojreklik pa graf|Pane Options|Normal Probability Plot of Residuals| OK ).
Undersogelse af varianshomogenitet.
Kan ske som under Compare.
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aS. GLM (General Linear Models):

Anvendelse: Mixed analyser indeholdende trinvise faktorer og analyser med blandende
kvalitative og kvantitative faktorer.

aS.1 Indtastning af data
Foregédr som ved Compare.

a5.2 Bestemmelse af model.

a5.2.1 Split-Plot forseg
Som eksempel tages landbrugsforsgget med plejemetoder i eksempel 3.7.
Modellen er Y= pg+P +MP)+G +P*G +MP)*G+ ¢

Velg (lilla GLM ikon ) eller (Special | Advanced Regression | General Linear Methods ).
Den fremkomne tabel udfyldes med

Dependent Variable : Udbytte

Catagorical Factors : ploejemetode, markstrimmel , goedning,

I det folgende vil de variable noget uhensigtsmessigt blive omdebt til A, B, C osv.

Pé naeste tavle der hedder “GLM Model Specifikation” skrives

A (svarer til ploejemetode)

B(A) (svarer til at markstrimmel er undertrin af ploejemetode)

C (svarer til goedning)

A*C

Pooling

Lad os antage, at vekselvirkningen A*C = ploejemetode - goedning er 0.

Velg ( gul ikon = input dialog | OK | fjern A*C | OK))

Valg af teststorrelse

Fremgér det af varianskomponenttabellen, at B(A )=markstrimmel(ploejemetode) kan benyttes
til testning af A= ploejemetode sker det péd folgende méde:.

Velg (Cursor i udskrift| hejre musetast | Analysis options ).

I det fremkomne felt under “Factor” sattes bla streg pa A. I feltet med Error Term valges
B(A). Derved ses i nederste felt “Selections”, at der star A - B(A) som tegn pa at A testes mod
B(A).

For “fixed factors” finde den vardi der giver den optimale verdi af forsegsvariablen:
Vealg (gul ikon = Tabular options | Tables of Means | OK ).
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a5.2.2 Forseg med bade kvantitative og kvalitative faktorer.
Som eksempel vaelges et forsag (eksempel 5.4), hvor man undersgger sammenhangen mellem
mangden Y og to kvalitative faktorer A og B og en kvantitativ faktor T, idet man som
udgangspunkt antager, at Y for hver af de 6 kombinationer af de 2 kvalitative faktorer A og
B kan beskrives ved et andengradspolynomium i T, dvs. af formen

Y=a,+p,T+ ﬂzijz , hvor i = 1,2 (additiv), j = 1, 2, 3 (katalysator)

Variansanlysetabel
Velg ikonen “GLM” eller vaelg ( Special | Advanced Regression | General Linear Models”
)
Den fremkomne tabel udfyldes med
“Dependent variables” : Y
“Categorical Factors” : A og B
og “Quantitative Factors” : T
I ”GLM specifications” hvor A=A, B=B og C =T udfyldes med
A, B, C, A*B, A*C, B*C, A*B*C, C*C, A*C*C, B*C*C, A*B*C*C.

Pooling
Dette sker som ovenfor, eksempelvis

Velg ( gul ikon = input dialog | OK | fjern A*C*C | OK)

Opskriv regressionsligninger.
Vealg (gul ikon = Tabular Options | Model Coefficients | OK ).

2

Konfidensintervaller for en regressionskoefficient /3 : Ses af tabel for “Model Coefficients”.

Estimat af middelvaerdi og 95% konfidensinterval for givne veerdier af faktorerne:
Indsaet de givne verdier i sidste reekke af inddata, og
Velg (gul ikon = Tabular Options | Report | OK ).

a5.3 Kontrol af model.
Residualplot: (Bla ikon =Graphical options |Residual plots |OK).
Vi far hermed “Studentized Residuals”
Onskes de sedvanlige residualer:
(Cursor pa figur | hegjre musetast |Pane Options [Valg Residuals, Scatter plot, Predicted
value).
Normalfordelingsplot: (Cursor pé figur | hejre musetast [Normal Probability Plot |OK)
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a26. Relate :

Anvendelse: Regressionsanalyse med lutter kvantitative faktorer

a6.1. Indtastning af data
Foregédr som ved Compare.

a6.2 Regressionsanalyse med 1 faktor
a6.2.1. Enkelt Regressionsanalyse.
Regressionsanalysetabel opstilles: Valg ( Relate | Simple Regression [indsat ¢ og y |OK).
Har vi gentagelser ignoreres den fremkomne udskrift 1 ferste omgang, og vi udferer en
“Lack of fit test”: Velg ( gul ikon = Tabular Options | Lack of Fit test | OK ).

Residualplot: Vealg (bla ikon= Graphical options | Residual versus predicted | OK )
Tegningen viser de sdkaldte “studentized residuals” .
Sadvanlige residualer fs af: (Cursor pa tegning | hejre musetast |[Residuals).

Undersogelse af Outliers: Vaelg(Tabular Options | Unusual Residuals|OK).
Normalfordelingsplot: Som under Compare

Varianshomogenitet: Som under Compare

Konfidensinterval for haeldningskoefficienten ﬂNl :
Velg ( Relate | Polynomial Regression | indsat ¢ og y | cursor i udskrift | hejre musetast |
Analysis Options |sa&t order til 1 | gul ikon = Tabular options | Confidence intervals |OK

).

95% konfidensinterval for det til # = 100 svarende veerdi af y:

Vealg ( Relate | Simple Regression [indsat £ og y |OK).

Velg ( Gul ikon = Tabular Options | Forecast | OK | Cursor pa udskrift | hejre musetast |
Pane Options) . Set i skemaet “Forecast at x” til 100 og resten stryges.

Transformation af model. Valge eksponentiel model
Velg (med cursor pa udskrift, hajre musetast|Analysis options|Exponential| OK)

Finde “bedste” model:
Vealg(gul ikon = Tabular options|Comparison of Alternative Models|OK)

a6.2.2 Polynomial Regressionsanalyse.
Vealg ( Relate| Polynomial Regression | indsat x og 71 den fremkomne tavle | OK )
For at fa en trediegradsmodel:
Velg ( Cursor pa udskrift | hejre musetast | Analysis Options |order til 3 | OK)).
De ovrige ordrer er de samme som ved “Enkelt regressionsanalyse.”
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a6.3 Multipel Regressionsanalyse.

a6.3.1 Linezer model
Regressionsanalysetabel opstilles: Velg ( Relate | Multiple Regression [indsa&t de variable
|OK).
De ovrige ordrer er som ovenfor beskrevet, idet man dog ikke kan lave en “lack of fit test”
direkte.

a6.3.2 Polynomial model
Lad os antage modellen er Y =, + B,x, + B,x, + Bx + B,x; + Bex,X, .
Velg ikonen "Multiple Regression" eller Valg ( Relate | Multiple Regression ).
[ den fremkomne tavle under “Indenpendent Variable” indsettes x1,x2,x172,x2"2, x1*x2

a7. Describe

a7.1. Beregning af P - vaerdier.
Vi egnsker at finde P - verdien = P(X> 3.9814), hvor Xer F - fordelt med et frihedsgradstal
for teeller pé 3 og naevner pé 6.
Velg(Describe|Distributions|Probability Distributions|F(Variance Ratio)|OK)
Velg ( Tabular Options|Cumulative Distributions|med cursor pd udskrift, hgjre musetast|/Pane
Options|[Random Variable = 3.9814|OK|med cursor pd udskrift, hejre musetast|/Analysis
Options|Numerator = 3, Denominator =6|0OK)

a7.2. Beregning af en t-fraktil
Vi ensker at finde fraktilen 7, .5 (8) .

Vealg(Describe|Distributions|Probability Distributions|Student’s t|OK)

Velg ( Tabular Options|Inverse CDF|med cursor pd udskrift, hejre musetast|Pane Op-
tions|CDF = 0.975|0K]|med cursor pa udskrift, hgjre musetast|Analysis Options|Degree og
Fredom = 8|OK).

Resultat = 2.228
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Tabel 1 Fraktiler t, i t-fordelingen t(f).

P(T#t,)=p, hvor T=M

s/h/n

£ p 0.60 0.75 0.90 0.95 0.975 0.99 0.995 0.999 0.9995
1 0.33 1.00 3.08 6.31 12.7 31.8 63.7 318 637
2 0.29 0.82 1.89 2.92 4.30 6.97 9.93 22.3 31.6
3 0.28 0.74 1.64 2.35 3.18 4.54 5.84 10.2 12.9
4 0.27 0.74 1.53 2.13 2.78 3.75 4.60 7.17 8.6l
5 0.27 0.72 1.48 2.02 2.57 3.37 4.03 5.89 6.86
6 0.27 0.72 1.44 1.94 2.45 3.14 3.71 5.21 5.96
7 0.26 0.71 1.42 1.90 2.37 3.00 3.50 4.79 5.41
8 0.26 0.71 1.40 1.86 2.31 2.90 3.36 4.50 5.04
9 0.26 0.70 1.38 1.83 2.26 2.82 3.25 4.30 4.78
10 0.26 0.70 1.37 1.81 2.23 2.76 3.17 4.14 4.59
11 0.26 0.70 1.36 1.80 2.20 2.72 3.11 4.03 4.44
12 0.26 0.70 1.36 1.78 2.18 2.68 3.06 3.93 4.32
13 0.26 0.69 1.35 1.77 2.16 2.65 3.01 3.85 4.22
14 0.26 0.69 1.35 1.76 2.15 2.62 2.98 3.79 4.14
15 0.26 0.69 1.34 1.75 2.13 2.60 2.95 3.73 4.07
16 0.26 0.69 1.34 1.75 2.12 2.58 2.92 3.69 4.02
17 0.26 0.69 1.33 1.74 2.11 2.57 2.90 3.65 3.97
18 0.26 0.69 1.33 1.73 2.10 2.55 2.88 3.61 3.92
19 0.26 0.69 1.33 1.73 2.09 2.54 2.86 3.58 3.88
20 0.26 0.69 1.33 1.73 2.09 2.53 2.85 3.55 3.85
21 0.26 0.69 1.32 1.72 2.08 2.52 2.83 3.53 3.82
22 0.26 0.69 1.32 1.72 2.07 2.51 2.82 3.51 3.79
23 0.26 0.69 1.32 1.71 2.07 2.50 2.81 3.49 3.77
24 0.26 0.69 1.32 1.71 2.06 2.49 2.80 3.47 3.75
25 0.26 0.68 1.32 1.71 2.06 2.49 2.79 3.45 3.73
26 0.26 0.68 1.32 1.71 2.06 2.48 2.78 3.44 3.71
27 0.26 0.68 1.31 1.70 2.05 2.47 2.77 3.42 3.69
28 0.26 0.68 1.31 1.70 2.05 2.47 2.76 3.41 3.67
29 0.26 0.68 1.31 1.70 2.05 2.46 2.76 3.40 3.66
30 0.26 0.68 1.31 1.70 2.04 2.46 2.75 3.39 3.65
40 0.26 0.68 1.30 1.68 2.02 2.42 2.70 3.31 3.55
50 0.26 0.68 1.30 1.68 2.01 2.40 2.68 3.26 3.50
60 0.25 0.68 1.30 1.67 2.00 2.39 2.66 3.23 3.46
80 0.25 0.68 1.29 1.66 1.99 2.37 2.64 3.20 3.42
100 0.25 0.68 1.29 1.66 1.98 2.37 2.63 3.17 3.39
120 0.25 0.68 1.29 1.66 1.98 2.36 2.62 3.16 3.37
200 0.25 0.68 1.29 1.65 1.97 2.35 2.60 3.13 3.34
500 0.25 0.68 1.28 1.65 1.97 2.33 2.59 3.11 3.31
L 0.25 0.67 1.28 1.65 1.96 2.33 2.58 3.09 3.29

Eksempler: For t(27) er P(X <£3.42)=0.999.  t,,5(1)=6.31. t,,5(10) = -t,45(10) =-1.81.
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Tabel 2 95%-fraktil F, . i F-fordelingen F(f,.fy). P(F < F, ;) = 0.95
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/ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 14 16 18 20 25 30 40 60 120 4
/s

1 161.5 199.5 215.7 224.6 230.5 234.0 236.8 238.9 240.5 241.9 |243.9 245.4 246.5 247.3 248.0 |249.3 250.1 251.1 252.2 253.3 253.7
2 18.51 19.00 19.16 19.25 19.30 19.33 19.35 19.37 19.38 19.40 |19.41 19.42 19.43 19.44 19.45 |19.46 19.46 19.47 19.48 19.49 19.50
3 10.13 9.55 9.28 9.12 09.01 8.94 8.89 8.85 8.81 8.79 8.74 8.71 8.69 8.67 8.66 8.63 8.62 8.59 8.57 8.55 8.53
4 7.71 6.94 6.59 6.39 6.26 6.16 6.09 6.04 6.00 5.96 5.91 5.87 5.84 5.82 5.80 5.77 5.75 5.72 5.69 5.66 5.63
5 6.61 5.79 5.41 5.19 5.05 4.95 4.88 4.82 4.77 4.74 4.68 4.64 4.60 4.58 4.56 4.52 4.50 4.46 4.43 4.40 4.36
6 5.99 5.14 4.76 4.53 4.39 4.28 4.21 4.15 4.10 4.06 4.00 3.96 3.%92 3.90 3.87 3.83 3.81 3.77 3.74 3.70 3.67
7 5.59 4.74 4.35 4.12 3.97 3.87 3.79 3.73 3.68 3.64 3.57 3.53 3.49 3.47 3.44 3.40 3.38 3.34 3.30 3.27 3.23
8 5.32 4.46 4.07 3.84 3.69 3.58 3.50 3.44 3.39 3.35 3.28 3.24 3.20 3.17 3.15 3.11 3.08 3.04 3.01 2.97 2.93
9 5.12 4.26 3.86 3.63 3.48 3.37 3.29 3.23 3.18 3.14 3.07 3.03 2.99 2.96 2.94 2.89 2.86 2.83 2.79 2.75 2.71
10 4.96 4.10 3.71 3.48 3.33 3.22 3.14 3.07 3.02 2.98 2.91 2.86 2.83 2.80 2.77 2.73 2.70 2.66 2.62 2.58 2.54
11 4.84 3.98 3.59 3.36 3.20 3.09 3.01 2.95 2.90 2.85 2.79 2.74 2.70 2.67 2.65 2.60 2.57 2.53 2.49 2.45 2.40
12 4.75 3.89 3.49 3.26 3.11 3.00 2.91 2.85 2.80 2.75 2.69 2.64 2.60 2.57 2.54 2.50 2.47 2.43 2.38 2.34 2.30
13 4.67 3.81 3.41 3.18 3.03 2.92 2.83 2.77 2.71 2.67 2.60 2.55 2.52 2.48 2.46 2.41 2.38 2.34 2.30 2.25 2.21
14 4.60 3.74 3.34 3.11 2.96 2.85 2.76 2.70 2.65 2.60 2.53 2.48 2.44 2.41 2.39 2.34 2.31 2.27 2.22 2.18 2.13
15 4.54 3.68 3.29 3.06 2.90 2.79 2.71 2.64 2.59 2.54 2.48 2.42 2.38 2.35 2.33 2.28 2.25 2.20 2.16¢ 2.11 2.07
16 4.49 3.63 3.24 3.01 2.85 2.74 2.66 2.59 2.54 2.49 2.42 2.37 2.33 2.30 2.28 2.23 2.19 2.15 2.11 2.06 2.01
17 4.45 3.59 3.20 2.96 2.81 2.70 2.61 2.55 2.49 2.45 2.38 2.33 2.29 2.26 2.23 2.18 2.15 2.10 2.06 2.01 1.96
18 4.41 3.55 3.16 2.93 2.77 2.66 2.58 2.51 2.46 2.41 2.34 2.29 2.25 2.22 2.19 2.14 2.11 2.06 2.02 1.97 1.92
19 4.38 3.52 3.13 2.90 2.74 2.63 2.54 2.48 2.42 2.38 2.31 2.26 2.21 2.18 2.16 2.11 2.07 2.03 1.%8 1.93 1.88
20 4.35 3.49 3.10 2.87 2.71 2.60 2.51 2.45 2.39 2.35 2.28 2.23 2.18 2.15 2.12 2.07 2.04 1.99 1.95 1.90 1.84
21 4.32 3.47 3.07 2.84 2.68 2.57 2.49 2.42 2.37 2.32 2.25 2.20 2.16 2.12 2.10 2.05 2.01 1.96 1.92 1.87 1.81
22 4.30 3.44 3.05 2.82 2.66 2.55 2.46 2.40 2.34 2.30 2.23 2.17 2.13 2.10 2.07 2.02 1.98 1.94 1.89 1.84 1.78
23 4.28 3.42 3.03 2.80 2.64 2.53 2.44 2.37 2.32 2.27 2.20 2.15 2.11 2.08 2.05 2.00 1.96 1.91 1.86 1.81 1.76
24 4.26 3.40 3.01 2.78 2.62 2.51 2.42 2.36 2.30 2.25 2.18 2.13 2.09 2.05 2.03 1.97 1.94 1.89 1.84 1.79 1.73
25 4.24 3.39 2.99 2.76 2.60 2.49 2.40 2.34 2.28 2.24 2.16 2.11 2.07 2.04 2.01 1.96 1.92 1.87 1.82 1.77 1.71
30 4.17 3.32 2.%92 2.69 2.53 2.42 2.33 2.27 2.21 2.16 2.09 2.04 1.99 1.96 1.93 1.88 1.84 1.79 1.74 1.68 1.62
40 4.08 3.23 2.84 2.61 2.45 2.34 2.25 2.18 2.12 2.08 2.00 1.95 1.90 1.87 1.84 1.78 1.74 1.69 1.64 1.58 1.51
50 4.03 3.18 2.79 2.56 2.40 2.29 2.20 2.13 2.07 2.03 1.95 1.89 1.85 1.81 1.78 1.73 1.69 1.63 1.58 1.51 1.44
60 4.00 3.15 2.76 2.53 2.37 2.25 2.17 2.10 2.04 1.99 1.92 1.86 1.82 1.78 1.75 1.69 1.65 1.59 1.53 1.47 1.39
120 3.92 3.07 2.68 2.45 2.29 2.18 2.09 2.02 1.96 1.91 1.83 1.78 1.73 1.69 1.66 1.60 1.55 1.50 1.43 1.35 1.25
0 3.84 3.00 2.60 2.37 2.21 2.10 2.01 1.94 1.88 1.83 1.75 1.69 1.64 1.60 1.57 1.51 1.46 1.39 1.32 1.22 1.00
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OPGAVER

Opgave 1 (ensidet variansanalyse)
Fire forskellige typer teknik til blanding af cement enskes undersegt med hensyn til resultatets
trykstyrke. Folgende data blev opnéet:

Blandingstek- Trykstyrke (psi)
nik
Bl 3129 3000 2865 2890
B2 3200 3300 2975 3250
B3 2800 2900 2985 3050
B4 2600 2700 2600 2765

Undersog om forskellen i blandingsteknik har betydning for trykstyrken , og angiv i bekraftende
fald den (de) blandingsteknik(er) der har sterst trykstyrke.

Opgave 2 (dimensionering)(cksamen 1973).
Ved et fuldsteendigt randomiseret forseg enskes virkningerne af 4 forskellige behandlinger B,
B,, B; og B, sammenlignet. Forseget skal dimensioneres saledes, at en eventuel forskel pa 30
enheder mellem to middelvardier konstateres ved analysen af forsegsresultaterne med en
sandsynlighed p& mindst 95%, nér der udferes en sedvanlig 5%- signifikanstest.
1) Bestem antallet af gentagelser af hver behandling, nar forsegsfejlens spredning skennes at
vare hejst ca 9 enheder.

2) Hvilke konklusioner vedrerende behandlingernes virkninger vil du drage, hvis du finder

a) signifikans?

b) ikke finder signifikans?
3) Hvilke yderligere analyser af forsegsresultaterne vil du udfere i de ovennavnte tilfelde a) og

b)?
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Opgave 3 (tosidet variansanalyse)

Man ensker at undersgge den virkning som 2 faktorer (typen af glas og fosfor) har pa skarpheden
af billedet pa en TV-skaerm. Responsvariablen er den strom (i microampere) som er nadvendig
for at opnd et specifik skarpheds niveau.

Data er vist i nedenstédende tabel:

Fosfortype
1 2 3

1 280 300 290

290 310 285

285 295 290

Glast

astype 2 230 260 220
235 240 225

240 235 230

Spergsmdl 1: Underseg om forudsatningen om varianshomogenitet er opfyldt

Idet de sedvanlige regressionsanalyseforudsatninger antages opfyldt, enskes folgende sporgsmaél

belyst:

Spergsmal 2: Har glastype og fosfortype indflydelse pa skarpheden?

Spergsmdl 3: Ud fra svaret i spargsmaél 1 skal angives, hvilken glastype og fosfortype der giver
den storste skarphed (giver den mindste respons)

Opgave 4 (dimensionering)

Et forseg planlegges som et randomiseret forseg med en fuldsteendig faktorstruktur. Faktorerne
A og B pé henholdsvis 3 og 5 niveauer vides ikke at vekselvirke. Indledningsvis enskes foretaget
en dimensionering af forseget.

Bagatelgransen i forseget settestilca A =1.0, @ =5% og p =10%. Fra tidligere forseg vides,

at forsggsfejlens spredning er o ~ 0.3.
Der onskes bestemt antallet af gentagelser af hver behandling i forseget.

Opgave 5 (flersidet variansanalyse) (ovelse 11 i SF1 omskrevet).

Ved en produktion enskedes virkningen af 3 faktorer undersegt:

A:  Maskiner (3 forskellige anvendes)

B:  Benyttet halvfabrikata (2 muligheder)

C:  Produktionstidspunkt (2 muligheder)

Der var pé forhand en vis formodning om, at tidsfaktoren ingen virkning har.
Folgende observationer af produktionsudbyttet foretoges (kodede tal).
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Faktor C
G, G,

B, B, B, B,

35 24 32 27

A, 37 28 38 30

38 26 36 24

37 24 35 26

Faktor

A 42 36 38 33
A, 40 35 43 35

39 36 42 39

44 37 43 34

A, 42 41 50 40

47 47 43 44

48 40 48 39

49 48 47 50

Tallene er indtastet i Statgraphics og felgende tresidede variansanalysetabel er derved

fremkommet.

Analysis of Variance for udbytte - Type III Sums of Squares

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
MAIN EFFECTS

A:A 1597,63 2 798,813 100,03 0,0000
B:B 468,75 1 468,75 58,70 0,0000
C:C 0,333333 1 0,333333 0,04 0,8393
INTERACTIONS

AB 92,625 2 46,3125 5,80 0,0066
AC 0,0416667 2 0,0208333 0,00 0,9974
BC 0,0833333 1 0,0833333 0,01 0,9192
ABC 10,0417 2 5,02083 0,63 0,5390
RESIDUAL 287,5 36 7,98611

TOTAL (CORRECTED) 2457,0 47

Spergsmél 1: Forklar hvordan du ud fra variansanalysetabellen kan se, at nulhypotesen
H,: ABC =0 mé accepteres.

Spergsmaél 2: Foretag en pooling, og test derefter nulhypotesen  H,: AB=0
ved almindelig regning med lommeregner og brug af F tabel.

I speorgsmal 3 og 4 ma du (men skal ikke) bruge Statgraphics:

Spergsmal 3:
Spergsmal 4:

Spergsmal 5:

Test om de gvrige 2 faktorvekselvirkninger kan antages at vere nul.

Ud fra konklusionen 1 spergsmél 1,2 og 3 skal man teste, om der er nogen af
de 3 faktorer A, B og C der ikke har nogen virkning.

Hvis man af gkonomiske grunde ensker at benytte halvfabrikata B, hvilke
maskiner og hvilket produktionstidspunkt skal da foretraekkes.

Du skal indsatte de korrekte tal 1 formlen for konfidensintervallet ( t veerdi, s
osv), men kan eventuelt lade Statgraphics udregne intervallerne.
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Opgave 6 (planlaegning af randomiseret blokforseg).

Pa en ingeniorskole ensker man at sammenligne effektiviteten af undervisningen, nar man
underviser efter tre forskellige undervisningsmaterialer. En raekke studerende meldte sig frivilligt
til forseget. I det folgende er angivet 12 studerende ordnet efter studentereksamensgennemsnit.

Navn|[JK | AL | TS | BS [ DT [ HN |[MO | FD | PJ [KM | SR | RA
Snit {6368 [73]173]179(82([84]85]90(102f11.1]11.2

1) Hvordan ville du opdele disse studenter pa tre hold med 4 pa hver hold?
2) Hvordan ville du gere det, hvis karaktererne gik fra 7.8 til 8.2 ?

Opgave 7. (randomiseret blokforseg).

Folgende resultater blev opndet fra et eksperiment, hvor man ville undersege om der var forskel
pade resultater, som 5 analyseapparater gav, ndr man analyserede kvelstofindholdet i jordprover.
P& hver af 3 dage blev en portion jord udvalgt og delt i 5 dele, som ved lodtraekning blev givet
til analyse 1 hver sin maskine. Resultaterne var:

Maskiner
P Q R T U
Tirsdag 376 379 399 373 376
Onsdag 372 374 409 387 386
Torsdag 332 339 365 350 342

Undersog pa dette grundlag om der er forskel mellem analyseapparaterne, og angiv i bekraftende
fald hvilke der er forskellige.
Mener du, at det i denne situation var en god ide at foretage forsgget som et blokforseg?

Opgave 8. (randomiseret blokforseg).
Fire forskellige produktionsmetoder P, Q, R, og T enskes sammenlignet med hensyn til det
procentiske udbytte ved udvinding af et metal fra et bestemt mineral. Da man ved forseget er nadt
til at benytte forskellige rdvarepartierer, og er bange for, at det vil give stor spredning, vaelger
man at lave et fuldsteendigt randomiseret blokforseg med ravarepartier som blokke. Nedenstdende
skema angiver resultatet af dette forsog.

Metode P | Metode Q | Metode R | Metode T
Révareparti 2.5 4.7 2.8 5.5
1 2.7 3.3 3.3 5.0
Révareparti 4.6 7.9 5.1 7.2
2 4.3 5.9 6.9 6.8
Révareparti 4.7 4.7 4.4 6.4
3 3.9 4.4 3.7 5.7

Undersog pa grundlag af disse oplysninger, om der er forskel pa metoderne.
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Opgave 9 (planlaegning).

Man ensker at undersoge ol’s kemiske stabilitet, nar det tilsettes et additiv. Det skal undersoges

hvilke af 4 additiver T,, T,, T; og T, der giver storst stabilitet. Der er folgende forhold at tage i

betragtning.

a) Hver behandling T, T,, T; og T, skal udferes mindst 2 gange.

b) Ol er i tanke af forskellig konstruktion og det kan muligvis betyde noget for stabiliteten.

c) Hver elcharge rummer kun ol til 4 tanke. Qlcharge kan muligvis betyde noget for stabiliteten.

d) Hvert forseg tager 1 uge. Opbevares ol i mere end 2 til 3 uger forandres det sd meget, at det
er uegnet til forsoget.

Udarbejd om muligt en forsegsplan i hvert af folgende 3 tilfelde.

Forsegsplanen skal indbefatte en beskrivelse af sammenh@ngen mellem behandlinger og

forsegsenheder (hvorledes vil du tilrettelaegge forseget?) samt en skitse af en variansanalysetabel

med angivelse af frihedsgrader.

1. Man tror ikke at tilfeeldene b og ¢ spiller en vasentlig rolle for heterogeniteten i forsoget.

2. Man tror at b), men ikke c spiller en vasentlig rolle for heterogeniteten i forsgget.

3. Man tror at bade b og c spiller en vesentlig rolle for heterogeniteten i forsgget.

Opgave 10. (planlaegning).

En dakfabrikant ensker at male slidstyrken af 4 forskellige dektyper P, Q, R og T. Dette skal ske

ved, at de forskellige typer dek monteres pd hjulene af vogne, der sd et stort antal gange

gennemkorer en udvalgt streekning pa en bestemt tid og efter et bestemt hastighedsmenster.

Derefter méles sliddet ved at male den formindskede daektradstykkelse.

Dakfabrikanten kan stille 4 biler til rddighed til forseget, men da der 1 alt skal keres ca 15000

km tager det s lang tid, at de 4 biler skal kere samtidig, og hver bil kan kun na at kere 1 tur.

Dekfabrikanten henvender sig til din gruppe og beder jer om at planleegge forsoget.

Angiv pa samme méde som i afsnit 1.5,

a) navnet pa forsegsplanen,

b) skitser hvorledes forseget i praksis skal udferes (randomiseringen) og

c¢) angiv hvorledes forsegsresultaterne skal analyseres (skitsere variansanalysetabel med
angivelse af frihedsgrader) 1 hvert af folgende tilfeelde:

1) det antages, at hverken vogne eller hjulplaceringer spiller en rolle.

2) det antages, at vogne men ikke hjulplaceringer spiller en rolle.

3) det antages, at bade vogne og hjulplaceringer spiller en rolle.

Opgave 11. (romersk kvadratforseg).(eksamensopgave juni 86)

Ved en enzymproduktion havde man valget mellem anvendelse af 4 forskellige rdmaterialer R,
R,, Ry 0g R,. Man gnskede ved et forsegg at foretage en sammenligning mellem disse med hensyn
til det opnéede procesudbytte.

Hvert delforseg kraevede en laborants fuldtidsmedvirken og varede 5 dage. Afressourcernassige
grunde matte forsegsarbejdet fordeles pa flere uger, idet man kunne fa 4 laboranter stillet til
disposition. Man kunne pé forhdnd ikke udelukke, at forsegsresultaterne kunne athange af
forsegstidspunktet og af, hvilken laborant der medvirkede.

Forseagsplan og forsegsresultater var (kodede tal):
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Laboranter
I 2 3 4
I | R, ss | R, i108 | R, i 75 | R, | 76
Uger | 2 | R 60 | R~ 2 | R -5 | R . 20
3 | R P16 | R, 023 | R, 24 | R | 24
4 | R, P17 | R 3 | R 17 | R P4l

Foretag en statistisk analyse til undersogelse af, om de 4 ramaterialer i middel giver samme
udbytte, og foretag i benagtende fald en sammenligning af de 4 ramaterialers virkning.
Undersog tillige, om procesudbyttet i middel ma antages at vere pavirket af forsegstidspunkt
og/eller laborant.

Opgave 12. (fuldstzendigt 2 * faktorforseg) (cksamensopgave 1, juni 1991)
Som led i en serie forsag med henblik pa optimering af styrken af et plastprodukt enskedes ved
et fuldsteendigt 2*- faktorforseg med n = 1 virkningen af folgende faktorer undersogt:

Lavt niveau Hgjt niveau
A:  Materialetype Type 1 Type 2
B:  Fabrikationsmetode Metode 1 Metode 2
C:  Kemisk farvestof Ikke tilsat Tilsat
D:  Opbevaring Kort tid Lang tid

Ved forseget méltes vaerdien af en parameter, som var mél for produktets styrke.
Forsegsplan og forsegsresultater (kodede tal) var folgende:

a 309|b 39.8 [abd 50.2 [bed 26.2 |ac 26.0 |bc 30.4 |(1) 29.2

abc 28.4 Jacd 21.0 [bd 400 [c 239 |cd 204 |ab 50.5 |abed 24.7(d 243

Det forudsettes at alle faktorer er gruppe 2 faktorer (kun hovedvirkninger og 2-faktorvekselvirk-

ninger kan vare forskellige fra nul).

1) Foretag en en statistisk analyse med estimation og testning af de mulige faktorvirkninger og
drag konklusioner om disse sidste.

2) Bestem, idet man egnsker storst mulig middelvardi, de(n) optimale kombination(er) af de 4
faktorers niveauer.

3) Opstil et 95%-konfidensinterval for de(n) middelvardi(er), som formodes at vaere den storste
middelvaerdi.

ad 23.5
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Opgave 13. (fuldstzendigt 2 * faktorforseg med blokke) (eksamensopgave 1, juni 1973)
Et forseg med faktorerne A og B har en fuldstendig 2°- faktorstruktur og udferes som et
randomiseret blokforseg med 2 blokke. Forsggsplan og forsggsresultatar er:

Blok 1 (D) 21 Db -1 ab 1 a 2

Blok2 | ab 1] 0| a 2 | b 2

Foretag en analyse af forsegsresultaterne og angiv, hvilken kombination af faktorniveauerne der
ifolge analysen ma antages at give

a) den storste middelverdi

b) den mindste middelvaerdi

Opgave 14 (konstruktion af forsegsplan)

Virkningerne af 6 faktorer T|, T,, T5, T, T5 0g T, enskes undersogt ved et screeningsforseg. Man
kan pé forhand udelukkes, at faktorerne T, og T vekselvirker indbyrdes eller med de andre
faktorer. Derimod skal det veere muligt at teste alle ovrige 2-faktorvekselvirkninger, ligesom alle
6 hovedvirkninger skal kunne testes.

Foretag en hensigtsmaessig omdebning til A, B osv. og opstil derefter en forsegsplan med faerrest
mulige delforseg. Angiv herunder

a) Den underliggende fuldstendige faktorstruktur

b) Relationerne hvormed nye faktorer er indfert i den underliggende struktur

c) Forsegets behandlinger.

d) Skitser en variansanlysetabel med angivelse af frihedsgrader

Opgave 15. (konstruktion af partiel forsegsplan ved Statgraphics)

Virkningen af 6 faktorer A, B, C, D, E og F patenkes undersogt ved et fuldsteendigt randomiseret
forseg med en partiel 2* faktorstruktur. Om de 6 faktorer vides pé forhand, at kun hovedvirknin-
ger og 2-faktorvirkninger hvori faktor A indgér kan vere forskellig fra nul.

Konstruer ved benyttelse af Statgraphics en forsegsplan med det feerrest mulige antal forseg.

Opgave 16. (analyse af et partielt forseg ved brug af Statgraphics).

Virkningen af 5 faktorer A, B, C, D og E pétenkes undersogt ved et fuldsteendigt randomiseret
forseg med en partikuleer 2* faktorstruktur. Det antages, at bortset fra hovedvirkninger, kan der
kun tenkes at foreckomme 2-faktor vekselvirkningerne AC og BC. Da der skal estimeres 7
virkninger, ville man normalt veere nedt til at udfere et 2°"' faktorforseg , men da vi fra tidligere
forseg har kendskab til forsegsfejlens spredning: o ~ 2,2, ngjes man med at udfore et 2°72
faktorforseg med aliasrelationerne D = AB og E = ABC.

Opstillet i standardraeekkefolge (efter den underliggende fuldsteendige faktorstruktur i faktorerne
A, B og C) er forsggsresultaterne pa responsvariablen Y:

d 772 |lae  84.4|be 809 |abd 70.3 |[cde 75.2|ac 75.0 |bc 62.1 |abcde 86.7

1) Find hvilke faktorer der har virkning.

2) Man ensker den storst mulige middelveardi af responsvariablen. Angiv de niveauer de 1
spergsmdl 1 fundne faktorer skal indstilles p4, for at give den sterste middelverdi. Hvis der
er flere kombinationer af niveauer der alle (indenfor usikkerheden) mé formodes at vaere lige
gode, skal de alle angives sammen med relevante 95% konfidensintervaller.
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Opgave 17 (analyse af et partielt forseg)

Virkningerne af 7 faktorer enskedes undersogt ved et partielt faktorforseg. Om 3 af faktorerne
kunne forudsettes, at kun hovedvirkninger kunne vere forskellige fra nul, medens for de 4 gvrige
ogséd 2-faktorvekselvirkninger eventuelt kunne vare forskellige fra nul. De 4 sidste faktorer
identificeredes derfor med bogstaverne A,B,C og D og de 3 forste med bogstaverne E,F og G.

1
Der udfortes et fuldsteendigt randomiseret forsog med en g 27 - faktorstruktur, hvor denne sidste

er fremkommet ved, at faktorerne E,F og G indfertes i en fuldstendig 2% - faktorstruktur med

faktorerne A,B,C og D ved relationerne:

E=ABC F=BCD G=ABCD

1) Bestem forsegets behandlinger.

2) Idet behandlingerne anfores i standardraekkefolge efter A,B, C og D, og uden gentagelser, var
forsegsresultaterne:

15.3[18.4{26.1|126.3[13.5|15.7|18.8 [17.3[21.0[22.3]18.9]15.5| 9.6 10.5 | 23.1 | 25.0

2a) Find hvilke faktorer der har virkning
2b) Angiv de niveauer de padgaeldende faktorer skal indstilles p4, for at give det storste resultat,
og angiv et 95% konfidensinterval for dette middeludbytte.

Opgave 18. (simpleste models princip).

Virkningen af 5 faktorer A, B, C, D og E enskes undersegt. Det vides om faktor E, at den ikke
vekselvirker med nogle af de gvrige faktorer, mens man intet ved om de ovrige.

Da der er 11 mulige faktorvirkninger der skal estimeres, ville man normalt udfere et 2> -
faktorforsgg, men af ressourcemassige grunde valgte man indledningsvis at udfoere et 2° -
faktorforseg, i hdb om at det ville vare unedvendigt at udfere et supplerende forsog.

Ved forseget indlagdes faktorerne D og E ved aliasrelationerne D = -BC og E = ABC.
Opstillet i standardraekkefolge (efter den underliggende fuldstendige faktorstruktur i faktorerne
A, B og C) er forsggsresultaterne pa responsvariablen Y:

43,8 31,1 44,5 33,4 45,2 48,0 45,7 46,0

Ud fra tidligere forseg vides at forsegsfejlens spredning er ca 1.2.

1) Udfer (ved at benytte simpleste models princip) testninger til vurdering af, hvilke faktorer der
ma formodes at have indflydelse pa responsvariablen Y.

2) Man onsker den sterst mulige middelverdi af responsvariablen. Angiv med baggrund 1 den
isporgsmal 1 foretagne analyse de niveauer faktorerne skal indstilles pé, for at give det storste
middelveardi. Hvis der er flere kombinationer af niveauer der alle (indenfor usikkerheden) ma
formodes at vaere lige gode, skal de alle angives sammen med relevante 95% konfidensinter-
valler.
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Opgave 19 (planlegning af et konfunderet partielt forseg) (E87)

Virkningerne af 6 faktorer T, T,, T5, T,, T5 0og T, enskes undersegt ved et screeningsforsegg. Man
har kun réd til at lave 16 delforseg, og det er af tidsmessige grunde nedvendigt at arbejde med
4 blokke pa 4 forsegsenheder. Det vides at kun hovedvirkninger og 2 - faktorvekselvirkningerne
T,T,, T,T,, T,T; og T,T; kan vere forskellig fra nul.

Foretag en hensigtsmassig omdebning til A, B osv. og opstil derefter en forsegsplan med faerrest
mulige delforseg. Angiv herunder

a) Den underliggende fuldsteendige faktorstruktur

b) Relationerne hvormed nye faktorer er indfert i den underliggende struktur

c) Forsegets behandlinger.

d) Skitser en variansanlysetabel med angivelse af frihedsgrader

Opgave 20. (analyse af et konfunderet partielt forseg).

Virkningen af 6 faktorer A, B, C, D, E og F enskes undersogt. Man ved, at ingen af faktorerne
vekselvirker med andre faktorer. Da man kun kan udfere 4 forseg pr. apparat, indferes blokke
pa 4 forsegsenheder.

I en fuldstendig 2* struktur med faktorerne A, B, C og D indferes E = - ABCD og F = ACD.
Endvidere indferes blokkene ved at konfundere ABC og CD.

Opstillet i standardraekkefolge (efter den underliggende fuldstendige faktorstruktur i faktorerne
A, B, C og D) er forspgsresultaterne pa responsvariablen Y:

27.9 (43.7124.3 |46.1 (37.2 |113.3 |20.7 [29.6 |27.5 |25.0 [30.3 |20.7 |17.4 [52.8 [35.2 |36.6

1) Udfer testninger til vurdering af, hvilke faktorer der md formodes at have indflydelse pa
responsvariablen Y

2) Angiv de niveauer de pageldende faktorer skal indstilles pa, for at give den storste verdi af
responsvariablen Y.

3) Gennemsnittet af de 4 forsegsresultater, som indgar 1 den blok, som har den hgjeste verdi af
responsvariablen er 40,5(ses umiddelbart ved udregning).
Beregn et estimat og et 95%- konfidensinterval for middelvaerdien af Y, nar behandlingen
fundet i spergsmal 2 anvendes i denne blok.

Beregningerne skal bade foretages ved hjelp af de relevante formler (med lommeregner) og
2

ved hjelp af Statgraphics. Vink: Det kan oplyses, at blokgennemsnittet har en varians pé % .

Opgave 21 (trinvis variansanalyse) (hentet fra SF I gvelse 19 ).

I hvertaf'5 tilfeeldigt valgte autoriserede reparationsverksteder udvalgtes tilfeldigt 2 mekanikere,
og for hver af disse méltes 3 gange den tid, som en bestemt reparation tog. Felgende resultater
fandtes (kodede tal):

Vearksteder
1 2 3 4
Mekaniker Mekaniker Mekaniker Mekaniker
1 2 3 4 5 6 7 8
6 1 10 4 10 7 5 0
2 10 7 1 11 12 10 8
0 0 12 9 6 15 8 6

Udfer en trinvis “random factor” variansanalyse og drag konklusioner.
Estimér alle varianskomponenter.
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Opgave 22 (fixed og random, sidedelt[crossed] og trindelt[nested] ). (udarbejdet af B. Hellesen)
En stor virksomhed har 3 afdelinger A1, A2, A3. Fra hver afdeling velges tilfeldigt 7
medarbejdere, dvs.ialt 21 personer B1,B2, ..., B21 (21 “hovedplots”). Man ensker at undersoge,
om et kursus har en virkning pa medarbejdernes ydelse Y. Man vil ogsa gerne undersgge, om
afdelingerne har en virkning pé ydelsen . Hver persons ydelse méles for og efter, at vedkommende
har vaeret pa kurset (2 “split-plots” i hvert hovedplot”). De mélte ydelser var:

Dag Person For kursus C1 Efter kursus C2
Bl 26.25 29.50
B2 24.33 27.62
B3 22.52 25.71
Afdeling Al B4 29.33 31.55
BS5 28.90 31.25
B6 25.13 29.07
B7 29.33 31.15
BS 27.47 28.74
B9 25.19 26.11
B10 23.53 25.45
Afdeling A2 Bl11 24.57 25.58
B12 26.88 27.70
BI3 27.86 28.82
B14 28.09 28.99
BI15 22.27 22.52
B16 21.55 21.79
. B17 23.31 23.53
Afdeling A3
BI8 30.03 30.21
BI19 27.17 28.65
B20 28.09 28.33
B21 27.55 27.86

Den fuldsteendige model for forsegeter Y=y +A +B(A) +C+A*C +BA)*C+ ¢
dvs. Vijkm = W+ 4; + By + G + ACy, + BCyiy + €y -

a) Udarbejd en tabel for varianskomponentsammensatningen.
b) Undersog, om der er vekselvirkning A*C og hovedvirkninger C og A.
(Vink: Da Statgraphics her ikke accepterer en “Residual” med 0 frihedsgrader, kan du
udelade modelkomponenten B(A)*C, sa den kommer til at optreede som “Residual” --
og herved fés nyttige F-ratios, jevnfor resultatet i spergsmal a).
c) Har det en positiv effekt at sende medarbejderne pa kurset?
d) Pa hvilken afdeling far man mest ud af kurset?
Facitliste:a) (14,2,0,0,0,1), (0,2,0,0,0,1), (0,0,21,0,1,1), (0,0,0,7,1,1), (0,0,0,0,1,1), (0,0,0,0,0,1).
b) SAK total =306.787
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Opgave 23(fixed og random, sidedelt[crossed] og trindelt[nested]) (udarbejdet af B. Hellesen)
For at opné den hgjst mulige ydelse Y af styrkesportsdamer ensker man at finde den bedste slags
traje (C1 eller C2 ?).

Derudvelges tilfaeldigt 2 styrkesportsgrene (A1 og A2), og fra hver sportsgren veelges tilfeldigt
2 damer, dvs. i alt 4 damer (D1, D2, D3 og D4). Der udvelges tilfeldigt 2 uger (Bl og B2) i
sportssasonen, og fra hver uge veelges tilfaeldigt 2 dage, dvs. i alt 4 dage (E1, E2, E3 og E4).
Man laver derpa et forseg med sportsgrene (A) og uger (B) som blokke. De malte data for

delsen var:

Uge Bl B2

Dag El E2 E3 E4
Dame D1 Cl 30 21 19 20

Sport Al C2 29 31 17 19
Dame D2 Cl1 25 23 17 17

C2 18 20 7 11

Dame D3 Cl 27 27 18 16

Sport A2 C2 19 23 12 16
Dame D4 Cl1 27 19 16 18

C2 16 19 11 9

Modellen for forsggeter Y= u+A +B +C + D(A) +E(B) + C*D(A) + C*E(B),

dvs. =p + A+ B; + C, + D,y * Eyy * Cka(l.) + CE

yijkmnp kn(j) - ep(ijkmn) ’
a) Udarbejd en tabel for varianskomponentsammensatningen.

b) Synes modellen god? Underseg, om der er vekselvirkninger CD og CE.

c¢) Undersog, om der er hovedv1rkmn§er A, B, C DogE.

d) Estimér varianskomponenterne O 0g o -
(Hovedplots: Kombinationerne af damer og dage kan opfattes som 16 hovedplots, men virkningen herafkan i denne opgave ikke
skelnes fra vekselvirkningen D(A)*E(B), og er i gvrigt negligeret i ovennavnte model.)

Opgave 24. (Split-plot) (SFII eksempel 71)

Indflydelsen af 4 forskellige lakeringsmetoder (L) og 3 forskellige ovntemperaturer (7) pa
overfladekvaliteten af lakerede metalemner skal underseges. Hver behandling gentages 2 gange,
sd man i alt kommer op pé 24 delforseg.

Forseget kunne udferes som et fuldsteendigt randomiseret forseg, hvor 6 tilfaeldigt udtagne
metalemner lakeres med lak L,, 6 andre med lak L, osv. Vi valger sa tilfeldig af de tre
temperaturer T, T, eller T;, opvarmer ovnen hertil, placerer et tilfeeldigt af de 24 lakerede
metalemner i ovnen og venter den nedvendige forsegstid. Derefter gentages forseget med en
anden ovntemperatur og et andet metalemne.

Dette betyder imidlertid, at man mange gange skal opvarme og afkele ovnen, hvilket tager tid og
er dyrt. Da ovnen kan rumme mindst 4 metalemner pr. forseg enskes anvendt et split-plot forseg
hvor det er nok med 6 temperaturskift (antal gange ovnen skal opvarmes/atkoles).

1) Beskriv et split-plot forseg, hvor der ogsa pé en skitse vises den resulterende plan.

2) Angiv forsegsenheder og faktorer.

3) Angiv modellen for observationerne.
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Opgave 25 (Split-plot)
Forsegsresultaterne af det i opgave 23 fremgar af nedenstdende skema:

Temperatur T1 T2 T3
Ovnkersler o1 02 03 04 05 06
L1 14 21 10 12 21 17
Lakerings- L2 18 27 16 17 26 21
metoder L3 12 17 8 7 15 16
L4 17 22 11 13 23 20

Foretag en statistisk analyse af forsgget.

Opgave 26. (Split-plot) (SFII eksempel 75)
Forseagsresultaterne af det 1 eksempel 4.4 side 101 angivne forsog fremgér af nedenstidende
skema:

Hovedplotfaktor: Fodertyper F1 F2 F3 F4

Underplotfaktor: Dosis D1 D2| D1 D2| D1 D2| DI D2

23 17| 21 19| 25 17| 26 17

—

Blokfaktor:Kuld 34 19] 33 22| 33 23| 35 14

29 2130 16| 29 18| 28 22

40 23| 36 23| 38 19| 42 25

25 15120 14| 19 12| 28 16

VWA |IBEAR (AR |IDR

Foretag en statistisk analyse af forseget.

Opgave 27 (Split-plot). (omskrivning af SFII gvelse 90)

Korrosionsbestandigheden X af to forskellige trelakker enskes sammenlignet ved benyttelse af
to forskellige treesorter og under pavirkning af to forskellige klimaer.

Fire tilfeeldigt udvalgte braedder af hver traesort males pa en tilfeldig valgt side med den ene slags
lak og pa den anden side med den anden slags lak. Derpa ophenges to tilfaldigt valgte braedder
af hver traesort i det ene klima og de resterende braedder i det andet klima. Efter ét &r nedtages
alle breedderne, og der foretages en maling af korrosionsbestandigheden under fuldstendigt
randomiserede omstaendigheder.

Forsegsresultaterne blev folgende (mindst tal giver sterst korrrosionsbestandighed):
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Klima 1 Klima 2 ||

Bradt 1 Bradt 3 Bradt 5 Bradt 7

breddeside 1| lak 1: 8,7 | lak 1: 8,4 |lak 1: 19,4 | lak 1: 15,8

Traesort 1 |breeddeside 2 |lak 2: 12.4 |lak 2: 12,6 |lak 2: 21,6 | lak 2: 18,5

Bradt 2 Braedt4 | Bradt6 Bradt 8

braeddeside 1| lak 1: 6,1 | lak 1: 9,8 |lak 1: 22,8 | lak 1: 17,3

Traesort 2 |breeddeside 2 | lak 2: 8,6 |lak 2: 12,1 |lak 2: 25,8 | lak 2: 19,0

Der benyttes forkortelserne K for klima, T for treesort, B for bradt og L for lak.

Modellen for forsggeter Y = p+ K+ T+ KT+ B(KT)+ L + KL +TL + KTL + B(KT)L + ¢

1

Spergsmal 1: Opstil en varianskomponenttabel for forseget.
Vink: Der er to hovedfaktorer i dette forseg og bradt er undertrin til bdde klima og traesort

Spergsmal 2. Foretag pa basis heraf testningerne til vurdering af, om/hvorledes korrosions-
bestandigheden afthanger af traesorter, klimaer og traelakker.

Opgave 28 ( enkelt regressionsanalyse, transformation ).
Udbyttet af en bestemt kemisk proces er en statistisk variabel, hvis middelvardi athaenger af
temperaturen 7. Folgende observationer foretoges:

Temperaturer (°C) | 50° | 60° 70° 80° 100° | 125° | 150° |[200°

Udbytter (gram) 0 3 2 12 19 44 76 160
2 1 3 10 22 43 75 156
0 2 5 8 19 41 80 157

1) Det onskes ved en regressionsanalysetest vist, at en model, hvorefter ¥’s middelveardi er en
lineaer funktion af 7, ikke indenfor temperaturomradet [50 ; 200] giver en tilstreekkelig god
beskrivelse af ¥’s variation.

2) Benyt menupunktet”’Comparison of Alternative Models™ til at finde en model der bedre
beskriver talmaterialet.

Angiv i denne model sammenhangen mellem udbyttet og temperaturen, og angiv et estimat
og et 95% konfidensinterval for middeludbyttet svarende til 7= 110°.
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Opgave 29 (polynomial regressionsanalyse) (examen januar 1988)
Ved et fuldsteendigt randomiseret forseg foretoges folgende observationer mellem den ikke-
statistiske variabel x og den statistiske variabel Y:

f or sggspl anl agni ng

X
10 20 30 40 50 60 70 80
72,5 78,3 79,6 78,9 76,9 76,6 68,9 66,4
70,4 74,5 78,6 82,4 77,3 78,2 70,0 63,5

Opgave 30 ( regressionsanalyse uden gentagelser)

giver en tilfredsstillende beskrivelse af ¥’s variation.
Opstil et 95% konfidensinterval for middelvaerdien af Y, nér x = 45.

estimerede middelverdi fn og et 95% konfidensinterval for fn .

. Bestem ved en polynomial regressionsanalyse det polynomium i x af lavest mulig grad, der

. Find den verdi x,, som giver den storste y - verdi . Angiv endvidere den til x,, svarende

Folgende sammenherende data er 25 mélinger mellem den jevnstrom (1) en vindmelle udvikler

og vindhastigheden (x).
x |500] 6.00 | 340 [ 2.70 | 10.0 | 9.70 | 9.55 | 3.05 | 815 | 6.20 | 290 | 6.35 | 4.60
y [1.582] 1.822 | 1.057 | 0.500 | 2.236 | 2.386 | 2.294 | 0.588 [ 2.166 | 1.866 | 0.653 | 1.930 [ 1.562
x |580] 7.40 | 3.60 [ 7.85 | 8.80 | 7.00 | 5.45 | 9.10 | 10.20 | 4.10 | 3.95 | 2.45
y |1.737(2.088 | 1.137 [ 2.179 | 2.112 | 1.800 | 1.501 | 2.303 | 2.310 | 1.194 | 1.144 | 0.123

1) Vurder grafisk om en ret linie kan siges at vaere en god model for forsgget (benyt bade en figur
med indtegnet regressionslinie og en figur med residualerne indtegnet til vurderingen).

2) Benyt menupunktet”Comparison of Alternative Models” til at fa en ide om hvilken model, der
bedre kan beskrive data, og foretag pd samme made som i spergsmal 1) en vurdering af om
modellen indenfor forsegsomrédet.

3) Angiv en ligning for den fundne kurve, og angiv et estimat og et 95% konfidensinterval for
v svarende til en vindhastighed pa x = 7.

4) Foretag pa samme méde som i spergsmal 1) en vurdering af om et polynomium af anden grad
er en god model indenfor forsegsomradet.

5) Idet det antages, at andengradsmodellen fra spergsméil 4 er en rimelig god model, skal en
ligning for andengradsmodellen angives, og pa det grundlag et estimat og et 95% konfidensin-
terval for y svarende til en vindhastighed pa x = 7.

248



Opgaver i forsgagspl anl agni ng

Opgave 31. (multipel regressionsanalyse med gentagelser).
En fabrik fremstiller salpetersyre ved oxidering af ammoniak med luft. I lebet af processen
ledes kvelstofoxider under afkeling ind i en absorptionskolonne, idet absorptionen i
gennemstrommende salpetersyre athaenger af kelevandstemperaturen x, (°C) , lufttemperaturen

x, (°C) og salpetersyrekoncentrationen x,

Man ensker at teste, om sammenha@ngen mellem mangden Y afikke-absorberede kvealstofoxi-
deriet givet tidsrum og x,, x, og x; (approksimativt) var linear, og enskede i bekraftende fald

at estimere denne sammenhang.

Folgende observationer af Y (kodede tal) fandtes:

X
10 |20 | 30 | 40
5 322 |50 | 62 | 88
30 |47 | 66 | 82
s |, 10 48 |60 | 73 | 96
: 51 63 | 77 | 99
15 sa | 70 | 90 | 102
X3 s | 75 | 83 | 110
5 32 | 49 | 64 | 86
35 | 52| 60 | 84
5
N 10 50 |64 | 82 | 92
ss |60 | 77 | o4
15 57 | 74 | 88 | 108
s3 | 77| 8 | 105

1) Vis ved en testning at sammenhangen mellem y og x,, x, og x; kan vare lineer
dvs. af formen Y = o, + f,x, + f,x, + B;x,.

2) Undersog, om modellen kan reduceres, dvs om nogle af regressionskoefficienterne kunne vere

nul.

3) Giv et estimat for regressionskoefficienterne i den endelige model, og opskriv ligningen.

4) Angiv et 95% konfidensinterval for f, .

5) Angiv et estimat for Y1 tilfeldet x, = 8, x, = 20 og x; = 4, og angiv et 95% konfidensinterval

for denne verdi.
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Opgave 32. (partiel regressionsanalyse med gentagelser).
Ved en given produktion enskes undersegt, hvorledes mangden Y af et uensket biprodukt athang
af mangderne x,, x, og x, af tre tilsetningsstoffer. Folgende forseg blev foretaget (kodede tal):

(xy, x5, x5) [(1,1,1) [(29,4)] (3.3,9) (4,7,5) (5,57) |(6,3,3) | (7,6,2) |(8.,9,6)
y 30 85 55 75 76 56 85 106
34 87 57 80 68 52 80 109

Det forudsettes, at regressionsforudsetningerne er opfyldt.

1) Vis ved en saedvanlig 5% test, at en lineaer model i de tre variable kan beskrive ¥’s variation.

2) Reducer om muligt modellen, og bestem regressionsligningen.

3) Bestem et estimat for Y1 tilfeldet x, =4, x, =5 og x; = 6, og angiv et 95% konfidensinterval
for denne verdi.

Opgave 33 (partiel regressionsanalyse uden gentagelser).

Den tid (y) det tager inden en bestemt maskinkomponent svigter kan tenkes at athaenge af den
spanding (x,) , den temperatur (x,) som komponenten udsattes for under kerslen, samt motorens
omdrejningshastighed pr. minut (x;)

Det forlebne ér har givet de data, som er vist i felgende tabel:

(xp, X x5) | (110,60,750) | (110,82,850) | (110,60,1000) | (110,82,1100) | (120,60,750)
v 2145 2155 2220 2225 2360
(xp, X0 x5) | (120,82,850) | (120,60,1000) | (130,82,1100) | (115,66,840) | (115,66,880)
v 2266 2334 2340 212 2180

Det forudsettes, at regressionsforudsetningerne er opfyldt.

1) Vurder ud fra forklaringsgraden og grafisk, om en linear model i de tre variable ,dvs. af
formen
Y=a,+ px +B,x, + fx, errimelig.

Det antages 1 det folgende, at ovenstiende model galder.

2) Underseg om modellen kan reduceres, dvs. om nogle af koefficienterne kan antages at vaere
0.

3) Angiv regressionsligningen i den endelige model.

4) Bestem et estimat for Y1 tilfeeldet x, = 125, x, =70 og x; =900, og angiv et 95% konfidensin-
terval for denne verdi.

250



Opgaver i forsgagspl anl agni ng

Opgave 34 (partiel regressionsanalyse uden gentagelser).

Det formodes, at den producerede mangde Y af et stof ved en given produktion er en linezer
funktion af de anvendte mangder x, x,, og x; af tre rdvarer.

Folgende ikke sarligt systematiske observationer foreligger:

X, 0.1 0.2 0.4 0.5
X 01 [03f05( 01 [03]05]| 01 |03]05]01[03]05
0.1 |6.37 6.70
0.2 8.02 7.54

x, |03 8.70 9.08
0.5 10.30 10.40
1.0 15.34 16.12

1) Vurder pa basis af disse observationer, om en lineer model i x, , x, og x; er rimelig.

2) Foretag sa vidt mulig en reduktion af modellen, og angiv til sidst regressionsligningen for den
endelige model.

3) Beregn et 95% konfidensinterval for regressionskoefficienterne i den endelige model.

4) Beregn et 95% konfidensinterval for middelvardien af ¥ hvis x, = 0.3, x, = 0.4 og x; =0.1.

Opgave 35 (polynomial regressionsanalyse) (eksamen juni 87 omskrevet).

Det onskes undersogt, hvorledes sammenhangen mellem middeludbyttet af en kemisk produkt
athanger af reaktionstemperaturen x, og syrekoncentrationen x, .

Forsegsresultaterne (udbyttet 1 %) fremgér af folgende skema:

X

0.2n 0.6 n 1.0n

20 240,6 103,4 44,0

Xy 2104 85,2 64,8
60 275,2 195,5 132,0

321,4 176,3 140,2

100 385,7 2442 204,7

377,1 251,2 231,3

Det formodes pa forhand, at middelverdien af Y kan beskrives som et polynomium af hejst 2

gradix; 0g X0 ¥ =y + fix, + fox, + Boxi + B,5 + fxx, -

1) Vurdér om ovennavnte 2.gradsmodel kan antages at kunne beskrive ssmmenhangen mellem
Y og de 2 uathangige variable.

I det folgende antages ovennavnte model at gelde.

2) Test om en lineer model Y = o + fx; + X, 1de variable kan antages at kunne beskrive
sammenhangen mellem Y og de 2uathengige variable.

3) Reducer om muligt modellen, og angiv regressionsligningen i den endelige model.

4) Bestem et estimat og et 95% konfidensinterval for middeludbyttet ved 80° og en syrekoncen-
tration pa 0.3 n.

251



Opgaver i forsagspl anl agni ng

Opgave 36 (2" faktorforseg med 3 kvantitative faktorer og en blokfaktor) (hentet fra SFIII
eksempel 2 side 19).

Ved et forseg enskedes undersegt, om og hvorledes brudstyrken af metalstenger af en bestemt
legering @ndredes ved tils@tning af sma mangder af metallerne mangan, chrom og nikkel til
legeringen. Forseget udfortes som et fuldstendigt 2° faktorforseg med laboratorier som blokke,
idet 2 laboratorier medvirkede ved forseget. Resultaterne var:

Mangan [ Chrom | Nikkel | Brudstyrke | Brudstyrke
1% | x,1% | x,1% Lab. 1 Lab. 2
(1) 0.2 0.1 0 7.8 8.2
a 0.4 0.1 0 11.9 12.3
b 0.2 0.2 0 9.0 10.6
ab 0.4 0.2 0 12.2 9.0
c 0.2 0.1 1.5 -2.4 -3.7
ac 0.4 0.1 1.5 1.6 0.2
bc 0.2 0.2 1.5 -1.8 -5.0
abc 0.4 0.2 1.5 -3.0 -7.6

Det formodes pa forhand, at middeludbyttet for hvert laboratorium kan beskrives ved en 1.
gradsmodel: Y =7+ fx, + f,x, + f;x,, hvori=1forlab 1 ogi=2 forlab 2 .

Det forudsettes, at blokkriterium og behandlinger ikke vekselvirker.

1) Test, om ovennavnte 1. gradsmodel kan antages at kunne beskrive sammenhangen mellem
Y og de 3 uafthangige variable.

2) Reducer om muligt modellen, og angiv regressionsligningerne i den endelige model.

3) Angiv et estimat for middelbrudstyrken Y ved en tilsatning af 0.3% mangan, 0.1% chrom og
1% nikkel. Angiv endvidere et 95% konfidensinterval for dette estimat. Hvis der er forskel pa
laboratorierne, skal man valge laboratoriet der giver den sterste brudstyrke.

Opgave 37 (2" faktorforseg med én kvantitativ og to kvalitative faktorer) (cksamenspgave
1974).

Pé en farve- og lakfabriks laboratorium enskedes et farvestofs renhed undersegt i atheengighed
af tre filtreringsbetingelser, som hver varieredes pa 2 niveauer. De 3 filtreringsbetingelser var:
1) vaeskekoncentration x (faktor A) 20% eller 40%,

2) opbevaring i varmt lokale for filtrering eller ingen opbevaring for filtrering(faktor B),

3) tilstedevaerelse eller ikke tilstedevarelse af butanol (faktor C) .

Det vides, at for ethvert af de 4 niveaukombinationer af B og C kan renheden beskrives ved et

1. grads polynomium ¥ =&, + B,x , hvori= 0,1 (opbevaring ja/nej) og j = 0,1 (butanol nej/ja).
Der udfertes folgende fuldsteendigt 2° faktorforseg:

Faktorer Renhed
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Koncentration x i % [ Opbevaring B| Tilstedevarelse af butanol C
(1) 20 ja nej 24 22
a 40 ja nej 46 41
b 20 nej nej 3 4
ab 40 nej nej 26 24
c 20 ja ja 21 21
ac 40 ja ja 47 50
bc 20 nej ja 23
abc 40 nej ja 29 26

1) Der er en formodning om, at de fire regressionslinier er parallelle. Dette enskes testet og hvis
det er tilfzeldet onskes undersogt om regressionslinierne eventuelt er vandret.

2) Test dernast, om konstantleddet atheenger af opbevaringsforhold og tilsetning af butanol

3) Kontroller grafisk den fundne model og analysens forudsetninger.

4) Opskriv pd basis af ovennavnte resultater de estimerede regressionsligninger.

5) Angiv et estimat for middelvardien af'y ved filtrering under tilstedeverelsen af butanol efter
opbevaring i et varmt lokale ved en vaskekoncentration pa 35%. Angiv endvidere et 95%
konfidensinterval for den fundne middelverdi.

Opgave 38 (polynomial regression med blokfaktor) (SFIII eksempel 1 side 12)

Udbyttet ved en kemisk proces enskedes underseggt ved temperaturerne 100° C, 150°C, 200°C
0g 250°C. Det besluttedes at udfere et forsag med 3 gentagelser af hver behandling. Idet forsoget
baseredes pd 3 forskellige rdvarecharger, udfertes det som et randomiseret blokforseg med
rdvarecharger som blokke.

Det formodedes pa forhiand, at middeludbyttet for hver rdvarecharge kan beskrives ved et
polynomium af 2. grad.

Den model, der foreslas for den i’te rdvarecharge er folgelig Y =1, + 5,7+ ,82T2 ,i=1,2,3.

Det forudsattes endvidere, at blokkriterium og temperatur ikke vekselvirker.
Forsegsplan og forsggsresultater var:

Révarecharge 1 | 250° 41.0 100° 39.4 200°  41.5 150° 40.7

Révarecharge 2 | 150° 47.0 200°  47.0 100° 434 250° 46.6

Révarecharge 3 | 200° 44.7 250° 429 100°  41.0 150° 44.5

1) Test om ovennavnte 2. gradsmodel kan antages at kunne beskrive sammenhangen mellem
Y ogT.

2) Reducer om muligt modellen, og angiv regressionsligningerne i den endelige model.

3) Bestem den temperatur 1 intervallet fra 100° til 250°C, hvor udbyttet er storst.
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Opgave 39 (2x4 faktorforseg med 1 kvantitativ og 1 kvalitativ faktor) (eksamen juni 1975).
En kemisk proces til fremstilling af et stof kan udferes pa 2 forskellige mader; 1 begge tilfaelde
athenger procesudbyttet af processens temperatur 7. | et fuldsteendigt randomiseret forseg til
undersogelse af hvilket temperaturniveau der er optimalt for hvert produktionsomrade, fandtes
folgende resultater (udbytte i %):

Temperatur 7 (° C)
80 100 120 140
72.3 74.0 71.4 65.3
Produktions- 71.9 74.8 72.1 66.2
made
69.6 72.8 74.2 72.9
70.4 73.4 73.7 72.6

1) Test, om det for hver produktionsméde kan antages, at ssmmenhangen mellem udbyttet Y og
temperaturen 7 kan beskrives ved et polynomium af hgjst 2. grad:

Y=a,+B,T+B,T> ,hvor i=1 for produktionsméde 1 og i = 2 for produktionsmade 2 .

2) Benyt endvidere de bedst mulige estimater for disse sammenhange til bestemmelse af den for
hver produktionsmetode optimale temperatur. Angiv endvidere for hver produktionsmetode
et estimat for det maksimale procesudbytte med angivelse af et 95% konfidensinterval.

Opgave 40 (3x3x2 faktorforseg med 2 kvantitative og 1 kvalitativ faktor) (eksamen juni
1977 omskrevet).

I et fuldsteendigt randomiseret forseg undersegtes virkningen af 3 faktorer pa udbyttet af en
kemisk proces. Faktorerne er A: vaskekoncentration x , B: procestemperatur 7, mens C er
produktionsmetoden (2 metoder). Det vides, at faktor C (metode) ikke vekselvirker med
faktorerne A og B. Folgende resultater fandtes (10 - (udbytte% - 80)):

C
Metode 1 Metode 2
T T
50 70 90 50 70 90
20 1 88 61 28 131 107
g 30 69 183 188 110 230 236
40 42 171 183 67 203 220

1) Test om et andengradspolynomiumito variable for hvert niveau af C kan beskrive faktorerne
A og B’s indvirkning pa udbyttet: Y=a, + Bx+ B, T+ Bx-T+ Bx" + BT .
hvor i=1 for metode 1 og i =2 for metode 2.

2. Undersegg, om modellen kan reduceres.

Opskriv ligningerne for den endelige model.

4. Angiv et estimat for Y'i tilfeldet x =25, 7= 75 og C er pa niveau 2.

[98)
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Opgave 41 (kovariansanalyse) (SF I gvelse 68)

Ved et foderforseg med svin af en bestemt race undersegtes virkningen pa vaegtforegelsen i lobet
af en 2 ugers-periode af to faktorer

(faktor A: Uden eller med fodertilskud A; faktor B:Uden eller med fodertilskud B).

Ved forseaget benyttedes i alt 40 svin (opdelt i 4 lige store grupper), idet man for hvert svin malte
dels veegtforagelsen y, dels svinets samlede foderforbrug x. Forsegsresultaterne var (kodede tal):

B
uden tilskud B med tilskud B

Yy X Yy X
Uden tilskud A 291 536 494 650
381 631 450 597
407 661 417 561
253 508 389 548
238 508 244 404
444 704 356 496
356 605 464 613
341 600 355 505
414 664 454 598
192 456 295 459
A Med tilskud A 171 395 243 363
342 550 411 516
373 575 475 577
451 641 608 704
442 636 562 658
441 644 473 569
325 533 409 516
315 523 411 519
319 523 448 556
420 631 390 487

Foretag en tosidet kovariansanalyse og undersog i forbindelse hermed forudsatningen om
parallelle regressionslinier. Foretag endvidere til sammenligning en analyse af forsegsresultaterne
uden inddragelse af den kovariable x. Hvilken konklusion kan drages af sammenligningen?
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