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FORORD

Dette notat giver en indfering i teorien for sedvanlige differentialligninger. Der laegges iser vagt
pa lesningen af linexre differentialligninger med konstante koefficienter. Til lesning af
differentialligningssystemer og systemer med forsinkelse anvendes Laplacetransformation.

Det forudsettes, at man har en viden svarende til notatet “Matematiske Grundbegreber” , samt at
man har et elementart kendskab til polynomier svarende til notatet “Komplekse tal”.
Avancerede lommeregnere som Ti89 og matematkprogrammer som Maple kan let foretage
beregninger med komplekse tal, finde redder i polynomier osv. Der vil derfor blive givet eksempler
pa, hvorledes man kan foretage beregningerne med netop disse to regnemidler. Det ma dog betones,
at hvis man ikke er i stand til at manipulere med simple udtryk, bliver det nasten umuligt at laese
en teknisk tekst eller forsté et foredrag, hvori der indgar nogen matematik. Det er derfor vigtigt. at
man manuelt foretager beregningerne af enkle problemer. Dette er ogsa nedvendigt for at kunne
forsta og fortolke udskrifterne fra matematikprogrammerne.

Det forudsettes, at man har radighed over en “matematiklommeregner” som eksempelvis Ti 89.
Da man ma forudse, at man senere vil skulle kunne anvende et egentligt matematikprogram, som
angives ogsa nogle af ordrerne i programmet “Maple”.

En del eksempler er hentet fra leerebogssystemet “Bjarne Hellesen, Mogens Oddershede Larsen:
Matematik for Ingeniorer”. Jeg vil derfor gerne her benytte lejligheden til at takke Bjarne Hellesen
for mange ars inspirerende samarbejde.

Andre noter 1 samme “serie” er

“Matematiske grundbegreber”

Giver en kort gennemgang af definitioner og regneregler for de mest almindelige reelle funktioner

af 1. variabel, disses differentiation og integration,

“Vektorer”

Indhold: 1) Vektoreriplanogrum,  2) Rumgeometri (relationer mellem punkt, linie og plan)
3) Kurver i plan givet ved en parameterfremstilling

“Komplekse tal”

Indhold: 1) Rektangulaer og poler form, eksponentialfunktion, 2) Binom- og andengradsligning
3) Oplesning af polynomier i faktorer og dekomponering

“Matricer og linezre ligninger”

Indhold: 1) Regneregler for matricer,
2) Lineare ligningssystemer, herunder losning af overbestemt ligningssystem

“Fourieranalyse”

Indhold: 1)  Reelle Fourierrekker, 2) Fourierreekker pa kompleks form, 3) Fouriertransformation

4) Diskret Fouriertransformation

Januar 2005 Mogens Oddershede Larsen
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Saglvanl i ge differentialligninger

1 Differentialligninger af 1. orden

1.1 Indledning

Ved en sedvanlig differentialligning forstas en ligning, der indeholder en eller flere afledede af en
ukendt funktion y(#), og som vi ensker at finde ud fra ligningen. Eksempelvis er ligningen
2 7); +3y(t) =sint en “sedvanlig” differentialligning. Ordet sedvanlig betyder, at den ukendte
funktion er en funktion af 1 variabel (i modsetning til de “partielle” differentialligninger, hvor den
ukendte funktion er af 2 eller flere variable).

Vivilidette notat kun se pa “saedvanlige” differentialligninger, og det vil derfor i det folgende vare
underforstéet.

Ved en differentialligning af 1. orden forstas en ligning, hvori der indgar en ukendt funktions 1.

d
afledede, men ingen hgjere afledede. Differentialligningen2d—f+3y(t) =sin¢ er sdledes af 1.

d2
orden, mens 2 7; +3y(t) = sint er af anden orden.

Mange fysiske problemstillineg forer til differentialligninger, hvor den uafhangige variabel vil
veere tiden 7. Dette er begrundelsen for at funktionerne i dette notat er funktioner af 7 (og ikke x)
Ved en (partikulaer) losning til en differentialligning forstas en differentiabel funktion y(z) somer

defineret i et interval I og i dette interval * tilfredsstiller differentialligningen. Grafen for en
losning kaldes en losningskurve eller en integralkurve
Mangden af samtlige losninger kaldes den fuldstzendige lgsning.

Eksempel 1.1 Radioaktivt henfald
Eksperimenter viser, at et radioaktivt stof henfalder med en hastighed der er proportional med dens

d
mangde y(7) til et givet tidspunkt. Vi har folgelig d_)t; = ky(¢) hvor k er en konstant.

Vi antager i det folgende, at k =-0.1.

1) Lad C veere en vilkarlig (arbitraer) konstant. Vis, ved indsattelse, at y = Ce !

er losning til

differentialligningen.

2) Tegn losningskurverne i samme koordinatsystem for C=1, 3 og 5

3) Find den losning for hvilke det gaelder, at til tiden t = 0 er startmangden af det radioaktive stof
2 gram, dvs. y(0)=2.

Leosning:

-0.1¢

1) Da y = Ce™*" giver y' = —0.le”*" = —0.1- y sesved indsattelse, at y = Ce " eren (partikuler)

losning til differentialligningen.
2) Losningskurverne bestar af en skare af kurver svarende til forskellige verdier af C.
Maple: plot([exp(-0.1*t),3*exp(-0.1*t), S*exp(-0.1*t)],t=-3..8);

D Vi vil altid forudseette, at definitionsintervallet / er valgt sterst muligt.
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3)Indsattes r=00gy=2 iy=Ce ™ fas 2=Ce™ ™’ & C=2

Den onskede (partikulere) losning med begyndelsesbetingelsen y(0) = 2 er folgelig y = 2eM
¢

Ieksempel 1.1 sa vi, at der gér netop én losningskurve gennem ethvert punkt.. Dette geelder praktisk

d
taget altid for en differentialligning, der er bragt pa formen d—J; =f(t,y).

Man kan vise, at er S en &ben sammenhangende maengde i ty-planen, hvor f(z,y) er kontinuert og har en kontinuert

of

partiel afledet N med hensyn til y, s& gir der gennem ethvert indre punkt (¢y,y9) af S ¢én og kun én
y

losningskurve til differentialligningen % =f(,y).

Kontinuitet bestemmes som ved funktioner af en variabel. Eksempelviser f(z,y)=cos(5y — £ ) kontinuerti hele ty-

planen, idet ( 25y kontinuert A ¢> kontinuert )= 5t — #3 kontinuert A cos kontinuert = cos(5y — 2 ) kontinuert.

1.2 Numerisk losning af 1. ordens differentialligning.

I det folgende betragtes en 1. ordens differentialligning, der er bragt pa formen % =f(t,y).
Det er ofte umuligt at angive eksakte udtryk for y(¢). Imidlertid kender man jo 1 ethvert punkt (z, y)
differentialkvotienten, og det kan man udnytte til gennem et stort antal punkter at tegne et kort
liniestykke med den kendte haldning (kaldes linielementet i punktet.. Dette vil s& give os et indtryk
af lesningskurvernes udseende.
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Eksempel 1.2. Grafisk lesning af differentialligning
d
Lad der vaere givet differentialligningen d_)t} =y+t.

1) Tegn i et koordinatsystem linielementerne gennem punkterne
(4 y)=(-1,0), (¢ y) = (0, 1) og (z, y) = (1, 2)

2) Tegn ved hjelp af et edb - program et stort antal linielementer, og skitser pa basis heraf
losningskurven gennem punktet (0,1)

3) Ud fra figuren synes en bestemt losning tydelig. Angiv funktionsudtrykket for denne losning,
og vis ved indsattelse 1 differentialligningen at denne er en losning..

Lesning:

1) Vihar idet « er heldningskoefficienten:

(t’ Vs a) = (_13150)’ (ta Vs a) = (0’1’1)’ (ta Vs a) = (132:3)’

Linielementerne ses pa figuren til hgjre.

2)
Tegnes et stort antal linie- o
lerpenter fas figuren til P
hojre \ SRR
LY A S N B B
LRRUR A I N N B
VLN I N N O
[N N N A B O
IR A S A A B
Vbbb T N B A N A
Vbbb N A A
N I R I B P S S N B |
P T L P ¢ LA B B L
T 2AERER
R T T T Fl— S ST
b Now— S
A T T 2\\\,_/(‘;")’)’_

3) En ret linie med ligningen y = —¢ —1synes at vere en lgsning. Dette vises ved indsattelse 1

d
differentialligningen d_)t} =y+t.Da —1=(—t-1)+t < 0=0, er pastanden bevist. L 2
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Som eksempel 1.2 viser, kan linielementerne give et umiddelbart indtryk af lesningskurvernes
forleb. @nsker man en tabel over en losning bestemt ved begyndelsesbetingelsen (¢, v, ) , sker det

mere precist ved ud fra punktet (#,,y,) at beregne et tiln@rmet nabopunkt (¢,,y,) ud fra dette
et nyt punkt (¢,,y,) osv.

Eulers metode.
Eulers metode bygger pa, at man ud fra begyndelsespunktet (¢,,y,) beregnes det naste punkt

(t;,y,) ved at folge tangenten i P,. Ud fra punktet (¢,,y,) beregnes det naste punkt (z,,y,) ved
at folge tangenten i P,., osv. (se figur 2.1)

A

Fig 2.2. Beregning af k

Fig 2.1. Eulers metode

. : e d .
Lad der vaere givet differentialligningen d_)t; = f(¢,y) med begyndelsesbetingelsen y(a) = y,

I figur 2.2 gér vi fra det i'te punkt P (¢;,y,)til det neste punkt P, =(¢,,,,7,,;) ved at folge

d
tangenten i P,. Denne tangent har haeldningskoefficienten d_Jt/ = f(¢,,y;) 1punktet P, Tangenten

1 P; har derfor ligningen y—y, = f(¢;,y,)-(t—t;)
Indszttes t=t, ,fds y,,, =y, +f(,y;)-(t;,;—t;). Ud fra koordinaterne til punktet
P, =(t,1,y,.)kan vi sa pa tilsvarende made finde koordinaterne til naste punkt,.

Onsker man at lave en tabel over lgsningen i et interval ¢ [a,b] , vil man sadvanligvis gere det

b—
ved at Intervallet opdeles i n delintervaller med samme leengde 4 = o4 (se figur 2.1).
n

Indsattes t,,, =¢t;, +h i1 y, . =y, +f(t;,y;)(t;.,—t;)18s y,., =y, + f(¢;,y;)-h. Settes for
kortheds skyld k = f(¢;,y;)-h farvi,at P, =(¢;,1,v;1) = +h,y; +k)
Eulers metode kan sammenfattes i felgende algoritme:

b-a
h: N t0=a
n

k=h-f(t;,y;) tilnermet y—tilvaekst
Gentag fori =0,1,2,.,,n—15¢;,, =t, +h naste ¢ — veerdi
Vis1 =y; +k naste y — vaerdi
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Pa grund af den ringe nejagtighed kan Eulers metode ikke anbefales til praktisk brug. En vasentlig
mere ngjagtig metode er Runge-Kutta metode af 4. orden
Algoritmen for Runge Kutta af 4. orden:
b-a
h= , lop=a
n

ky=h-f(t,y;)

h k
k2 =h-f[r,- +S +71)

- L h ok
Gentag fori=0,1,2,.,,n—1 k3—h'f(fl+5,y,+7]

kg =h-f(t; +h,y; +k3)

L=t +h naste ¢ — veerdi

Yisl = Vi +%(k1 +2-ky+2-ky+kq) nastey-—verdi
Eksempel 1.3. Numerisk lesning af differentialligning

. . e d
Lad der vaere givet differentialligningen d_)t; =y+t, y0)=1, te€[0;2]

1) Ved anvendelse af Eulers metode skal der beregnes punkter svarende til en skridtlengde pa 4
=2,0gpdah=1.

2) Benyt lommeregnerens Euler program til at finde y(2) med en skridtleengde pa 0.5.

3) Benyt lommeregnerens Runge-Kutta program til at finde y(2) med en skridtleengde pé 0.5.

4) Benyt Maple til at finde y(2) med en skridtlengde pé 0.5.

Leosning:

Startpunktet for algoritmen er (¢,,y,) = (0,1)

1) h=2. Hele intervallet[0,2] gennemlobes i ét skridt:

k=h-fO1)=2-(1+0)=2 ¢, =t+h=0+2=2, y =y,+k=1+2=3
h = 1. Hele intervallet[0,2] gennemlebes i to skridt:

k=h-f0,)=1-(1+0)=1 ¢, =ty +h=0+1=1, y,=y,+k=1+1=2

k=h-f(12)=1-(1+2)=3 =t +h=1+1=2, y, =y +k=2+3=5

2) MODE, GRAPH = Diff Equations, ENTER, <>” Y="t+yl ENTER. yil = 1
Bemeark: y1 ikke y, og gange skal skrives som *
Windows, t0 =0, tmax =2, TSTEP =0.5, tplot=0,XMIN =0, XMAX=3, ... YMIN =1, YMAX=4,
osv.ENTER.
<>, Graph, Man far tegnet en kurve .
Tabellering:

O | (Graph Format), Axes on, Labels on, Solution Methods , Euler, Fields = Fldiff, ENTER
Catalog, Blddata ENTER, skriv euler, ENTER

APPS ,Data-Matrix, NEW, Variable=cul, APPS ,Data-Matrix, Current
Der fremkommer en matrix

t 0 0.5 1 1.5 2
vty | 1 1.5 2.5 4.25 7.125

3) Som 1 spergsmél 2, men i “Graph Format” valges som Solution Methods RK fremfor Euler
t 0 0.5 1 1.5 2
v(it) [ 1 1.797 13.435| 6.456 | 11.768
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4) I programmet Maple udferes en meget negjagtig numerisk lgsning ved ordrerne:
g:= dsolve( {diff(y(t),t) = t+y(t), y(0)=1} ,y(t), numeric, output= array( [0,0.5,1,1.5,2] ) );
Resultatet bliver
[2,y(2)]

0. 1.
0.500000000000000000 1.79744247837652592

1. 3.43656328273701028
1.50000000000000000  6.46337650839343426

2. 11.7781079494629816 |

L 4

I eksempel 1.3 ser vi som ventet, at Runge- Kutta ligger tettest ved det rigtige resultat, selv om vi
kun havde anvendt en skridtleenge pa 0.5, Med Euler skulle man have anvendt en meget mindre
skridtleengde for at fa et godt resultat. Problemet vil sa vaere, at afrundingsfejlene ved sa mange
beregninger kan bevirke, at resultatet alligevel ikke bliver sa nejagtigt.

1.3 Differentialligninger hvor de variable kan adskilles.

d
Vi vil i dette afsnit betragte en differentialligning af typen d_y =f()-g(»)
X

Satning 1.1 (Adskillelse af de variable)

Lad f(t) veere kontinuert i et interval I og lad g(v) veere kontinuert og forskellig fra 0 i et interval
J.

Der geelder da: y(t) er en losning til ? = f(t)-g(¥) < y(t) erenlosning til I %dy = j f(t)dt
X gy

Bevis: Lad y = A(¢) vare en losning til den givne differentialligning.

Vi har nu

D _ . 1 ay_

. S g(y)<:>g(y) 2 S da g(y)#0
Lﬂzf(t)g h'(t) = f(1) da y=nh(1)

g(y) dx g(h(1))

1
h()dt = t
sy f()c'J'

1
g(h(®)

h'(t)dt = J. f(®)dt+C  erto funktioner ens er deres

stamfunktioner ens pénzr en konstant

j h'(t)dt = '[ fdt+C<= j ;dy = j f(®)dt +C integration ved sunstitution, idet vi
g(h(1)) g(y)
setter y = h(t) og dy = h'(t)dt
L 4
. ) dy
I det specielle tilfelde, hvor g(y)=0 for y = a er o =0, og man ser derfor, at
X

L - 1wy =0=10)0.
X

v = a er derfor en retlinet losning til differentialligningen.
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d
Metoden huskes lettest ved at man opfatter d_y som en brok.
X

Man samler alt med y péa venstre side af lighedstegnet og alt med ¢ pa hejre side (adskiller de
variable), og sa integrerer pa begge sider.

dy dy
Lt e [ == rodr+c
dx g(y)
I praksis er man ofte kun interesseret i en (partikuleer) losning, som opfylder en begyndelsesbetin-

gelse y(t,) =y, dvs. til tiden ¢, skal funktionsvardien vare y, .
Er g(y,) #0 kan en losning gennem (¢,,y,) findes ved at indsatte (¢,,y,)1 losningen til

differentialligningen og bestemme C.

Er man ikke interesseret i samtlige lesninger, men kun i en partikular lesning gennem (¢,, y,,) kan

t
man finde denne direkte af Iy Ldy = I f(t)dt
v &(¥) l

Metoden illustreres ved folgende eksempel:

Eksempel 1.4. Adskille variable

d
1) Find samtlige losninger til differentialligningen d_J; =—41(y—-4)

2) Find og skitsér de lasningskurver, som gar gennem henholdsvis (7, y) =(0,2) og (¢,y) =(1,4) .
Lesning:
d
1) Forudsattes y—4 # 0 < y # 4 kan de variable 1 differentialligningen adskilles: _y4 = 3tdt
y _—
Ved integration fas:

2
J.%:—J. 4tdt+C<:>ln|y—4|=—4%+C®|y—4|:e2t2+c <::>|y—4|:ec-efzt2
y—

oy-d=teCe? o y=41+Ke? hvor K=+eC,dvs. K#0

»y =4: Ved indsattelse 1 differentialligningen ses. at den rette linie y = 4 er losning
2) Indsaettes (7,) = (0,2) fas 2 =4+ Ke® < K = 2 y=4-2¢2

Da (t,y) = (1,4) ligger pa linien y = 4 er denne losningen.

t

Det ses. at kurven for y =4 —2¢™* Cer symmetrisk omkring # = 0,har et minimum i punktet (0.2)

og har linien y = 4 som asymptote
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AV
r=4
y=4-2e"
2
; >/
2
Ti 89:
1) deSolve(y’ =-4*t*(y-4),t,y) Resultat: y=C- e 44
2) deSolve(y’ =-4*t*(y-4) and y(0)=2,t,y) Resultat: y=4-2- e 2t
and findes under MATH, Test
Tegning:
MODE, GRAPH = FUNCTION, ENTER, <> Y="-4*x*(y-4) ENTER.
Indstil” Window” pa passende verdier og tryk pd Graph
Maple: (217
dsolve(diff(y(t),)=-4*t*(y(0)-4),y(1)); v(ny=4+e 0l
Li=dsolve({diff(y(t).)=-4*t*(y(t)-4),y(0)=2},y(D); Limrtt) g 2o 2

P
2¢)

= ly(rhs(L),t); -
y:=unapply(rhs(L),t); pimr o d—20

plot(y(t),t=-3..3);
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Eksempel 1.5. Anvendelse i reaktionskinetik

1) Opstilling af differentialligning.
Lad 4 og B veaere to stoffer, der reagerer med hinanden efter reaktionsligningen 4+ B — produkter produkter.
Koncentrationerne af 4 og B til tiden ¢ betegnes henholdsvis C4 og Cp [mol/liter]. Idet der pr. tidsenhed

forsvinder lige mange mol af 4 og B, ma der gelde dd& = dd& < C4 =Cp + konstant . 4)
t t

Endvidere antages processen at folge den simple hastighedslov: dSA =—k-Cy-Cp (5)
t

hvor k=2- % er en "hastighedskonstant" (& afhanger af tiden som folge af, at temperaturen @ndrer sig).
t+

Lad koncentrationen af 4 og B til tiden =0 vere C4y>0 og Cpy>0 oglad Cy9—Cpp=1
Heraf folger, at C49 =1+ Cpgg>1
Ifolge ligning (4) vil der da til enhver tid £ >0 gelde C4-Cp=1<Cp=Cy—1

Vi fér derfor ved indszttelse i (5), at dd% = —[2 - LJ -Cy-(Cy-1
t+
Erstattes for kortheds skyld C4 med y og C4o med yq , bliver problemet at finde den losning til differentialligningen
dy _ |

J ((2 - LJ -y-(y —1), der gar gennem punktet (z,y) = (0,yy) oghvor¢>0,y>1o0g yj>1
t t+

Losning af differentialligning. Ved at separere de variable (alternativ metode) fas

[
3o Y =1 0 t+1

Ved hjlp af Ti89 (eller Maple) fas j (dy ; ~ Infy — 1]~ In]y|
BAW

Vi har derfor

y dy B t | - t
I w1 g 0(2 e - e e |

Dat>0,y>1o0gyy>1 fés

y t
Iny -1 - ln|y|] = [Zt ~Int + 1|] e In(y—-1)—Iny—(n(yg—1) - Inyg) =21 — In(r + 1)
[ Vo 0

PN h{y—"lj —1n[y0—_1J — i —In(t+1) e - = (1—lJe‘2’+‘“(f+l) ele 1—(1 —lj(x +)e
¥ Y0 ¥ 0 y Y0

1

1- [1 - 1}(; +1)e
0

<>y=

1

lj(t +1)e 2

Det ses,at C, efterhdnden aftager mod 1, i overensstemmelse med at 4 reagerer med B, saledes at B efterhdnden

L 4

Tolkning af lesning. Erstattes y med C4 og yp med Cyofas Cy=
1—(1—

bliver naesten helt opbrugt.
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1.4. Den linezre differentialligning af 1. orden.
Ved en linezr differentialligning af forste orden forstas en differentialligning der kan skrives pa

d
formen d—J; + p(t)-y(t) = q(¢) hvor p(t) og q(¢) er funktioner af ¢

d
Betegnelsen "linezr" stammer fra, at de "ukendte sterrelser” 2 og ¥(¢#) indgar pa lignende made, som de "ukendte
dt

storrelser" x og y indgar i en ret linies ligning .
Idet vi forudsaetter, at funktionerne p og ¢ er kontinuerte i et interval /, gelder folgende s@tning:

Satning 1.2 (linezer differentialligning af 1. orden).

d
Samtlige losninger til differentialligningen d—);+p(t)-y(t) =q(t), tel

_ a
erdagiverved 0= 7" [qoel " ars e

hvor C er en vilkarlig (arbitreer) konstant.
(formlen kaldes populert for “panserformlen” da den er “pansret” i integraltegn )

Bevis:
Lad P(¢) vaere en stamfunktion til p(?).

Y0+ p(6) y(0) = q(t) S [y (0) + p(t) - y(0)]e" D =g(2) - "V

Mulplikation med e

= [y(t)ep ( )] = q(t)eP () Omskrivning(ses ved at differentiere )

< () PO = J q(t)- PLAOY SGPIN y(t) = e_P(t)j q(t)- POt + ce= PO Integration og division med A

4

Panserformlen er ret kompliceret, s man foretreekker ofte folgende omskrivning:

Satning 1.3 (linezer differentialligning af 1. orden).

d
Samtlige losninger til den inhomogene differentialligningen d_J; +p(t)-y(t)=q(t), tel
ergivetved  y(t)=y,()+C-y,(t) , hvor C er en vilkarlig (arbitreer) konstant.

d
hvor y, (t) = e PO o op losning til den homogene differentialligning d—J;+p(t)-y(t) =0 og

q(1)

0 dt er en (partikulcer) losning til den inhomogene differentialligning,

¥, (0=,

Yh

—| p(t)dt
Bevis: Indsettes ¢(¢) =01 “panserformlen” fds y(¢) = C- y,(¢) ,hvor y,(r)=e -[p( )

Derefter er formlen blot en indsatning af y, () 1 “panserformlen”

Hvis ¢(¢) er en sum af flere led, vil man ofte for overskuelighedens skyld betragte differentiallignin-
ger svarende til hvert led for sig (jeevnfor det folgende eksempel).

10



Saglvanl i ge differentialligninger

Eksempel 1.6. Linezer 1. ordens differentialligning
t

d .
1) Find samtlige losninger til differentialligningen td—y +y(t)=e 2 +1>, t>0.
t

2) Find den lesning, der opfylder begyndelsesbetingelsen y(2) =2
Lesning:
1) Forst normeres differentialligningen ved division med #:

dy -~ 3 dy 1 £,
t—+y(t)=e 2 +t" & —+—y(t)=—e % +t
" y(t) & y(t)
dy 1 [ a 1
Homogen lﬂsning:d—)t;+;y(t)=0, v =e jt — e It =;

dy 1 1 L
a) Partikuler losning til d—f to()=e 2

t

q(t) 1 te - 1e_é 2 -
() = z~j dt:—jf dz:—jezdt:——z——ez
Y, () =y, () @) JT ; - t
¢ 2
dy 1
b) Partikulzr losning til d—“:+; (1) =12
q(t) 1¢¢° ¢ 5, 14 ¢
£) = z~j dt:—j—dt:—jzdz:——:-
Y, () =y, (1) @) J ; et

t
t

d __
Fuldstzendig lesning til td—J;+ Wt)=e 2 +1°
A

2_7
ty=——e 2 +—+C-
yo=-7 4

2) Begyndelsesbetingelsen y(2) =2 giver 2=—e ' + % +% < C=2e

3
-t 2
Den sogte partikulere losning er altsa y(¢) = — 73 s vy + s
‘e

1. Ti89:MATH, Calculus, deSolve(t* y’ +y=e(-1/2*t)+t"3,t,y)

(o) -y

4t

e

N |~

Resultat: y=y (som kan omskrives til samme resultat som for.

2.  MATH, Calculus, deSolve(t* y" +y=e"(-1/2*t)+t"3 and y(2)=2,t,y)
Resultat ser igen anderledes ud, men kan omskrives. e +§+ cl
Maple: dsolve(t*diff(y(t),t)+y(t)=exp(-t/2)+t"3,y(t)); yy=——,"—

11



1. Differentialligninger af 1. orden
1.5. Eksempler pa anvendelse af linezere differentialligninger af 1. orden.

Eksempel 1.7 Reguleringsteknik
Skal man dempe “voldsomme svingninger” af et stof A i en strem, benyttes i reguleringsteknik bl.a.
én eller flere tanke som oplesningen pumpes igennem. Dette eksempel er et regneteknisk simpelt

eksempel herpa.
Figuren viser en tank, hvori der foregar en opblanding
af et stof A.
Koncentrationen c(t) [kgA/m* i tanken er en funktion
af tiden .
Systemet startes til tiden = 0, og c¢(0) = 0. 2 kgA/m’ ¢(t) kg A/m’
1) Opstil en differentialligning hvoraf man kan finde 3m* min 3m/min
c(?) foralle t >0. Vedm'
2) Los differentialligningen og find ¢ ( 7) 1 tilfeeldet
c(0)=0.
Lesning:

1) For tanken opstilles balancen: IND + PRODUCERET = UD + AKKUMULERET.
som et differentielt regnskab over, hvor mange ton A4 der passerer ind og ud af segen i et
tidsinterval 7 ; ¢ + df]

a) IND: Da tilferelseshastigheden til tidspunktet # er 3 [m*/min] og koncentra-
tionen af A er 2 [kgA/m’] vil der i lebet af tiden dt blive tilfort
2-3.dt [kg A].

b) PRODUCERET: Der vil ikke blive produceret 4 i seen.

c) UD: Da koncentrationen i tanken til tidspunktet  er c(f) [kg A/m’] og fralobet
er 3 [m’/min] vil der i lgbet af tiden dt forsvinde 3-c(t)-dt [kg] fra
tanken.

d) AKKUMULERET: Til tiden ¢ er den totale mangde A iseen 3-c(¢)-dt [kg]. 1lebetaf
det infinitesimale tidsrum d¢ vil der i sgens totale A - indhold ske en
differentiel endring d(4-c(?)).

Balanceligningen bliver altsd 2-3-dt+0=3-c(¢t)-dt +d(4-c(t))

dc dc
Ved division med dt fds differentialligningen 6=3-c(t)+ 45 =4 . 3:e(1)=6

dc de 3 3
4—+3-c(t)y=6>—+—c(t) =—
2) 4 T30 o 3c0=7

dc _
Homogen losning: — -+ 0.75¢(t) =0 ¢, ()= K-e o™

1.5 ~0.75¢ 0.75¢ ~0.75t 7
Tdt:e : -l.SIe rdt =e 7 15 —=2
e 070t 0.75

Partikuler losning: ¢, (1) =e " tj
Fuldsteendig losning:  ¢(7) = K-e %7 +2.
Indsettes ¢(0)=01as 0=K+2 < K=-2

C(t) — 2 _2.6—0.751‘ ‘

Bemark, at losningen til den homogene ligning alene afth@nger af systemets konstanter, mens
“input” alene indgar i den partikulare losning.
Havde input siledes lidt mere realistisk veeret periodisk f.eks. vaeret 5-cos(2¢) [kg A/m*] ville kun

12
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dc
differentialligningens hgjre side have andret sig, dvs. 45 +3-¢(t) =3-5co08(21) ,

Eksempel 1.8. Elektrisk kredsleb
Dette eksempel er hentet fra leeren om elektriske kredsleb. I sddanne kan forekomme folgende 3

elementer:
Navn Symbol Notation Enhed Spendingsforskel

Ohms modstand /M R Ohm Ri
Induktor, spole H (henry) I di
Ay “
Kondensator, C F (Farad t
Kapaci (Farad) Q. ij i(0)dt
pacitor c Cly

Lad os betragte folgende RL- kredsleb, hvor L = 0.1 Henry, R = 5 ohm or et 15 volt batteri giver
den elektromotoriske kraft.Lad endvidere i(0) = 0.

)

E(r) y

%W/\/\—

L

1) Opstil en differentialligning hvoraf man kan finde i(¢) for alle # > 0.
2) Los differentialligningen og find i(¢) i tilfeeldet i(0) = 0.
Lesning:

: : di
1) Spaendingsfaldet over modstanden er R-i , og spaendingsfaldet over spolen er L E; .

di
Summen af de to spaendingsfald er lig den elektromotoriske kraft £(¢), dvs. L d—; +Ri=E(t)

. di
Indsettes de givne tal fas O.Id—;+ S5i=12

13



1. Differentialligninger af 1. orden

2) 0.1ﬁ+5i =12 @ﬂ+50i =120
dt dt

Homogen losning: ai +50i =0 i, (f) = Ce™ 5%
t
12 1 12
Partikuler lgsning: ip (1) = e_SOtI —Sgdt =120e77% — % = —O =24
eV 50 50

%+50i =12 i()=24+Ce>"

Indsattes i(0) = 0 fds: 0=24+C< C=-24. ﬁ.,. 50i =12 < i(t) =24+ Ce™"
dt
L 4

Bemark, at losningen til den homogene ligning alene athenger af systemets konstanter, mens

“input” alene indgar i den partikulare losning.
Havde input séledes varet en patrykt periodisk elektromotorisk kraft £ sin(wt) ville detkun vare

differentialligningens hgjre side der ville have @ndret sig.

14



2. Differentialligninger af 2. orden

2. Differentialligninger af 2. orden

2.1.Indledning

Vi vil 1 dette kapitel begraense os til at se pa lineere differentialligninger af 2. orden, dvs.
differentialligninger af typen c;izy + p(?) % +q(t)y(t) = r(t) ,hvor funktionerne p(¢), g(¢) og (¢)
antages kontinuerte i et interval /.

Eksempelvis er % +3¢2 % + 61y(t) = sin(?) en lineer differentialligning af 2. orden,

Eksempel 2.1 (differentialligning af 2. orden).

d’y 1d
Find den fuldstendige losning til differentialligningen d_zy - ?d_Jt/ =3¢, t>0
t
Lesning:
dy dx d’ dx 1
()=, E_2 Y indswttes i differentialligningen, og vi fir - — = x(f) = 3t .
dt dt  di? dt t

Denne lineare differentialligning af 1. orden kan loses efter metoden 1 afsnit 1.4.

1
Homogen losning: ﬂ_lx(t) 0 x, = ej;dt _ i
dt t

Partikuler lgsning: X, (t) = x, (1) j C](l‘t)) dt = t_[ %dt — 32
Xp

Vi har derfor: % =x(1) = 3% + Ct

1
som ved integration giver y(¢) = I (3t% + Ciydt+C, & y(t)= 1+ ) Clz‘2 + C,t

| 4
I eksempel 2.1 fandt vi, at den fuldstendige losning indeholdt 2 (arbitrere) konstanter C, og C,.
Det kan vises at gaelde generelt, idet man kan vise felgende s@tning (der anferes uden bevis):

Setning 2.1. Linezer differentialligning af 2. orden.
1) Lad f,(t) og f,(t) veeretoikke proportionale losninger til den homogene differentialligning

d*y
dr*
Samtlige losninger til den homogene differentialligning er da bestemt ved
y@)=C,- f1(0)+Cy - f5(t), hvor C,og C, er to vilkarlige reelle konstanter.

2) Lad y ,(t) veere en partikuleer losning til den inhomogene differentialligning

d’y dy
—_— t)— t t)=r(t), tel
% +P()dt+(J( )y(t) =r(1) €

d
+P(t)d—);+q(t)y(t)20. tel

15
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Samtlige losninger til den inhomogene differentialligning er da bestemt ved
v =y,O+C-[1()+Cy - f,(8) , hvor C, og C, er to vilkdrlige reelle konstanter.

Eksempel 2.2 (illustration af saetning 2.1).
1) Vis, at y,(¢)=C,0g »,(¢) = C2t2 er to ikke proportionale lgsninger til den homogene

d’y 1d
differentialligning _2y___y =0, t>0
dt t dt
2) Vis, aty(f)=t> er (partikuler) losning til den inhomogene differentialligning
d’y 1d
e A
di*> tdt
. ) C e d*y 1ldy
3) Angiv den fuldstendige losning til differentialligningen d—z T =3¢, t>0
t
Lesning:
1) Da y,(¢) = C, ikke er lig med en konstant gange med y, (¢) = sz‘2 er funktionerne ikke
proportionale.
' " . d*y ldy
Indsaettes =0_C,, H=y, H)=0 1 ———-——--=0,1as0=0.
yi (1) 1o @)=y (1) 5?1 dr
! " 2
Indsttes ()= Cyr> Ly, ()=2Cyt, y, ()=2C, i f,—y‘;% =0, 1
t

1
2C, —?-2C2t:0<:>020.

Heraf'ses,at y,(t) =C,0g y,(?) = C212 er to ikke proportionale lgsninger til den homogene
differentialligning
, , cd’y ldy . 1.,
2) Indsaettes yoy=2¢>,y (t)=3t", V> (¢)=6t1 d—z—;5=3t,fas 6t—;3l‘ =3tr<0=0,
t

dvs. y(¢) = ¢ er losning til den inhomogene differentialligning

3) Af setning 2.1 felger da, at den fuldstendige losning er y(¢) = £+ Clt2 +C,
(svarende til losningen i eksempel 2.1) L 2

Da udtrykket for samtlige losninger indeholder netop 2 konstanter C,og C,, skal der to

betingelser til at fastlegge en bestemt lgsning. Det mest almindelige er, at benytte sdkaldte
begyndelsesbetingelser, hvor man udover for en bestemt veaerdi ¢, at fastlegge y(¢,)ogsé

fastlegger haldningskoefficienten y'(#,). Man kan vise, at sddanne begyndelsesbetingelser
entydigt fastlegger losningen.
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2. Differentialligninger af 2. orden

Eksempel 2.3. Losning til differentialligning
d’y 1d
Lad der vare givet differentialligningen : d_zy - ;d_)t; =3¢, t>0 (jevnfor eksempel 2.1)
t

Vi ensker at bestemme den lesning y(¢), der opfylder begyndelsesbetingelsen

yh=1L y'1)=0
Lesning:

Fra eksempel 2.1 er den fuldsteendige losning ;) = 43 +l Cit> +Cyt -
2

Indsettes begyndelsesbetingelsen haves:

1 1
1=1+=C,-1”+C,-1  |=C, +C, =0 3
2! EPEO PR e <:>(C1,C2)=(—3,—). yy =3 -2 403,
2 2 2 2
0=3-1"+C, -1 C, =3
¢

Lesningsmetoden i eksempel 2.1 kan kun anvendes i de tilfelde, hvor den line@re differentiallig-

dzy
dr?

d
ning ikke indeholder for differentialligninger af typen + p(¢) 7)/ =0.
4

Dette er ogsa muligt for visse andre typer linezre differentialligninger af anden orden, men
generelt er det imidlertid ikke muligt at angive en lgsningsmetode, der som “panserformlen”
udtrykker lgsningen ved formler indeholdende integraler.

Det ma i sddanne tilfaelde anbefales eksempelvis at anvende et program som Maple, og habe pé,
at den kan lgse problemet.

Som de folgende afsnit viser, er det imidlertid forholdsvis let at angive en lesningsmetode for den
ved anvendelserne vigtigste type differentialligninger

2.2 Den homogene linezre differentialligning af 2. orden med konstante

koefficienter.

dzy

d
Differentialligningen 4—=—+ B D, Cy(t)=0 A#0 (1)
dx? dx

siges at vere homogen og lineer med konstante koefficienter A, B, C .

Da en eksponentialfunktion optradte i lesningen til den homogene lineere differentialligning af
1. orden, er det naturligt at sege en losning af typen y(¢) = e hvor A er en konstant.

Indsattes y(¢) = e y'(t) = AeM y'(t)= e i differentialligningen (1), fas
A2k 1 BieM v Ce? =0 = e”(/u2 +B/1+C)= 0 A2 +BA+C=0 (da ¥ 20)

17
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t

Funktionen y(¢) = e™ eraltsien losning til differentialligningen, hvis og kun hvis 4 erenrod

i den sakaldte karakterligning 44> + BA+C=0 .

~B+VB’-44C _ , _ ~B++D
24 - 24
bliver lesningerne athengige afom : p > (: To reelle radder

D =0 : En reel dobbelt rod
D < 0: To komplekse redder

Da AR +BA+C=0c A=

,hvor D= B%*-44C

Saetning 2.2 (lesning til homogen differentialligning med konstante koefficienter).
Den linecere homogene differentialligning med konstante koefficienter

d? y
dx?

d
A +Bd—y+Cy(t)=O A%0, A, B, Cerreelle tal, (1)
X

har karakterligningen AA* + BA+C =0, med diskriminanten D= B> —4AC
Der geelder da:

Radder i karakterligning. Fuldstendig losning til (1)

D > 0: To reelle radder A, og A,, hvor A, # A, y(t) = Cleilt + Cze/lﬂ

D = 0: En reel dobbeltrod A W(it)= CeM' + Cy 1™

D < 0: To komplekse rodder r +iow y(t) = Ce™ cos(ar)+ C, - " sin(eor)

eller y(t) = K-e" -cos(et + ¢,)
eller y(t)=K-e" -sin(awt + ¢,)

C,, C,,Kog ¢erreelle vilkarlige

(arbitreere) konstanter. P (C..Cy)
K=+C}+C3 , s
P = arg(cl ~ Cz), @y = arg(C ,Cl)
?
(C,-C,y)

Bevis:

I alle 3 tilfzlde, er den fuldsteendige losning af typen y(¢)=C)f1(1)+Cy f5 (7). Ifelge setning 2.1 er det
tilstraekkeligt, ved indsettelse i differentialligningen, at vise, at de to funktioner f(¢) og f>(¢) opfylder ligningen
(1),0g at de ikke er proportionale.

18
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I: D> 0 To forskellige reelle redder.
Af udledningen af karakterligningen ses, at yj(?) = M og ¥, (t) = e er to forskellige losninger til

differentialligningen. Da de to funktioner ikke er proportionale er y(¢) = Cleilt +C, e™! den fuldsteendige

losning til differentialligningen.
II: D =0.To ens reelle rodder.

B
Lad dobbeltroden vaere 4 = — ﬁ Af udledningen af karakterligningen folger, at ) (?) = e eren losning til

differentialligningen. For at vise, at y, (f) = ¢+ e™ er en losning indsaettes yi@=t- M,

WW=at-M et =M (a141) og y," (1)= Ae¥(A-t+ 1)+ e =AM (Ae1+2) i (1)
AL (At+2)+ B-e™ (At+ 1)+ Cot-e” =06 t-e™ (447 + BA+ C)+ 244+ B)-e™ = 0

B
Da 4% + BA+ C = 0 (fordi A er rod i karakterligningen) og 2 A4 + B=0(da A= Y] )

ses, at v, (1) = t-e™ er losning til (1)

Da funktionerne y, () = e™ og V() =t- e ikke er proportionale folger af setning 2.1 at den fuldsteendige

lesning til differentialligningen er y(¢) = Clej“lt +C -t !

Man kan undre sig over hvorledes man forste gang har gaettet, at den anden lgsning er y, (¢) = te* . Det kunne vere
sket ved, at man opfatter dobbeltroden som to nerliggende redder A+ A4 og A og derpa lade A1 —0
Samtlige lgsninger er y(¢) = Cle()‘*M)t + Czeﬂt .

JAHADY _ it
AL

_ At
g JAFADZJAD AT g ag 50 fas () 2
A d dz

1 -1
SaettesC; =— og G, =— , fas y(t) =
1737 %% =1 1)

df

Da —— er defineret ve
dA

=te ™™ for A1 >0
Det er derfor narliggende at formode, at udtrykket y, (¢) = te* eren losning til differentialligningen.

II: D <0: To komplekse redder.

(r+iw)t (r-io)t

Karakterligningen har de to komplekseredder 7 i . y,(¢) = e erda “komplekse”

og y,(t)=e

(r+izo)t _ o cos(et) + e sin(et) er det rimeligt at antage, at realdel og imaginzrdel hver for

losninger til (1). Da e
sig er reelle losninger til (1).
Ved indszttelse i ligning (1) ses (beregningen udfert nedenfor), at de er lgsninger, og da de to funktioner ikke er

proportionale, er den fuldstndige losning: y(¢) = Cie” cos(art)+ Cye” sin(ar)
Beregning: y;(¢) = " - cos(ar), ylr (1) = e”(r -cos(at)—w- sin(a)t))

y'"(t) = ert(r2 -cos(at) —rw - sin(at) — r - o - sin(wt) — w?. cos(awt)

indsaettes 1 (1)
e”(A(r2 - a)z)cos(a)t) —2A4-r-wsin(wt) + B-r-cos(wt) — Bosin(at) + C- cos(a)t)) =0
o (A(r2 —wX) 4 Bor+ c) cos(@t) — (2 A - + B)sin(at) = 0

— B4iv— - —
Vi har J=—LZNTH D:riiw@r:—B/\a)Z:—D
24 24 442
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2 2
B ) -B
Heraf fas, at r=2—j©2A r+B=0 og A(’” - )+B r+C= A[( j —(—J J+B(—j+€

24 24 24

2 2 2 2 2
B7 - (H(B”-440) B o 2B7 o B oo
44 24 44 24

Hermed ses, at yq(¢) = ¢'! - cos(er) er losning il (1).

P4 tilsvarende made ses, at ()= et sin(at) er losning til (1).

Ifolge additionsformlerne fas:

Ke'" cos(ar + @) = Ke' (cos(ar) - cos(¢) — sin(ar) - sin(p)) = ert(Cl cos((at) + Cy sin(a)t))
hvor C; = Kcos(p) A C, =-Ksin(p) , Heraf ses, at y,(r) = Ke'' cos(at + ¢) et losning til (1).
Pé tilsvarende made ses, at y, (f) = Ke' sin(at + @) er losning til (1).

Endvidere folger heraf omregningen mellem C;, C, ogK, @ ¢

Eksempel 2.4. Homogen linezer differentialligning med konstante koefficienter

d*y d
1) Find samtlige losninger til differentialligningen d_J; + d_)t) -6y(t)=0
t
. . . o e 1d* y y
2) Find samtlige losninger til differentialligningen Ed— 2 EJF 3p()=0
d’y dy

3) Find samtlige losninger til differentialligningen d—z— 4E+ 20y(t)=0 , samt den parti-
t

kulere losning, der opfylder begyndelsesbetingelserne y(0)=-1 og y'(0)=2
Lesningen enskes angivet pa savel formen C,e” cos(art)+ C,e™ sin(ewt) som pi formen
Ke™ cos(at + ¢)

Lesning:
1) Karakterligningen:

14412 —4-1-(=6) 14425

P +i-6=0c A= cM:T@A:zvz:—s

2
1

1 24 22 4.1 .3

A2 21430 A= 3

Samtlige losninger: y(r) = C,e* + Cye™™
2
2) Karakterligningen: 3 1 2
3

2.—
3

Samtlige losninger: y(¢) = C1e3t + Czt-e3t

20



2. Differentialligninger af 2. orden
3) Karakterligningen:

P —d1+20=0 A= & A=2+4i

4++4% -4.1.20 4++/—64 4+i8
@/IzT@/I

Samtlige losninger: y(¢) = Cle2t cos(4t) + C2e2’ sin(4t)

Partikuler losning svarende til y(0) =—1 og y'(0)=2:

y(t) = Cye*' cos(41)+ Cye* sin(4r) differentieres:

y'(t) =2C e cos(4t)—4C e sin(4t) +2C,e*" sin(4t) +4C,e’ cos(41)
Ved indsattelse af begyndelsesbetingelserne fas

y0)=-1C, =-1, »'(0)=2<2C,+4C, =2

Heraf ses,at C, =-1 og C, =1

Den sogte partikulere losning er altsd y(¢) = —e*! cos(41)+ e sin(41)

Partikuler losning pd formen y(t) = Ke?! cos(4t + @)

Af setning 2.1 fés Kz\/Cl2 +C22 :\/(—1)2 +12 =2 ,

3z
@ =arg(C,—G) =arg(-L-) = ——

4
(1) = 2% cos(4t —%)

Ti89: MATH, Calculus, deSolve ,ENTER desolve(y -4*y +20*y=0,t,y)

Resultat: (1) = ¢ e? cos(dr) + Cpe’ sin(4r)
Partikuleer losning: desolve(y "-4*y +20*y=0 and y(0)=-1 and y ' (0)=2,t,y)
Maple:

dsolve( diff( y(t), t, t) - 4 * diff( y(t), t) + 20*y(t) =0, y(t) );

L := dsolve( {diff( y(t), t, t) - 4 * diff( y(t), t) + 20*y(t) =0, y(0)=-1, D(y)(0)=2}, y(t) );
Onskes grafen tegnet i intervallet fra -1 til 1 sker dette med folgende ordrer:
y:=unapply( rhs(L), t):

plot( y(t), t=-1..1);
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Eksempel 2.5. Svingning med luftmodstand

Et lod med massen m er fastgjort til en fjeder. I startsi-

tuationen er systemet i ligevegt, idet den nedadgéende (—
tyngdekraft og den opadgaende fjederkraft er lige store.
(se figuren)

Vi treekker nu ned i loddet til en passende afstand, og
slipper loddet. Loddet vil nu bevege sig op og ned . Vi
onsker at bestemme loddets bevaegelse som funktionaf '
tiden ¢. System 1
Lad os som pé figuren indfere en y - akse. Til ligevegt- ~ ECVLel
stillingen svarer y = 0, og til.ticlien ter IOQQet placeret i System i
en afstand y(7) fra ligevaegtstillingen (positiv ndr loddet (Y0 T boveeeelse
ligger under og negativ nér loddet ligger over ligevagt- r
stillingen)

2
d
Ifolge Newtons anden lov er Kraft = masse - acceleration, dvs. Ky =m —zy .
dt

Ifelge Hookes lov er fjederkraften proportional med afstanden fra ligevaegtstillingen, dvs. K =—k -y, hvor k>0
Harmonisk svingning. Antager vi at dempningen (f. eks. luftmodstanden) er forsvindende, vil K, vare den eneste

2 2
d d
kraft der pavirker bevagelsen, dvs. m-—=—=-k-y(t) < m- 4 k. y()=0
dr? dr?
Dette er en homogen differentialligning med konstante koefficienter.

k
Karakterligningen m - P k=0 A=i \ ’i Seattes \/: = o bliver losningen y(¢) = Acos(wgt + )
m m

Bevagelsen er en harmonisk svingning med en periode pa 620—” . Legemetudferer folgelig Z)—O svingninger pr. sekund.
0 Pis

Dzmpet svingning. Antager vi at dempningen ikke er forsvindende (Eksempelvis fordi loddet er bredt, eller
bevaegelsen foregar 1 vand), sa er dempningskraften K3 (med tilnaermelse) proportional med loddets hastighed og

modsat rettet bevaegelsen, dvs. K3 = —cj—y
t
2 2
Vi har nu differentialligningen m-d—zysz-y(t)fcd—y<:>m-d—y+cd—y+k-y(t):0.Viharigenenharmonisk
dt dt dt? dt
differentialligmning. Karakterlignin-
2
—ctV —4-m-k k
genm/12+cﬂ,+k:0<:>/1: ¢ ¢ m L) £
2m 2m 2m m

Vi kan nu dele op i 3 tilfelde athangig af fortegnet for diskriminanten D = A —d-m-k
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I: D<0 Deempede svingninger.

Dette tilfzelde indtreeffer, nar dempningen ¢ er sa lille, at ?

redder: A=rtiw

<4-m-k Karakterligningen har 2 komplekse

Samtlige losninger til differentialligningen bliver y(r) = de™"" cos(art + @)

rt

Faktoren e " bevirker, at svingningernes amplitude naermer sig til 0 (dempede svingninger, se figuren):

0.5

o

i t//\\ﬁ 6 8

-0.54

D=0, Kritisk deempning. Dette tilfaelde indtreeder, nar deempningen c er naet op pa en bestemt kritisk storrelse,
sddanat ¢?=4-m-k hvorved svingninger netop ikke kan forekomme.

etV —4-m-k -c

Viharda mA2 +cA+k=0e A= e1=—<
2m 2m

c c

Samtlige losninger er  y(f)=Cje 2m +Cy-t-e 2m
Det ses, at y(¢) >0 for t—>0

D > 0: Overkritisk deempning. Dette tilfeelde indtreffer, ndr dempningen ¢ er storre end den kritiske vaerdi,
sidanat > >4-m-k
S& har karakterligningen to forskellige reelle redder: — 7y og —»

Samtlige losninger til differentialligningen er ¥(t)=Cie” "' +C; -e™ !
Det ses, at y(t) >0 for +— 0 (se figuren)
']_
0.5
0 5 10 15 20

0
0.5
A
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Eksempel 2.6 Harmonisk svingning, Daempet svingning

Lad det i eksempel 2.8 angivne lod have massen m =4, og lad fjederen have proportionalitetskonstanten k = 17.
Lad endvidere loddet til tiden ¢ = 0 befinde sig i en afstand af 3 fra hvilestillingen og der have hastigheden 0, dvs.

y(0)=3 ogy'(0)=0
1) Lad dempningsfaktoren ¢ = 0.
a) Opstil differentialligningen for bevagelsen

b) Angiv den lesning, der svarer til ovennavnte begyndelsesbetingelse, og skitser grafen for ¢ €[0;27]

2) Lad dempningsfaktoren ¢ = 4.
a) Opstil differentialligningen for bevagelsen

b) Angiv den lesning, der svarer til ovennavnte begyndelsesbetingelse, og skitser grafen for ¢ €[0;27]

Lesning:
1) a) (1) +17y(1)=0

b) Da woz"iz—'; er y(t)zAcos(lt—i-(p)
m
V17 17

Ved differentiation fis: y'(¢) = ——A (—t + @)

0)=3 Acosp=3
y =
{y'w) L7

———Asinp =0
2 o

Maple: > plot(3*cos(sqrt(17)/2*t), t=0..2*P1i);

]

p=0 N J17
= {A _3 dvs. den sogte losning er: y,(7) = 3cos( > 0

2) a) 4y"+4y'(0)+17y(t)=0
3_

b) Karakterligning:

34
1 A /
3 4 5 6

—4+416-4-4-17

2-4

A2 +44+17=0 A=

1
y(t) = Ae 2! cos(2[ + ga) ’
_1, 1,
y'(t)= —%Ae 2 cos(2t + (p) —24e 2 sin(Zz

Acosp=3 A=

24

y'(0)=0

T [y(0)=3
! . <

—EACOS¢—2ASIH¢=0 3

2

() =3.10053¢" cos(2t —0.255342




2. Differentialligninger af 2. orden

2.3 Den inhomogene linezre differentialligning af 2. orden med konstante

koefficienter.
2

d d
Lad der vaere givet differentialligningen 4 —gj +B d_y +Cy(t)=q(1) A#0 (1)
dx X
hvor ¢(¢) er kontinuert i et interval / og A4, B og C er reelle konstanter.
Hvis ¢(¢) = 0siges differentialligningen at vaere inhomogen.
Hvis ¢g(t) = 01fas den tilsvarende homogene differentialligning, hvis fuldstendige losning blev

fundet 1 afsnit 2.2.

Den folgende s@tning viser, at den “homogene lgsning” indgar i lesningen til den inhomogene
ligning.

Seetning 2.3 (lesningens struktur). Samtlige losninger til den inhomogene linecere
differentialligning (1) fremkommer ved til en vilkarlig partikulcer losning y , () til (1) at leegge
den fuldsteendige losning til den tilsvarende homogene ligning y, (1) = C,y,(t) + C,y, (¢)
Den inhomogene losning kan altsd skrives y(t) =y, (1) +C,y; () + C,p, (7)

Bevis. For en vilkarlig losning y til (1) kan der altid findes en funktion f, sddanat y =y pt f.
Ved indsattelse i (1) fas da

A, + 1) +B(y, +[) +Cy, +)=qe Ay, +By, +Cv, +Af"+Bf ' +C=gq
Sqg+A4-f"+B-f'+C=¢q (da y, erenlesningtil (1))

<A f"+B-f'+C=0

L 4

Da vi let kan finde samtlige losninger til den homogene differentialligning, er problemet
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reduceret til at finde en partikuleer losning v, (¢) til den inhomogene ligning (1).

Som nedenstaende satning viser, er det muligt at udtrykke v, (¢) ved integraler.

Satning 2.4 (Integralmetoden til bestemmelse af partiel lesning af inhomogen differenti-
alligning med konstante koefficienter).

Den linecere differentialligning med konstante koefficienter
d?y
dx?

har karakterligningen AA* + BA+C =0, med diskriminanten D = B? —44C

Der geelder da:

d
Pl Bd—y+ C(t)=q(t)  A#0, A B Cerreelle tal ()
X

Rodder i karakterligning. Partikuleer losning y ,(2) til (2)
D > 0: To reelle rodder Mt i Aot ;
L S Mt g, —J. — Ayt
A og Ay, hvor Ay # 4, | ¥, A~ 1) J q(t)e "dt A - 1) q(t)e " dt
D =0: te/llt eﬂlt
En reel dobbeltrod A yp()=—1 I g()e™M'dt - P J.Q(t)e%ltdf
D < 0:To komplekse rod- e sin(or
der rtio y(t) = . (ex) J' g(t)e™"" cos(awt)dt
rt
+ %S(a”)j g(0)e™" sin(ar)dt
@

Beviset for s@tningen kan findes i “Matematik for Ingenierer side 194.
Som det fremgér af formlerne bliver integralerne ofte meget komplicerede, og det vil ikke altid
vare muligt at finde en stamfunktion. Det kan dog vises, at hvis ¢(¢) enten er et polynomium

med reelle koefficienter, en af funktionerne sin(¢), cos(f) , e eller en sum eller et produkt af
disse, s kan man finde den partielle lesning udtrykt ved de kendte funktioner. P4 grund af de
besvearlige integraler er det dog i alle tilfaelde tilrddeligt at benytte et integralprogram (somi Ti89
eller Maple)

Hvis differentialligningens hejre side ¢(¢) er en sum eller differens af flere led, er det endvidere

klogt at simplificere integralerne ved at betragte differentialligninger hvor hgjre side kun bestar
af et enkelt led. (som det allerede skete i eksempel 1.6, og i det folgende eksempel 27 )

Eksempel 2.7 (Integralmetoden).
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2. Differentialligninger af 2. orden

Find samtlige losninger til differentialligningen

d’y d
2 _2y + 6d—); +4y(t) = cos(e’ ) +2e’ cos(2t)
t
Lesning:
d’y d
Homogen losning: 2 _2y 1624 4y(t)=0
dt dt

Karakterligning:

222 +64+4=0 A= o A=

-6t/36-4-2-4 -6t2

2 2 SA=-4vi=-1
Ifolge setning 2.2 har den homogene differentialligning den fuldsteendige losning:
yp@)=Cre™ +Cye™

Partikulzer losning:

d? d .
1) Z?Zy+6d—);+4y(t):cos(e )
= -2t
___ e NG g, e £\ 2t
0555 j cos(e! ' d— —— j cos(e’ e dt

-t -2t

Sy, ()= %J cos(e’)e'dt — °

j cos(e’ e dt

1
Benyttes Ti 89 til udregningen fas y , (1) = —56722‘ cos(e’)

d’y _dy t
2) 2—=—+6—+4y(t) =2e" cos(2t
) 25 E 65 a0 (21)
S j 2e' cos(2t)e'df ——2—
2(-1-(=2)) 2(-1-(-2))
Sy, 0=e" j e cos(2t)di— e j e cos(20)dt

t

Benyttes Ti 89 til udregningen fas y, )= g_z(cos(zt) +5 sin(2t))

v, ()= j 2e! cos(21)e dt

Samtlige losninger til differentialligningen

t
e

: 1 _ _
y(z)=§(cos(2t)+5sm(2¢))—5e 2 cos(e' )+ Cre™ +Cre

Lidt lettere er det, direkte at lose differentialligningen:

Ti 89: deSolve(2* y" + osv.= 0sv.,t,y)
Resultatet bliver meget stort, men hvis man reducerer det med
propFrac(udtrykket) fas samme facit som ovenfor.

L 4

Ovennzvnte integralmetode har den begraensning , at den kun kan anvendes for differentiallig-
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ninger af 2. orden med konstante koefficienter. Det samme gelder “ deSolve” 1 Ti89, som kun
kan lose differentiallignnger af 1. og 2. orden.
Maple kan derimod godt lese differentialligninger af hejere end anden orden.

Skal man lese differentialligninger af hgjere orden, eller har man ikke radighed over en avanceret
lommeregner er den folgende “gattemetode” anbefalelsesvardig, ogsé fordi den kun krever
viden om differentiation.

Gzttemetoden.
Denne metode kan anvendes, hvis ¢(¢) er en funktion, hvis ferste til n’te afledede er af samme

“type” som funktionen selv. Mere konkret drejer det sigom at ¢(¢) enten er et polynomium med

reelle koefficienter, en af funktionerne sin(¢), cos(¢) , " eller en sum eller et produkt af disse.

Ideen bag metoden er, at man skal geette pa en partikuler lesning y,(¢) af lignende type som
hejresiden ¢(¢) . Er hejresiden eksempelvis ¢(7) = 5t +2 gattes pa et andengradspolynomium
Yy, = at® +bt+c . Den geettede funktion y , (7) indsettes derpa i differentialligningen (1) og

de ukendte konstanter a, b og ¢ kan nu fastlegges. Andre eksempler pa gat er:

q(t) = 4e” Get: y, (1) =ae™
q(t) =3-cos(2t) Get: y, () =a-cos(2t) +b-sin(2r)
q(t) :(4t2 +2)e3’ Geet: Yy (1) :(atz +bt+c)e3’

(1) = (6t2 +2z)e2‘ sin(3r) Geet: y, (1) = (atz 1 bt +c)e2’ cos(3t)+(dt2 b fit g)ez’ sin(3f)

Grunden til at der ma geettes pa en sum bestdende af bdde cosinus og sinus er, at ved indsattelse
af cosinus-led i differentialligningen vil der ogsa fremkomme sinus-led (og omvendt).

I visse tilfzelde kan konstanterne (a, b, c osv.) ikke bestemmes (bl.a. ndr ¢(z) er lesning til den

homogene differentialligning). I alle sddanne tilfzelde kan man multiplicere det oprindelige geet
med ¢, og hvis det ikke hjalper, kan man multiplicere med endnu et ¢, osv. *.

Eksempel 2.8. Gazttemetoden.

*)

De @ndrede gzt er nedvendige, ndr og kun ndr # + 1@ er en rod i karakterligningen. Hvis 7 4+ i@ ernetop p gange rod i karakterligningen,

sd vil netop det oprindelige gaet multipliceret med ¢ P fore til en partikuler losning.
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Find samtlige losninger til differentialligningen
2

d d
25+ P 6y(1) = 6™ ~20sin(21) + 61

dr= dt
Lesning:

d’y  dy
Homogen losning: 2 ——+——-6y(¢) =0
g g2t y(t)
—1+41+48 3

Karakterligning: 207 +ﬂ,—6:0<:>/1:+<:>ﬂ:5v/1:—2

3

Samtlige losninger til den tilsvarende homogene differentialligning: y(z) = Cle? +Cye

Inhomogen ligning:
Da hojre side ¢(¢) er en sum af et polynomium, en trigonometrisk funktion, og en eksponential-

funktion betragtes disse funktioner hver for sig:
d’y  dy

1) 2=+ 2= -
) dr®  dt

6y(t) = 6e

Gat: y, (1) = ae™ ¥ (giver med sikkerhed en lgsning, da ikke lesning til den homogene)
V()= —4ae™, Y, (1) = 16ae™*" indsettes i ligningen:

4t

3 _
2(16ae™* |- 4ae ™ —6ae ™ = 6e™* :>32a—4a—6a:6<:>a=i y,(t)=—e
11 p 11

d’y
dt?

Gat: y,(t) = acos(2t) +bsin(2t) v, (1) = —2asin(2t) +2b-cos(2t)

2) 2 + % —6y(t) = -20sin(2¢)

Y, (t) = —4acos(2t) - 4b-sin(2t) indsattes i ligningen:
2(—4a cos(2t) —4b sin(2t)) + (—2a sin(2t) + 2b cos(2t)) — 6(a cos(2¢t) + b sin(2t)) = —20 sin(2¢)
< (—8a+2b—6a)cos(2t)+(—8b—2a — 6b) sin(2¢t) = —20sin(2¢)
1

1 7
t) = —cos(2¢) +—sin(2¢
¥p () =5 cos(20) +sin(20)

= f—
—2a-14b=-20 —2a-98a =-20

 [~14a+2b=0 b=17Ta =
Heraf fas

b=

wm| n|

2
3) 22—2))+%—6y(t)=6t
t

Geet: y,(H)=at+b, y,(t)=a, y,(t)=0,indsettes iligningen:

1 1
0+a—6(at+b):6t:>—6a=6/\a—6b=0<:>a:—lAb:—g yp(t)z—t—g
3
. . 3 ,4t 1 7 . 1 I *2[
Samtlige losninger: y(t):ﬁe +gcos(2t)+gsm(2t)—t—g+C1e2 +Cye ¢

Eksempel 2.9. Gattemetoden.
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Find samtlige losninger til differentialligningen
2

d d
28 X, Y 6y(t) =Te ™
dt* dt
Lesning:
d’y dy

Homogen losning: 2 ——+——-6y(¢) =0
g g2t y(t)

—-1++41+4
Karakterligning: 24> + A—-6=0< /1=+8<:>/1=%v}t=—2

3
Samtlige losninger til den tilsvarende homogene differentialligning: y(¢) = Clezt +Cye ™

Inhomogen ligning:
Da ¢(t) = 7e”* er losning til den homogene ligning, gettes ikke pi ae ', men pa
t

y,(0)= ate™*" .
B s 2 () ,
Yut)=-2ae (1-26)-2ae™" = -2ae”* (1-2t +1) = ~date™' (1-1)
—date™* (1-t)+ae > (1-2t)—6ate ™™ =T7e > = -Ta=T<a=-1

y,()=-te™”
3
Fuldsteendig losning: y(7) = —te > + Cje? +C,e

Eksempel 2.9. Tvungen svingning, resonans.
Indledning:

I eksempel 2.5 sé vi pa et lod med massen m der var
fastgjort til en fjeder. Vi teenker os nu samme situation,
men antager yderligere, at fjederens fastspandingspunkt
bevager sig frem og tilbage pa en sidan made, at
afvigelsen fra det oprindelige fastspandingspunkt til
tiden ¢t er F'sin(fr) (se figuren),

- Fsin(ft)

(1) I
System i

ligevegt v

Hermed @ndrer fjederens l&engde med y(¢) — Fsin(f¢) , og fjederkraften bliver — k(y(¢) — Fsin(ft)) .
Bevagelsesligningen bliver nu: m- y"(t) +¢-y'(t) + k- y(t) =k - F -sin(f ) @)
Den fuldsteendige losning til differentialligningen (1) er en sum af en partikuler lesning y,(7) til (1) og den
fuldstendige losning yj,(¢) til den tilsvarende homogene differentialligning

m-y"(t)+c-y' () +k-y(t) =0 2
I eksempel 2.5 loste vi den homogene differentialligning (2), og her fandt vi, at pa grund af deempningen c, vil den
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homogene lesning  y,()-0 g& mod 0 for ¢ — oo, dvs. lesningen til (1) vil for store vaerdier af ¢ veere lig den
partikulere lgsning. Umiddelbart vil partikuler lgsning derfor vaere en lesning af samme type som input
% - rsin(s 1) med samme frekvens, dvs.  7,()=4sin(f1+9)

For visse verdier af £ kan der opsta “resonans”, dvs. amplituden for “output” bliver meget stor. Dette kan bevirke

at systemet odelegges. Maskiner, biler, skibe, flyvemaskine og broer er svingende mekaniske systemer, og det er

her vigtigt at de er fri for uensket resonans.

Problem:

1) Find en partiel losning til differentialligningen m- y"(¢)+c-y'(¢)+ k- y(t) =k - F -sin(B¢t) (D
i det tilfzelde, hvor dempningen er ” lille”, dvs. hvor karakterligningens diskriminanten D = A —4-m-k<0.

2) Find den vaerdi af f for hvilken der er resonans.

Lesning:

1) For atfinde en partikuler lesning til differentialligningen (1) kunne vi anvende integralmetoden under benyttelse

af Ti89 (eller Maple), men det fremkomne udtryk viser sig at blive meget langt og sveert at reducere.
I stedet benyttes gettemetoden, selv om det ogsa giver besvarlige regninger:

y(t)=acos(ft)+bsin(ft), y'(t)=—afsin(ft)+bfcos(ft), y'(t)= —aﬂz cos(ft) — b,[ﬁ’2 sin(f t)

Ved indsettelse i (1) og ordning efter cos og sin fés:

(m-(—aﬁ2)+c-b-/3+k-a)cos(ﬁt)+(m-(—b/32)—c-a-ﬂ+k-b)sin(ﬁt):k-F-sin(ﬂ-t)

po—cm B+ k)a)

(—m-p*+k)a+c-f-b=0 e 7
dvs. By - = 5
A I EY 29 V.
c-p
2
y_—Gk=m ) y_—Ge=m-pHa b= (k_’”'ﬂz)k'F
c-p c-p (k—m~ﬂ’2) +(c-B)
g 2 = k-F-c- =4
—(k—m~ﬂ2) —(c-ﬂ)2 . @=— e B - y k.F.zc.ﬂ
s s T [ o

Vi har folgelig at den particlle losning kan skrives 22 =« ¢0S(S 0 + b sin(F 1)

Mere anskueligt kan svingningen udtrykkes ved amplitude og fase 22 = 4€0S(B+ @) hyor (4, ¢) erde polere

koordinater til punktet (a,-b) ( se eventuelt satning 2.2).
Som neevnt vil bidraget fra den homogene losning efter en vis tid blive betydningslest, hvorefter partiklen
praktisk taget kun udferer svingningen y(¢) = Acos(ft + @)

2) Resonans.
For visse vaerdier af £ har amplitude 4 et maksimum.

Vi har nemlig A =va? +5% = _ || _ k-F-c-p (k—m-p*)k - F

+

(kfm-ﬂ2)2+(c-ﬂ)2 (kfm-ﬂz)er(c-ﬂ)z

(c:p) +Gk=m g k-F

[(k—rn-ﬁz)z+(c-ﬂ)2J2 \/("‘m'/”z)2+(0'ﬂ)2

Da A er starst for neevneren mindst, skal man finde minimum af

=k-F
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f’(ﬂ):(k—m-ﬂ2)2 + (B =k>=2m-k- 2 +m?pr + 2B =m? B+ (P —2mk) B + kP
F1(B)=4m> - B2 +2(c? - 2mk) B

B c2 —2mk k c2

F1(B) =0 4m> - B> +2(c* —2mk) =0 B2 = T o ey
2m m

2m2

, 2
k c
Da punktet ma vare et minimumspunkt (grenene vender opad) fas, at amplituden er sterst for Z= m om2

Vi har altsa resonans for denne verdi af fog den sterste amplitude er

o kF ~ kF ~ kF _ 2mkF
max — - -
2 2 2 & ko 2ct L\/4mk s C\/4mk e
P L | R oty T —
m 2m2 m 2m2 " "

L 4

Eksempel 2.10. Tvungen svingning, resonans

Lad det i eksempel 2.9 angivne lod have massen m =4, lad fjederen have proportionalitetskonstanten k = 17 og lad
dempningsfaktoren ¢ = 4.

Lad endvidere loddet til tiden =0 befinde sig i en afstand af 3 fra hvilestillingen og der have hastigheden 0, dvs. y(0) =3

og »'(0) =0. (Samme talkonstanter som i eksempel 2.6)
Fjederens fastspaendingspunkt bevaeges nu til tiden t med en afvigelse y(7) fra det oprindelige fastspaendingspunkt pa y(¢) =2 - sin(f)

1) Lad g=1
a) Opstil differentialligningen for bevagelsen
b) Angiv den lesning, der svarer til ovennavnte begyndelsesbetingelse, og skitser grafen for ¢ €[0;67]
¢) Angiv den verdi af # for hvilken der er resonans, og den dertil svarende amplitude.

Lesning:

1) a) 4y"(®)+4-y'(t)+17 - y(t) =34sint

b) Ifelge eksempel 2.6 har den homogene differentialligning den fuldstandige losning
1

-—t
yp(t) = Ae 2 cos(2t + (p)
Af eksempel 2.9 fas, at en partikuleer losning er

o k-F-cB o 17-2-4-1 _ 136
(k_m.ﬂ2)2+(c.ﬂ)2 (17—4.12)2+(4-1)2 185
yp(t)=acost +bsint , hvor (k—m- f k- F (17-4-12)17-2 442
b _ -
(k=m-p) +e-p)? (17-a-12) (a0 195
1
. . 77[
Den fuldstaendige lgsning er y(ﬂ:—%cosﬁ%smth‘le 2 cos(2t+(/))

1

et /() = o sint + o A_2t(l (2+ )- 2sin(2 )j f
e y(t)—185s1nt+ 18Scost+ e - cos t+@)-2sin\2t+ @ as
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2. Differentialligninger af 2. orden

36, , 3 o 091 4o 691
{y(O):S Tgs T Acose= - 185cos @ - 185cosp __ [A=37714
»'(0)=0 442 1 442 691 2-691 193 @=01388
————Acos 2 Asin 0 _— = tanp =0 tanp = ——
185 2 ?- 7= 185 2-185 185 ¢ 2= 1382
1
136 442 -
y()——gc I+Esmt+377l4 ¢ cos(27 +0.1388)

2 2
Den partikulare lgsnings amplitude er 4 = a’® +b* = ‘/ (%) + (%} =2500

Dette stemmer godt med den folgende tegning, der ogsé viser, at frekvensen hurtigt bliver den samme som

ThAL
7ot

Man kunne tro, det var lettere at lose differentialligningen med Ti 89:
F3: C:deSolve(4* " +4* y' +17*y=34*sin8t) and y(0)=3 and »'(0) = (0,7,y) .

men resultatet bliver et meget kompliceret trigonometrisk udtryk, som er vanskeligt at simplificere.

2 2
©) f= ¢ _ T 9365
2 —_
m 2 4 2.4 —

Ay = 2mkF _ 2:-4-17-2 _ 272 222425

Aamk - aya.4.17-42 256 4 —

[ )

—y
1

o

e
1

ra
i
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Saglvanl i ge differentialligninger

3. Differentialligninger af n’te orden

3.1. Indledning.

Som de forrige afsnit viste, er det let at finde anvendelser der forer til differentialligninger af 1.
og 2. orden. Dette er ikke tilfzeldet for differentialligninger af tredie eller hgjere orden. Vi vil
derfor behandle emnet meget kort, og kun for differentialligninger med konstante koefficienter.

3.2 Denlinezre differentialligning af n’te orden med konstante koefficienter
Ved en linezr differentialligning af n’ te orden med konstante koefficienter forstas

dn n-1
Y +a, d J
1" de"™!

. ,a;,a, erreelletal og a, #0.

differentialligningen a, + ... +aq %ﬂzoy(t) =q(t) (1)

hvor koefficienterne a,,,a,_;, . .

Er g(¢) = 0 siges differentialligningen at vaere homogen.
Der gzlder da analogt til de tilsvarende satninger for 2’ordens differentialligninger, folgende :

Seetning 3.1 (lesning til linezer differentialligning med konstante koefficienter).
Lad y, () veere en partikuler losning til differentialligningen
n n-1
a, d y+aml d j/
dt" dt"
Den fuldstendige losning til (1) fas da ved til 'y ,(t) at addere den fuldstendige losning til den

. +a1%+aoy(t):q(t) hvor a, #0 (1)

n n-1
tilsvarende homogene differentialligning. a, 4y +a, c:; f/ . +a %+aoy(t)=0 (2)
t" t"
Den fuldsteendige losning til den homogene differentialligning (1) er givet ved
y@&)=Ciy;®O)+y, )+ ... +C,y,(t) hvor C,,C,, ... ,C, er vilkirlige (arbitrcere)
konstanter.
Funktionerne y,(t),y,(t), . . . ,y,(t) kan bestemmes ud fra de n rodder A, A,, . .. A,
i karakterligningen a, 2" +a, A"+ . .. a;A+a, pd folgende mdde:
Radder i karakterligning Tilhorende funktioner y,(t)
A er p gange reel rod M peeM M, L P

e’ cos(ar), e sin (at),
r+iw (ogdermed ogsd r—iw ) . o
er p gange kompleks rod. t-e” cos(ar),t-e” sin(ar),

2

t*-e" cos(ar),t* - e sin (ax),

1771 e™ cos (ar), 1?7 e sin (ax),

Satningen anfores uden bevis
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3. Differentialligninger af n’te orden

Eksempel 3.1. Differentialligning af n’te orden
1) Find samtlige losninger til differentialligningen:
dy d* d’ d’
28 Y 48128 Y 4162
dt dt dt dt
2) Find samtlige losninger til differentialligningen:
>y d* d’ d’
Y 4t 1t 165 -
dt dt dt dt

d
~302 4100y =0
di

2 30%+100y=4e3t +10¢—20

Lesning:
1) Maple kunne lase differentialligningen direkte, mens Ti 89 kun kan lese forste og anden
ordens differentialligninger.
Ti 89: Karakterligningen loses:
Mode, Complex format=Rectangular, F2, A:Complex =
csolve(2z"5-4z"4+127"3+162"2-30z+100=0,z). Resultat z = -2, z=1+2i, z =1-2i.
Da vi kun finder 3 redder ud af de 5 mulige, ma nogle af disse veere multiple radder.
For at undersoge dette opleses udtrykket i faktorer
MATH, ALGEBRA, factor(2z"5-4z"4+12z"3+162"2-30z+100=0,z)

Resultat:2(z+2)(2(z +2)(z2 =2z +5)?

Heraf ses, at det er 1+2i (og 1-2i) der er dobbeltredder.
Fuldstendig losning:

y(t) = Cie™* + Cye' cos(2t)+ Cye' sin(2r) + Cyte' cos(2t) + C,te' sin(2t)

2) Geettemetoden:
Geet: y(t)=ae > +bt+c, y'(t)=-3ae™> +b, y"(t)=9ae™, y"(t)=-27ae*
yP () =8lae™™, y© (r)=-243ae ¥ indswttes:

1
e ¥(-2-243a-4-81a—12-27a+16-9a+30-3+100a) = 4e > = -800a =4 < a=——

200

—30~b+100-(bt+c):10t—20c>100bt+100c—30b:10t—20:>100b:10/\1006—30b:—20<:>b:%/\c:—110—70

1 -3t 1 17 -2t t t t t
y=———e " +—t—+Cie = +C,e cos(2t)+ C,e sin(2t)+ C,te” cos(2t) + C,te’ sin(2t
»(t) 200 0’ 100 ¢ P (26)+ G, 2+ G, (26)+ G, (21)

Maple:
> ligning2:=2*diff(y(t),t$5)-4*diff(y(t),t$4)+12*diff(y(t),t$3)+16*diff(y(t),t$2)-
30*diff(y(t),t$1)+100*y(t)=4*exp(-3*t)+10%t-20:
> dsolve(ligning2); o
(=31) (

\ -, e . )f.‘// Y il ? 3 e cos(2
() 00 ¢ +1/) 700 + Cl ¢ + C2e'sin(2t)+ C3 ¢ cos(2¢1)

+ C4 e sin(2t)t+_C5e'cos(21)1
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Saglvanl i ge differentialligninger

4. System af differentialligninger af 1’te orden

4.1 Indledning.

Ved mange anvendelser vil man mede systemer af sammenherende differentialligninger. Det
folgende eksempel giver et eksempel herpd hentet fra elektriske kredsleb, og 1 naeste kapitel ses
pa mere avancerede eksempler hentet fra reguleringsteknikken.

Eksempel 4.1 Model af et elektrisk kredsleb
Lad der vaere givet det pa figuren angivne kredsleb

L=1 Henry C=0.25 farad
——]
A N
Atbryder i /‘\ /I_'
0N >/ R, 4 ohm

s | > Vi
8

R, =6 ohm

Opstil 2 differentialligninger til bestemmelse af i, og i,, idet det antages, at alle ladninger og
stromme er O til tiden ¢ = 0, hvor afbryderen lukkes.
Lesning:

di
Venstre kredsleb giver (se eventuelt eksempel 1.8) 1~d—lt1 + R, (i, —i,)=12

1
Hojre kredsleb giver: R, -iy + R, (i, —i 1)+E J i,dt = 0 som ved differentiation giver

di, di, 1
Ry+R)—2-R —L+—i,=0
( 2 1) dt 1 dt C 2

di
C0 4 —4iy =12
Indsettes de pa figuren angivne tal fas

—4=—L44i, =0
d dt

Vi har dermed 2 sammenherende differentialligninger til bestemmelse af i; og i, .

L 4

Deieksempel 4.1 fundne differentialligninger kan med de givne begyndelsesbetingelser lases ved
metoder vi udleder i naste kapitel. Imidlertid er dette ikke altid muligt, og man ma sa lese dem
ved numeriske metoder.

Metoderne vil veere generaliseringer af Euler (eller bedre af Runge-Kuttas metode), men vi vil her
ngjes med at benytte lommeregneren ved lgsningen.
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4. System af differentialligninger af 1. orden

4.2 Numeriske metoder til losning af sammenheorende differentialligninger af 1. orden.
Lad os betragte et system af 2 sammenherende differentialligninger af 1. orden.

{X’(l) = f(x(0), y(2))
y'() = f(x(2), (1))
Vi ensker at finde losninger x(¢) og y(¢) der opfylder ligningerne. Ofte ensker vi ikke at finde
den fuldstendige losning, men blot den partielle losning, der opfylder en given begyndelses-
betingelse (¢, ,xq, V)
Grafisk kan man naturligvis afbilde de 2 funktioner i et sedvanligt koordinatsystem, men ofte er
man mere interesseret 1 at afbilde parameterfremstillingen (x(7), y(¢)) 1 et x - y koordinatsystem

(kaldet et fasediagram).Det folgende eksempel demonstrere dette ved anvendelse af Ti89 og
Maple.

Eksempel 4.2. Numerisk lesning af sammenherende differentialligninger

Indledning: I et isoleret omrade er foden for en bestemt rovdyrart R hovedsagelig en bestemt
gresader G. Antallet af R athenger derfor af antallet af G. Nar der er mange af G i forhold til R
vil det bevirke, at antallet af R vil stige, da ungerne far rigeligt med fode. P4 et tidspunkt vil det
betyde, at der draebes flere af G, end der fodes, dvs. antallet af G falder. Sa bliver der hungersned
blandt de mange R’er sa deres antal vil ogsa falde, osv. En populer biologisk model for dette er
folgende

Idet antallet af R som funktion af tiden ¢ er x(¢) og antallet af G er y(¢) opstilles modellen:

? +kix(t)+kyx(t)-y(t)=0
dt ,hvor k,,k,k;o0g k, er konstanter.
k() + kyx(D)-y(0)

Det viser sig, at det ikke er muligt ved hjelp af Maple eller andre programmer direkte at
bestemme x(t) og y(t), s& man ma benytte en numerisk metode.

Problem: Lad et differentialligningssystem vare givet ved:

% +2x()—02x(2)-y(t) =0
dt med begyndelsesbetingelsen x(0) =2 og y(0) =5
=2y +x(0) ¥() =0

1) Skitser i intervallet 0 <¢ <12 funktionerne x(¢) og y(¢)i samme koordinatsystem.

2) Bestem pa basis af figuren den maksimale verdi af x(¢) og y(?).

3) Man ma forvente, at maksimum af antal graesaedere sker for maksimum af antal rovdyr.
Vurder pa basis af figuren om det er tilfeeldet, og angiv i bekraeftende fald tidsforskellen.

x(t
4) Skitsér vektorfunktionen 7 (¢) = ( EZD, 0<t<12 ,o0gfind 7(2.4)
Y

37



Saglvanl i ge differentialligninger

Leosning:
Ti 89:
1) Man isolerer de 2 differentialkvotienter:

dx dx
—t 2x(1)—02x(1)- y(£) = 0 o —2x(t) +02x(t) - y(2)

&
D v+ 3000 | L= 290)-x0) y(0)
dt dt
Mode , Graph=Diff Equations, Y=,
yl'=-2*y1+0.2*y1*y2
yil=2
y2'=2%y2-y1*y2
yi2=5
> | Axes =ON, Labels = ON, Solutions Method = RK, Fields=FLFOFF
WINDOWS, t0=0, tmax=12, tstep=0.1, tplot=0, xmin=-1,xmax=13, xcl=5, ymin=-1,ymax=20
OSV.
De to funktioner ses, at vare periodiske.

2) Med Trace findes: x(f) har maksimum 3.5
for 1=2.4, og y(f) har maksimum 17.5 for
t=1.8

3) Det ses som forventet, at maksimum af
antal graesadere sker for maksimum af
antal rovdyr.

Tidsforskellen er 2.4 - 1.8 =0.6. M

4) Y=, O |, Fields=DIRFLD, Y=, ENTER
Der vises en lukket kurve i x-y-koordinat-
systemet , samt et retningsfelt, hvoraf man kan skenne hvordan kurverne ville vere for andre
begyndelsesbetingelser.

x(1) 35
F3:Trace: Sett =2.4. Man finder »(¢) = =

y(@)) \106)°
Maple:
1) sysl = {diff(x(t),t) =-2*x(t)+0.2*x(t)*y(t), diff(y(t),t) =2*y(t)-1*x(t)*y(t)};
svsl o= /%»\'(U =-2x(t) +0.2x(t)y(t), %y(i} =2v(t) —x(t)y(t)]
[¢ ¢

begynd:={x(0)=2,y(0)=5};
hegvnd :=}x(0) =2 v(0) =5

Lb := dsolve(sys1 union begynd, {x(t),y(t)},type=numeric,output=listprocedure);
Lb:=[1 =(proc(t) ... endproc ),x(t) =(proc(t) ... endproc ),
v(t) =(proc(t) ... endproc )|
f:=subs(Lb,x(t)); g:=subs(Lb,y(t));

f=proc () ... end proc g :=proc (1) ... end proc
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4. System af differentialligninger af 1. orden

plot([f,g],0..12,color=[blue,red],legend=["x","y"]);

2) Affiguren afleses, at maksimum for y(t) ligger omkring t = 1.8 og maksimum for x(t) ligger
omkring 2.4
(1 7),g(1.8), g(1.9);
7A303223840070587, 17.5349802199422982, 17.4436455873006829
(2.3),f(2.4),f(2.5);
3.39849079965526934, 3.50258372659854105, 3.49646942987516552
Heraf ses, at x(f) har maksimum 3.5 for # = 2.4, og y(¢) har maksimum 17.5 for t=1.8
3) Det ses som forventet, at maksimum af antal greesaedere sker for maksimum af antal rovdyr.
Tidsforskellen er 2.4 - 1.8 =0.6.
4) with(DEtools):
DEplot( sysl, [x,y], t=0..12, {[0,2,5]} , x=-1..10,y=-10..40, stepsize=0.05,linecolor=blue);
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Saglvanl i ge differentialligninger

Vi ser en lukket kurve x-y-koordinatsystemet (fasediagrammet) , samt et retningsfelt,
hvoraf man kan skenne, hvordan kurverne ville vare for andre begyndelsesbetingelser.

f(2.4),2(2.4);
3.50258372659834105, 10.6795222381936360

- (x(2.4)] (3.5 ]
F(24) = =
y24)) \10.7)-

4.3.Numerisk losning af differentialligninger af 2 eller hejere orden.

Kan man ikke finde en eksakt losning til en differentialligning af hgjere orden, ma man
benytte en numerisk metode. Dette kan ske ved at ligningen omformes til et system af lineaere
differentialligninger af 1. orden, hvorefter det loses som vist 1 afsnit 4.2. Denne omformning
vises i nedenstaende eksempel.

Eksempel 4.3. Omformning af differentialligninger af 3 orden til 3 differentialligninger

af 1. orden.
d’y d*y 1 dy
Omform differentialligningen —= +/f —=—+———+¢- (¢) = sin(t
gningen -3 2Ty y(t) (7)
til 3 differentialligninger af 1. orden.
Losning:
Lad z= d_y’ w= %
dt dt

Vi har da systemet

d

_y =z

dt

dz

— =W

dt

aw 1

iVt wt—z+t-y=sin(t

7 2 y = sin(t)
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5 Lapl acetransformati on

5. Laplacetransformation

5.1. Indledning.

I eksempel 4.1 betragtede vi et elektrisk kredsleb, som forte til et system af differentialligninger
med konstante koefficienter. Vi var interesseret i at finde en bestemt (partikulaer) lesning som
opfyldte en begyndelsesbetingelse.

Et sddant problem loses nemmest ved en teknik, der kaldes Laplace-transformation.

Ogsd mere komplicerede problemer, hvori der indgar funktioner med “spring” og med
“forsinkelse” lases lettest ved denne metode.

Nedenstaende eksempel fra reguleringsteknikken viser netop et sddant problem, hvis lgsning
lettest sker ved anvendelse af Laplacetransformation.

Eksempel 5.1. Differentialligning med forsinkelse.
Figur 5.1 viser et system, hvor der fra tank1 efter starten til # = 0 kommer en koncentration af 1
kg/m® af et stof A. Til tiden ¢ = z sker en omkobling til tank 2, hvor koncentrationen varierer

periodisk som 5-sinzkgA/m?®. Hastigheden af stremmen ind i tank 3 er 3 m’/min. Vaske fra tank
3 pumpes gennem et langt ror (kolespiral) til tank 4. Hver vaeskedel er 1 minut om at gennemlebe
roret, og hastigheden af strommen fra tank 3 til tank 4 er 2 m’/min.

Rumfanget af tank 2 og tank 3 fremgar af figuren ligesom det ses, at der yderligere pumpes
vaske ud af de to tanke med den angivne hastighed.

Tiltidenf=0ery (0)=0,z(0)=0 ogrent vand i kelespiralen.

Lad y(¢) og z(¢) betegne koncentrationerne af et stof A i to tanke:

Bestem koncentrationen z(f) for alle #>0.

S minutters opholdstid 1 roret

|T;m]\ | | | Tank 2

2 mYmin
3 mY/min

() kg A/m’

. zkgm’ _
vkg/m . 2 m’/'min

; V=06om’ -
V=4 m"

Tank nr 3 lank nr 4

| mY/min +

Fig.5.1. 2 tanke med opkobling mellem tankl og 2
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Eksempel 5.1 illustrerer to veesentlige forhold for de differentialligningsproblemer, som kan

loses ved Laplacetransformation.

1) Man er kun interesseret i en bestemt losning bestemt ved en begyndelsesbetingelse for =0,
og man er kun interesseret 1 de fysiske storrelsers @ndringer fremad 1 tiden (for 1 >0)

2) “Input” mi gerne vere funktioner, der har “endelige” spring. I eksempel 5.1 sker dette ved at
man til tiden # = 1 kobler om fra en beholder til en anden, hvorved “input” f'(¢) bliver bestemt

1 for 0<¢t<l1
5.¢7" for t>1 '

Sadanne pludselige spring hidrerende fra abning af en ventil, atbrydelse af en elektrisk kontakt
eller tilsetning af en katalysator forekommer ofte.

ved den stykkevis kontinuerte funktion f(¢) = {

5.2. Laplace-transformation.

Lad 1 det folgende f(¢) vere en funktion som er “eksponentielt begraenset”, dvs. som er
stykkevis kontinuert pa ethvert endeligt interval for # > 0 og for hvilke der findes konstanter M
ogk,sa |f (1)< Me™™

t
Man kan vise, at sa vil det “uegentlige”’integral j e f(t)dt = 1jmJ- e f(t)dt eksisterer (for
0 t—>0d(

en passende stor veerdi af's). Vardien kaldes for den Laplace-transformerede af fog benavnes
L{f},F(s)eller f(s).

Eksempel 5.2. Laplacetransformation af ¢ ' .
Lad f(¢t)=e “, hvor a er en konstant.

0 0 e—(a+s)t !
L{ef‘" } = J e et = J e @It = lim| ———
0 0 t>o| = (a+s) .

. e—(a+s)t 1 1
= lim - =
t»o —(a+s) —(a+s) s+a

L {F } = f kaldes den inverse Laplace-transformerede.

1
Eksempelvis folger af eksempel 5.2 at L™ { } =e
s+a
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5 Lapl acetransformati on

Seetning 5.1. Linearitetsregel.

Lia- f(1)+b-g(t)} =a-L{ f (1)} +b- L{g(1)} (1)
LY a-F(s)+b-G(s)} =a- L' {F(s)} +b- L' {G(s)} )
i?(fil;initionen folger

Lia-f()+b-g(1)} = j: (a-fO+b-gn)e " di=a j : OB Y j OOO g(t)- ¢ *di = aL{ f (1)} + BL{g(1)}

Hermed er regel (1) bevist.

L{a- f(t)+b-g(0)} =aL{f (D)} +bL{g(t)} & L‘l{L{a f(t)+b- g(t)}} = L_l{aL{ F(0) +bL g(t)}}
Sa f(0)+b-gt)= L aF(s)+bG(s)} < aLl ' [F(s)| +bL {G(s)} = L7 aF(s) +bG(s)]

Hermed er regel (2) bevist.

| 4

Der er udarbejdet meget omfangsrige Laplace-tabeller'.

Iappendix 5.1 findes en tabel over de Laplace-transformerede af de almindeligste funktioner og
1 appendix 5.2 en tabel over de invers Laplacetransformede.

Det folgende 2 eksempler over anvendelsen af disse 2 tabeller.

Eksempel 5.2. Laplacetransformation ved anvendelse af tabel.

Lad f(f)=5+2"" +cos(3t). Find f(s)=L{f (1)}

Lesning:

F(s)= L5+ 27" + cos(3n)} = L{5}+ L{22" }+ L{cos(3n)} = SL{1}+ 4L{e " | + L{cos(3r)]
Afappendix 5.1 fas:

1 —tIn2 | _ 1
formel 13 5-L{1} =5, 4L{e }_4s+ln2

s
s?+32

- 5 4 1

Fo=2e 2y &

s s+In2 249

formel 4: L{COS(3f)} =

! Eksempelvis “G.E.Roberts and H. Kaufman: Table of Laplace-Transforms” W.B.Saunders Company 1966 (367 sider)
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Eksempel 5.3. Invers Laplacetransformation ved anvendelse af tabel.

3
Lad y(s)=Liy(?); = + .
L) s? +4s+13  2s% —5-3
Find y(¢).
Lesning:
—4+416—4-13 —4+6i
1) s> +4s5+13=0 5= S s= L o= 243

2
s? +4s+13=(s—(-2))* +3% =(s+2)* +32

L_l{%}:4.[1 % :4-13_% sin(3¢)
s*+4s5+13 (s+2)° +3 3

-1
1+\1-4-2-(-3 1+
2) 25 —s-3=0s= 2 ( )<:>S:TS:

3
2

3 3

: _
257 =53 2(s+1)(s—§)

Broken dekomponeres (se eventuelt “komplekse tal afsnit 6.4)

Ti89:MATH, ALGEBRA, expand(3/(2*x"2-x-3),x). Maple: convert(3/(2*x"2-x-3),parfrac,x)

3
52x-3) S(x+1)

Resultat:

3 1 3 a3 ) 353,
2% —s-3) 5 31 5 s+1] 5 5
2
3
»)=—e 262 —%e_t
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5.3. Laplacetransformation af differentialkvotienter.
Laplace-transformation er en metode til lesning af differentialligninger med konstante
koefficienter. Hertil anvendes folgende differentiationsregel:

Satning 5.1 . Differentiationsreglen.
Lad funktionen fog dens afledede £/, £, . . . , f ™ vare eksponentielt begransede.

S'éigaelderL{f’} =s-L{f} - 1(0)
L{f"}=s*-L{f} =5 f(0)- £'(0)
L{f" =57 L{f} =5 f(0) =5 f'(0)= f"(0)

L{f(n)}: Sn'L{f}_ Sn—l -f(O)— Sn—Z 'f’(O)‘ R S_f(n—Z)(O)_f(n—l)(O)

Bevis: Ved delvis integration fas
0 0 0 ! o)

L) = I ¢S f ()t = [e_“ f(t)] —J' FO( ) dt=0- 1) +s J (1) =)+ 5 L{ /)
0 0 0 0

Hermed er s@tningen bevist for n = 1.

Ved to gange at anvende den lige beviste formel fas:

L{f =5 L{f") =[O =s:(s- L[/} =/ O) =[O =5 - L{ [} =5- / (0) = /"(0)
Hermed er s@tningen ogsé bevist for n = 2.

Tilsvarende kan den for n = 1 beviste formel nu anvendes 3 gange, sa fire gange osv.
Pé denne made kan det indses, at setningen geelder for ethvert positivt helt tal .

Eksempel 5.4. Differentialligningssystem.
I eksempel 4.1 blev der opstillet det pé
figuren tegnede elektrisk kredsleb:

. . R L1 llenry C=0.25 farad
Der blev opstillet folgende 2 differentiallig- Sy | e
ninger til bestemmelse af i, og i,, idet det %6\ | L
. ., Albryder] i 1\ 1
antages, at alle ladninger og stremme er 0 til 0 <
tiden ¢ = 0, hvor afbryderen lukkes. = R~ ohm i\
E=12_—
\'011 j:
di, .. .
—L 4 —4i, =12 . YA
dtd ) Ji R, -6 ohm
1082 490 L4 =0
dt dt

med 7(0) = i,(0) = 0
Findi, (¢) og i, (£).
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Leosning:
Differentialligningssystemet Laplacetransformeres:
by T T 1 I = 12
si; —0+4i, —4i, =12— (s+4)i, -4, =—
N = S

10(s-7, —0)=4(s+7,—0)+47, =0 |=2s+i; +(5-5+2)-i, =0

Ligningssystemet kan nu leses som et almindeligt linezrt ligningssystem(2 ligninger med 2
ubekendte). Dette er vist til sidst, men det er sadvanligvis lettere at lose systemet ved
matrixregning (og Ti 89)

Ti89:

_ s+4 -4 12
Matricerne 4 = og B=| g
—2s 5s+2 0

Matricerne A og B indtastes:

APPS, Data/Matrix editor, New, Udfyld Type = Matrix, Variable = A, antal rekker=2 og sgjler
=2, ENTER, ENTER. Udfyld skemaet med matricen A, Home. Nu er matricen A indtastet.
APPS, Data/Matrix editor, New, Udfyld Type = Matrix, Variable = B, antal reekker=2 og sgjler
=1, ENTER. Udfyld skemaet med matricen B, Home Nu er ogsé matricen B er indtastet

12(55 +2)
s(ss2 + 14s+8)
24
552 +145+38

A,ENTER,~-1,ENTER * ,B,ENTER,ENTER. 4- X =B< X=A4"'-B=

MATH, ALGEBRA, expand(12*(5*x+29/(x*(5*x"2+14*x+8)),x),
N T H |
5x+4 x+2 «x s+ﬂ s+2 s

Resultat: i, =

20 4,1 1
5x+4 x+2 ¢ 4 s+2

Tilsvarende fas: i, =

4

-—t
i(H)=5 5 —8e ™ +3
Af formel 16 fas: A ,

——t
ir(H)=4e 5 —4e

Tegnes de 2 kurver i samme koordinatsystem fés
Som man ville forvente, vil
ij(t) >3 og i,(t)—>0 for t > oo.

=
!

w

(=]
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Héandregning:
12 i 3 1( +4) -0,
— _ In =——+—(s .1
(s+4)0] —4-iy =— 2Ty !
s &
- T T 3 1 B
—2S'l1+(5's+2)'l2:0 —2S-ll+(5-S+2)-[——+—(S+4)'l1j=0
s 4
- 3 s+4 - - 3 s+4 -
12:—;+ 2 I 12:—;+ Y
. (5-s+2)(s+4) 3(5~s+2)<:> _(5-s2+14s+8) 3(5-s+2)
i —2s+ 2 = : i 2 = .
-3 s+4 ~ 3 s+4 12(55+2) - 24
iy =——+ -1 i =——+ . > Iy =——F———
- s 4 - s 4 555 +14S+8)C> 5-57 +14s+8
o 12(5-5+2) T 12(5-5+2) c_ 12(5-5+2)
1= = = 7
s(5-5% +145+38) g s(5-5% +14s+38) 1 s(5-5% +145+8)

Eksempel 5.5. Differentialligning af 2. orden.

I eksempel 2.9 betragtede vi et lod som blev sat i tvungne svingninger.

Loddets bevagelse fandt vi var bestemt ved en anden ordens differentialligning, som blev lost
ved anvendelse af gettemetoden. I eksempel 2.10 blev konkrete der indsat konkrete tal for
loddets masse osv. Der enskes lost den derved fremkomne differentialligning ved anvendelse af
Laplace,

Los differentialligningen: 4yr(r) + 4 y'(£) +17- y(¢) = 34sin¢
med begyndelsesbetingelserne y(0) =3 ogy'(0)=0.

Lesning:
Differentialligningen Laplacetransformeres:

_ _ _ _ 34
4(s2y—s-0—3)+4-(s-y—0)+17-y =34 ERRE @(4s2 +4s+17)y =12+ 2

12 N 34
4s* +4s5+17 (s2 +4)(4s2 +4s+17)

S y=

Vi dekomponerer den sidste brok:
expand(34/((4*x"2+4*x+17)*(x"2+1)),x). Resultat:
12 544 s 1224 1 136 s 442 1

e 185 442 TT185 442 T185 52 41 185 52
4s° +4s+17 45 +4s5+17 4s° +4s5+17 s +1 s +1

—4++416-4-4-17 —-4+£16i 1

<|

45 +4s5+17=0 5= = ——+2i
8 8 2
12
4s® +4s+17 =4 (s+5) +2?
_ 136 s 249 1 136 s 442 1
y=+ + — +
185 1?2 , 185 1\? , 185 s2+1 185 5% 41
(s+) +2 (s+) +2
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Af appendix 5.2 formel 25 og 26 fis:
1

136 1. ) ot 249 _ 2 136 442
y(t)=——|cost——sint|e 2 +——-2-¢ % sint— cost + sin ¢t
185 4 185 185 185
1 1
136 — L 1 442
@y(t):ﬁe 2 cost+i-e 2 sint— 36cost+ sin ¢ ¢
185 185 185 185

5.4. Enhedstrinfunktion.

Som navnt 1 indledningen er en meget stor fordel ved Laplacemetoden er, at man let kan lose
problemer af den type der er naevnt i eksempel 5.1, hvor en omkobling fra en beholder til en
anden giver et pludselig spring i koncentrationen af det indstremmende stof. Det samme sker for
en elektrisk strom, ved afbrydelse af en kontakt, eller for trykket ved dbning af en ventil.

For at kunne behandle sddanne tilfeelde indferes den sdkaldte “enhedstrinfunktion” (ogsa kaldet
“Heaviside funktion™) u (“unit step function”)

Definition af enhedstrinfunktion # med spring i a.

0 for t<a fiour 5.2
u(t—a)= | for t>a (se figur 5.2)

A u(t-a)

~

4]

Fig 5.2. Enhedstrinfunktion med spring i a
4

Enhver stykkevis funktion /' kan udtrykkes ved hjelp af enhedstrinfunktioner (jeevnfer eksempel
5.6
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Eksempel 5.6. Stykkevis funktion udtrykt ved enhedstrinfunktion.

Lad funktionen
t+1 for 0<¢t<?2

f(t)=430e" for 2<t<5

sin(t) for 5<t<wo

(se figuren)

Udtryk f'(¢) ved enhedstrinfunktionen.

Lesning:

tl

sin(/)

o+

T

F(6)=(t+1) +(30~e" —(t+ 1))u(t ~2) +(sin(t) —30-¢" )u(t ~5)

Enhedsfunktionen benyttes sadvanligvis ved
problemer, hvor man “tender” eller “slukker” for

“kontakter” eller ventiler.
Dette er vist pa nedenstdende figurer.
Figur 5.3 viser funktionen f'(¢)

A1)

VAN,

Fig 5.3. Funktionen f(t)

I figur 5.3aer f(¢) blevet “forsinket” 2 sekunder (parallelforskudt 2 sekunder)
I figur 5.3b har funktionen veret slukket fra # = 0 til # = 2 og bliver sd “tendt”

4

S=2) u -2y =[AD ] jwimie »

4

Siysu(r - 2)

Fig. 5.3a. f (¢) forsinket 2

~V

2

Fig. 5.3b. f(?) teendes til tiden t = 2

~v

~Vv
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Funktionen givet ved f(¢#—a)-u(t—a) siges at vaere “forsinket med @” i forhold til /(¢ ), og vi
vil ofte blot skrive [ f (t)]

forsinket a *

5.5. Forsinkelsesregel
Seztning 5.2. Forsinkelsesregel..

Lad funktionen f vaere eksponentielt begrenset, L{ f (t)} = F(s)oglad a > 0.
Der gaelder:

L{f(-a)-ut-a) =™ - L{ (1)} ()
L{f()-u(t—a)| =e - L(f(t+a)) )
e Fof= 1 a)utt-a)= [ O] e 3)
Bevis:

: —a)-u(t—a); = Ooe_St~ —a)-u(t—a)dt = Ooe_St' —a)dt = ooe_s(t_a)«e_sa‘ —-a
(1) L{f(t-a)-u(t-a)) jo F(t-a)-ut - ayde j £t - ayde j £t - ayde

o0

Sattes x =t —a fis L{f(t —a)-u(t - a)} = e_SaI e f(x)dx=e%?. L{f(t)} dvs. formel (1) er bevist.
0
(2): Indsaettes g(z) = f(t —a) , hvorved g(t + a) = f(¢) i formel (1) fés
L{f(t—a)-u(t—a)| =e * - L{ f()} = L{g(t) - u(t —a)} =e~* - L(g(t + a)) dvs. formel (2) er bevist.

3) L{f(t —a)-u(t— a)} = ®. L{f(t)} = L*‘{L{f(z —a)-u(t— a)} =1 {e*‘” . L{f(t)} }} S f(t—a)-u(t—a)=e ™ L{f(z)}

L 4
Eksempel 5.7. Traening i forsinkelsesreglen.
Find
2 . 6*45'
1) Lie2 -u(t—4) 2) L
{ } s? +4
Lesning:
1) Ved benyttelse af formel (2) og appendix 5.1 formel 1 fas:
=2t oo o\ ds p [ =20+ | —4s -8 [ -2t _ 458
L{e u(t 4)} e L{e } e e L{e } e >
2) Ved benyttelse af formel (3) og appendix 5.2 formel 25 fas:
—4s
L‘l{zze }: 2{[1{ . ! . H =2~Fe—°’ sin(2t)}
s +4 s°+2 forsinket 4 2 forsinket 4
=sin(2(t —4)) - u(t —4) = sin(2¢ —8) - u(t — 4)
4

I eksempel 5.1 opstilledes felgende problem, som vi nu kan lese.
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5 Lapl acetransformati on

Eksempel 5.8. System af differentialligninger med forsinkelse

Figur 5.1 viser et system, hvor der fra tank1 efter starten til =0 kommer en koncentration af 10
kg/m® af et stof A. Til tiden ¢ = 7 sker en omkobling til tank 2, hvor koncentrationen varierer
periodisk som (5-sin# +5) kgA/ m’. Hastigheden af stremmen ind i tank 3 er 3 m*/min. Veske
fra tank 3 pumpes gennem et langt ror (kelespiral) til tank 4. Hver vaskedel er 1 minut om at
gennemlobe roret, og hastigheden af strommen fra tank 3 til tank 4 er 2 m*/min.

Rumfanget af tank 2 og tank 3 fremgar af figuren ligesom det ses, at der yderligere pumpes vaske
ud af de to tanke med den angivne hastighed.

Tiltidenf=0ery (0)=0,z(0)=0 ogrent vand i kelespiralen.

Lad y(¢) og z(¢) betegne koncentrationerne af et stof A i to tanke:

Bestem koncentrationen z(¢) for alle >0

| Fank | | | Tank 2 | I minuts opholdstid i roret

2 mmin

3 mYmin
fly kg A/m”

Zkgm? _—
2 m’/min

Vvke/m’
V=6m" ——

V=4 m’

Tank nr 3 Tank nr4

I mY/min +

Fig.5.1. 2 tanke med opkobling mellem tankl og 2
Lesning:
“Input” til tank 3 er givet ved at man til tiden? = 7 kobler om fra tank]1 til tank2
Den er derfor bestemt ved den stykkevis kontinuerte funktion
10 for 0<t<nr

f(@)= { eller

5+5-sint for t=27
f(@)=10+(5+5-sint—10)-u(t — ) =10+ (5sin(z) = 5) - u(t — ) .
Opstilling af differentialligninger.

For tankene 3 og 4 opstilles massebalancen IND + PRODUCERET = UD + AKKUMULERET
som et differentielt regnskab over, hvor mange kg A der passerer ind og ud i et tidsinterval

[¢;t+de]:

Tank 3:

IND: 3-f(t)dt,

PRODUCERET: 0 (da der ikke produceres A i tanken)
UD: L-y(t)-dt+2-y(t)-dt =3-y(¢t)-dt

AKKUMULERET: d(4-y(t) =4-d(y(¢)) (daderitankener4ykg A og der sker en differentiel

@ndring i denne mangde )
Dette giver ligningen: 3- f(¢)dt +0=3-y(¢)-dt +4-dy

51



Saglvanl i ge differentialligninger

Tank 4:

IND: 2-y(¢—1)-u(t—1) da der det forste minut kun leber rent vand ind i tanken, og derefter

med en koncentration svarende til den der var i tank 3 for 1 minut siden.

PRODUCERET: 0 (da der ikke produceres A i tanken)
UD: 2-z(¢t)-dt

AKKUMULERET: d(6-z(t) = 6-d(z(t)) (da der sker en differentiel &ndring i meengden af A i

tanken)
Massebalancen: 2-y(t—1)-u(t—1)dt +0=2-z(¢)-dt +6-dz
Ved division med d¢ fés differentialligningerne:
dy
3-f(®)=3-y1)+4-—
f(@)=3-y() ”
2-y9(t-D-u(t-1)= 2-2(t)+6-%
Afligning (1) fés: 4-%+3-y(t) =3-(10+(5-sin(t) = 5) - u(t — )

Ligning (1) Laplacetransformeres:

B e _ 30 . [ssinz+1-cosm
45 F43.5=3 -+ 5e L{sin(t+ m)-1}] (st =+ 15e ™| —F -

s?+1?
30 [ 15 15 ] .
S y= - + e
s(4s+3) \(4s+3)(s? +1) s(4s+3)
Ligning (2) Laplacetransformeres:
s = _ _ _ e - 1 _
2 -y=2-Z2+6s- 2 Bs+)z=e" - yz=¢"
3s+1
Ligning (3) indsettes i ligning (4) og vi far:
o1 30 15 15 s
z=e - ‘ - + e
3s+1 \s(4s+3) \(4s+3) (s> +1) s(4s+3)
» 30 (H,m( 15 15 j
(Bs+1)(4s+3)s (4s+3)(s? +D)(Bs+1)  s(4s+3)(3s+1)
De to breker dekomponeres ved at benytte Ti89 (expand)
30 :es’( 32 54 &jzef-s P SN |
Bs+1)(4s+3)s 4s+3 3s+1 s 3 1 s
s+ S+—
4 3
i, 15 _ tims [ 192 8139 27 ]
(45 +3)(s> +1)(3s+1) 25(4s+3) 103s+1) 50(s> +1) 50(s +1)
s [ 48 127 1 39 s 27 1

TR0 2 1 50 2
25S+é 10S+é 50 s +1 50 ¢°+1
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oo gt gl yqod| e[ M8 1 27 1 39 s 27 1,1 L5l
3 s 25 3 10 1 50424+1 50s2+1 3 [
S+ — S+ — S+— S+ S+— -
4 3 4 3 4

z =

er=e . 8;—18L ~(+7)s _2 1 +§ 1 _ﬁ S _2 1
PR 25S+§ IOS_'_l 50 s2+1 50 ¢% +1
4 3 4 3

Ved tilbagetransponering (appendix 5.2 formel 16+25) fas

1 1
+10—| te -5-—
s K

3 1 1
-t ——t -t -t
z(t)=|8e * —18e 3 +10 + —2e 4 +§e 3 +£cost+£sint—5
25 10 50 50
forsinket 1

forsinket 1+7

Det ses som forventet, at for store vardier af tiden 7 vil koncentrationen naerme sig til
39 27 .
z(t) =5+ . cost + 0 sint =5+ 0.9 cos(—0.606) , dvs. tanksystemet har dempet

svingningerne fra en amplitude pa 5 til en amplitude pé 0.9.
Graferne for “input” og “output” er folgende (tegnet 1 Maple):

L1 E—
104
8_
B_
6_
5
_ \ r
2 4 B 8 1m0 12 14 0

¥

b
=

[gu]
g}

-
=
[ap]
[
—
)
—
)
.
.
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Eksempel 5.9. Elektrisk kredsleb udsat for en “firkantimpuls”.

. V(1)
C—0.25 Farad

B - | |

v(7)

~ AN

R=4 ohm

[
e s

Find stremmen i(¢) i ovenstaende kredsleb

hvis det i tidsrummet 2 < ¢ <4 bliver pafort en firkantimpuls pd 5 volt. I tidsrummet 0 <7 <2 er
i(t1)=0.

Lesning:

Ligningen for kredslebet kan skrives (se eventuelt eksempel 1.8)

1 (! 1 ¢!
Rei(e) +— [ i0)de = v(e) & 4-i(0)+— [ i(odr = (s
(7) CO() (1) (7) 0'250() (1)
Ved differentiation fas 4 a +4-i(t) = L
dt dt

Ligningen Laplacetransformeres: 4(s-i —0)+4-i =sv -0 4(s+1)-i = sv

v(t) = (5-0)-u(t —2)+(0-5) - u(t —4) = 5-[u(t = 2) —u(t — 4)| vzs-(leJS—le‘“j
) N

4(S+1)-l'_=S\7<:>4(S+1)'ZT=5-S'§(€_2S —e_4s)c>f > (e_zs —e_4s)

T A(s+1)
0 for 0<¢<2
2
i(t)=§([e_t] . —[e_t] ' j = ée_(t_z) =5Le_t for 2<¢t<4
4 forsinket 2 forsinket 4 4 4
2 4
é(e_(t_z) —e Y ] = Me_t for t>4
4 4
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¢ =

5.6. Dirac’s deltafunktion

Ofte antager en fysisk storrelse store vaerdier 1 et meget kort tidsrum. Det sker eksempelvis, nér
en kondensator kortsluttes, eller nar man pludselig tils@tter en stor mengde salt til en oplesning.
For at kunne behandle sddanne tilfelde betragter vi funktionen

1
— for a<t<a+e¢ s

58(1—61): & Z —
0 ellers

(jeevnfer figuren)

o a+l‘ [
. 1 1 1 1 1
Viharo,(t—a)=|—-0|-u(t—a)+|0——|-u{t—a——|=—|a(t—a)—u(t—a——
£ £ g ¢ £
Laplacetransf fas: L{5,(t }-1(1 as 1 <a+e)sj _1-e7
aplacetransformeres fas: (t-a)(= 5 S e =T ¢ -
, . . . 1= se™®
Benyttes I’hospitals regel fas lim = lim =1, dvs.
>0  s¢& >0 8

as

L{3,(t- @)} —gre
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Man definerer derfor Diracs deltafunktion 5(f —a) ved, at L{5(t - a)} =e v,

o(t —a) er ikke en saedvanlig funktion, men ved de fornavnte problemer, hvor der pludselig

opstér en kortvarig “impuls”, er det praktisk, at opfatte den som en sedvanlig funktion.
Dette illustreres i folgende eksempel:

Eksempel 5.10. Dirac’s deltafunktion.

Lad os igen betragte tankproblemet i eksempel 5.8. men nu antager vi yderligere, at der i tank1
6 minutter efter starten haeldes 20 kg rent A.

Vi gnsker igen at finde koncentrationen z(¢) for > 0.

Lesning:

For tank1 bliver IND: 3- f(¢) +20-6(¢ — 6)

d
Resten er uendret, dvs. differentialligningen bliver 3- f(¢) +20-6(¢ —6) =3-y(¢) +4 7);

Ligningen Laplacetransformeret bliver derfor som for, kun med leddet 20- e 5 tilfojet.

_ _ 10 B ) _ 30 B s-sinz+1-cosz 1 6
4.5 5+3.3=3 —+5 " Lisin(t+ 1)~ 1}| & (4s+ Dy=—+15.¢ ™ | ——F——5——-—|+ 20"
s N s +1 N
_ 30 [ 15 15 ] 200 g
oy= - > + e "+ e
s(4s+3) \(4s+3) (s> +1) s(4s+3) 4s+3

Dette giver igen
30 ~ e_m,,).,( 15 15 j s 20

Ny

=e

. +
(Bs+1)(4s+3)s (4s+ 3)(S2 +1DBs+1)  s(4s+3)3s+1) (4s+3)(3s+1)
. . 1 1
Dekomponeres det sidste led fis 4 1" 4 —3
S+— S+
3 4
Dette led tilbagetransponeres, og den samlede lgsning bliver derfor:
~ —%t 1 —%t 1 52 —%t 63 —ét 39 27 | 4 —%t 4 —%t
z(t)=|8e * -18e * +10 + ~55¢ +loe +Socost+sosmt—5 +|de 3 -4e
forsinket 1 forsinket 1+ 7 forsinket 7

For sammenligningens skyld, er losningen tegnet forst for det oprindelige tanksystem , og derefter
med tilsetning af 20 kg A.
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Som det ses, betyder tilsetningen af 20 kg A, et spring i “output”, men derefter stabiliserer det
sig igen .
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Appendix 5.1. Tabel over Laplace-transformerede

((s )2+ w2)3

Nr £ L{f ()} = F(s)
—at
. e 1 , a =0: 1
a=0: 1 s+a s
K e 1 a=0. L
a=0: t (s +a)? s
| e nz0hel 12:3-...n —g, 123
a=0: " (s+ a)n+1 s
cos(awt + @) s-cos(@) — o - sin(p) 0=0: s
4 (spec. ¢=0) s% +w? ’ . s% +w?
5 t-cos(at + ) (s2 - a)z)cos((p) —2m -5 -sin(@) 2 _ 02
(spec. ¢=0) 5 5 0: 2
(s2 +a)2) (s2 + wz)
6 2 -cos(wt + @) (2s3 - 60)23) cos(p) + (— 6w-5> +2- 0> sin(p) 263 — 6w2s
(spec. p=0) 5 L3 -0 2, 2\
(7] B
7 e - cos(ar + ) (s +b)cos(p) @ sinp) 0 sth
5 =0 —0——
(spec. ¢p=0) (s+b)2 + o> (s+b)2 +°
—-b
2 t-e"" - cos(at + @) ((s+b)2—a))COS((/?)—2'0)'(5+b)'3in((/’) (s+b)2 - w?
(spec. ¢=0) 5 2
((s+b)2+a)2) ((S+b)2 +a)2)
o | e eoswirg) | (Bt st n)eostore-6r0-en? 20t sine) b 602 4h)
j— - . 3
(spec. ¢=0) ((S+b)2 +a)2)3 ((S +b)2 + wz)
sin(awt + @) s -sin(@) + @ - cos(p) 0: @
10 (spec. ¢=0) 5%+ w? ’ . s% + w?
o t-sin(art + @) (s2 _ a)z)sin((/)) +2w - 5-cos(p) 20 s
(spec. =0) 0
2 ’ 2 9)?
(SZ n a)Z) (s +ow )
" 2 -sin(@t + @) (253 - 6(025) sin(p) + (6a) s 2. a)3)cos(¢) 6052 — 2w
(spec. p=0) 3 ’ 3
(sz +a)2) (S2 +a)2)
13 e sin(awt + @) (S + b) -sin(@) + @ - cos(¢) 0 @
1) ¢ =V —F
(spec. ¢=0) (s +b)2 +o° (s+ b)2 +o?
bt
” t-e " sin(wt + ) ((S+b)2 —co) sin(@) +2-@ - (s +b) - cos(p) 20(s +b)
(spec. p=0) 3 ’ ) 2\2
((s+b)2+a)2) ((S+b) to )
s 2P sin(ot + @) (2(s+b)3—6w2(s+b))sin<<p>+(6-w-(s+b)2+2w3 cos(p) . 6-@-(s+b)? -20°
(spec. p=0) '

((s + b)2 + a)z)3
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Appendix 5.2

Appendix 5.2. Tabel over invers-Laplace-transformerede

Det forudsettes, at F(s) er en bruden rational funktion, hvor navneren er af hgjst fjerde grad

Andengradspolynomier med komplekse redder a +ib omskrives til (s — a)2 +52.

Nr | F(s)=L{ /(1) [y =LF(s)
1 e—at
16 1544
1 Lot
17 (s-i—a)2
1 1 n-1 —at
B ray (n-1D)!
s l—at)-e ™
19 (s-i—a)2 ( :
s 2) at
t——at” e
20 (s+0:)3 (
2
1 K] P a2t2 efat
(s+a)3
s 12 3\ —art
22 (S+a)4 (Et ——at )e
52 2 2.3
23 t—at® +—a’t’ |e ™
(s+a)4
5 22 1 33)
24 1-3at+—=a"t a’t’ |e
(s+a)4
1 .
- )
2 s+ +12 b
s a . - 1 /2 2 —at . -1 a
e cos(bt) — —sin(bt je at  eller —vVa“ +b*e “sin(bt + ¢), ¢ =tan (——)
26 (s+a)2 +b> ( (br) 5 (bt) 5 (bt +9), ¢ 5
a7 | ———— |~ cos(br) + —sin(br)
((Ha)z +b2)2 262 263
28 % %e_at cos(bt)+(é—;?]e_m sin(ht)
2 2
((s+a) b )
2 2 2 2,2
29 > 5 b Ste cos(bt)+(a +3b —it]e_at sin(br)
3 2 ~2) 2 a2 2 2
30 | | |1t oy 4| T T T D
((s +a)’ + b2) 26 263 2b
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Opgaver.

d1.1.

d1.2.

d1.3.

d1.4.

d1.s.

d1.6

60

d 1
Lad der vaere givet differentialligningen &
dt t+y+3

Der onskes i intervallet 1< < 3 tabellagt den losning, for hvilken y(1) =2

1) Der onskes anvendt Eulers metode svarende til skridtlengden 2#=2 og h = 1.
(mellemregninger skal anfores)
2) Benyt lommeregnerens Euler program til at finde (3) med en skridtlengde pa 42 =0.5.

. . R d
Lad der vaere givet differentialligningen d—); =t-Iny

Der onskes 1 intervallet 2 < ¢ < 3tabellagt den lgsning, for hvilken y(2) =12

1) Der onskes anvendt Eulers metode svarende til skridtlengden 2 =2 og h = 1.
(mellemregninger skal anfores)
2) Benyt lommeregnerens Euler program til at finde y(3) med en skridtlengde pa 4 =0.5.

d 1
For differentialligningend—); =t +—-onsker man i intervallet [0 ; 2 ] at bestemme den

partikulere losning y = y(¢) , der svarer til begyndelsesbetingelsen y(0) =1 ved hjelp

af Eulers metode.
Forst benyttes skridtsterrelsen 42 =2 og man finder y(2) =3.500.

1) Beregn med en skridtsterrelse pd #=1 vardien af y(1) og y(2) . Metoden skal klart

fremga af besvarelsen (det er altsa ikke nok med et regnemaskineprogram).
2) Benyt lommeregnerens Euler program til at finde y(2) med en skridtlengde pa 2 =0.5.
Giv pé dette grundlag en vurdering af hvor nejagtig y(2) er beregnet.

d
Lad der vaere givet differentialligningen d_)t; =32 (y+1).

Find den lesning y(¢) som opfylder begyndelsesbetingelsen y(0)=7.

d
1) Find den fuldstendige losning til differentialligningen d_)t/ 4 t#+1

2 b
t~ -1
2) Find og skitsér den partikulaere lasningskurve, som gir gennem punktet (¢, y) = (0,1) .

b
;2
2) Find og skitsér de partikulere leosningskurver, som gir gennem henholdsvis

(D=, @0)=(.5) og ()= (10

d
1) Find den fuldstendige losning til differentialligningen d_)t; = , t#0



Opgaver

d
d1.7. 1) Find den fuldsteendige losning til differentialligningen d_Jt/ =2t-(y-1)?2.

2) Find og skitsér de partikulaere lasningskurver, som gar gennem henholdsvis (z, y) = 2,1)

og (¢, y) = (0,0).

d1.8 Lad y(z) vere antallet af individer bakterier i en bakteriekultur til tiden ¢.

1) Som arbejdshypotese har man at individantallet eges med en hastighed der er

proportional med det gjeblikkelige antal af individer y(#)(maélt 1 tusinder). Lad

proportionalitetsfaktoren vere £.
a) Opstil en differentialligning til bestemmelse af y(z) .

b) Find y(?) i det tilfzelde, hvor k = 1.5 og antallet af individer til tiden # = 0 er 100.

2) Da de malte tal ikke stemmer overens med de beregnede, opstiller man nu den hypotese,

at pa grund af mangel pa naring, bliver faktoren & erstattet af storrelsen b—a -y, hvor
konstanterne a og b er positive.

a) Opstil en differentialligning til bestemmelse af y(¢) .

b) Find ( eventuelt ved at benytte Ti89 eller Maple) y(¢) i det tilfeelde, hvor a =3.4 og

b=2-10"* og antallet af individer til tiden ¢ = 0 er 100.
c) Benyt Ti89 eller Maple til at skitsere ovennavnte losningskurve.
(Denne S-formede kurve er et eksempel pé en sakaldt "logistisk kurve").

d1.9. 1) Find samtlige losninger til differentialligningen

& _ -1
dt "=y’ t>IAny#0

2) Find og skitsér de 2 partikulare losningskurver, som gar gennem henholdsvis punktet

d1.10

d1.11.

d1.12.

(t,y)=@2,Dog (£,y)=(24)

1) Find (eventuelt ved at benytte Ti89 eller Maple) samtlige losninger til
dy_ il
dt y? .t In(r)
2) Find og skitser den lgsningskurve, der gar gennem punktet (z, y)=(2, -1)

differentialligningen , t>1Ay<0

1) Find (eventuelt ved at benytte Ti89 eller Maple) den lesning til differentialligningen

dy y-1

dt  21—1

, der gar gennem punktet (¢, y)=(2, 5).

1) Find den fuldstendige losning til differentialligningen
d

t 2 () =32, >0,
dt

2) Find og skitsér den partikulere lesningskurve, som gér gennem punktet (¢, ) =(1,2).
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d1.13.

d1.14.

d1.14.

d1.15.

dl1.16.

d1.17.

62

d
1) Find den fuldsteendige losning til differentialligningen 2 d_y —t-y(t)=t,
t

2) Find og skitsér den partikulare lasningskurve, som gar gennem punktet (z, y) =(0,0).

1) Find den fuldstendige losning til differentialligningen
d 1
A+20% _yiy=1, t>-=
dt 2
2) Find og skitsér den partikulare lasningskurve, som gar gennem punktet (¢, ) =(0,0).

1) Find den fuldstendige losning til differentialligningen
t%+(z2—l)-y(t):2t3, t>0

2) Find og skitsér den lgsningskurve, som gar gennem punktet (z, y) =(1,2).

Eksperimenter viser, at den hastighed hvormed et legeme afkeles i en luftstrom er
tilneermelsesvis proportional med T - T, , hvor T er legemets temperatur og T, er
luftens temperatur (Newtons lov for atkeling i en strem).

Lad temperaturen T, i luftstrommen konstant vaere 30° C. Legemets temperatur er
100° C til tiden =0 og 70° C til tiden =3 min. Hvorndr er legemets temperatur blevet
40° C.

Lad grafen for funktionen y(#) for ¢ > 0 vaere en kontinuert kurve &, og lad punktet P
veare et vilkarligt punkt pa kurven.

Lad endvidere A,(t) og A,(¢) vere de pa figuren afgreensede arealer mellem & og
henholdsvis x - aksen og y - aksen.
Find funktionen y(¢) sddan at

Dy)=1 og
2) A,(t)=3-4,(t) foralle >0

[ et preeparat vil antallet af '*C-atomer, som henfalder radioaktivt pr. tidsenhed vaere
proportionalt med det gjeblikkelige antal tilstedeveerende '*C-atomer. Der gar ca. 5700
ar, inden 50% af '*C-atomerne er henfaldet. Hvor lang tid gar der, inden 90% af 'C-
atomerne er henfaldet ?



Opgaver

d
d1.18. 1) Find samtlige lesninger til differentialligningen 2(z —2) d_Jt/ +y(t)=-1, t>2

2) Find den lesning til ovennavnte differentialligning, som er bestemt ved y (3) =0

Skitsér grafen for y(¢).
d1.19. 1) Find eventuelt ved at benytte Ti89 eller Maple) samtlige losninger til
d
differentialligningen(r2 + 1)d—“: vip(t) =13
2) Find og skitsér grafen for den lesning, der opfylder begyndelsesbetingelsen
©=-2
y 3

d1.20. Benyt Ti89 eller Maple til at finde den losning til differentialligningen

d2.1.

d2.2.

d2.3.

d2.4.

d2.s.

&
di

(t—2)(12 +1) +(—2t2 +67+1))-y(t) —1, 1<2

2
som opfylder begyndelsesbetingelsen y(0) = 3

Find samtlige losninger til hver af differentialligningerne

d? d
£ 42 4y =0
dt? dt

d’y _dy
dt t

d2
%-E%—ﬂﬂ=0

+30y(£) =0

2
Find den lesning til differentialligningen %i[ 5; — 2% +5y =0, der opfylder

t t
begyndelsesbetingelserne 1(0) = \/5 og y'(0)= 2\/5 )

Losningen enskes angivet savel pa formen C,e” cos(wt) + Cye” sin(wt) som pa

formen Ae” cos(wt + ¢).

Find samtlige losninger til hver af differentialligningerne
D) y"(O)+5y" () +4p(0) = €' 2) YO +5y' (O +4p(0)=e’
Find samtlige losninger til differentialligningen 2y"(¢)+16y'(¢) +32y(t) = e 41

Find samtlige losninger til differentialligningen y"” +4y’'+6y = 5Ssint
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d2.6. Find samtlige lgsninger til differentialligningen y" —2y'+y=t-e"".

2t 2

d2.7. Find samtlige losninger til differentialligningen y"+4y'+4y=e = +8¢°.

d2.8. Find samtlige losninger til differentialligningen y" +4y =4sin(2¢)

d2.9. Find samtlige losninger til differentialligningen y"+4y’'+13y = 132

d2.10. Find samtlige losninger til differentialligningen y"+6y'+9y = e !

d2.11. Find samtlige losninger til differentialligningen y" +4y’'+13y = 272

d2.12. 1) Find samtlige losninger til differentialligningen

d’y ., dy Lo
——+2—+5y=5¢t+4e +2sint
dt* dt
2) Find den partikulere losning, som opfylder begyndelsesbetingelserne y(0) =0
ogy'(0)=1

2
d 2y+%—2y=6ef — 44

2) Find den partikulere losning, som opfylder begyndelsesbetingelserne (9) =1 og
y'(0)=2.

d2.13. 1) Find samtlige losninger til differentialligningen

d2.14. Benyt et matematikprogram (som Ti 89 eller Maple) til at finde den leosning til
2

d
differentialligningen d_zy - IOd—); +26y(1) = 2e’ cost+e' sint+e> cos(2t)
t

1 1
som opfylder begyndelsesbetingelserne y(0) = Py og y'(0)= Py

d2.15. Benyt et matematikprogram (som Ti 89 eller Maple) til at finde den leosning til
differentialligningen " (¢) — 3" (£) + 2(¢) = (t2 + t)e3f
som opfylder begyndelsesbetingelserne y(0) =1 og »'(0)=-1.

d2.16. Find den fuldstaendige losning til differentialligningen
d’y _d
X1 8% 116y =5sin2s +3¢7
dt dt

t
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d2.17.

d2.18.

d2.19.

d2.20.

d3.1

d3.2.

Opgaver

I et elektrisk kredslab med en vekselspaendingskilde E ogen
indskudt modstand R og en spole med selvinduktion L -
serieforbundne, jfr. figuren - gelder for tiden 7>0 idet
1=1(1) betegner stromstyrken og den "pétrykte"

elektromotoriske kraft E=E, cos(a)t —gj folgende

dl R E
differentialligning: —+—1=—"sinwt .
dt L L

R
Find, idet R = 100 Ohm, L = 20 Henry, E,,=220 Volt og @ = 7 den lgsning til

differentialligningen, for hvilken 7 (0)=0.

d* 1
Find samtlige losninger til differentialligningen ——+y=——, ¢ € [— z ; E}
d cost 4 4

Vink: Benyt integralmetoden.

Find (eventuelt ved benyttelse af et matematikprogram som Ti89 eller Maple) samtlige
losninger til hver af differentialligningerne

1) y"()+4y(t)=0

2) y"(t)+4y(t) = e’ cos(2t)

- , O<t< z

sin(2¢) 2

Find dernest den partikulere losning til differentialligningen (1), som opfylder
begyndelsesbetingelserne y(0) = 0 og »'(0) =1. Lesningen skal skrives pd formen
A-cos(at + @)

3) "(0)+4y(1) =

Find (eventuelt ved benyttelse af et matematikprogram som Ti89 eller Maple) samtlige
losninger til hver af differentialligningerne

D 2y"(0)+3y"(0)+y(t) =0

2) 25"(0)+ 3y () + y(1) = —
e +

Find samtlige lgsninger til hver af differentialligningerne
D y"(0)=3y"(1)+3y"(1) - y(1) =0

2) YD +6y"(1)+5y"(1)—24y"(1)-36y(1) =0

H 2P O-3P O3 0.y"(0)=0

Find samtlige losninger til differentialligningen
y"(t)=5y"(t)+11y'(t) = 15y(¢) = 32¢”" —20sint
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d3.3.

d3.4.

d3.5.

d3.6.

d3.7.

d3.8.

d.3.9.

d4.1.

d4.2.

ds.1.

66

Lad et polynomium vere givet ved P(z) =2z> +5z2 +6z+2 .
1) Find samtlige redder i polynomiet P.
2) Find samtlige losninger til differentialligningen 2y"" +5y" +6y’'+2y =0

t

3) Find samtlige losninger til differentialligningen 2y"” +5y" + 6y’ +2y =te”

1
Find samtlige losninger til differentialligningen »"" =3y +2y =1 - 5

Find samtlige losninger til differentialligningen
YO0 +3yC 0+ 6y (1) +8y D (D) + 9y (1) + Ty" (1) +4y'(1) +2y(1) = 0

Find samtlige losninger til differentialligningen " + 3y" = 3¢
Find samtlige losninger til differentialligningen y® (£) + 2 "(¢) + 2(¢) = 0

1) Find (eventuelt ved hjelp af et matematikprogram som Ti89 eller Maple) samtlige
losninger til differentialligningen y"'(¢) —62y"(¢)+25y'(¢) +82y(t) =0

2) Find den lesning til ovennavnte differentialligning som opfylder betingelsen
y(0)=0, y'(0)=-6, y"(0)=13

Find samtlige losninger til differentialligningen y""(#) +27y(t) = ' +sint

Lad et differentialligningssystem veare givet ved

x'=2x+2y
. x(0)=0, »0)= -7
y'=3x-y
Skitser i intervallet 0 <¢ <10 funktionerne x(¢) og y(¢) i samme koordinatsystem
ved benyttelse af et matematikprogram (Ti89 eller Maple).

Lad et differentialligningssystem veare givet ved
y'=2y+3z

l — =
selpiz KO0 A0

Skitser i intervallet 0 <¢ <10 funktionerne y(¢) og z(¢) i samme koordinatsystem
ved benyttelse af et matematikprogram (Ti89 eller Maple).

Lad f(t)=6+4-e " -cos(2t)+2t+3 Find f(s) = L{f(?)}



ds.2.

ds.1.

ds.2.

ds.3.

ds.4.

ds.s.

ds.6.

ds.7

ds.s.

Opgaver
Lad f(f)=3+4t-e* -cos(t +§) 467 — 2T Lot

Find f(s) = L{ f(?)}

Find L‘l{ > os+16 }

s+4 2 +45-5

) _ 5
Find L 1{ 3 S2+ }
s =35 —4s+12

FindL_l3+2S +27
s+2 7 —6s+8 s(s°+65+25)

Find L' l+ 2 + il + 1
1n 2 2 2 2
s (s+3)° sT+254+26 (57 +29)

d
Lad der vare givet differentialligningen d—); +y =sint

Find ved hjelp af Laplacetransformation den losning y(¢) (¢ € [O; oo] for hvilken
y(0)=1.

d
Lad der vare givet folgende differentialligning: 2 d_Jt} +3y=4+6t+11e .

1) Find uden at benytte Laplacetransformation den lesning, for hvilken det gelder, at

y(0)=8
2) Find ved at benytte Laplacetransformation den lesning, for hvilken det gaelder, at

»(0) =8.

d
Lad der veare givet differentialligningen 7);+ 3y=T7+ t* +2¢”  med

begyndelsesbetingelsen y(0) = 6
Find ved hjelp af Laplacetransformation lesningen y(z) (¢ e[O; OO]

d’ d
Lad der vaere givet differentialligningen 2V & 3y=4de”’

dt*  dt
Find ved hjelp af Laplacetransformation den losning y(¢) (f € [O; oo] for hvilken

PSP
YO =0, Z(O)=1.
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ds.o.

ds.10.

ds.11.

5.12.

5.13.

5.14.

68

dzy

dt*
Find ved hjelp af Laplacetransformation den losning y(¢) (¢ € [O; oo] for hvilken

dy —t
+2—+y=e
a7

Lad der vare givet differentialligningen

W
yO) =1, —-(O)=-1.

dx
—+x—-y=2
a7
dy
——x+y=0
a7

Lad der vaere givet differentialligningssystemet

Find ved hjelp af Laplacetransformation den losning y(¢) (t € [O; oo] for hvilken
x(0)=1, »(0)=0.

Lad der vare givet differentialligningssystemet

Find ved hjelp af Laplacetransformation den losning y(¢) (f € [O; oo] for hvilken
x(0)=0, »0)=1.

dx
o y(2)
Lad der vaere givet differentialligningssystemet

dy

— = x(t)+1+e ¥
R

Find ved hjelp af Laplacetransformation den losning x(¢) (¢ € [O; oo] for hvilken
x(0)=0, y(0)=4.

Find y=y(¢), (¢ e[O;oo]) ved hjelp af Laplace-transformation for folgende

@ +3y—-dz=e"'
differentialligningsproblem: cht , »(0)=0. z(0)=0
—Z+y+7z= —2e”"
dt
d
== 2(0)
Betragt differentialligningssystemet dt med y(0) =3 og z(0)=-3
'z
— = —y(t) - 2=(t
7 y(t) = 2z(1)

Find (7).



Opgaver

Lad y=y(¢t) og z=z(¢) betegne koncentrationerne af et stof A 1 to tanke:

3ke A m3 OkeA m?3
S mS/ time 2m3 time
L S — _ — S
— = == = 4m-2> umc e
R 5
viike A/m?2 3 7 ke A m?
v [ke ] L Im-/dme [k ]
R
1m3 Im>-

1. - .
2m>2/ time 5md/time

Til tiden ¢ = 0 timer er koncentrationerne i tankene y(0) = z(0) = 1 kg A/m’.

Find z(¢) for alle ¢ €[0; o[ ved hjelp af Laplacetransformation.

5.16. Lad x(¢), y(¢) og z(¢) betegne koncentrationen af et stof A 1 tre tanke.

| m¥/time

-
I 'm*/time SREREIN o L
time = m time 2 m/timg 2 m/time
— —— : BT Sl
1x kegA/m: o kgA zkgA/m
I kg Arm] i
2m 2m’ 2m

Til tiden t = 0 er koncentrationen i tankene x(0) = 1 kgA/m’®, y(0) = 0 og z(0) = 0.
Find z(t).
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5.17. Lad y(¢) og z(¢) betegne koncentrationerne af et stof A 1 to tanke:

Til tiden ¢ = 0 timer er koncentrationerne i tankene y(0) = 0 og z(0) = 0.

_> N
¢ =T ke A/ m?d

ETRERINN
—~ = ————— T3t i 3o
x— = = = Zm- nme & 4m2 time
. p  C . s R
vike Aym? 1 7 ke A m?
- [\ ] 2m2 time I: c :I
N M
Im- m3

Find z(¢) foralle 1 > 0.

2t for 0<¢t<1

5.18. Udtryk funktionen f(¢)=<e'’ for 1<7<3
2  for 3<t¢

2t for 0<r<1
5.19. Givet funktionen f(f)={e'™" for 1<t<3.
2 for 3<¢

Find /s Laplacetransponerede f (s) = L{ f (t)}

1
) ) —t for 0<¢r<2
5.20.Givet funktionen f(z) =12

e’ for t>2

Find /s Laplacetransponerede f(s) = L{ f (t)}

5.21. Givet funktionen f(¢)=

et for t>3

Find /s Laplacetransponerede f(s) = L{ f (t)}
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5.22.

5.23.

5.24.

5.25.

5.26.

5.27.

5.28.

5.29.

5.30.

e for 0<t<2

Givet funktionen f(¢) =14 for 2<tr<3.

t for 3<¢

Find /s Laplacetransponerede f(s)= L{ f (t)}

Find L{u(t—ﬁ)sint}og L_l{ 2 e_4s}

(s+5)°
Find Ll{ie“}
s? +4s+13

Find L} ﬂ
52 +5s5+4

-3s5
Find L~ {4@33 +L}

s? +18s+82
2% =4
. 1
Find L ; >
(s +4)
Find L '{e™ 25
(2s—1.(s2—4s+8)

Find L' 3482 3s2
s+ D(s+D)"(s” +2s+5)

2 for te€[0;]]
1) Skitsér grafen for x(¢#) =<4 for ¢ €[l;2]
0 for te€[2;00

Opgaver

2) Find y(t) (¢ €|0;0|ved hjelp af Laplacetransformation for differentialligningen
gning

dy
= 12y =x(1), 0)=0
o+ x(1),  ¥(0)

3) Skitsér grafen for y(?).
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Saglvanl i ge differentialligninger

5.31. Lad funktionen f'(¢) vere givet ved folgende “gaftelforskrift”

0 for 0<¢r<2
f()= %t—l for 2<t<4

lt—l—e_‘” for 4<t¢

1) Skitsér grafen for f{¢)
2) Opskriv funktionen f(t) udtrykt ved enhedstrinfunktionen w.

3) Find den Laplacetransformerede L{ f (t)} .
4) Find den lesning til differentialligningen

dy 1
d—i +20(0) = /(1) for hvilket y(0) =1.
Losningen skal dels udtrykkes ved enhedstrinfunktionen u og dels ved en “gaffelforskrift”.

d
5.32. Lad der vaere givet differentialligningen d_)t; +3y(¢) = f(t), hvor

4e”" for t>1n2

1) Skitser grafen for f{¢).
2) Find den lesning til differentialligningen y(z) som svarer til begyndelsesbetingelsen

»0)=1

e’ for 0<t<In2
f(@)=

5.33. Der er givet differentialligningssystemet
d*y dz

Y = )=102(1)=0
dr* dt 4 2¢! for 0<t<3
iz dy _d OLD =10 for 133
G2 Y s ) +102(1) = x(1) or 1=

dr*  dt dt

Find z (), svarende til begyndelsesbetingelsen y(0) =2 og y'(0)=z(0)=z'(0)=0.

5.34. Der er givet differentialligningssystemet

dy dz
PRI I for 0<r<2
hvor x(¢) =
dy B e’ for t>2
——+z(t) =
dt

Find y (7), svarende til begyndelsesbetingelsen y(0) =0 og z(0)=1.
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Opgaver

1+sin(2¢t) for 0<t<rx
5.35. 1) Lad f(¢) = .
l+e " -sin(2¢) for t>nx
Beregn L{f(t)}
2) Lad y(?) og z(¢) betegne koncentrationerne af et stof A i to tanke:

S minutters opholdstid 1 roret

‘ o 2 m*/min

[ty kg A/m’

3Im/min * m
v kg/m’ vkgm'oo,
S s S UE 2 m/min
2m im’

| mYmin +

Det viste system startes til tiden = 0 med y(0) = 0, z(0) = 0 og koncentrationen 0 i
spiralreret.
Opstil differentialligningerne til bestemmelse af koncentrationerne y(¢) og z(¢).

3) Find den Laplace-transformerede z(s)

_ 6e ™" .
4) Lad Z(S) = m . Find Z(t)

5.36. Lad x(t) og y(t) betegne koncentrationerne af et stof A i to tanke:

fin ke A'm? I mYtime h(r) kg A/m’
I m/time + { I m¥/time
x(1) kg A/m’ V(OkeA/m’ 5 time
Im’ I'm’
q 0 0 for 0<t<l ht) 0 for 0<r<l1
Ccr cr t)= (0] =
1 for 1<t 8 1 for 1<t

Find y(t) nar x(0) =0 og y(¢) =0
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Saglvanl i ge differentialligninger

d’y d
5.37. Lad der vaere givet differentialligningen d_zy +4 d_J; +3y(t)=2-0(t—5)+x(t)
t

hvor x(t) = € for 0=7<2 og o er Diracs deltafunktion.
g
0 for 2<t

Find den lgsning y(¢), som svarer til begyndelsesbetingelsen y(0)=0, y'(0)=2
Lesningen gnskes angivet som en stykkevis defineret funktion (en gaffelforskrift som x())

5.38. Lad y(¢) betegne koncentrationen af et stof A i en tank:

Til tiden t =4 timer hacldes
2 kg rent A 1 tanken

A

0 ke A/m’

- (/) kgA/m’ .

2 mytime 2 mtime

Im’

Systemet startes til tiden ¢ = 0, hvor y(0) = 1 kg A/m’
Find y(¢) for t >0

5.39. Lad y(¢) og z(¢) betegne koncentrationerne af et stof A i to tanke:

0 kg A/m’ Til tiden t = 3 timer heeldes
2 kg rent A 1 tanken

S mtime

() keA'm? 8 m'/time “(OkgAm’

Smi/time
My

4 m’

2m’

3 mYime

1
Til tiden t = 0 er koncentrationerne i tankene y(0) = 0 kgA/m’ og z(0) = 3 kgA/m’
Find z(7).
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Opgaver

5.40. En vaske cirkulerer mellem tre tanke med en hastighed p4 4 m*/time. (se figuren). Til tiden
t=0galder x(0) =1, y(0)=z(0)=0. Efter 2 timers forleb heldes der pludselig 2 kg rent

A itank 1.

L:tter 2 timer haeldes
2kerent Attank |

4m time
4m’ timg +4m’ time
= ) (i B
vkeAm koA m’ “keA m
0.3m Im Im’
P e )
tank | tank 2 tank 3

Find z(¢) for t > 0.
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