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FORORD

Dette notat giver en indfering i de grundlaeggende begreber for analyse af reelle funktioner af to og
flere variable. Specielt behandles optimering udferligt.

Forudsztninger: Der forudsettes et kendskab til differentialregning svarende til nedenfor anferte
note om “Matematiske grundbegreber”. I afsnit 2.4.3 forudsettes endvidere at man har kendskab
til grundleeggende regneregler for matricer svarende til kapitel 1 i nedenfor anferte note om
matricer.

Regnemidler: Der vil i eksemplerne blive vist hvorledes man kan foretage beregningerne med
“matematiklommeregneren” Ti 89.

Da man mé forudse, at man senere vil skulle kunne anvende et egentligt matematikprogram, sa
angives ogsa nogle af ordrerne i programmet “Maple”

Enkelte eksempler er hentet fra lerebogen “Bjarne Hellesen, Mogens Oddershede Larsen:
Matematik for Ingenierer bind 2.

Andre noter i samme ““serie” er
“Matematiske grundbegreber”
Giver en kort gennemgang af definitioner og regneregler for de mest almindelige reelle funktioner
af 1. variabel, disses differentiation og integration,
“Vektorer”
Indhold: 1) Vektoreriplanogrum,  2) Rumgeometri(relationer mellem punkt, linie og plan)
3) Kurver i plan givet ved en parameterfremstilling
“Komplekse tal”
Indhold: 1) Rektangular og poler form, eksponentialfunktion, 2) Binom- og andengradsligning
3) Oplesning af polynomier i faktorer og dekomponering
“Matricer og linezere ligninger”
Indhold: 1) Regneregler for matricer,
2) Lineere ligningssystemer, herunder lgsning af overbestemt ligningssystem
“Differentialligninger”
Indhold: 1) 1. orden (seperable, lineare, numerisk losning) ,
2) 2. og hgjere orden med konstante koefficienter,
3) Laplacetransformetion til lesning af differentialligningssystemer og
differentialligninger med forsinkelse
“Fourieranalyse”
Indhold: 1)  Reelle Fourierraekker, 2) Fourierraekker pa kompleks form, 3) Fouriertransformation
4) Diskret Fouriertransformation

Alle de n@vnte notater kan 1 pdf-format findes pd adressen www.larsen-net.dk

januar 2006 Mogens Oddershede Larsen
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1 Gundl aggende begreber

1 Grundlaeggende begreber

1.1 Indledning

Man siger, at der foreligger en (reel) funktion f af n variable x,x,,...,x, hvis der til ethvert

talset (xl 3 X0 ety xn) i en definitionsmeangde D er tilordnet netop ét reelt tal f(xl 3 X5 5ees xn)

For kortheds skyld vil vi ofte skrive /(x) hvor x = (xl 3 X9 e ,xn)

Eksempel 1.1. Funktioner af flere variable

1) f(xl,x2)=\/4—x12 +x§ er en

funktion af 2 variable x,,x, med definitions-

mangden D = {(xl,xz )‘xl2 + x% < 4}

(cirkelskive med radius 2, se figuren).

2) Trykket P af en bestemt gas afhanger af temperaturen 7, rumfanget ' og mol-antallet n
n-R-T

bestemt ved funktionen P = f(V,T,n) = , hvor R er en konstant.

¢
1.2 Funktion af 2 variable

1.2.1. Grafisk fremstilling.
En funktion af 2 variablez = f(x,y) vil grafisk sedvanligvis kunne fremstilles 1 et rumligt

koordinatsystem som en flade med “bakker” og “dale”.
En sédan rumlig tegning kan veere vanskelig at forestille sig. Man vil derfor ofte i stedet tegne
“niveaukurver” , som svarer til hegjdekurver pa et geodatisk kort. Ligesom en dygtig
orienterinsleber kan se landskabet for sig ved at betragte hgjdekurverne pa et kort, kan man
ved at studere niveaukurverne fa et godt indtryk af fladen.

f(x,y)= k} hvor f(x,y) harenkonstant veerdi

k. Pé figur 1.1 er der vist niveaukurver for en funktion med et lokalt maksimum samt den
samme funktions 3-dimensionale udseende. Pa figur 1.2 er de tilsvarende figurer tegnet for
et lokalt minimum, og pé figur 1.3 er der tegnet en funktion med et saddelpunkt (disse
begreber defineres mere praecist i et senere kapitel).

En niveaukurve er en punktmangde {(x, y
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Fig. 1.1. Niveaukurvediagram og tredimensional graf for funktionen

2 2
f(x,y)= 100-6_‘/(x_2) P20 com har med maksimum.

Maple: with(plots): > contourplot(100*exp(-sqrt((x-2)"2+2*(y-3)"2+x*y)),x=-6..6,y=0..6);
> plot3d(100*exp(-sqrt((x-2)"2+2*(y-3)"2+x*y)),x=-6..6,y=0..6);

Ti 89: Mode: Graph = 3D, Y= (indtast funktion), rude | ,veelg akser m.m., F2, Valg ZoomStd,

[
ade wse, o

<

1
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Se pa figuren, og eventuelt: i Windows @ndre xmax osv, ved piletaster @ndre hvorledes grafen ses, tryk pad X,Y og Z for at se

i akseretninger.

Niveaukurver : Tryk pa | . Jo starre Grid veelges jo mere detaljeret bliver tegningen, og jo lengere tid tager det et tegne den

Fig. 1.2. Niveaukurvediagram og tredimensional graf for en funktion
g, =(x=2)" +(y=3)> —x-y+10

with(plots):
> contourplot((x-2)"2+(y-3)"2-x*y,x=0..10,y=0..10,contours=20);
> plot3d((x-2)"2+(y-3)"2-x*y,x=0..10,y=0..10);

med minimum.
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Fig. 1.3. Niveaukurvediagram og tredimensional graf for en funktion
h(x,y) = (x=2)* =(y=3)? —xy+ 10 med saddelpunkt.

Maple
> contourplot((x-2)"2-(y-3)"2-x*y+10,x=-2..6,y=-2..6,contours=20);
> plot3d((x-2)"2-(y-3)"2-x*y+10,x=-2..6,y=-2..6);

Saedvanligvis er det alt for besvaerligt selv at tegne en rumlig flade og dens niveaukurver.
Kun hvis niveaukurverne er velkendte kurver som linier, cirkler hyperbler og parabler kan det
vaere hensigtsmaessigt selv at skitsere fladerne. Det folgende er et eksempel herpa.

Eksempel 1.2.  Grafisk fremstilling af enkle funktioner af to variable.
Der onskes en grafisk fremstilling af funktionen f'(x, y) = 4/x? + y?

Lesning:

Y
Lad z=qx?+y? \

Forst tegnes nogle niveaukurver.
Lad a > 0 vaere en given konstant.

y
Viharda: z=a < x2+y2=a®x2+y2:a2 ﬁs
>

Niveaukurverne er folgelig cirkler med centrum i (0,0)

se fig. 1.4.

Heraf kan sluttes, at fladen ma veare af form som en “rund
skdl” med minimum 0 i punktet (0.0).

Fig. 1.4.
For at fa et “tveersnit” af “skalen” skeres fladen med 7
xz-planen ved at indsatte y = 0 i ligningen z = \/x* +y? . A
Vifirda: z=vx? ©z= |x| (se fig. 1.5).
z=|x|

v

Fig. 1.5. 3
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Vikan nu se, at “skalen” er en kegle med spidsen
nedad.
(se fig. 1.6).

4

1.2.2 Partiel differentiation

Hvis man for funktionenz = f(x, ) holder y konstant pd verdien y, sd vil f(x,y,) vare en

funktion af én variabel x.
Er denne funktion differentiabel, sd kan man pé sedvanlig méde finde dens aflede funktion.

2
Denne kaldes f’s partielle afledede med hensyn til x og skrives 7f (x,yg)eller f.(x,y,) .
X

2
Tilsvarende defineres f’s partielle afledede ﬁ_f med hensyn til y .
y

. . . . af .. ..df
Tegnet & leses "bladt d" og markerer, at funktionen har flere variable. Dette indebaerer nemlig, at é’—f (imodsatning til d_f )
x x

ikke uden videre kan opfattes som en brek i beregninger.

Eksempel 1.3. Partiel differentiation
Lad funktionen f vaere givet ved f(x,y) = %xz -y? +% ¥+ 1

2
o 2
1) Find de to partielle afledede —f og —f

ox oy
2) Find—é)f (0,1) og —ﬁf (0,1).
ox oy

Lesning:

1) Idet vi opfatter f som en funktion af x alene, dvs. opfatter y som en konstant, fis umiddelbart
of 1 P 1

—x,y)=—x-y" +0+—

ox (x.) 2 4 2

of 1
Tilsvarende fas ——(X,») = —x? Yty
oy 2

of 1 af
i = 3s——(0,1) == go——(0,1) =1
2) Ved indsettelse af (x,y) =(0.1) fas Py (0.1) 5 0g 5y (0.)
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Safremt det af sammenhangen klart fremgér, hvilket punkt (x,y) der er tale om, udelades det ofte

2
af betegnelserne, sdledes at man kun skriver —— og —f
ox oy

Andre skriveméder.

f . ) Jz
I stedet for —— skrives ofte f{ eller —nar z= f(x,y) .
Ox Ox

. . ’ . . . .
Undertiden skrives [5—ZJ hvor der forneden er angivet, hvad de andre variable er. Eksempelvis kan energien E af en gas
X

. . .. OF .
enten opfattes som en funktion af tryk og rumfang eller som en funktion af tryk og temperatur. Derfor ville 57 vere et tvetydigt

JE JF )
symbol, mens | ——| og |[——| er entydige.
JapP y JP r

Geometrisk tolkning af partielle afledede
De partielle afledede kan som anskueliggares i eksempel 1.4 geometrisk tolkes som heldnings-
koefficienter til tangenter.

Eksempel 1.4. Geometrisk betydning af partielle afledede.

Pé fig. 1.7 er tegnet grafen for f(x,y):%xz-y2+%y2+%x for0<x<1 og 1<y<2

P4 figuren er k| skeringskurven

mellem planen y =1 og grafen
for f mens k, er skeringskurven

mellem planen x = 0 og grafen
for f.

Fig. 1.7. De to partielle differentialkvotienter i (0,1)
er heeldningskoefficienterne for tangenterne T, og T,

Den plan, som er bestemt ved tangenterne 7, og T, kaldes tangentplanen for grafen for f'i
punktet (0,1).

o
é’—f (0,1) er heldningskoefficienten af tangenten 7', til kurven &, for (x,y) = (0,1)
X

of

Sy (0,1) er heeldningskoefficienten af tangenten 7, til kurven k, for (x,y) = (0,1).
y
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Partielle afledede af hejere orden.
: : . of of
Har fpartielle afledede af forste orden i definitionsmangden D, kan e (x,y) og S0 (x,)
X y

igen opfattes som funktioner af to variable i D. Hvis disse nye funktioner selv har partielle

afledede, siges f at have partielle afledede af anden orden i D. Disse skrives

>f 0 (afj >f 0 [afj >f _i(ﬁjo >f _i[ﬂ]
ox)’ oy* Oy\dy) éxdy ox\oy) =dydx Iylox

: @ kR 113 . s o0l ﬂzf = ﬂzf

For de to sidste “blandede” afledede gaelder, at de “saedvanligvis™ er ens, dvs, Sx0y dyox

Ox? C Ox

Eksempel 1.5. Partielle afledede af anden orden
1

x?-y? +% Y2+ Ly de partielle afledede

I eksempel 1.3 fandt man for funktionen f(x,y) = 5

of 1 5, 1 of 1,

— (X, y)=—x-y " +— og —(x,y)=—x"-y+

S o) =T x A gﬁy( Yy=Zx e yty

1) Find de partielle afledede af anden orden for funktionen f.

2) Find verdierne af ovennavnte partielle afledede i punktet (x,y) = (0.1).

Lesning:

2
N >’f é’(ﬁfj_ 5(lxy2+lj:ly2

&

oxr dx\dx) ox\2 2) 2
f a(afj 5(1 s j
= = — X y+y :x-y
oxJdy Jdx\ 2y ox\2
2
2
5f2: ﬁ( fj: o (lxzy+yj:lx2+1
oy dy\dx oy\2 2
Da de blandede anden aflede er ens, er det unedvendigt at beregne den anden kombination
>f _i(ﬂfj
é’yﬁx_ﬁy Ox
2 2 2
» “Lon=1, TLon=1, -ZL -1
X 2 Oy oxoy

L 4

Analogt defineres partielle afledede af hejere end anden orden, og ogsd for disse kan
differentiationernes raekkefolge normalt vaelges vilkarligt, f.eks.

o>f  _ of  of
Ox3ydx Ox*JFy JOydx?

Ved mere komplekse funktioner kan det veere arbejdsbesparende at benytte et matematikprogram
til beregningerne.

'Dette gelder for alle funktioner som er dannet af de seedvanlige stamfunktioner, jeevnfer evt. setning 1.1
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Eksempel 1.6. Partiel differentiation ved benyttelse af Maple og TI 89

) 2
Find—f og a ]; af funktionen f(x,y)=x-e*’ +cos( Zx ]
X ox yo+1
Lesning:

12
Ti89: “differentialet 4 star over 8-tallet é}—f o d(x*eN2*y)tcos(x/(y"2+1)),x)
X

Maple: > diff(x*exp(2*y)+cos(x/(y"2+1)),x);

sin( x j
y2+1

y2+1

Resultat: e’ —

5 -

2
TI8Y; j—f - d(d(x*eN(2*y)+cos(x/(y 2+1)),x),X)
X

Maple: > diff(x*exp(2*y)+cos(x/(y"2+1)),x,X);

—cos[ s j
y2+1

Resultat: 2
(v +1)
4
1.2.3 Greaensevardi, kontinuitet, differentiabilitet
De folgende definitioner pa graensevaerdi, kontinuitet og differentiabilitet er generaliseringer af

tilsvarende begreber for funktion af 1 variabel.

Intuitivt kan man forestille sig kontinuerte funktioner som funktioner, hvis graf er "ubrudt". Pa
figur 1.8 er vist nogle ikke-kontinuerte funktioners grafer.

z 7

/

Fig. 1.8. Nogle ikke-kontinuerte funktioners grafer.
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Pé basis af disse definitioner, kan man vise felgende s@tninger, som gor, at det er nemt at afgere
om en funktion af flere variable er differentiabel.

Seetning 1.1
Har en funktion f kontinuerte partielle afledede i en 4ben maengde D, da er f differentiabel i D
(og dermed ogsa kontinuert).

Til at afgere om en funktion er kontinuert galder folgende:

Satning 1.2.
Enhver funktion, der ved "sadvanlig regning" (f +g,f —g,f - g,i , /o g) kan dannes ud fra
g

standardfunktionerne (exp, In, potens, sin, cos, osv.), blive kontinuert i sin definitionsmaengde.

Eksempel 1.7. Kontinuert funktion.

In(v —
1) Bestem definitionsmangden for funktionen f'(x, y) = cos(x - y3 )+ n(y—x) .
x+y
2) Skraver definitionsmangden i et Xy - koordinatsystem y
3) Bestem de verdier af (x,y) for hvilke f'er kontinuert. 4
4) Bestem de verdier af (x,y) for hvilke f'er differentiabel n
Lesning:
. 1,) \\ //

1) cos(x y? ) er defineret for alle vaerdier af x og y. Sy >\

In(y - x) er defineret fory—x>0< y > x

Navneren x+y#0& y#—x

Definitionsmengden D = {( X, y)| PSXAYFE— x} Fig. 1.9. Definitionsmeengden D

2) Pa figur 1.9 er definitionsmangden D skraveret.

3) Da de indgdende funktioner er kontinuerte hvor de er defineret, og f er fremkommet ved
sedvanlig regning, er funktionen kontinuert i D (i hver af de to skraverede delmeangder).

4) Da de partielt afledede er kontinuerte i D (ses umiddelbart), er funktionen differentiabel i D.

L 4

I det folgende gives en kortfattet gennemgang af definitionerne for granseverdi, kontinuitet og differentiabilitet
Gransevaerdi.
Graensevardi for en funktion af to variable defineres analogt til greenseverdi for en funktion af én variabel.

Lad f(x,y) have definitionsmeengden D. Lad endvidere a vere et reelt tal, og lad (xq,y) veere et punktiD.
Hvis f(x,y) ervilkérligtet' pd a, blot (x, y) er tilstreekkelig taet pé (xg, o) sigervi,at f(x,y) har greenseveerdien

a for (x, y) gdende mod (xg,yq) . Viskriverda f(x,y)—>a for (x,y)—> (xp,y9) eller lim =a
(X,y)_’(xo 3y0)

Da definitionen af grensevardi er analog med den der gelder for funktioner af 1 variabel geelder ogsa de samme

regneregler.

' Da “vilkarlig teet” ikke er saerlig praecist, er den pracise definition felgende:
For ethvert £>0 eksisterer et d >0, séledes at det for alle (x,y) € D gelder, at

0< \/(x—x())2 +(y—y0)2 <§:>|f(x,y)—a|<g .
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Kontinuitet

DEFINITION af kontinuitet. Lad f'(x,)) have definitionsmengden D oglad (xg,yq) vere et punktiD. Vi
siger da, at f'er kontinuert i (xp, o) , hvis  f(x,y) = f(x¢,»9) for (x,»)—> (x9,¥0)

Hvis f er kontinuert i hele sin definitionsmaengde, siger vi kort, at f* er kontinuert.

Differentiabilitet.
En funktion f* af én variabel siges som bekendt at vare differentiabel i x( hvis der findes et reelt tal « , sddan at
S (xo +Ax) = f(xp)
Ax

—a for Ax—>0

S(xo +Ax) - f(xp) — - Ax
Ax
Den sidste skriveméade vil generaliseres til funktioner af 2 variable.

Dette kan skrives —0 for Ax—>0

Lad f'veere en funktion af 2 variable med definitionsmangden D, lad (xg,yg) €D og (xg+ Ax,yy+Ay) €D .
Lad endvidere vektoren Ax = (Ax,Ay)

DEFINITION af differentiabilitet.

Funktionen f siges at vere differentiabel i (xg,yo) hvis der findes en vektora =(aj,@y) sddan at

f(xo+Ax1,yo+Ay|Z?|_f(x0»yo)—“'A" —0 for AX—>0

1.2.4 Tangentplan
Lad funktionen f'vare differentiabel i et punkt (x,,y,) oglad z, = f(xq,y) -

Lad k,vere skaringskurven mellem planen
y =y, oggrafenfor f, og T, vere tangenten

til £, med reringspunkti (x,,y,) .
Tilsvarende er k, er skeringskurven mellem
planen x = x, og grafen for fog T, er tangen-
ten til &, .

Fig. 1.10. Tangentplan i (x,,y,)

Den plan, som er bestemt ved tangenterne 7, og 7, kaldes tangentplanen for grafen for fi
punktet (xg,y).

N of of
Ligningen for tangentplan :z= f(xo,yo)+z(x0,y0)-(x—x0)+ é,—y(xo,yo)(y—y())

Bevis:
P '
Lad for kortheds skyld f z—f(x()ay()) og fy :5_f(xO’yO)
Jx ay
1

Da fy erhaldningskoefficienten for tangenten T, til kurven k; har en retningsvektor for 7, koordinaterne a =| 0

/¥
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0
Tilsvarende erp =| 1 | retningsvektor for 7, "
Ty
1Y (o) (-n
En normalvektor til tangentplanen er folgelig a x b= [0 } |1 |=|=fy
) ) b
Planens ligning bliver felgelig — /Y - (x —x¢) = f}, - (¥ = yp) +1-(z—29) =0 X3

Eksempel 1.8. Tangentplan
Lad der vere givet funktionen f(x,y) = %xz -y? +% Y2+ 1

2
Find ligningen for tangentplanen til funktionen /i punktet (0,1).
Lesning:
. 1 , », 1 5 1 of 1
I eksempel 1.3 fandt man for funktionen f(x,y)=—x"-y"+=5y +=x at —(0,]) == og
4 2 2 Ox 2
of 1 11 1 1
——(0,1) =1.1det £(0,]) == fas ligningen: z=—+—(x-0)+1-(y-) = z=—x+y——
5y() f(0,1) = 5 fas ligning Sty @0 +1(y=1 R
| 4
1.2.5. Differential

Differential for funktion af 1 variabel
Folger vi grafen for en differentiabel funktion y = f'(x) fra et punkt med abscissen x, til et punkt

med abscissen x, + Ax bliver funktionstilveksten Ay = f(x, + Ax) — f(x,) jevnfer figur
figur 1.11.

AT
SlxgtAx)

4

|
: R ' AL
Af 50\* i Ay

dy !

qoent Y

O3 ) E——— e Tangr v

9.4
X Ax XyHAx
<+“——>

Fig. 1.11. Tilveekst i tangents retning

I stedet for at folge grafen fra x til x, + Ax kunne vi som en tiln@rmelse folge tangenten 1x,, .
I sé fald bliver y - tilvaksten f''(x, ) - Ax som kaldes differentialet dy eller df.

For den afthangige variabel x, gelder Ax =dx
(betragtes den identiske funktion f(x)=x far vinemlig df =dx =1-Ax, dvs. dx = Ax)

Vi har derfor df = f'(xq)dx .

10
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Divideres med dx, fas den kendte sammenhasngz;i =f".
X

Bemark, at man altid gerne ma dividere med dx, nér blot dx =0 .
Navnet differentialkvotient betyder netop en kvotient mellem differentialer.

Eksempel 1.9. Differential

Find differentialet af funktionen f(x)= 5x%
Losning:

Differentialet df = f'(x)dx = 20x>dx

Differential for funktion af 2 variable
Lad funktionen f'vare differentiabel 1 et punkt (x,, ) oglad z, = f(xq, ) -

Gér vi fra punktet (x,,y,)til punktet(x,+Ax,y,+Ay)bliver funktionstilveeksten
Az = f(xo + Ax,yg + Ay) — f(xg,y) Jevnfer figur 1.9.

I stedet for af folge grafen for f; kunne vi som en tiln@rmelse folge tangentplanen i(x,,y,)
d.v.s. den plan der udsp@ndes af tangenterne AB og AD pa figur 1.12.

. of of
Da tangentplanen har ligningen z = f(x,, 1)+ E(xo,yo)-(x— x0)+ a—y(xo,yo)-(y— yo)

0 0
bliver z-tilveeksten z— f(x0,y0) = &—f(xo,)’O) -Ax + —ﬁf (x0,y0) - Ay
X y

Fig. 1.12. Differential dz

Denne z-tilvaekst, som fas ved at folge tangentplanen, kaldes differentialet d feller d z.

11



Funktioner af to eller flere variable

Ligesom for funktioner af 1 variabel gelder, at man kan erstatte Ax med dx og Ay med dy,

2 o
hvorved differentialet kan skrives df = —f dx + é’_f dy
X Y

Ved visse anvendelser kaldes differentialet for det “totale differential” af f.

Eksempel 1.10. Differential
1 1 1
Lad funktionen f veere givet ved  z=f(x,»)= sz y? +5y2 X

1) Beregn Az nér punktet (x.y) @&ndrer sig fra (2,1) til (2.03, 0.98)
2) Beregn dz nar punktet (x.y) @&ndrer sig fra (2,1) til (2.03, 0.98)
Leosning:

1) Az= £(2.03,098) - f(2,1) =2.48463-2.5=-0.0153

vl s (1 y
2) dz= Exo-yo +5 X + Exoyoero Y hvor xy =2,y, =1, d x=0.030gdy=-0.02

dz=1.5d z=15-003+3-(-0.02) = — 0.150

Fejlvurdering.
Som det ses af eksempel 1.10 kan man erstatte funktionstilvaeksten med differentialet nar blot

o o
@ndringerne i x og y er sma. Dette udnyttes ved fejlvurderinger. Koefficienterne é}—f og é’—f
X y
kaldes sa f ‘s folsomhed overfor fejl pd henholdsvis x og y.

Ved den absolutte fejl Ax pden talvaerdix forstds Ax = x;, — x hvor x, betegner den sande vardi.

Ved den maksimale absolutte fejl pd x forstés |Ax|

Ax  Ax

Ved den relative fejl rel(x) pa x forstdas — ~ — . Ved den maksimale relative fejl forstas |rel(x)|
Xo X

Eksempel 1.11. Fejlvurdering.

Et cylindrisk hul med radius r og hejde 4 bores i en metalblok.

Manved,atr=3 £ 0.1 cmogh=6 £0.2 cm

1) Find den maksimale absolutte fejl pa hullets volumen V

2) Find den maksimale relative fejl pd V

3) Har V storst folsomhed overfor r eller overfor h?

Lesning.

V=rm-r*h. Differentialet pd VerdV = z-r>dh+2x-r-hdr

1) Den maksimale absolutte fejl pa hullets volumen V:

V] =|7-3*dh+27-3-6dr| = 97-02+ 36701 = 1696

2) V=169.646.
. . . dv
Den maksimale relative fejl er 7‘ =10%
3) V har sterst felsomhed over for fejl pa r, da ch_V =m-36< CZZ—Z =73 L 2
r

12
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1.2.6. Kaederegel

Ved differentiation af en sammensat funktion som eksempelvis y = sin(3t2)benyttes

differentiationsreglen:

) dy dy dx
Lad y= t lad x=g(t) Viharda —=—-—.
ad y = f(g(#) oglad x = g(¢) Vihar da 5

Eksempel 1.12. differentiation af sammensat funktion
Find differentialkvotienten af y = sin(3t2)
Lesning:

Sattes y =sin(x), hvor x = 3t% fas % = cos(x) -6t =6t - cos((312) ¢

For en funktion af to variable gelder tilsvarende regler (kort kaldes kaederegler).

Satning 1.2. Kaederegel 1
Lad z = f(x,y) vare en funktion af x og y med kontinuerte partielle afledede, og lad x og y vaere

diferentiable funktioner af t.Da gaelder
dz _ & dx Z dy

& & At & di

Formlen fremkommer formelt ud fra differentalet dz = % dx + é dx ved division med dr.

Eksempel 1.13.Kaderegel 1
Lad z=x? -y3,hvor X = cos(t)+10g y=2-sin(¢)+1

Find% fort=0
dt
Lesning:

d 2
Viharﬂz—sint, y—Zcos(t) —Zx -y ,—Z:3x y
dt dt ox oy

Indseettes =0, faisx=2,y=1,z=4, E: 0,—=2,—=8—=12

EZEED 50+122-24

Ved indsettelse i kaderegel 1 fas i A dt o dt

13



Funktioner af to eller flere variable

Eksempel 1.14 Anvendelse af kaederegel 1.
Naér en cylinder varmes op vokser savel radius » som hgjde 4.

Til tiden ¢ = 0, hvor » = 10 cm og £ = 100 cm vokser » med 0.2 cm pr time og 2 med 0.5 cm pr

%I\lzl((; hurtigt vokser cylinderens overflade O ?

Losning: <
O=27-r-h+27-r*

dO 20 dr +Qﬁ A
dt  dr dt Oh dt

=Q2rh+4m)-02+2ar)-05=587=18221 cm’’

Saetning 1.3. Kaederegel 2

Lad z= f(x, y) vere en funktion af x og y med kontinuerte partielle afledede, og lad x og y veere

diferentiable funktioner af s og . Da gaelder

oz ﬁzﬁxﬁzﬁy oz ﬁzﬁxﬁzﬁy
s a’}cds@ﬁs é’t@cdt@é’t

Hvis ¢ holdes fast, vil x og y vere funktioner af s alene. Man kan sa benytte kaederegel 1.

Eksempel 1.14. Kaderegel 2

. 1
Lad ZZSIH(xz'J’),hvor x=s-t2 og y=S2 +;

2
Finda—j ved anvendelse af kaeederegel 2.

Leosning:

2 o 2
z é _x é —y:2x y- cos(x y) 2-5-t+x° cos(x2 y)(—ij
ot & dt & Ot t?

1) s?-¢* 1
=(4~sz-t3 52+—)—S 3 J'cos(sz-t4(s2+—))=<4s4t3+332t2)cos(s4t4+s2t3)
t t t

14
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1 Gundl aggende begreber

1.2.7. Gradient og retningsafledede
of

ox
Gradient: Ved gradienten til en funktion f forstas vektoren Vf =

a5
oy

Symbolet V kaldes “nabla”

Eksempel 1.12. Gradient

Lad funktionen f'veere givet ved z=/(x,»)= %xz y? +%y2 +%x
1) Find gradienten Vf'(x,y)

2) Find V£'(2,-3)

Lesning:

2) VF(2,-3)=| 2
-9

Retningsafledet

~ e s - a - .
Lad a vere en vilkérlig vektor, og e = |T enhedsvektoren i a ‘s retning.
a

Ved den retningsafledede D; /i vektoren a ‘s retning forstds D, f = Vf ee

Er specielt @ =i (basisvektoren i x - aksens retning) bliver den retningsafledede

o
D; f = ﬁ_f (ioverensstemmelse med at haeldningskoefficienten er funktionstilveeksten svarende
X

til en x-tilvaekst pa 1).
Tilsvarende bliver den retningsafledede i y-aksens retning lig med den partielle afledede efter y.

af
P 5 ox (dx}
= [ J
Differentialet d £ = 2 av+ 2L ay =| 67 |*\ay) .
ox oy —_—
oy
Heraf ses, at den retningsafledede i en vektor a ‘s retning er tilvaeksten d fnér vi gar 1 enhed i

a ‘s retning. Man kan ogsa sige, at det angiver, “hvor steerkt” funktionen endrer sig i vektoren
a -s retning.

Da et skalert produkt er storst hvis de to vektorer er ensrettede, ses, at en funktion stiger
hurtigst i gradientens retning og falder hurtigst i den modsatte retning

15



Funktioner af to eller flere variable
Eksempel 1.13. Retningsafledede

. . 1 1 1
Lad funktionen f'vaere givet ved — z=f(x,») :sz y? +5y2 X

3
1) Find den retningsafledede af funktionen /i punktet (2,-3) i retningen a = (4)

2) Angiv den retning hvori funktionen i punktet (2,-3) vokser hurtigst, og angiv den retningsafle-
dede i denne retning..

Lesning:
19 (1 1
1) Ifelge eksempel 1.12 er Vf(2,-3)=| 2 |. D;f =Vf .% =| 2 o( J =—-15
9 al | ) \Worie =
I punktet (2,-3) falder funktionen i retningen @ med en hastighed pa 1.5.
19

2) Funktionen vokser hurtigst i gradientens retning, dvs. i retningen Vf(2,-3) = 2

-9
19 19
Dy f=Vfe v/ (?J.{?J;%

il Gor L o
v {2 (o 3§1+81

For en niveaukurve svarende til niveauet & er funktionen jo konstant &. Det betyder igen at funk-
tionstilvaeksten langs kurven er 0. Det betyder igen. at den retningsafledede i kurvens retning mé
vaere 0. Da et skalert produkt af 2 vektorer kun er 0 hvis de to vektorer stir vinkelret pa
hinanden, mé gradientvektoren st vinkelret pa niveaukurven i det pigeldende punkt. (se
figur 1.13)

L 4

A
=40—

\/’\

=

Fig 1.13. Niveaukurver med gradienter

16
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Som eksempler pa anvendelser af gradientbegrebet kan navnes
1) Temperaturgradienten VT stdr vinkelret pa isotermerne og peger modsat den retning
varmen vil vandre (varme vandrer fra hgjere temperatur mod lavere).

2) Er den potentielle energi E), vil F= V(— E p) =—-V(E ) veere den dertil svarende kraft, og

sta vinkelret pd @kvipotentialfladerne.

1.2.8. Taylorpolynomium
Som vi har set (eksempelvis i forbindelse med fejlvurdering) , kan det vare nyttigt i omegnen af
et punkt (x,,y,) aterstatte en funktion z= f(x,») med sin “tangentplan”:

0 o
2= £ 0+ 2 (g, v0) - xo)"‘é,j: (x0.70)- (7= o)

(“man siger ofte, at man har lineariseret funktionen”)

Onskes en bedre approksimation, kunne man tiln&erme funktionen med et andengradspolynomium
eller maske endnu bedre med et polynomium af tredie grad.

For funktioner af 1 variabel udviklede vi funktionen y = f(x) i et sdkaldt Taylorpolynomium:

(se eventuelt “Matematiske grundbegreber kapitel ?)
T = 1)+ L0 (o) ¢ L0 (2 o L

3l (x—x0)3+...

Dette polynomium har 1 punktet x,samme funktionsvaerdi og samme forste , anden og tredie

afledede osv. som f(x)
Tilsvarende kan man udvikle en funktion af 2 variable i et Taylorpolynomium.

Seetning 1.4. Taylorpolynomium af hejst 2. grad.
Lad funktionen z = f(x, y) have kontinuerte partielle variable af 1. og anden orden.i punktet

(x9,¥0)
Ved det 2.Taylorpolynomium med udviklingspunkt (x,, ) forstds polynomiet

. 1[or or
Sp)= f(xg,y0)+ 1l oy (xg,¥0) (x-x¢)+ Oy (X0,Y0) (Y= o)
2 , 2f 52f
7 (x0,0) (x- xo) + x @(xo,yo)(x X))y = yo)+ yz( 0> Yo(y- y)z)

+2'0,)

Bevis:
Lad x=xo +h, y=yo +k

Vi danner funktionen F'(7) =f(x0 +1-hyo + t'k) hvor 0<t<1.
Det ses, at F'(0) = f(xg,y0) og F(1)=f(x,y)

Da F(f) eren funktion af 1 variabel ¢, som vi opskrive Taylorreekken for den i punktet O.
1

F(t) = F(0) T F (0):£+- F"(0): t2

Ved at benytte kaederegel 1 fas

Aot th) 21 (g gy 00t )
dt dy dt

F'(t)= Q(XO +th,yo +tk) -
ox

17



Funktioner af to eller flere variable

:ﬁ(xo +th, yq +tk)-h+a—f(x0 +th,yy +tk)-k
dx é’y
Fr(t) _ﬁ—i[ﬁ—i(xo +th,yo + tk) - h +5—”;(x0 +th,yg + tk) - kj +§—ﬁy[&—i(xo +th,yo + tk) - h +&—§y(x0 +th,yg + tk) - k]

= (x0+th,y0+tk)4h2+

(xo + th,yo +1k)-h-k +

(xo +th,yo +1k)-k-h+

(x0 + thyyo + tk) - k*

ox? ox0y Jydx é’yz
Vi har nu
F(l)= f(x,) = F(0) + %F’(O) A+ %F”(O) 12
& T = Go.0) + 2L a.30) 5+ 2L 30+ L (30042 42 Z1 o) ok + L L (a0 82
x Ay ox axdy Ay

L 4

Eksempel 1.14. Taylorpolynomium
Lad den optimale temperatur 7T i en bestemt reaktor veere bestemtved 7= 3-e* 7 o In(x+y-2)
hvor x og y er to koncentrationer. I en omegn omkring driftspunktet (x,,y,) = (1,2) enskes

funktionen tilnsermet ved et Taylorpolynomium.

1) Benyt et Taylorpolynomium af 1. orden til at beregne AT, nér punktet (x.y) @ndrer sig fra
punktet (1,2) til punktet (0.8, 2.1)

2) Benyt et Taylorpolynomium af 2. orden til at beregne AT, nar punktet (x.y) @ndrer sig fra
punktet (1,2) til punktet (0.8, 2.1)

3) Beregn AT eksakt nér punktet (x.y) @ndrer sig fra punktet (1,2) til punktet (0.8, 2.1) .
(ved at benytte en lommeregner).

Lesning:

Forst finder vi funktionsverdien og de partielle afledede i udviklingspunktet:

= X =3-€e —In(x+y— . =3—0U=
T=f(x,y)=3-¢""" ~In(x+y-2) f@=3-0=3
oT 1 oT
A S L (12)=3-1=2
ox x+y-2 ox
oT oT
e —(12)=-3-1=—4
oy x+y-2 oy
ool A 1 2

F=3" 5—3(1,2):3“:4
ox (x+y-2) Ox
;T . 1 2

F=3e M ‘ 5(1,2)=3+1=4
ay (x+y—2)

T — 1 2

=3y ———— T (12)=-3+1==

Ox3y (x+y-2) ax0y

Vihar Ax=08-1=-0,2, Ay=21-2=0.1

) T(x,y)= 3+%(2(x— )-4(y-2)) AT =2Ax-4Ay=2(0-02)-4(0.1)= -08

18
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2) T(x,y)= 3+%(2(x—1)—4(y—2))+%(4(x—1)2 +4(y-2)° +2-(—2)(x—1)(y—2))

AT =08+ % (4Ax2 +4(Ap%) - 4(Ax)(Ay)) =08+ %(4 ((-02)% +4-(0.1)% - 4(—0.2)(0.1)) =—-0.74

3) AT=3-¢""2" —In(08+21-2) —(3-e1*2*1 —In(1+2- 2)) =23278-3=—-067

1 1 1
1) AZ:(EXO‘J’S +5)Ax+(5xgyo +y0jAy hvor x,=2,y,=1, Ax=01 og Ay=-02

Az= (lz+l)o.1+(122 +1j(—0.2) =0.75
272 2

1 1 2 2 1 2 2
2) Az:0.75+2—!((5-y0)Ax +2(x0y0)AxAy+(5x0 +1)Ay

= 0.75+%G-0.12 +2:2-01-(-02) +G4+ 1)(—0.2)2j =0.7725

3) Az=2.0756-25=-04244
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1.3.Funktion af mere end 2 variable
De definitioner og begreber som er galder for funktioner af 2 variable kan umiddelbart
generaliseres til funktioner af 3 og flere variable.

1.3.1 Grafisk fremstilling
Grafen for en funktion af 3 variable f(x,y,z) kan naturligvis ikke tegnes i et 4-dimensionalt rum. Derimod er det

muligt at tegne en niveauflade hvor f(x,y,z) har en konstant verdi k. Eksempelvis er en sdkaldt orbital eller
belgefunktion W(x,y,z) for et atom anskueliggjort ved en niveauflade for |‘P| pa figur 1.4. (Orbitaler spiller en stor

rolle for forstdelsen af atomers og molekylers egenskaber).
Et andet eksempel er nogle kugleformede niveauflader for tyngdepotentialet % omkring jorden vist
2 2 2
xX“+y +z

pa figur 1.5.

D))

[ 4
X X

Fig. 1.4. Niveauflade for en atomorbital Y(x,y,z) Fig. 1.5. Niveauflader for tyngdepotentialet omkring jorden

1.3.2 Differential, kaederegel, gradient, Taylorpolynomium

Begreberne kan umiddelbart kan generaliseres fra 2 til flere variable.

Lad u= f(x,y,2)

Partiel differentiation forlaber efter ganske de samme retningslinier som for 2 variable. For de
blandede partielle afledede kan differentiationernes rekkefolge valges vilkarligt.

of dx + of dy + of dz
X oy oz
Kzederegel 1: Lad x(¢), y(¢) og z(t) veere differentiable funktioner af't
Of of v of dv Of i
ot JOx dt Jy dt Oz dt
Kaederegel 2: Lad x(s,?), y(s,t) og z(s,t) vere differentiable funktioner af s og ¢
of _of ox of oy of oz
s JOx 0s Oy Jds 0Oz Os

Differential d f =

Da gelder:

Da gzlder:

20
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of
Ox
of
oy
of
oz

Den retningsafledede D; f i vektoren a ‘s retning er bestemt ved D; f =Vf ee

Gradient: Vf =

. a - .
hvore = H er enhedsvektoren i a ‘s retning.
a
Gradienten og den retningsafledes geometriske betydning er den samme som for 2 variable.
Taylorpolynomium

112 o 0
f(xayaz):f(xo’yOaZo)JFl—![O,,—J;(x—xo)+0,,—§(y—yo)+é,—£(z—zo)}

1{&% >’ f 3 f

2!

(x—x0)> +—=(y—yy)* + (z—z,)?
x2 0 é’y2 y yO 0’)22 0

>f >f >f
- —¥o)+2 - —zy)+
Gx0y (x=x0)(y=yo) PP (x—x¢)z—2¢) Gyoz

Eksempel 1.15. Funktion af 3 variable
Lad funktionen f vare bestemt ved f(x, y,z) = x> -e
1) Find differentialet for funktionen f'i punktet (x,y,z) = (1,1,3)

+2

(y_J’o)(Z_Zo)}

3y-z

1
2) Find den retningsafledede D; f i vektorena =| —2| ipunktet (1,1,3)
3
3) Find det 2' Taylorpolynomium for f med udviklingspunkt (1,1,3)
Leosning:
o o o 7
1) ot _ 2xe> 7, —f(1,1,3) =2, 9t _ 3x2e 7, —f(1,1,3) =3
ox ox oy oy
2 o
_fz_x2€3y*z, _f(15173) =_1
oz oz
df =2dx+3dy—d-z
) 1 2 1 ] 2 2 |
22222 | ,)3 -1) \-2
2 2 2 2
3) 5_f:= 20377, a J; (1L1,3)=2, a J; =9x2e3 77, d /: (LL3)=9
ox ox oy ox
P P 2 2
—f: =x2e¥7, /: (1L1,3) =1, oS 6xe> 77, of (L,1L3) =6
oz oz ox2y ox2y
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2 9} 5 )
ik = 2xe¥ 7, o (1,1,3)=-2, ot = 3x%e¥77, al

é’xé’z é’x&z é’yé’z_ 5‘)}0’,
f(x,y.2)=1+2(x=D)+3(y—)—(z-3)

%(2()“1)2 +9(r=1) +(z=3)” +6(x Dy =D = 2(x = D(z=3)~3(r-(z-3)
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Opgaver

Opgave 1.1
Lad fvere en funktion givet ved f(x,y) = x2 y
1
1) Skitsér i et xy - koordinatsystem f’s niveaukurver svarende til niveauerne 0, iE ,£1 og £2.

2) Afger ud fra niveaukurverne om funktionen har noget lokalt minimum? - lokalt maksimum? -
saddelpunkt?

Opgave 1.2
Man er interesseret i grafisk fremstilling af funktionen f(x,y)=x?+y? —1. Der onskes
hovedsageligt betragtet punkter, hvor f(x, y) < 3 og der legges ikke vaegt pd ngjagtighed, men pa

principielle traek. Savel positive som negative x- og y-vaerdier betragtes.

1) Skitsér i et xy - koordinatsystem f’s niveaukurver svarende til niveauerne 0, 1,2 og 3.
2) Har funktionen noget lokalt minimum? - lokalt maksimum? - saddelpunkt?

3) Skitsér i et yz - koordinatsystem skeringskurven mellem f ‘s graf og planen x = 0.

4) Lav en skitse, der giver et indtryk af grafens 3-dimensionale udseende.

Opgave 1.3
4
Lad f'vaere en reel funktion af to variable givet ved f(x,y) = 3 A9 - x? - y2 .

1) Angiv f ‘s definitionsmengde (skitsér den i xy - planen).

2) Skitsér i et xy - koordinatsystem f ‘s niveaukurver svarende til niveauerne 0, 1,2, 3 og 4.

3) Skitsér i et xz - koordinatsystem skaringskurven mellem f ‘s graf og planen y = 0.

4) Skitsér grafen for f'1 et xyz - koordinatsystem, sdledes at man far et indtryk af grafens 3-
dimensionale udseende.

Opgave 1.4

Man er interesseret 1 grafisk fremstilling af funktionen f(x,y) = y2 —x2.

Der onskes hovedsageligt betragtet punkter, hvor —2 <x <2A-2<y<2A-2<Z f(x,y)<2, 08
der legges ikke vagt pd negjagtighed, men pa principielle traek.
1) Skitsér i et xy - koordinatsystem f ‘s niveaukurver svarende til niveauerne -2, -1, 0, 1 og 2.

2) Har funktionen noget lokalt maksimum? - lokalt minimum? - saddelpunkt?
3) Lav en skitse, der giver et indtryk af grafens 3 - dimensionale udseende.

Opgave 1.5

. o : 1
Man er interesseret i grafisk fremstilling af funktionen f(x,y) = 5 > (x,y) #(0.0)
X“+y

o . . o 1
1) Skitsér i et xy - koordinatsystem f ‘s niveaukurver svarende til niveauerne > 1,2,4 0g 16.

2) Skitsér i et xz - koordinatsystem skaringskurven mellem /s graf og planen y = 0.

3) Skitsér grafen for f'i et xyz - koordinatsystem, saledes at man far et indtryk af grafens 3-
dimensionale udseende.

4) Har funktionen noget lokalt maksimum? - lokalt minimum? - saddelpunkt?
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Opgave 1.6
Find de partielle afledede af forste og anden orden for felgende funktioner
D fGrny)=x"y" +227y+4 ) f(y)=—= (x>
x+y
3) Sy = 4 £ () =tnf14275*)
Opgave 1.7
o - nRT  n?
1) Van der Waal’s tilstandsligning for » mol gas er P = e a—,hvorR,aogber
, oP JoP JP
konstanter. Find udtryk for | — , | —=| og|—
oV 'n orT Vo on 7
nRT an®

2) Redlich-Kwong-tilstandsligningen for # mol gas er * hvor R, a og

" Venb VW +nbWT’

: ar orT 1(ov
b er konstanter. Find udtryk for | —— , | — og —| —
ov T on I v\er/,,

hvor R, a og b er konstanter.

Opgave 1.8
Find ligningen for tangentplanen for

1) f(x,y)=x>y—xy? ipunktet (x,y) = (-2,3)
2

2) f(x,y)="— ipunktet (xy)=(2,-1)
y

Opgave 1.9
Find differentialet af funktionen

) f(x,y)=4x"y+y°
2) f(x,y)=2""+4 ipunktet (1,0)

3) f(x,»)= iz - ln[%] +e 107D punktet (1, -2)
y y
4) f(x,y)=2xe""? ipunktet (1,2)

Opgave 1.10

For 1 mol af en ideal gas gelder tilstandsligningen PV = RT, hvor P er trykketi N/m? Ver
volumenet i m?®, T er temperaturen i grader K, og R=8.3143 J/(K-mol) er en konstant.
Af tilstandsligningen kan P beregnes, ndr 7 og V" er malt.

1) Angiv ved hjelp af et differential et tilnaermet udtryk for, hvor meget den beregnede P-verdi

bliver for stor, hvis 7=500 K og ¥=0.15m"> er mélt henholdsvis AT og AV for store.
2) Beregn den maksimale absolutte og relative fejl pa P, nar 7 =500+100g V =015+ 0.005
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Opgave 1.11
En kugleformet tank har radius ». Med en pejlestok
méler man vaskehegjden 4 for at kunne beregne

1
vaeskerumfanget V = 3 ah?* (3r—h)

Angiv ved hjelp af et differential et tilneermet udtryk
for, hvor meget V bliver for stor, hvis h=0.1 m og r
=1 m er malt henholdsvis Ah og Ar for store.

Opgave 1.12
Bredden b af en
kleft beregnes, ved

at man afsatter b
stykket a,

og maler vinklen v, u

se figuren.

1 Gundl aggende begreber

N

Angiv ved hjelp af et differential et tilnermet udtryk for, hvor meget b bliver for stor, hvis a

=10m og v=30° er malt henholdsvis A a og A v for store.

Opgave 1.13

En bunke har form som en kegle med hgjde h og grundfladeradius r. Man méler h og r, for at

1
kunne beregne rumfangetV = 3 z-rth

1) Angiv ved hjzlp af et differential et tilnaermet udtryk for, hvor

meget V bliver for stor, hvish=10m og r=10 m er mélt

henholdsvis Ah og Ar for store.

2) Lad Ah=0.1 m og A r=0.2 m. Find den relative fejl pa V.

Opgave 1.14

En tank har form som en cirkuler cylinder med radius r og
lengde L. Idet cylinderaksen er vandret, méler man
vaeskehgjden h med en pejlestok for at kunne beregne

rumfanget

V= LrZARCcos[r_h) — L(r—h)W2rh—h?

r

Angiv ved hjzlp af et differential et tilnermet udtryk for,
hvor meget V bliver for stor, hvis r=2m, L =10 m og
h=1m er malt henholdsvis Ar, AL og Ah for store.

=
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Funktioner af to eller flere variable

Opgave 1.15

En olietank er kasseformet med leengden L =3
m , bredden B =1 m og hgjden H= 1 m.
Tanken er nedgravet vandret, men ejeren far
mistanke om, at den halder en vinkel u .

For at finde u, heelder ejeren V = 1 m’ olie i den /
tomme tank, og maler oliestandens hgjde /4 i
den hgjeste side til 0.20 m.(se figuren)
Vinklen u kan findes af formlen

U= Arctan( 2 — %j
B-1> L
1) Find vinklen u.

2) Det anslas, at V=1+£0.02 og2=0.2+0.01.
Find den maksimale absolutte fejl pad u (alle resultater med 3 betydende cifre)

Opgave 1.16
Vi betragter en boble, der sidder pd en plan
flade. Boblens krumme overflade har form af en

kuglekalot med arealet 4 = 72'(1”2 + hz) ,

se figuren.
1) Idet bade r og h er funktioner af tiden t, skal

man finde a udtrykt ved r, h,ﬂ og dh
dt dt dt

2) Findcz;—j1 for t =1, idet »(1)=2, h(1)=5,

dr dh
— (M =3 0g — (=1
dt() gdt()

Opgave 1.17
d:
1) Lad z= (x2 +xy+ yz)-2y3+x_y Jhvor x=2¢2-2¢. y=¢>—t*+2t-1. Findd—j fort=1.
. d

2) Lad z=e*siny+e’sinx ,hvor x=3f. y=2t. Fmdd_j udtrykt ved .

z=In| 2 x=tan(z). y= . dz _T
3) Lad , hvor y 7. Find— for¢t=— .

y cos” t dt 4

Opgave 1.18

’
1) Lad z=x?—-y-Inx hvor x=s-sint,y=1rsins ,Findé,—j udtrykt ved s og ¢

o
2)Lad z=x?y hvor x=2t+s,y=1-st> , Findé’—j fors=1ogt=-2
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1 Gundl aggende begreber

Opgave 1.19

Lad funktionen fvare givet ved f(x,y) = Arcsin(xy)+ y? +y-sinx

Lad endvidere g vaere en differentiabel funktion af én variabel med g(0) =1 o0g g'(0)=7.

Find ved hjzlp af keedereglen for funktioner af flere variable /4'(0), nér 4 er givet ved forskriften

h(t) = f (3, g(1)) .

Opgave 1.20
Find i punktet P den retningsafledede af funktionen f'i retningena hvis

) f(xy)=x’y, P=(12)0g d= [iﬂ

2
2) f(x,y)=x>-3xy+2y’y,P=(-1,2) og 5:[ J

1
3) f(x.y)=¢"siny,P =[o,§j og @ = (ﬁ)

Opgave 1.21
Find i punktet P en enhedsvektor e i den retning i hvilken funktionen f vokser hurtigst. idet

D) fx,y)=x>-»" ,P=(2:1)

2) f(x,y)=sin(3x—y),P= (5?” ,O)

Opgave 1.22
Find i hvert af de folgende tilfzelde det 2. Taylorpolynomium med udviklingspunkt i punktet P.

D) fx,y)=xy’ ,P=(2.)])
2) fx,y)=x"y-xp> ,P=(L))

,P= (030)

3) S ()=

1+ x+
4) f(x,y)=cos(x+2y—-4) ,P=(2,])

5) f(x,p)=In(x-y)+=, P=(L])
y

6) f(x,y)zexfzy—xy2+,/1+x+ , P=(2,)

Opgave 1.23

Find de partielle afledede af forste og anden orden for felgende funktioner
) f(xp,2)=x"y?2% +xp2°

2) f(x,y,z)=y-sin(xz)+2"*

4 3 2
3) f(xpxy,X3,X4) = x) -xy - X3 x4 +17x,
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Funktioner af to eller flere variable
Opgave 1.24
Find differentialet af funktionen

1) f(x,,2) = (1n)" i punktet (e, 1,0)

4 2 3
2) f(x15x27x39x4)=x1 'xz 'X3 'X4 +5

Opgave 1.25

d
Lad u:2x3yzz+xyz4 hvor x =2¢t—-1, y=-3t+2 og z=1t>-2t+1.Find d—z{fortZI.

Opgave 1.26

Lad u:x2y22 +4xz° +2xy2 +4yzz, hvor
X =17ty 13 +3t, 1y 1y -1, +1, =2ty +1,
y=3t) 4t 1] 4ty by v, +1, =5
Z=ty 14 +15 15 +1y +1y +21, —1

o
Flnd _u fOI‘ (tl,tz,t3,t4): (—1,1,—1,1)
ot,

Opgave 1.27
Det arlige overskud fra en virksomhed er beregnet til

u=[(1+02x)z+(31+2)y+(2.1-»)x—9.0]-10° hvor

x=07+25-03t, y=06+04s—t, z=-03+055-0.8¢

Her betegner s og ¢ dimensionslese variable for henholdsvis markedsprisen pd produktet og
arbejdslennen ved fabrikationen.

Idet (s, ) = (1,1), skal man beregne overskuddets folsomhed é’—Z; over for @ndringer i arbejdslon-

nen.
Opgave 1.28
Find i punktet P den retningsafledede af funktionen f'i retningena hvis
5
) f(oy.2)=xp+z>, P=(1,1,1)og @ =3
3
1
2) f(x,y,0)=x"y—y’z*, P=(2,1,3)0g 4 =| =2
2
V2
3) flry)=x"+y*+z7, P=(1-1.2)0g a= |-
-1
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1 Gundl aggende begreber

Opgave 1.29
200

5+x2+y? 427

Temperaturen i en kugle med centrum i (0,0,0) er givet ved 7(x,y,z) =

1) Hvor er temperaturen hgjest i kuglen?
2) Find en vektora som peger i retning af den sterste stigning af temperaturen i punktet (1,-1,1)
3) Peger a mod kuglens centrum?

Opgave 1.30
Find i hvert af felgende tilfaelde det 2. Taylorpolynomium i punktet P.
D fnp2)=x7y’2’, P=(Q2,1-1)
2) feoyz)=x’yz—apz®,  P=(LLD
X, ), =T > =
3) S (x.3.2) I+x+y+z P=(0,0,0)
4) f(x,p,z) ="V P=(1,1,1)
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2. Optinering

2 OPTIMERING
2.1 Indledning

I det folgende betegner f en reel funktion af n variable. Ved optimering sgges den "bedst"mulige
losning 1 en given situation. Ferst ma man udtrykke, hvad der menes med "bedst", dvs.
opstille en funktion f af én eller flere variablex,,x,,...,x,,sddanatf s sterste eller

mindste verdi 1definitionsmangden S angiver den bedste lasning pé et problem.

Eksempel 2.1 Optimal produktionsplan
Skal man f.eks. finde en produktionsplan for en fabrik, séledes at man fér den sterste fortjeneste

f md man forst udtrykke, hvordan fortjenesten afhenger af de variable x;,x,,...,x, 1

produktionsplanen.

Dernast ma man udtrykke de begraensninger 1 produktionsforholdene, som skal overholdes
(begrenset arbejdsstyrke, begranset kapacitet af produktionsapparatet, visse kvalitetskrav til
produktet osv.). Disse begrensninger giver visse ligninger eller uligheder, som de variable

X|,X,,...,Xx, skal opfylde, og derved er definitionsmangden S fastlagt.

2.2. Generelle begreber.

Lad f'vere en funktion med definitionsmangde S og lad P, vare et punkti S.
Globalt minimum. Hvis f(F,) < f(P) foralle punkter Pi8S, sé kaldes f(F,) for f*s globale

minimum eller mindstevaerdi. og F,kaldes et globalt minimumspunkt for f.

Analogt defineres globalt maksimum (eller storstevaerdi) og globalt maksimumspunkt . Som en
feellesbetegnelse for globalt minimum og globalt maksimum anvendes udtrykket globalt
ekstremum. Er misforstaelser udelukket, stryges ofte ordet globalt

Lokalt minimum Lad P, vare et indre punkt 1 S og M < S vare en omegn af B .Hvis
f(Py) < f(P) for alle punkter P 1M, sé kaldes denne vardi for f ‘s globale minimum

Da maksimumspunkter for f'er minimumspunkter for — / kan minimums- og maksimumsproble-
mer behandles helt parallelt. Funktionen f kaldes for objektfunktionen.

Nedenstéende figur leder os ind p4, at det som et led i ekstremumsbestemmelser kan vere nyttigt

e ___ 2@
/|

1
|
-
1
1

IS

S
-~
—
—
—

Fig. 2.1. Stationcere punkter Fig 2.2. Stationcere punkter

30



2.2 Cenerell e begreber

at se pa punkter, hvor grafen har "vandret tangent(plan)" - sdkaldte stationare punkter.

Pa figurerne har f (og g) vandret tangent (tangentplan) i x, (J?l ), X, ()?2) 0g X3 ()?3) , globalt
maksimum i x; (3?3) og globalt minimum i x, ()?4)

Endvidere er grafen for f vandret mellem a og b.

For differentiable funktioner, hvor der er vandret tangent /tangentplan er f'(x) =0/Vg(x)=0
Pa figur 2.1 er sdledes f'(x;) =0 og pa figur 2.2 er Vg(x,)=0

Saddanne punkter kaldes stationere punkter

Definition (stationzert punkt).
Lad f'vaere kontinuert i S. Et indre punkt x, 1 S kaldes et station@rt punkt for £, hvis Vf(x,) eksi-

sterer og Vf'(x,) =0,

of _ of _ o
dvs.ﬁ—f(xo):O, é)—f(xo)zo, ,é)f

X X3 Xn

(%) =0,

Eksempel 2.1. Stationzre punkter.
En funktion f er givet ved f(x,y)= xzy—x3 —2x% + 3y2 +8y-2
Find de stationere punkter for f.
Lesning:
De stationare punkter for f findes af ligningssystemet
of 0
ox 2xy—=3x*—4x=0 (1)
9f _y P+ey+8=0 (2
oy
I ligning (1) kan x settes udenfor en parantes.
Vifar:x-(2y-3x-4)=0<x=0v2y-3x-4=0

4
Tilfelde 1: Indsxttes x =0 1 ligning (2), fis0+6y+8=0<y = -3

4
Stationert punkt: (x,y) = (0,— gj

Tilfeelde 2: Ligningen 2y —3x —4 = 0 loses med hensyn til y og indsattes 1 ligning (2).

3x-4 .
= indsattes:

y

_ —_0+44/92 _4.
x2+6(3x2 4)+8=0<:>x2+9x+20=0<:>x= ot 92 420 o 4vx=-5

2

11
Stationeere punkter ((x,y) =(—4,-4)v(x,y) = (— 5— —)

TI89:
Funktionen defineres x"2*y - x"3 - 2*x"2 + 3*y"2 + 8*y -2 STO f(x,y) ENTER
F2: Algebra, solve(d (f(x,y),x)=0 and d (f(x,y),y)=0,{x,y})
Resultat: x=-4 and y= 11/2 or x=-4 and y = -4 or x=0 and y=-4/3
Bemark: d findes over 8 tast og “and” ved Math, test
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2. Optinering

Maple:> f = x"2%y - x"3 - 2*x"2 + 3*y"2 + 8*y -2 :
> solve( { diff(f,x) =0, diff(f,y) =0 } ) ;

{'x: O’y:?}a {x: -59.};:%}9 {'x: -49y: -4}

Folgende satning som er umiddelbart indlysende, anferes uden bevis.

Resultat:

Szetning 2.1.(Eksistens af globalt ekstremum).
Hvis fvare kontinuert i en begraenset lukket maengde har fbade et globalt maksimum og et globalt
minimum.

Forudsat der findes et globalt ekstremum, sd angiver den folgende s@tning hvor man skal lede efter
det.

Szetning 2.2 (de mulige globale ekstrema). Lad f vaere kontinuerti S. Globale ekstremumspunk-
ter for f skal seges blandt

a) stationare punkter for f,

b) randpunkter for S og

c¢) punkter, hvor Vf ikke eksisterer.

Bevis: Lad X, vare et globalt ekstremumspunkt for f.

Hvis det globale ekstremumspunkt ikke findes pa randen eller i et punkt hvor Vf ikke eksisterer, s ma det findes i et
indre punkt X af S hvor Vf eksisterer.

Lad os for simpelheds skyld forst antage, at f er en funktion af 2 variable, og lad X = (X, V)

Da f har et ekstremum i (xo. o) vil funktionen g(x) = f(x,,) have et ekstremum i X, . Da endvidere / er
differentiabel i(x,y,) ma g vare differentiabel i x(. For en funktion af 1 variabel ved vi, at i et indre

o
é’f (x0,¥0)=8"(x9)=0
X

ekstremumspunkt vil g'(x) = 0. Heraf felger, at

7
Tilsvarende ses, at é’—f (x0,¥0) = 0. Vihar felgelig, at (x, V) er et stationert punkt.
Y

Beviset kan let generaliseres til funktioner af mere end 2 variable. X3

2.3 Optimering for funktioner af 2 variable

2.3.1. Globale ekstrema i lukket begranset maengde

Som angivet 1 s@tning 2.1 vil en kontinuert funktion i en lukket begrenset mangde altid have
globale ekstremumspunkter.

Af setning 2.2 fremgér hvordan man i princippet skal finde disse.

I det folgende eksempel vises, hvorledes dette kan geres hvis det er muligt at reducere
problemet til en funktion af 2 variable
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2.3 Optinmering for funktioner af to variable

Eksempel 2.2. Optimering i lukket begraenset maengde.
En retvinklet kasse uden 1ag skal have et rumfang p4 32m’. Kassen skal konstrueres
saledes, at dens overflade bliver mindst (mindst materialeforbrug), idet dog ingen af
kassens kanter ma overstige 10m. Find kassens optimale dimensioner.
Lesning:
1) Optimeringsproblemet opstilles.
Lad leengde, bredde og hegjde af kassen veaere x, y og z. Viharda
Find det globale minimum (mindstevardi) for funktionen g(x, v,z) = 2xz+2yz+ xy

i maengden S givet ved begrensningerne
xyz=32, x<10, p<10, z<10, x>0, y>0, z>0.

2) Problemet reduceres.
Begraensningsligningen benyttes til at reducere antallet af variable.

32
xyz =32 < z=— . Ved indsattelse af = — 2= 1 g og de ovrige begransninger fas

Xy
32 32 64 64
2x—+2y—+xy=—"+—+2xp,
Xy Xy y X
2 2 2
x<10, y<I0, 3—S10<:>y23—, x>0, y>0, 3—>O.
Xy X xy

Problemet kan derfor nu reduceres til

Find det globale minimum (mindstevzrdi) for funktionen ./ (x, ) = ~ + 7 Xy i

32
mangden S, givet ved begrensningerne 0< x <10, — < y <10 (se figuren)

=

R
=10

3) De mulige globale ekstremumspunkter bestemmes.
Som det fremgér af ovenstdende figur er maengden S, lukket og begranset.
Ifolge setning 2.2 er der nu 3 muligheder:
3a) Stationgere punkter:

0
_f:()@_ﬁ+y:0<:>y:ﬁ
Ox xz xz
0

—fZOQ—ﬁ+x:0 (1)

é’y y2
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2. Optinering

4
Indseettes y = 6—2 i ligning (1) fas
X

64 4
+x=0©—x—+x=0©—x4+64x=0<:>x:0vx=4

(64)2 64
xZ

64
Da x>0 erkunx =4 en losning. Ved indsattelse af x=4iy=— fasy=4
X

Af figuren ses, at det fundne punkt (x,y) = (4,4) er et indre punkt 1 S,

Samlet har vi altsd fundet 1 stationart punkt (4,4).
3b) Randpunkter: Randen af S, opdelesi3 dele R;, R,, og R; (se figuren)

32
Randdel R, har ligningen y = —, R, har ligningen x = 10 og R har ligningen y =10
X

De 3 randele skarer hinanden 1 A = (10,0.32), B =(0.32,10) og C =(10,10).
Disse 3 punkter kunne ogsa vere ekstremumspunkter.
Vi underseger nu hver af de 3 rande for punkter med vandret tangent.

32
R, : Indsa®ttes y =—1 f(x,y) far vi en funktion f;(x) af 1 variabel:
X

4 64 4
f1(x) = 5—2 + 8 30 2200+ 2 432 hvor x €[032:10] (ses af figuren)
. X X
)
64
f1(x)=20- .
X

Fi=0220- % 00200 mpt o x =t [ o ror L
X 5 \/g

4
—j kunne veare et ekstremumspunkt.

4
V5745
Tilfzeldet x = —% falder udenfor intervallet [0.32; 10]
5
R,: Indszttesx =101 f(x,y) far vi en funktion f,(y) af1 variabel:

4 64
fHL(y)= 6—+?—0+ 10y , hvor y €[3.2;10] (ses af figuren)
y

Punkter (x,y) = (

() = —6—j+10 L) =o©—%+10:0@ 10y? = 64 < y=+/64
y y

Punktet (x,y)= (10, 1/6,4)kunne vere et ekstremumspunkt.
Tilfeldet 5, = _/¢4 falder udenfor intervallet [0.32; 10]

R;: Indsattes y =101 f(x,y) far vi en funktion f5(x) af 1 variabel:

64 64 .
f3(x)= E+— +10x . Det ses, at det er den samme som £, (x) , dvs vi far
y

Punktet (x,y) = («/6,4 ,10) kunne vere et ekstremumspunkt.

3c) Punkter hvor Vf ikke eksisterer: ingen.
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2.3 Optinmering for funktioner af to variable

4) Vi sammenfatter nu de fundne punkter i folgende skema

xy) | -44 (4 4j (10.V63)| (10.62)| (10032) | 32,1 |-10.
545

fixy) |48 748 570 570 2096 2096 112,8

Konklusion:
Da 48 er mindst, har f'(x, y) globalt minimum 48, som indtreffer i minimumspunktet (4,4).

Den optimale kasses overflade er altsd 48 m?, som indtraffer for lengden x = 4 m, bredden

32
y =4 m og hgjden z=2 m (idet z=—) L 2
Xy

2.3.2. Lokale ekstrema

Skal man skaffe sig et overblik over en funktions "udseende", kan det vare nedvendigt at kende
arten af de stationere punkter, dvs. vide om de er lokale maksima, minima eller sakaldte
saddelpunkter.

Seetning 2.3 (de mulige lokale ekstrema). Lokale ekstremumspunkter skal soges blandt de
stationcere punkter for f, samt punkter hvor Vf ikke eksisterer.

Beviset for s@tningen svarer ganske til beviset for satning 2.2.

~

Fra funktioner af én variabel vides, at man kan
bestemme arten af et stationart punkt ved at lave
en fortegnsdiskussion af f'(x)

—» X

I
i
o
,\'l .\': ,\':
+ 0 - 0+ 0+ 0-1(x)
lok.max min Vende- max v
tangent

Imidlertid kan man som regel ogsa afgere arten af et stationart punkt ved at betragte de afledede
af 2. orden i punktet.

Der gelder nemlig felgende:

Lad x, vere et stationart punkt for en funktion' /' (dvs. f'(x,)=0).

f"(xg)>0= x, er et lokalt minimumspunkt
f"(x9) < 0= x, er et lokalt maksimumspunkt

f"(xy) =0 nermere undersogelse ma foretages

vi antager her, at f er 2 gange differentiabel med en kontinuert 2. afledet ™,
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2. Optinering

Daman jo ikke kan lave en fortegnsdiskussion pa en funktion af 2 variable, ma man i stedet betragte
de partielt afledede af anden orden.
Der gelder folgende satning:

Seetning 2.4 (undersogelse af arten af et stationgert punkt).
Lad (x,,y,) vare et stationzrt punkt for en funktion * f, og szt

>f A>f >’f
A=—=(x0,¥0), B=2-—"(x, og C=—=(x9,0)

O x2 070 dc@}(oJ’o) ﬁyz 0°Y0
Der galder da 7
la) B? —44C <0A A> 0= f har lokalt minimum i (x,,y,)

1b) B?>-4A4AC<0A A<0= f har lokalt maksimum i (x0,¥0)

2) B?-44C>0= f har intet lokalt ekstremum i (x, y,)

3) B? —44C =0 : Nermere undersggelse ma foretages.

Bevisskitse:For nemheds skyld antages, at f har det stationzre punkt (0,0) og at £(0,0) = 0. (Koordinatsystemet kan
altid parallelforskydes, s begyndelsespunktet falder i (xo , 01 (X0, 10 )) . Viskal da blot undersege fortegnet for f(x,y)

ner (0,0). Vi tilnermer f'(x,y) ved Taylorpolynomiet f(x, v) af 2. grad med udviklingspunkt i (0,0).

Idet vi ved, at £(0,0) =0, Z—f(0,0) =0o0g i—f(0,0) =0 fas f(x,y) = %(sz + Bxy + Oy?
x y

2
ly2[A(£j +B(ij +CJ for y#0
- 2 y y
Sx,y)=

Det omskrives til 2
1 2 (¥ Y
—x“| A =| +Bl=|+C| for x#0

2 X X

I begge tilfeelde indeholder den kantede parentes et andengradspolynomium med diskriminanten D = B> —44C

1) Er D <0 har andengradspolynomiet i den kantede parentes ingen radder, dvs. f'(x,y) ma have samme fortegn for
alle (x,y)#(0,0) nemlig
a) positivt for 4 >0, sa f har egentligt lokalt minimum i (0,0).
b) negativt for 4 <0 sa ]7 har egentligt lokalt maksimum i (0,0)

2) Er D> 0 har andengradspolynomiet i den kantede parentes 2 redder, séledes at f(x, y) vil antage savel positive som

negative verdier i en selv nok sa lille “udprikket” omegn af (0,0), dvs. j? har ikke lokalt ekstremum i (0,0).

3) Er D = 0, kan man ikke ud fra ovennavnte Taylorpolynomium af 2. orden vide noget, sd her er en anden
undersegelse nodvendig.

Beviset er forst fuldfert, hvis resultaterne for f under punkt 1) og 2) kan overfores til at geelde for /.
Dette er muligt, men er forholdsvis kompliceret, og vil ikke blive gennemfort her.

vi antager her, at f* har kontinuerte partielle afledede af 2. orden.
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2.4 Linear programmering

Eksempel 2.3. Lokale ekstrema
2 1
Find de stationare punkter for funktionen f'givet ved f'(x, y) = (x2 - y) +2x7% - 3 y2 og afger for

hver af disse, om det er et lokalt maksimumspunkt, lokalt minimumspunkt eller saddelpunkt.
Lesning:

ﬁ=0<:>2(x2—y)2x+4x:0<:>4x(x2—y+1):0<:>x:0\/x2 =y—-1
X

of _

2 2 2 8
> O<:>2(x —y)(—l)—gy—0<:>—2x +5r=0 ()

2
x = 0 indsettes 1 ligning (1) : 2(— y)(—l) - gy =0 < y =0 Stationart punkt (0,0)

2
x? = y—1lindsettes i ligning (1): 2(=1)(~=1)— gy = 0 < y = 5 Stationare punkter (2,5) og (-2,5).

0 -2,5 (-2,5
o> 4 32 32
A=—F= 4(x2 —y)+8x2 +4
2 0 -16 16
B=2 of =2-(—4x)=-8x
X0y
8 8
c_=7r B — — —
== 75 5 5
2
B* —44C 44320 16224.32.850 [ 16224.32.83 50
5 5 5
Konklusion lokalt saddelpunkt saddelpunkt
minimum

2.4 Linezr programmering

2.4.1 Indledning

Hvis objektfunktionen f er en funktion af mange variable, og begrensningerne bestar af mange
ligninger og uligheder, bliver den i forrige afsnit angivne metode ikke anvendelig.

Er objektfunktion og begreensninger “linezre” kan man altid enten finde en losning eller konstatere,
at problemet ingen losning har. Man siger i sddanne tilfelde, at man har “lineart programmerings-
problem” (forkortes 1 det folgende til LP-problem)

2.4.2. Problemstilling

Ved et LP-problem forstas et optimeringsproblem, hvor objektfunktionen u er linezr dvs. af typen
U(X,X5,...,X,) =C1X| +CyXy+...4C X,

og begransningerne ligeledes er lineere uligheder eller ligninger af typen

a;x;+a,x,+...4+a,x, <b,

n--n —

a);x;+a,x,+...4+a,x, =2b.

a;x;+a,x,+...4+a,x, =b
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2. Optinering

Skal man finde en produktionsplan for en fabrik, saledes at fortjenesten bliver storst mulig, samtidig
med at en reekke begreensninger i produktionsfaktorerne skal overholdes, vil dette typisk vaere et LP
(“lineeert”)- problem, som kan involvere mange hundrede ubekendte og begraensninger.

I den kemiske industri har LP-problemer tit karakter af blandingsproblemer. Et problem i et
olieraffinaderi var sdledes det forste store LP - problem , der blev lest ved hjelp af et edb program
(lest 1 1950) .

Losningsmetoden forstds bedst ved at betragte et par typiske LP- eksempler, hvor der kun
forekommer 2 variable. Man kan s& anskueliggore metoden geometrisk og regnearbejdet er
overkommeligt.

Med lidt flere variable kan man eventuelt benytte en lommeregner med matrixregning mens det for
problemer med mange variable er nedvendigt at benytte et egentligt “LP-program” pé en PC.

Eksempel 2.4. Produktionsplanlaegning

En fabrik fremstiller i en afdeling to slutprodukter A og B, som kan salges med nettofortjenester
pa henholdsvis 80 kr/ton og 180 hr/ton. Bdde A og B skal passere 3 maskiner.

Driftstimer og maksimal driftstid ses af skemaet.

Driftstimer for 1 ton A | Driftstimer for 1 ton B | Sterste totale antal driftstimer
pr. uge for hver maskine

Maskine 1 1 6 36
Maskine 1 1 1 11
Maskine 1 2 1 20

Man ensker en plan, s& produktionen giver sterst overskud.

1) Opskriv objektfunktion og begransningerne og vis, at problemet er et LP - problem.

2) Los problemet grafisk.

Lesning:

1) Lad x; og x, betegne det antal ton, der produceres pr. uge af henholdsvis produkt A og B.
Overskuddet u ved denne produktion kan da skrives
u=280-x; +180-x, (objektfunktion)

Koefficienterne til x; og x, (80 og 180) kaldes de (relative) omkostningskoefficienter
Den tid maskine 1 benyttes til produktionen i1 en uge (maskine I's "aktivitet") er x; +6-x,, og

da den hejst mé veere 36 timer, haves begrensningen X1 +6-x, = 36

Analogt fis begraensningene x; +x, <11 og 2-x; +x, <20

Endelig gelder naturligvis, at x; 20 og x, >0 (ikke negativitetsbetingelserne)

Man skal finde maksimum af funktionen u(x;,x,) .

Ovenstdende udger et LP - problem, da sével objektfunktionen som begransningerne er linegre.
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2.4 Linear programmering

2) Geometrisk losning
Mzangden af punkter, der tilfredsstiller be-
graensningerne er en polygon, begraenset af

linierne 6 (h )
X, +6:x, =36 (1) (6:3)

og koordinatakserne (se figuren). A/ ,( ;)
L0000

11111117—'—'—'—'—'—'—'—"”11,

Objektfunktionenu = 80-x, +180-x, har niveaukurver, der er parallelle linier.

A

6 (1
Pa figuren er tegnet niveulinierne (0.5) ,
80x, +180x, =480 sy

og 80x; +180x, =1380
(for overskud péd 480 og 1380).

Man ser let, at det storste overskud fés 1 en af polygonens vinkelspidser, nemlig (x,,x,) =(6,5).

Konklusion: Pr. uge skal produceres 6 ton A og 5 ton B, hvorved overskuddet bliver 1380 kr.
¢

Et karakteristisk treek ved losningen er, at selvom omkostningskoefficienterne @ndres lidt, skal
produktionsplanen ikke a@ndres. Falder f.eks. nettofortjenesten pa B betyder det, at niveauliniernes
haldning numerisk bliver storre, men det giver forst en @ndring i produktionsplanen, nér
nettofortjenesten falder under 80 kr./ton. I sa fald sker der et "diskontinuert" spring fra punktet (6,5)
til punktet (9,2). Er fortjenesten 80 kr./ton kan ethvert punkt pé forbindelseslinien mellem de to
punkter veelges. En optimal lesnings "felsomhed" overfor @ndringer 1 de indgaende konstanter, er
derfor vaesentlig at kende.

Optimal lesning
Er LP-problemet 1 2 variable indsa vi geometrisk, at en mulig optimal lesning ma ligge i en af
vinkelspidserne i den polygon, der bestemmes af begransningerne.
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2. Optinering

Er LP - problemet i 3 variable kan problemet illustreres geometrisk pa folgende made.
En ulighed a,x, +a,x, +a3x; <b fremstiller et “halv-

rum” begrenset af en plan. Fellesmaengden af alle

sddanne halvrum danner en punktmangde (pa figuren et 7
polyeder.) begraenset af planer.Da objektfunktionens
niveauflader ogsd er planer, virker det rimeligt, at en

optimal lesning i hvert fald findes i1 en hjernespids.

Generelt geelder det for et LP-problem iz variable, at har

problemet en optimal lesning, sé findes der en “hjerne-

spids”, hvor den optimale lgsning indtreffer.

Er antallet af variable stort, bliver antallet af mulige
“hjernespidser” sé stort, at det ikke er overkommeligt at X
undersgge dem alle.

Simplexmetoden (udarbejdet af B.G. Dantzig i 1948)

angiver en fremgangsmade, hvor man ud fra en tilfeldig “hjernespids” udvelger en der ligger
naermere den optimale, ud fra denne vaelger man igen en bedre osv. (svarende til den stiplede linie
pa figuren)

| .
»

2.4.3 Simplexmetoden
Metoden findes i adskillige varianter. Den mest kendte og for sma (fa variable, f4 begrensninger)
LP-problemer mest effektive, er den sakaldte primale simplexmetode.
For store LP-problemer er det mest effektivt at benytte en variant, der kaldes den reviderede
simplexmetode. Den giver en rekke beregningsmaessige og lagermassige besparelser, og benyttes
1 de fleste edb-standardprogrammer.
2.4.3.1 LP-problem pa normalform
Det viser sig praktisk at omskrive LP-problemet pa folgende méde.
1) Da et minimum for objektfunktionen u svarer til et maksimum for -u, vil vi principielt altid
omskrive problemet til et maksimumsproblem.
2) Objektfunktionen
u=cyx;+cyx,+...4c,x, omskrives til  u—cx; —c,x,—...~c,x, =0
3) Begrensningerne omskrives ved indferelse af nye variable x; (kaldet “slack” variable) til
ligninger.
Begraensninger af typen:

3a)a1x1 +a2x2 ++anxn Sb OmSkI‘IVeS tll alxl +a2x2 +....+anxn +xn+1 :b, xn+1 Z 0

3b)a,x; +a,x,+...+a,x, = b multipliceres med -1 —a,;x, —a,x,...—a,x, <-b
ogomskrivestil —a,x; —a,x,—....—a,x, +x,,, ==b x,,, 20

3c)a;x; +a,x,+...4+a,x, =b omskrives til ax, +a,x,+...4a,x, +x,.5=b X,,3=0

Lad os antage, at vi har n variable og m begraensninger.
Mulig lesning (feasible solution): Et talsat (x;,x; ..., x,,U,.1,X,.7,--,X,,,) som tilfredsstiller alle

begransningerne.
Mulig basislesning: En mulig lesning for hvilken mindst » variable er 0.
Det folgende eksempel vil illustrere hvad der ligger 1 disse begreber.
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2.4 Linear programmering

Eksempel 2.5. LP-problem p4 normalform
1) Skriv problemet i eksempel 2.4 pa normalformform.
2) Angiv en mulig lesning og en mulig basislgsning.
Lesning:
1) Find maksimum af u

u—80x, —180x, =0

xl + X2 + X4 = 1 1

Xq,X9,X3,X4,%5 20

2) Mulig losning
(x1,%5 X3,X4,x5) =(1,2,23,6,16) 6 (h |
alle variable er storre end nul (se figuren) (6:3)
Mulig basislesning 2)
(x1,%5 X3,%4,%5) =(9,2,1,5,0,0) Y
2 variable er 0 (svarende til en vinkelspids) 2 === (9.2)
¢ /777777774770

2.4.3.2. Den primale simplexmetode

Metoden forstds lettest, hvis den gennemgas i tilknytning til et eksempel med fi variable og
begransninger.

Da de tilfaelde hvor begrensningerne er uligheder af typen < er de letteste tilfzelde vil vi benytte
eksempel 2.3 som eksempel, og med dette eksempel som udgangspunkt praecisere de anvendte
regler og se@tninger.

Eksempel 2.6. Den primale simplexmetode
Find ved den primale simplexmetode en optimal lesning til LP - problemet i eksempel 2.4 .
Lesning:
I eksempel 2.4 blev problemt opskrevet pd felgende normalform
Find maksimum af u
u—80x, —180x, =0
xl +6x2 +X3 = 36
xl + X2 + X4 = 1 1
X1,Xy,X3,X4,X5 20

Problemet opskrives i en sakaldt simplextavle

X X, X3 X4 X5 H
u -80 -180 | O 0 0 0
X3 1 6 1 0 0 36
Xy 1 1 0 1 0 11
X5 2 1 0 0 1 20

Ved en basisvariabel forstas en variabel hvor den tilsvarende sgjle er en “enhedssejle”.
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2.

Opti mering

I simplextavlen er x5, x, 0g xsbasisvariable.

Sattes x; ogx, til nul, bliver v , x;,x,0g x5lig med hejresiden (H), og der fremkommer

basislgsningen (xl 3 X5, X3,Xy, x5) =(0,0,36,11,20) . Da alle basisvariable er > 0 er denne forste

basisvariable er mulig. (Et tilfaelde, hvor den forste basislesning ikke er mulig vil blive behandlet
1 et senere eksempel)

1)

2)

42

Vurdering af objektfunktion.

Regel.

Lad der veere givet en mulig basislosning. Er koefficienterne i den tilsvarende simplextavles
forste raekke alle storre end eller lig med nul, er basislesningen optimal.

Begrundelse: Da koefficienten til mindst en ikke-basisvariabel er negativ (f.eks. har x,
koefficienten -180), vil en foregelse af den pagaldende ikke-basisvariabel forage objektfunktio-
nen u. Den har folgelig ikke néet sit maksimum.

Basisskift:

Vi vil nu foretage et sidkaldt basisskift, dvs. lade en af basisvariablene “géd ud af basis”, og
tilsvarende lade en ikke - basisvariabel “gé ind 1 basis”.

Dette sker ved, at man ved raekkeoperationer i simplextavlen omdanner den indgéende sgjle til
den "enheds sgjle", der dannede den udgdende sojle, hvorefter man - som for - umiddelbart kan
aflese den enskede basislgsning.

Valg af indgiende sgjle

Regel.

Den ikke-basisvariable, som i objektfunktionen u’s raekke har den numerisk storste
negative koefficient, skal ga ind i basis. Er valget ikke entydigt vealges blot en af
“kandidaterne”.

Da 180 > 80 skal x, ind 1 basis.

Begrundelse: En foragelse af den ikke-basisvariable x; med 1 vil ege objektfunktionen # med

80. Da en tilsvarende foragelse af x, vil age u med 180 er det rimeligt at lade x, ga ind i basis

Valg af udgaende sojle.

Regel.

For hver rakke (pinzr u - rakken) beregnes forholdet mellem hejre side (H) og
koefficienten i den indgiende sojle. Blandt de raekker for hvilke dette forhold er sterre end
eller lig med nul, vaelges den raekke, der har det mindste forhold. Den basisvariable, der
har et 1-tal stiende i denne rzkke skal ud af basis. Er alle forhold negative vokser
objektfunktionen # ubegraenset.

Vi danner forholdene 3—66 ,% ,2—10 . Da3—66 = 6 er det mindste tal, skal x;ud af basis

Begrundelse: Af forste reekke x; + 6x, +x; =36 ses,athvis x; =x, =0er x; =36.0ges x,

med 3—66 =6 (og x;holdes pa 0), vil x; falde fra 36 til 0. P4 grund af ikke-negativitetsbetin-

gelsen for x; kan x, derfor hojst vokse til 6. Af2. og 3. reekke ses analogt, at x, hejst md vare
henholdsvis 11 og 20.



2.4 Linear programmering

Basisskift foretages.
Det tal i den indgdende sgjle, som star ud for 1-tallet i den udgéende sojle kaldes pivotelementet.
(pivot betyder akse). I simplextavlerne nedenfor er pivotelementet skrevet med tyk skrift .
x| x| x5 | xg | xs H Rakkeoperation Kommentar

u (-80-180] O [ O [Of O raekke, Basislesning ikke optimal
x; 1 6 1] 0]0]| 36 reciie max{80,180} =180. x, ind i basis
ot tfol 1]o]mn S min{i;,l_ll,z_lo}:% u, ud af basis

=
W
[\
—
e
(e
—

20 rekke 4

1080 rackke, + 30- reckke , | Basislosning ikke optimal

[
[
(4]
e}
S
(8]
(e}
S || &
=)

1] 11 0f 36 1 e, max{50} =50. x, ind i basis
6 6 ©
XSO 10> reekke _l.rgekkez mi“{?é-'ﬁ}i. u, ud af basis
6 6 (3 [$3 (3 [$3
111 0 1] 0 (1| 14 1
Ys| = —— reekke,, —— - raekke,
6 6 6

Sattes de ikke-basisvariable til 0 fis den mulige basislesning
(x1.x5,X3,x4,%5) =(0,6,0,5,14)

Dawu =50x; —30x, +1080 er losningen ikke optimal, og der foretages igen et basisskift.
Rakkenumre svarer til reekkerne i sidste simplextavle.

x| x| x5 | x4 | xs H Rakkeoperation Kommentar
ulO0f 0] 20] 60 | 0]1080 reekke +50~grzekke3 Basislgsning optimal (alle tal > 0 )
N[0! l l 01 3 reekke —é-raekke3
5 5
X1 o _ l E o 6 g»raekke ;
51 5
0f 011 11| 3 11
X
3 - |-— reekke,, —— - reekke,
5 S S

Seettes de ikke-basisvariable til 0 fas den optimale basislgsning (x1 2 X0 ,X3,Xy, x5) =(6,5,0,0,3)

Konklusion:
Det storste overskud fas for X1 =3 og X2 =6 Overskudet er u =80-5+180-6 = 1380

Da x; =x, =0o0g x5 =3 udnyttes de to ferste maskiners kapacitet fuldt ud, mens maskine 3 1
lobet af en uge kun udnyttes 1 17 timer, da den star ledig i 3 timer.

4
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2. Optinering

2.4.3.3. Den reviderede simplexmetode.

Har LP-problemet mange variable og begrensninger, bliver det uoverkommeligt at foretage
beregningerne “i handen” ved at benytte den primale simplexmetode.

Den reviderede simplexmetode forudsatter kendskab til elementaere matrixoperationer, men har den
fordel, at man ved basisakift kun udskifter enkelte sgjler i matricerne, og derved “genbruger” det
meste af matricerne. Dette forminsker indtastningerne og regneoperationerne betydeligt (samt sparer
lagerplads). En vanskelighed er dog, at skal holde ngje regnskab med hvilke variable der gar ind og
ud af basis

Er antal variable og begransninger forholdsvis begrenset er det overkommeligt at foretage
beregningerne ved hjelp af en lommeregners matrixprogram. I det folgende teenkes TI89 benyttet.
Er LP-problemet meget stort vil det dog veere nodvendigt at benytte et egentligt LP-program.

I det folgende angives de anvendte matrixformler, som samtidig anskueliggeres ved LP-problemet
fra eksempel 2.6

Simplextavlen fra eksempel 2.6 opskrives :

X1 X2 X3 X4 X5

-80 -180 0 0 0 0
1 6 1 0 0 36
1 1 0 1 0 11
2 1 0 0 1 20

Vi indferer nu felgende betegnelser:

1 00
Den matrix der indeholder basisvektorerne kaldes B. Herer B=|0 1 0
0 0 1
1 6
Den matrix der indeholder de resterende ikke-basisvariable kaldes D. Herer D=|1 1
2 1

Den reekkematrix, som indeholder koefficienterne til de konstanter i objektfunktionen u som herer
til de basisvariable kaldes Cp . Herer C, =(0,0,0) .

Den rekkematrix, som indeholder koefficienterne til de konstanter i objektfunktionen u som harer
til de ikke-basisvariable kaldes C,. Herer C,, =(-80,-180) .

Den sgjlematrix, som indeholder de basisvariable kaldes X , . Her er
Xs

X1
Den sgjlematrix, som indeholder de ikke-basisvariable kaldes X ,. Herer Xp = (x ]
2
36

Den sgjlematrix, som indeholder hejre side af begraensningerne kaldes H. Herer H =| 11
20

Objektfunktionen kan nu skrives:
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2.4 Linear programmering

X3
X
u+Cp-Xg+Cp-Xp=0.Herer u+(0,0,0)| x, +(—80,—180)( lj =0< u—80x, —80x, =0

X
Xs
og begransningerne kan skrives
1 6 1 0 0)fx; 36 X, +6x, +x3 =36
B-Xp+D-Xp,=H Herer | 1 1(x1j+ 0 1 Ofxy|=[11]=3x+x,+x, =11
2 1) Lo o Ulsg) 20) |2x, 43, 435 =20
ViharnuB-X,+D- X, =H< X, =B'-H-B'-D- X, (1)

For at finde en basislesning X indsattes X, = 01 ligning (1)

0
Herved fds X, = B~!. H og dermed basislesningen X = ( Hj

B
X 0
Xy 0 0
I eksemplet er B~! = B og dermed X = X3 | = (H) =| 36| .Viser, at basislesningen er mulig.
Xy 11
X5 20

Indsattes X 5 fra ligning (1) i objektfunktionen u+ Cjp - X5z +Cp - X =0 fés

u+ Cy-(BH-B"D-X,)+Cp-Xp=0 ut Cy-B-H+(Cp-Cp-B" D) X)) =0
Koordinaterne til de ikke-basisvariable i objektfunktionen er elementerne i matricen
R=C,-Cz-B'-D.

I eksemplet fas R = (—80,—180)

Da nogle af koefficienterne er negative har objektfunktionen ikke naet sit maksimum.

Valg af indgiende sgjle.
Den af R’s elementer der er negativ og numerisk storst velges.
Den ikke-basisvariable x ; i objektfunktionen, der svarer hertil, skal gé ind i basis og den tilsvarende

sojlem A, skal veere indgaende sgjle.

6
I eksemplet skal x, ind i basis, da —180 < —80 og indgdende sojle er 4, =| 1
1

Valg af udgiende sajle.
Lad Sgjlematricen (5, vere bestemt ved ligningen B- G = a;, <G = B! A

Lad G, have koordinaterne (f;,5,,....,5,)0g matricen X = B! Hkoordinaterne

(XB15X52 s X ) -

Forholdene ~2- sammenlignes, og blandt de ikke negative forhold valges det mindste. Er det

mindste forhold 2 skal x g ud af basis.
k
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2. Optinering

6 X5 36
I eksemplet fas Gy =B 4y =|1 og Xz=|x,|=B'H=|11
! X 20
36 11 20 36 . .
Forholdene er? T Da? er det mindste forhold, skal x;ud af basis.

Basisskift foretages
Den nye basis B, dannes ved, at at den sgjle i B der svarer til x 5 forsvinder, og den'til x ; svarende

sojle indsettes.
Derefter fortsattes med at vurdere objektfunktion osv.
Metoden illustreres i detaljer 1 folgende eksempel, hvor ogsa ordrer i TI89 er angivet.

Oprette en “Folder”:

Det kan veere praktisk at oprette én eller flere mapper til at have sine data gemt i.
VAR-Link, F1, 5: Create Folder, Skriv navn pa folder.

Velg dennne mappe som den aktuelle mappe: MODE, Current Folder,

Eksempel 2.7 Den reviderede simplexmetode
Vi betragter igen LP-problemet, i eksempel 2.4 og 2.5.
med simplextavlen

X1 X X3 X4 Xs

-80 -180 0 0 0 0
1 6 1 0 0 36
1 1 0 1 0 11
2 1 0 0 1 20

For overblikkets skyld skrives 1 det folgende foroven 1 matricerne variabelnavnene
X3  Xq4 X5

. 1 0 o0]. i
Basis B = o 1 o indtastes 1 TI 89

(0] (0] 1

APPS, Data/Matrix editor, New, Udfyld Type = Matrix, Variable = B, antal reekker=3 og sgjler = 3, ENTER, ENTER.
Udfyld skemaet med matricen B, Home

X X
. . 16|,
De ikke-basisvariable D = . 1 indtastes.

2 1
R&kkematricen Cp =(0,0,0) indtastes
R&kkematricen Cj, = (-80,-180) indtastes

X3 36
Hojresiden H =| x, | =| 11 | indtastes
X5 20

Vurdering af objektfunktion
Det ses umiddelbart, at objektfunktionen ikke har naet sit maksimum, da mindst et af tallene 1 Cp,
er negative.
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2.4 Linear programmering

Basisskift foretages
Valg af indgiende sgjle.

6

X, skal ind 1 basis, da —180 < —80 og indgaende sgjle er 4 =| 1 | .A indtastes som sgjlematrix.
1

Valg af udgéaende sajle.

G =B""'-4

Ti89:Tryk pa VAR-Link for at finde matricerne (de er i TI89 skrevet med sma bogstaver)

6
TI-89: b*-1*a ,STO— g .Resultat: [1]

1

20

X3 36
X =|x4|=B""H. TI-89: b -1*h STO—> xb . Resultat:[l 1]

Xs

Vektorerne omdannes til lister og gemmes ved ordrerne
MATH,LIST,F:mat [ list(g) — Ig
MATH,LIST,F:mat ) list(xb) = Ixb
Ixb/lg
Resultat {6, 11, 20}
Heraf ses, at det mindste positive tal er 6 svarende til, at x5 skal ud af basis.
(Ordren MATH, LIST, MIN(Ixb/lg) giver den mindste verdi 6)
I B, D, Gy, og C, udskiftes nu de padgaldende sojler.
For at kunne holde rede pa variabelbetegnelserne skrives disse i1 det felgende foroven:

Xy X4 X5 X X3

5|6 0 O] _ 1 1 CB=( Xy Xy xsjo . _(xl xsj
11 0|’ 1 0]’ ~180 0 0)°% %P ={_g0 o
1 0 1 2 0

APPS, Data/Matrix editor, Open osv.

Vi gentager nu beregningerne med disse matricer.
Vurdering af objektfunktion

R=C,-Cz-B™'-D

Ti89:cd-cb*b"-1*d Resultat: R = (x,,x5) =(-50,30)

Det ses umiddelbart, at objektfunktionen ikke har net sit maksimum, da mindst et af tallene i R
er negative.

Basisskift foretages
Valg af indgiende sgjle.

1
Da -50 < 0 skal x; ind i basis og den indgdende sgjleer 4 =| 1 |. Rettes i TI 89
2
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2. Optinering

Valg af udgaende sgjle.

G=B"'" A TI89: b’ 1% ,STO—> g

X3

6
Xp=|x4 =B 'H TI89:b1*hSTO—>xb . Resultat: [5]

Xs

Resultat: [

0.83333

0.1 6667}
1.83333

14

Vektorerne omdannes til lister og gemmes lg og Ixb. De divideres: Ixb/lg

Resultat {36, 6, 7.63636}

Heraf ses, at det mindste positive tal er 6 svarende til, at x, skal ud af basis.

I B, D, Cy, og Cp, udskiftes nu de pagaldende sojler.

Basisskift:
Xy X Xs X4
6 1 0 0
B= D=
1 1 0 1
1 2 1 0

Vurdering af objektfunktion:
R = CD _CB 'B_l 'D
Ti89:cd-cb*b-1*d

Da ingen koefficienter er negative har objektfunktionen néet sit maksimum

co=(

X2
—180 -80

X1

For at finde en basislesning beregnes X, = B . H

X, 5
Vifarxz=|x; |=|6
X5 3

Konklusion:

Det storste overskud fas for *1 =Jog X2 = 6 Overskudet er u =80-5+180-6=1380

Da x; = x4 = 0 0og x5 = 3 udnyttes de to ferste maskiners kapacitet fuldt ud, mens maskine 3 i labet

Xs
o) 08 Cp =

Resultat: R =(x,,x5) =(60,20)

af en uge kun udnyttes i 17 timer, da den star ledig i 3 timer.

2.4.3.4. LP - problem, hvor forste basislosning ikke er mulig

Det hidtidige eksempel byggede pa begreensninger aftypen < . Dette sikrede, at begyndelsespunk-

tet var en mulig basislgsning.

Indeholder begraensningerne ogsa uligheder af typen > eller ligninger, er dette ikke sikkert. Dette
giver anledning til, at det er nedvendigt at supplere den tidligere beskrivne metode med en
fremgangsmade hvor man efter et endeligt antal gar fra den forste ikke-mulige basislesning til en

mulig basislesning.
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2.4 Linear programmering

Eksempel 2.8. Et blandingsproblem

Et erneringsprodukt skal fremstilles pd grundlag af to forskellige rdvarer R, og R,. Hver af disse
indeholder 3 slags naringsstoffer A, B og C. Révarerernes pris samt indhold af naringsstoffer er
ivet 1 det folgende skema:

Révare R, Révare R,
Pris kr/kg 200 450
Enheder af naringsstof A pr kg 16 24
Enheder af naringsstof B pr kg 4 2
Enheder af naringsstof C pr kg 2 9

Det faerdige produkt skal indeholde mindst 80 enheder A, 12 enheder B og 16 enheder C.

Man ensker at finde den blanding af rdvarerne R, og R, der skal anvendes, for at det faerdige
produkt bliver billigst.

1) Opskriv objektfunktion og begransningerne.

2) Los problemet grafisk.

Lesning:

1) Lad x; og x, betegne antal kg af henholdsvis ravare R, og R, .

Prisen af det feerdige produkt » kan da skrives u =200-x, +450-x, (objektfunktion)

Begrensningerne er

4.-x,+2-x, 212 2)

x;20, x, 20
Man skal finde minimum af funktionen u(x,,x,) .
2) Geometrisk lesning

Punktmangden bestemt ved ulighederne er A%

ubegraenset (se figuren) . 6

Indtegner man som 1 eksempel 2.1 nogle
niveaulinier ses, at det billigste produkt fas i
vinkelspidsen (3.5,1)

Konklusion:
Det billigste praeparat fis, hvis man blander 3.5
kg révare aftypen R, med 1 kg rivare aftypen R,

. hvorved prisen bliver 1150 kr
2
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2. Optinering

Som det ses af eksempel 2.8 er den forste basislesning ikke mulig, da punktet (0,0) ikke opfylder
begraensningerne.

Fremgangsmader er i sddanne tilfaelde at konstruere en “kunstig” objektfunktion, som giver et mél
for basislgsningens “umulighed” Ved at benytte simplexmetoden pd denne opnds en mindre
“umulig” basislesning, og efter et endeligt antal iterationer opnds enten en mulig basislesning (som
man sé kan fortsette med) eller man kan konkludere, at der ikke findes en mulig lgsning.
Eksempel 2.9. Primal simplexlosning

Los ved ved anvendelse af den primale simplexmetode problemet i eksempel 2.8.

Lesning

Formulering af matematisk model

Vi fandt i eksempel 2.7 folgende model:

Lad x; og x, betegne antal kg af henholdsvis ravare R, og R, .

Prisen af det feerdige produkt z kan da skrives 7 =200.x, +450-x, (objektfunktion)
Begransningerne er

16'x1 +24x2 280, 4‘x1 +2-x2 > 12 s 2-x1 +9'X2 2 16 5 xl 2 0, xZ 20

Man skal finde minimum af funktionen u(x;,x,) .

LP-problemet skrives pa normalform:
For at &ndre problemet til et maksimumsproblem sette u = -z
Find maksimum for u:  u+200x, +450x, =0

Begransningerne er

Simplextavlen opskrives

X X5 X3 | X4 | X5 X6 H
u 200 | 450 0 0 0 0 0
xy |[-16 |-24 1 0 0 0 -80
x, |4 -2 0 1 0 0 -12
x5 | -2 -9 0 0 1 0 -16

Forste basislosning (x,,x,,Xx3,Xx4,x5) = (0,0,—80,—-12,—16) er ikke mulig, da der

forekommer negative tal.

Vi vil nu konstruere en kunstig objektfunktion w.

Regel: Lad S veere en sgjle i simplextavlen svarende til en ikke-basisvariabel. Det tali S, der

skal sta i w-raekken, dannes pa folgende made:

a) tal der star i samme rzkke som en basisvariabel, der i basislesningen er for lille adderes
og derfra traekkes

b) tal, der star i samme rakke som en basisvariabel der i basislesningen er for stor.

Begrundelse: Hvis den ikke-basisvariable x, foreges fra 0 til Ax; vil x;blive foreget fra -80 til

—80+16-Ax, altsd forbedret med 16- Ax, .Tilsvarende bliver x, foreget med 4- Ax, og x foroget
med 2 - Ax, . Den totale forbedring er folgelig (16+4+2) Ax, =22 Ax,

Tilsvarende regnes forbedringen ud for x, til (24+2+9) Ax, =35 Ax,

En “kunstig” objektfunktion, som gav et mal for forbedringen kunne derfor vaere w =22x, +35x,
eller w—22x, —35x, =0
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2.4 Linear programmering

Vi indfejes denne som en ekstra sgjle i simplextavlen , og udferer nu pivoteringen som for, men det
skal dog bemerkes, at den kunstige objektfunktion variarer fra tavle til tavle.

xp | x| x5 | x4 | x5 H Rackkeoperation  [Kommentar
u | 200 |450] O 0 0 0 R,
xy| -16 |-24] 1 0 0 -80 R, min{-22,-35=-35
X, ind 1 basis
Xp| 4 g2 0 p b0 -2 Ry , {80 12 16} 16
min{—,—,—r=—
-2 0 0 1 -16 R 24209 i
s -9 4 xsud af basis
w | -22 [-35 Basislgsning ikke mulig
1 4 -
u 00 O O 0 | 450 | -800 R, =Rl+ﬂ- R,
9 9
X3 32 10| 1 0 241 112 L 24 . {_@_ }:_ﬁ
_? _? _T Rz_Rz_?'R4 min 5’ 3 9
9 o | o | BTRTOR iz 1ot 70
32°3272) 32
N o O] _ 171 16 R'z_l_R x4 ud af basis
9 91 9 o9t
w | 128 -3 Basislesning ikke mulig
_k___
0 0] 0 |900 | 175 | 2075| .~ 900
! ~ =2 R R RY
32 | 4 2 32
X3 0 0 1 -3 -2 -12 R, " R, —3-R, min.{—3}. = —3'
x,ind 1 basis
xpf Lo o 9119 Ry = 2. R, | .. [12]_12
32| 16 8 32 M35
0 1] 0 1 1 " 1 i
Xy 11 15 R, =R +—R; x5 ud af basis
16 8 4 16
w -3 -2 Basislesning ikke mulig
. _______ _______________________________________
X x| x5 | x4 | x5 H Rakkeoperation (Kommentar
u 0 01300 0 | 25 |-1150 RI= R{'+@-R2"-
32 32
X4 0 0 1 1 2 4 . 1 [Basislesning
Y Py Ry'=-ZR;
3 3 3 (%1, X5,X3,Xy,X5)
7 :
X1 0 0 _ i 0 1 Z RY'= Ré’—i-Rz”- =(—,1,0,4,0) er mulig
32 4 2 32 2
X, 0 1 1 0 1 1 R
— —— Ry'=R/+—R
48 6 P ag
Basislesning er optimal da alle koefficienter er positive.
Minimum 1150 antages for x;=3.5 og x, =I.
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2. Optinering

Hidtil har vi ikke behandlet et problem der indeholder ligninger. Dette vil kort ske i felgende
eksempel.

Eksempel 2.10. Blandingsproblem med ligning

Tre standardlegeringer L,, L, og L, enskes blandet til en ny legering. Der enskes fremstillet ialt 10
tons af denne nye legering, og den skal indeholde mindst 15% zink og hejst 37% tin (vaegtprocent).
Sammensa&tning og priser er angivet i nedenstaende tabel:

L, L, L,
Tin 40% | 40% | 30%
Zink 30% | 20% | 10%
Pris 1 1000 kr /ton | 30% | 40% | 60%
11 2 1
Find den blanding af L, L, og L, der tilfredsstikker ovennavnte krav og er billigst.

Lesning:
Formulering af matematisk model
Lad x;, x, 0g x5 betegne de antal tons, der skal anvendes af henholdsvis L,, L, og L.

LP - problemet kan da skrives:
Find minimum for funktionen z =11x; +2x, +x;

Begransningerne er 0.4x, +0.4x, +0.3x; <3.7
0.3x; +02x, +0.1x; > 15

LP-problemet skrives pia normalform:
For at @ndre problemet til et maksimumsproblem seatte u = -z
Find maksimum for u: #+10x; +x, =—10
Begransningerne er 4x; +4x, +3x5 +x, =37
—3x; —2x5 —x3 +x5 =-15
X;+Xy+x3+x5=10
X15Xy,X3,X4,%520, x4=0
Simplextavlen opskrives

X X, X3 Xy X5 X6 H
u 11 2 1 0 0 0 0
x, |4 4 3 1 0 0 37
x5 |-3 -2 -1 0 1 0 -15
xe |1 1 1 0 0 1 10

Forste basislosning ( x;,x,,x3,X4,Xs5,X4) =(0,0,0,37,10,0) er ikke mulig, da x5 = —15 er for lille

ogx, =10 er for stor.
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2.4 Linear programmering

Vi danner nu den kunstige objektfunktion

X X5 X3 Xy Xs X H
u 11 2 0 0 0 0
x, |4 4 3 1 0 0 37
x5 |-3 -2 -1 0 1 0 -15
xe |1 1 1 0 0 1 10
w_|-4 -3 -2

Metoden er nu helt den samme som vi s i eksempel 2.9. Eneste forskel er, at en slackvariabel, der
herer til en ligning (her x4 ), der forst er ude af basis, aldrig derefter md komme ind i basis.

2.4.3.5. Anvendelse af LP - program.

Som n@vnt, vil man ved sterre problemer benytte et professionelt LP - program.

Maple og Excel har nogle faciliteter i den retning, men et egentligt LP - program vil kunne give
langt flere oplysninger bl.a. om lesningens “felsomhed”

Det folgende eksempel hentet fra et transportproblem er last ved hjlp af Maple og Excel

Eksempel 2.10. Et transportproblem

P& et tidspunkt skal 600 enheder af en vare, som er opbevaret i to havnebyer B, og B, sejles til 4
kunder K, K,, K, og K,.

Af nedenstdende skema kan f. eks. aflases, at det tager 2 enheder braendstof, at transportere en
vareenhed fra byen B, til kunde K,, og at B, har et lager pa 200 vareenheder, og at K, har bestilt
100 vareenheder.

Kunde K, K, K, K,. Lagre
By
B, 3 2 1 4 200
B, 2 4 6 3 400
Bestillinger 200 100 200 100

Man ensker at finde den fordeling af transporter, som minimerer det samlede braendstofforbrug fra
havnebyer til kunder.

Opskriv objektfunktion og begraensningerne og lgs problemet ved hjelp af Maple og Excel
Lesning:

Lad x; angive antallet af enheder, der transporteres fra by B, til kunde K;.

Brandstofforbruget w erda u=3-x; +2-x5 +x;3+4- X4 +2-X; +4-Xp +6-X3 +3-xyy
Begrensningerne er

Xpp FXp X3+ X, =200
+ X591 + X9y + X593 + X5, =400
X + X5 =200
X1s + X5, =100
X3 + X593 =200
X14 +Xx,4 =100

X171 20,x;, 20,x3 20,x14 20,x5, 20,x5, 20,x55 20,x,4, 20
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2. Optinering

Man skal finde minimum af funktionen u(x;;,x5,X3,X14,X31,X22,X23,X94) -

Maple:
with(simplex):
>cnsts = {x11+x12+x13+x14=200, x21+x22+x23+x24=400, x11+x21=200, x12+x22=100,
x13+x23=200, x11+x24=100}:
obj := 3*x11+2*x12+x13+4*x 14+2*x21+4*x22+6*x23+3*x24:
>minimize(obj,cnsts, NONNEGATIVE);
23 =0.x11 =0.x14 =0, x12 =0,x22 =100.x24 =100,x13 =200,x21 =200}
Excel
Velg “Funktioner”, “Tilfejelsesprogrammer”; og marker “Problemloser”
I cellerne al til h1 skrives startvaerdierne for x,;; til x,,

I cellen a3 skrives +al+bl+cl+d1l svarende til venstre side af begransning 1
I cellen a5 skrives +el+fl+gl+hl svarende til venstre side af begransning 2,
osV.

indtil al6 hvor der skrive hl.

I cellen j1 skrives objektfunktionen 3*al+2*bl+cl+4*d1+2*el+4*f1+6*gl1+3*hl

Man velger nu under menuen “funktioner” problemloser” og
1 “malcelle”: j1
ved redigering af celler : al:hl
Tryk pa tilfej. skriv a3 = 200
tryk pa tilfej: skriv a4 = 400
oSV
tryk pa tilfej: skriv al6>=0
Vealg “linezer”
Tryk pé “les”
Resultatet bliver
5E-07 2,5E-07 200 2,5E-07 200 100 1,42E-14 100 1300

200
400
200

100
200

100
5E-07
2,5E-07
200
2,5E-07
200

100
1,42E-14
100

Hvoraf man kan aflase at minimumsverdien er 1300 som antages i (0,0,200,0,200,100,0,100)
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2.5. Optimering af ikke- linezere funktioner.

Er funktionen ikke liner findes der visse metoder, bl.a.”Lagranges metode” som kan overfore
problemet til at lose et (stort) antal ligninger med mange ubekendte. Ingen af disse metoder sikrer
imidlertid, at det punkt man eventuelt finder virkelig er et globalt ekstremum. Som man bl.a. kan
seidet ovennavnte excel-program “problemleser” kan man forbedre mulighederne hvis funktionen
eksempelvis er kvadratisk. Man kan ogsé anvende flere forskellige numeriske metoder og for hver
metode anvende forskellige startpunkter. Hvis de sé alle kommer frem til samme ekstremumspunkt
sa kan man da habe, at dette ikke blot er et lokalt punkt.

Det folgende er et eksempel herpd, hvor vi anvender Excel til beregningerne.

Eksempel 2.11 (ikke linezer )

Lad os betragte en kasseformet malkekarton, som indeholder 1 liter meelk.

Dimensionerne er angivet pa tegningen, idet der regnes med 5 mm overlap til limningen af
kartonnen

5 mm

S mm

N =

h

S mn

Beregn kartonnens dimensioner sa overfladens areal bliver mindst mulig.
Lesning:

Lad alle dimensioner vere beregnet i mm.

Arealet 4 =(2b+2[+5)(h+b+10)

Rumfanget af beholderen er V= b-4-1=1000000

Benyttes Excel til beregningen med startpunkt (b,l,h) = (1,1,1) fas resultaterne
62,9343 119,3969 133,082 76156,51

1000000

dvs.
b=62.934 mm, /=119.397 mm og 4 = 133.082 mm

Forseges med andre startpunkter findes samme punkt, sd dette ma antages at vare det enskede
minimum.
| 4
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2. Optinering
Opgaver

Opgave 2.1
Find de stationere punkter for funktionerne
1) f(x,p)=x>+y> —9xy+27
2) f(x,y) = x? +3xy+3y2 —6x+3y—6

3
3) £(x,7) = x-cos()—x%, ye}—g;f[
4) f(x,y) = x° —xy+y2 +5x+2y-8

Opgave 2.2
Find (globalt) minimum og minimumspunkter for funktionen f'(x,y) i mangden S, hvor

D) f(x,y)=x>y+xy> =3xp og S er givet ved begrensningerne x <3, —x<y<3

2) f(x,y)= 27x° — 16y2 og S er givet ved begrensningerne x <1, x > y2

3) f(x,y)=x"+8y> —3xyog S er givet ved begreensningerne 0< x <4, 0< y <4, xy<2
4) f(x,y)=x>y(x+3y—50g S er givet ved begrensningerne 0< y, y* <x<4

5) f(x,y)=3x>—xp* +3y* - 12y og S er givet ved begrensningerne 0<x <3, 0<y <5
6) f(x,y)= 4x% + y2 —3xy og S er givet ved begrensningerne x >0, xy >1, x+y <4

Opgave 2.3
Find (globalt) maksimum og maksimumspunkter for funktionen f'(x,y) i maengden S, hvor

1) f(x,y)=x>y—4x*-2y% +16y og S er givet ved begransningerne 0 < y < 10— x>
2) f(x,y)=sinx+cosy+cos(x—y)ogSergivet ved begreensningerne0< x <27, 0<y <27

3) f(x,y)= 5o ((x-9%+20:-37+2) og S er givet ved begrensningerne x >0, y>0, x+y<6

Opgave 2.4
Find vaerdimengden for funktionen f'(x,y) i mengden S, hvor

1) f(x,y)= %xzyz —4xy* —x%y+8xy og S er givet ved begrensningerne xy>1, 0<x<8, 0<y<2
2, .2 1 . . 2, .2
2) f(x,y)= ln(x +y°+ 1) —Ex + y og S er givet ved begrensningerne x“ +y° <4, y <0

1
3) f(x,y)=2x"— ln(xy) + y og S er givet ved begransningerne xy > 3 0<x<l1, 0<y<2

4) f(x,y)=xy-e’ " ogSer givet ved begrensningerne x >0, x—4< y<2

Opgave 2.5

En kasseformet tank skal konstrueres, s& den far et rumfang pa 2000
m’. Bund, sider og lag koster henholdsvis 4000 kr./m % 2000
kr./m* og 1000 kr./m?. Dimensionér tanken siledes, at prisen bliver
mindst, idet dog ingen af kanterne mé overstige 20 m.
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Opgave 2.6.

En plan har ligningen R , hvor
a b c

a>2, b>4o0gc>5. Planen skerer koordinatakserne i

punkterne A, B og C (se figuren).

Koordinatsystemets begyndelsespunkt kaldes D. Veardierne
af a, b og c enskes bestemt, séledes at punktet P = (2,4,5)
ligger pd planen gennem A, B og C, og tetraederet ABC’s

1 : . .
volumen V(g abc) bliver mindst mulig. Det oplyses, at der

eksisterer vardier af a, b og ¢ med de onskede egenskaber.

Opgave 2.7.
Find alle lokale maksimums- og minimumspunkter for felgende funktioner:

D fy)=x>+y* +xy

2)  flay)=x+yt+dxy

3)  fny)=xy+y’

4) f(x,y):x2+y3+2x

5  f(xy)=x’+y*-3x

6) f()c,y)z)cz+2xy+2y3+5y2
7 f(xy)= xt —8x? +4xy2 +4y2

8) f(xy)=x'+y*-2(x-y)°
X

9)  f(x») TIEIE]

+x% +y?
10)  f(x,y)= 2x2y+xy2 — 6xy

Opgave 2.8.
2
1) Vis, at funktionen f givetved f(x,y) = (x2 +y? ) —4x? —8y? har 5 stationzre punkter og afgor

for hvert, om det er et lokalt maksimumspunkt, lokalt minimumspunkt eller saddelpunkt.
2) Bestem derpa globalt maksimum og minimum for £ (x, y) i cirkelskiven x* + y? <4?% .

Opgave 2.9.

1 1
1) Find samtlige stationere punkter for funktionen f(x,y)= x? V- 2x% - 1 y4 + ) y2
b) Betragt de stationare punkter (x,y) for hvilke y <0. Afger for hvert af disse punkter, om

punktet er et lokalt maksimumspunkt, et lokalt minimumspunkt eller et saddelpunkt.

Opgave 2.10.
2 1
Find de stationaere punkter for funktionen f(x,y) = (xz —y? ) +2x% - 3 y? ogafger for hvert, om

det er et lokalt maksimumspunkt, lokalt minimumspunkt eller saddelpunkt.
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Opgave 2.11
Lad virkningsgraden for en motor vere givet tilneermet ved f(x,y) = x> —y° —3xy—0.2 ,hvor x

og y er to variable.

1) Find de partielle afledede af 1. og 2. orden af /.

2) Find de partielle afledede af 1. og 2. orden af /i punktet (-1,1).
3) Er punktet (-1,1) et lokalt maksimumspunkt.

Opgave 2.12
Et ernaringsprodukt skal blandes af to ravarer R, og R, . Révarernes pris samt indhold af 3
naringsstoffer A, B og C er:

Révare R, Révare R,
Pris kr./ton 2000 4500
Enheder af neringsstof A/ton 16 24
Enheder af neringsstof B/ton 4 2
Enheder af naringsstof C/ton 2 9

Den feerdige blanding skal totalt indeholde mindst 80 enheder A, 12 enheder B og 16 enheder C.
Find den billigste blanding ved anvendelse af simplexmetoden.

Opgave 2.13.

En virksomhed skal beplante nogle arealer og kan velge mellem to typer beplantning A og B,
eventuelt en kombination af disse. Type A og B giver et overskud pr. hektar pa henholdsvis
2500 kr. og 6000 kr. Af nedenstdende skema fremgar, hvad beplantning af 1 hektar krever af
maskiner og omkostninger.

1 hektar beplantet | 1 hektar beplantet
med type A med type B
Antal maskindage 1 4
Omkostninger i kr. 1000 2000

I den for beplantning gunstige sason er der hgjst 160 maskindage til rddighed, og virksomheden
vil hejst betale 110000 kr. for arbejdet. Antallet af hektar er s stort, at det kan betragtes som
ubegranset. Find ved anvendelse af simplexmetoden det maksimale overskud, samt det antal hektar
der skal beplantes med henholdsvis A og B for at opné dette overskud.

Opgave 2.14

I en fabrik forefindes 3 maskiner M,, M, og M, til fremstilling af to produkter A og B. En enhed af
produkt A beslagleegger M, 1 5 minutter, M, i 3 minutter og M; 1 4 minutter, mens en enhed af
produkt B beslaglegger M, i | minut, M, i 4 minutter og M, i 3 minutter. Nettofortjenesten pr.
produceret enhed er 30 kr. for produkt A og 20 kr. for produkt B.

Produktionen enskes planlagt saledes, at nettofortjenesten (pr 60 minutter) bliver sterst mulig.
Find - ved benyttelse af simplexmetoden- den optimale lgsning.
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2.4 Linear programmering

Opgave 2.15

En fabrik fremstiller 3 slags plastikprodukter A, B og C. Der er tre trin i fremstillingen - stebning,
maling og montering - som hver tager en vis tid. Nedenstdende skema angiver den tid, hvert trin
tager, den maksimale tid, der er til radighed samt nettofortjenesten.

Stebning Maling Montering | Nettofortjeneste
1 stk A 4 timer 2 timer 3 timer 40 kr
1 stk B 3 timer 2 timer 2 timer 40 kr
1 stk C 5 timer 2 timer 3 timer 50 kr
Maksimal tid der er til radighed | 400 timer 200 timer 300 timer

Find ved hjzlp af Simplexmetoden hvilken produktionsplan, der giver den sterste fortjeneste.

Opgave 2.16

En kemisk virksomhed planlagger at udvinde 2 stoffer A og B af et eller flere mineraler til brug ved
en bestemt proces. Der skal udvindes mindst 100 kg af stoffet A og mindst 80 kg af stoffet B ved
processen. Der findes 3 mineraltyper med varierende indhold af A og B til forskellige priser:

Mineraltyper
1 2 3
Vegtprocentaf A | 20% [ 10% 20%
Veagtprocentaf B | 10% [ 30% 20%
Prisenheder pr. kg 3 4 5

Virksomheden gnsker at minimere udgifterne til indkeb af mineraler. Benyt Simplexmetoden til at
finde den optimale lgsning.

Opgave 2.17

Et valsevaerk fremstiller 3 produkter A, B og C. For produkterne kommer ind 1 valsevarket skal de
opvarmes i en ovn. Nedenstdende skema angiver "opholdstiden" i henholdsvis ovn og valsevark
for hvert produkt.

Ovn Valseverk
1 ton A | 24 sek. 48 sek.
lton B [ 48 sek. | 38.4 sek.
ltonC [ 72 sek. | 28.8 sek.

Ovn og valse benyttes dagligt i maksimalt 8 timer hver (28800 sekunder). Den samlede mangde
af A og B skal pa | dag veere mindst 500 tons. Nettoudbyttet pr. ton af A, B og C forholder sig som
1:3:4.

Formuler problemet som inddata til et passende LP-program (elsempelvis Maple eller Excel)
Keor programmet og giv en tolkning af udskriften.
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2. Optinering

Opgave 2.18

En teknisk kemisk virksomhed har i sit spildevand fra produktionen et indhold af 4 skadelige
kemiske forbindelser A,.B, C og D.

Virksomheden kan afsatte et beleb pa 40 kr. pr. m® spildevand til fjernelse af de skadelige stoffer,
hvilket imidlertid ikke er tilstraekkeligt.

For hvert af stofferne A, B, C og D er der fastsat en skadelighedsfaktor, som angivet i nedenstdende
tabel. For B og D er der en maksimal tilladelig veerdi af skadeligheden pr. m’ spildevand defineret
som produktet af skadelighedsfaktoren og koncentrationen (g/m?) af de pageldende stoffer.
Produktionen af stofferne samt omkostninger til evt. rensning af spildevand er ligeledes angivet ved
nedenstdende. Virksomheden ensker at minimere spildevandets skadelighed.

A B C D
Produktion g/m’ 5 1 2 1
Omkostninger kr/gram | 10 5 1 1
Skadelighedsfaktor 5 (100 | 5 20
Maksimal skadelighed 10 10

1) Opstil LP-problemet pa normalform.

2) Find ved benyttelse af Simplexmetoden den optimale lgsning.

Opgave 2.19

En virksomhed har formuleret et blandingsproblem pé folgende méde:
Der spges minimum for funktionen

z=X,+6x, +2x; (min.-pris)

under opfyldelse af begraensningerne

X, +2xy +x322, 2x +x, <4, 3x;+4x;<3

og ikke - negativitetsbetingelserne x; 20, x, 20 x; >0

Anvend Simplexmetoden til at lase ovennavnte blandingsproblem.

Opgave 2.20
En virksomhed har formuleret et LP - problem pa felgende méde:
Der spges minimum for funktionen z = x; +3x, +4x,

med begransningerne
2x, +9x, +4x5 215, x; +4x, +2x5326, x, +x3<4,
og ikke - negativitetsbetingelserne x; 20, x, 20 x5 >0

1) Omskriv problemet til normalform.
2) Formuler problemet som inddata til et passende LP-program (elsempelvis Maple eller Excel),
kor programmet og giv en tolkning af udskriften.

Opgave 2.21
Benyt et passende edb - program til at finde de globale ekstremumspunkter for funktionen

f(x,v,2)=xy+2z1 mangden S bestemt ved de to begrensninger x” +y’ +z> =24 og
x+y+z=0
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