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FORORD

Dette notat giver en kort indfering i, hvorledes man ved anvendelse af passende regnemidler og
benyttelse af partielle afledede kan tegne grafer for funktioner af to variable, beregne lokale og
globale ekstrema og ved hjelp af differentialer foretage fejlvurderinger

Der gives ogsd en kort orientering om hvorledes de tilsvarende begreber kan beregnes for
funktioner af tre variable

Forudsztninger: Der forudsattes et kendskab til differentialregning svarende til pensum i
matematik pad A- niveau

(se evt. notatet “Matematik fra C til A - niveau” der i pdf-format kan findes pa adressen
www.larsen-net.dk )

Endvidere kendskab til beregning af determinanter af 3. orden i en udstraekning svarende til emnet
i notatet “Matricer og linezere ligninger” (kan ogsé findes pa ovennavnte adresse)

Regnemidler: Der bliver i eksemplerne vist, hvorledes man kan foretage beregningerne med
“matematiklommeregneren” Ti 89 og edb-programmet “Mathcad”

For en mere omfattende gennemgang henvises til lerebogen “Bjarne Hellesen, Mogens Oddershede
Larsen: Matematik for Ingenigrer bind 2. Enkelte eksempler er ogsa hentet herfra.

(Bogerne kan findes pé ovennavnte adresse)

januar 2012 Mogens Oddershede Larsen
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1 Gundl aggende begreber

1 Funktion af 2 variable

1.1 Indledning

Funktioner af 1 variabel y = f(x), deres graf i1 et retvinklet koordinatsystem, differentiation,
bestemmelse af lokale ekstrema osv. osv. er velkendt.

Vi vil i dette kapitel se pa funktioner af 2 variable z = f'(x, y), deres graf i et tredimensionalt
koordinatsystem, differentiation og bestemmelse af lokale ekstrema.

1.2. Grafisk fremstilling.

En funktion af 2 variablez = f(x,y) vil grafisk sedvanligvis kunne fremstilles 1 et rumligt

koordinatsystem som en flade med “bakker” og “dale”.

En sddan rumlig tegning kan vare vanskelig at forestille sig. Man vil derfor ofte 1 stedet tegne
“niveaukurver”, som svarer til hgjdekurver pa et geodetisk kort. Ligesom en dygtig orienterings-
lober kan se landskabet for sig ved at betragte hgjdekurverne pa et kort, kan man ved at studere
niveaukurverne fa et godt indtryk af fladen.

En niveaukurve er en punktmaengde { } hvor f(x,y) har en konstant veerdi

k. Péfigur 1.1 er der vist niveaukurver for en funktion med et lokalt maksimum samt den samme
funktions 3-dimensionale udseende. Pa figur 1.2 er de tilsvarende figurer tegnet for et lokalt
minimum, og pa figur 1.3 er der tegnet en funktion med et saddelpunkt (disse begreber defineres

mere pracist 1 et senere kapitel).
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Figur 1.1 Graf og niveaukurvediagram for funktionen f(x,y)=100- e_\/(x_2)2+2(y_2)2+xy



Funktioner af to eller flere variable

Matcad: Skriv funktionen f(x,y):= osv.

1)

2)

Ti 89: Mode: Graph = 3D, Y= (indtast funktion), gul rude

Tredimensional graf: Vaelg Paletten: “Surface Plot”

Skriv i nederste venstre hjgrne f. En tredimensional graf viser sig.

Man kan nu aendre grafens udseende pa forskellig made.

Cursor pa grafen.

a) Hgjre musetast. Vaelg Box og man far en “kasse” som pa figuren.

b) Tryk to gange . Der viser sig en menu, hvor man kan skifte farver osv.
Veelges “Quick Plot Data” kan man skifte graenserne for x og y.

c) Med venstre musetast nede kan man treekke figuren rundt s& man ser figuren fra en bedre retning.

Niveaukurver: Vaelg paletten “Contour Plot”

Skriv i nederste venstre hjgrne f. Der tegnes nogle niveaukurver.

Man kan nu pa samme made som under punkt 1 eendre graenser , farver osv,

,veelg akser m.m., F2, Vaelg ZoomStd,

Se pa figuren, og eventuelt: i Windows aendre xmax osv, ved piletaster sendre hvorledes grafen ses, tryk pa X,Y og Z for
at se i akseretninger.

Niveaukurver : Tryk pa \ . Jo starre Grid veelges jo mere detaljeret bliver tegningen, og jo laengere tid tager det et tegne den

-
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Fig. 1.2. Niveaukurvediagram og tredimensional graf for en funktion

g(x,y)= (36—2)2 +(y—3)2 —-x-y+10  med minimum.
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Fig. 1.3. Niveaukurvediagram og tredimensional graf for en funktion
h(x,y)=(x— 2)2 -(y— 3)2 —xy+10 med saddelpunkt.



1.2 Gafisk frenstilling

S@edvanligvis er det alt for besverligt selv at tegne en rumlig flade og dens niveaukurver.
Kun hvis niveaukurverne er velkendte kurver som linier, cirkler hyperbler og parabler kan det
vaere hensigtsmaessigt selv at skitsere fladerne. Det folgende er et eksempel herpa.

Eksempel 1.2.  Grafisk fremstilling af enkle funktioner af to variable.
Der onskes en grafisk fremstilling af funktionen f'(x, y) = 1/x? + y?

Lesning:
Lad z=+x>+»" Y
Forst tegnes nogle niveaukurver. A

Lad a > 0 vare en given konstant.

Viharda: z=a < x2+y2 =a<::>x2+y2=a2

Niveaukurverne er folgelig cirkler med centrum 1 (0,0) / \ > X

se fig. 1.4. \yl 2 3
Heraf kan sluttes, at fladen ma vere af form som en “rund

skal” med minimum 0 i punktet (0.0).

Fig. 1.4.
V4
For at fa et “tveersnit” af “skdlen” skeres fladen med
xz-planen ved at indsatte y = 0 i ligningen z = \/x> + > .
z=|x
Vifirda: z=vx? <z= |x| (se fig. 1.5).
Fig. 1.5.
V4
A
Vi kan nu se, at “skalen” er en kegle med spidsen nedad. i
N 7 \/ 2, 2
(se fig. 1.6). =i Ty
» Y
X
Fig. 1.6.



Funktioner af to eller flere variable

1.3 Partiel differentiation
Hvis man for funktionenz = f'(x, y) holder y konstant pa vardien y,, sé vil f(x,y,) vare en

funktion af én variabel x.
Er denne funktion differentiabel, sd kan man pé sedvanlig méde finde dens aflede funktion.

o
Denne kaldes f’s partielle afledede med hensyn til x og skrives é)—f (x,yg)eller f.(x,y) .
X

o
Tilsvarende defineres f’s partielle afledede é’—f med hensyn til y .
y
of df

Tegnet & lases "bledt d" og markerer, at funktionen har flere variable. Dette indebaerer nemlig, at ﬁ_ (i modsatning til d_ )
x x

ikke uden videre kan opfattes som en brek i beregninger.

Eksempel 1.3. Partiel differentiation

Lad funktionen f'vare givet ved f(x,y) = %xz Y+ 1 Y2+ 1 X

2 2
o o
a) Find de to partielle afledede —f og —f
ox oy
. Of af
b) Find——(0,1) og ——(0,1).
) P (0.1) og e (0.1)
Lesning:
a) Idet vi opfatter f som en funktion af x alene, dvs. opfatter y som en konstant, fas umiddelbart
of

1, 1
(X, y)=—x-y° +0+—
Sy N =gy 2

o f 1
Tilsvarende fas > (x,y)==x-y+y
y 2

Ti89: “differentialet d” star over 8-tallet :
a) i’—f D d(x"2*y"2/4+y"2/2+%/2,X), i—f D d(x" 2%y 2/4+y"2/2+%/2.y)
X y

2 2 2 ) 2
Matcad:ﬁ;{d_[i+ y X }_) xyo 1
Ox | dx 4 2 2 ) 2 2
of d(xy' ' x) Xy,
oy dyl 4 2 2

o of
' - 15— (0.1) = — gg =2 (0. =1
b) Ved indsettelse af (x,y) = (0.1) fas (0,1) 2085, (0.1)

o
Ti89: —f(0,1): d(x*2*y"2/4+y 2/2+x/2,X) | x=0 and y=1
X
Den lodrette streg findes i venstre raekke (betyder forudsat) og and i CATALOG

Matcad: skriv x:=0 y:=2 og derefter som under punkt a)

| 4
Safremt det af sammenhangen klart fremgér, hvilket punkt (x,y) der er tale om, udelades det ofte
o
af betegnelserne, sdledes at man kun skriver —— og —f
ox oy



1.4 Ceonetrisk tolkning af partielle afl edede, tangentplan

Andre skrivemader.

of . oz
I stedet for —— skrives ofte fy eller —nar z= f(x,y) .
Ox Jx

7
Undertiden skrives [ﬁ_zj hvor der forneden er angivet, hvad de andre variable er. Eksempelvis kan energien E af en gas
X

JFE
enten opfattes som en funktion af tryk og rumfang eller som en funktion af tryk og temperatur. Derfor ville —— vaere et tvetydigt

) i) .
symbol, mens | — og | er entydige.
oP v iP);

1.4. Geometrisk tolkning af partielle afledede, tangentplan
De partielle afledede kan som anskueliggares i eksempel 1.4 geometrisk tolkes som heldnings-
koefficienter til tangenter.

Eksempel 1.4. Geometrisk betydning af partielle afledede.

Pé fig. 1.7 er tegnet grafen for f(x,y):%xz-y2+%y2+%x for 0<x<1 og 1<y<2

AZ

P4 figuren er k; skaringskur-
ven mellem planen y =1 og
grafen for f mensk,er

skaeringskurven mellem planen
x =0 og grafen for f.

Fig. 1.7. De to partielle differentialkvotienter i (0,1)
er heeldningskoefficienterne for tangenterne T, og T,

of

Sy (0,1) er heldningskoefficienten af tangenten 7', til kurven &, for (x,y) = (0,1)
X

2
0,’—/; (0,1) er heldningskoefficienten af tangenten 7, til kurven k, for (x,y) = (0,1).

Den plan, som er bestemt ved tangenterne 7, og 7, kaldes tangentplanen for grafen for fi
punktet (0,1).

L 4



Funktioner af to eller flere variable

Tangentplan
Lad funktionen f'vare differentiabel 1 et punkt (x,,y,) oglad z, = f(xq, ) -

Lad k,veare skaringskurven mellem planen

y =y, oggrafenfor f, og T, veretangenten

til £, med reringspunkt i (x,, ).
Tilsvarende er k,er skeringskurven mellem
planen x = x, og grafen for fog T, er tangen-
ten til k, .

» X

Fig. 1.8. Tangentplan i (x,,y)

Den plan, som er bestemt ved tangenterne 7, og 7, kaldes tangentplanen for grafen for f'i
punktet (x,,»,).

.. af of
Ligningen for tangentplan :z-= f(xo,y0)+E(xO,yO)-(x—x0)+ é,—y(xo,yo)-(y—yo)

Bevis:
o af I
Lad for kortheds skyld fy =——(xg,¥¢) og fy =—f(x0,y0)
ox Jy

1

Da fy er heldningskoefficienten for tangenten 7 til kurven kj har en retningsvektor for T, koordinaterne a = {0

/¥

1 0 —fy
(0] _ X
Tilsvarende er 5 = [1 ] retningsvektor for 7,. En normalvektor til tangentplanen er folgelig axb= [0 J x| 1 |=|-f

N y
73 ) \r) b
Planens ligning bliver derfor — /¥ - (x —x0) = /3, - (¥ = yp) +1-(z—29) =0 ‘
Eksempel 1.5. Tangentplan
Lad der vare givet funktionen f(x,y) = %xz y? +% 2+ % X .
Find ligningen for tangentplanen til funktionen /i punktet (0,1).
Lesning:
. I , - 1 5, 1 af 1
I eksempel 1.3 fandt man for funktionen f(x,y)= A i at (3_(0’1)23 og
X
of 1 . I 1 1 1
——(0,1)=1.1Idet £(0,1) == fas ligningen: z=—+—(x-0)+1-(y-1)z=—x+y——
é’y() J(O1) =5 fas ligning S5 =0+ 1-(=1) S XY =3
L 4



1.4 Ceonetrisk tolkning af partielle afl edede, tangentplan

1.5. Partielle afledede af hejere orden.
: : . 2f af
Har fpartielle afledede af forste orden i1 definitionsmengden D, kan Sy (x,y) og =™ (x,y)
X y
igen opfattes som funktioner af to variable i D. Hvis disse nye funktioner selv har partielle
afledede, siges f at have partielle afledede af anden orden i D. Disse skrives

>f a(afJ i é’(&fj & f i(ﬁfJo >f o”{é’fj

ox2 Ox\odx 2y) 6x0y ox Gyox dy

’ﬁyz _é’y

ox

o’f  f
oxldy JOydx

ady

For de to sidste “blandede” afledede galder, at de “seedvanligvis™ er ens, dvs.

Eksempel 1.6. Partielle afledede af anden orden
I eksempel 1.3 fandt man for funktionen f(x,y)= %xz -y? +% 2+ % x de partielle afledede

P ST DR Y

S ey =Xy og e (6,y) =2 %" y+y

a) Find de partielle afledede af anden orden for funktionen f.

b) Find verdierne af ovennavnte partielle afledede 1 punktet (x,y) = (0.1).

Leosning:

2
N >’f o”(ﬁfj_ ﬁ[lxyz—i—lj:lyz

ox: oJx\odx) ox\2 2) 2
2
o
ox2dy Jdx\Jy) Jx\2
2
2
oyt dy\ad) y\2 2
Da de blandede anden aflede er ens, er det unedvendigt at beregne den anden kombination
>f 2 (a fj
oy dx - oy\dx
2 2
TI89; i ]; D d(d(x2*yA2/4+y 2/2+X/2,X,X), i D d(d(xM2*yA2/4+y 2/2+x/2,X.Y),
ox dxdy
2 2 2 2 2
Matcad: d f : dx|x -y +y—+£
ox* | dx? 4 2 2
2 2 2
b “Lon-2, “Lon-1, -ZLon-1,
Ox 2 Oy Ox 0y
F;f

Ti89: F (0,1): d(d(x*e™2*y)+cos(x/(y*2+1)),x,X) | x=0 and y=1
X

Matcad: skriv x:=0 y:=1 og derefter som under punkt a)

'Dette gelder for alle funktioner som er dannet af de sedvanlige stamfunktioner

7



Funktioner af to eller flere variable

Analogt defineres partielle afledede af hgjere end anden orden, og ogsa for disse kan
differentiationernes raekkefolge normalt velges vilkarligt, f.eks.

ocf  of  Of
Ox0ydx ox*3y Oyoix?

1.6. Lokalt ekstremum

Lad P, vare et indre punkt i definitionsmengden D for en funktionfog M cD vare en omegn
af P,. Hvis f(Fy)) < f(P) for alle punkter P i M, sa kaldes denne vardi for f ‘s lokale
minimum, og R for et lokalt minimumspunkt.

Hvis f(Ry) = f(P) for alle punkter PiM, sé kaldes denne vardi for f‘s lokale maksimum,

Ved et lokalt ekstremum forstds enten et lokalt maksimum eller et lokalt minimum.

Er f(P,) < f(P) for alle punkter P i definitionsmangden D, sd kaldes denne vardi for f*‘s
globale minimum eller mindstevzerdi, oger 1 (F)) = f(P) foralle punkter Pidefinitionsmang-
den D, si kaldes denne verdi for f ‘s globale maksimum eller sterstevaerdi.

Nedenstidende figurer leder os ind pa, at det som et led 1 ekstremumsbestemmelser kan vare
nyttigt at se pa punkter, hvor grafen har "vandret tangent(plan)" - sdkaldte stationare (eller
kritiske) punkter.

AN
/
I
-
I
AN
AN
R

i
=
i
—

Fig. 1.9. Stationcere punkter Fig 1.10. Stationcere punkter

Pé figurerne har f (og g) vandret tangent (tangentplan) i x, ()_cl), X, ()?2) 0g X3 ()?3) , globalt
maksimum 1 x; ()?3) og globalt minimum 1 x, ()?4)

Endvidere er grafen for f vandret mellem a og b.

Fra differentiable funktioner af én variabel vides, at man finder de stationare punkter for en
funktion f'ved at finde de verdier for hvilke f'(x) =0

Man kan endvidere bestemme om et stationzrt punkt er lokalt maksimumspunkt eller
minimumspunkt ved at lave en fortegnsdiskussion af f'(x) (se figur 1.11)



1.6 Lokalt ekstrenmum

| A2 Y

+ 0 - 0+ 0+ O-f(x
lok.max min Vende- max
tangent

Fig 1.11 Fortegnsdiskussion for f (x)

Imidlertid kan man som regel ogsa afgere arten af et stationzrt punkt ved at betragte de afledede
af 2. orden i punktet.

Der geelder nemlig folgende:

Lad x, vere et stationart punkt for en funktion f (dvs. f'(x,)=0).

f"(x9)>0= x, er et lokalt minimumspunkt
f"(xy) <0= x er et lokalt maksimumspunkt

f"(xy) =0 nermere undersogelse ma foretages

For differentiable funktioner af 2 variable vil man tilsvarende se pa de punkter hvor funktionen
fhar vandret tangentplan, dvs. hvor de partielle afledede er 0.

Definition af stationgert punkt.

Lad f'vaere en differentiabel funktion af 2 variable med definitionsmeangde D.
Et indre punkt (x,,y,)1 S kaldes et stationart punkt for f, hvis

of

2f
Z(XOJO):O/\ ﬁ—y(xod’o):o

Eksempel 1.7 Stationzere punkter.
En funktion 1 er givet ved f(x,y)=x?y—x> —2x? +3y? +8y-2
Find de stationere punkter for f.
Lesning:
De stationare punkter for f findes af ligningssystemet
2Ly
ox 2xy—3x2—4x:O (1)
a5 {xz +6y+8=0 2)
y
I ligning (1) kan x sattes udenfor en parentes.
Vifarix-(2y-3x-4)=0=x=0v2y-3x-4=0



Funktioner af to eller flere variable
. Ce . 4
Tilfelde 1: Indsettes x =0 1 ligning (2), fis0+6y+8=0< y = -3

4
Stationeert punkt: (x,y) = (0,— Ej

Tilfelde 2: Ligningen 2y —3x —4 = 0 loses med hensyn til y og indsattes 1 ligning (2).

indsattes:

y:

_ —_0+44/92 _4.
x2+6(3x2 4j+8=0<:>x2+9x+20=0<:>x= o% 92 420 - 4vx=-5

11
Stationeere punkter ((x,y) =(—4,-4)v(x,y) = (— 5— ?j

TI89:
Funktionen defineres x"2*y - x3 - 2*x"2 + 3*y"2 + 8*y - 2 STO f(x,y) ENTER
F2: solve(d (f(x,y),x)=0 and d (f(x,y),y)=0,{x,y})
Resultat: x=-4 and y=_11/2 or x=-4 and y = -4 or x=0 and y=-4/3
Bemeerk: d findes over 8 tast og “and” i CATALOG

Matcad: f(x,y) := x?y—x3—2x? +3y? +8y -2
x:=1 y:=1 (startveerdier)

Given
d
—f(x,y) =0 boolsk lighedstegn
dx
d
- , =0
2 S(x,»)
Find(x,y) —>

L 4

Skal man skaffe sig et overblik over en funktions "udseende", kan det vaere nedvendigt at se pa
kende arten af de stationere punkter, dvs. vide om de er lokale maksima, minima eller sakaldte
saddelpunkter.

Da man jo ikke kan lave en fortegnsdiskussion pa en funktion af 2 variable, ma man i stedet
betragte de partielt afledede af anden orden.
Der galder folgende satning som anferes uden bevis:

Saetning 1.1 (undersogelse af arten af et stationzert punkt).
Lad(x,,y,) vere et stationart punkt for en differentiabel funktion f, og s&t

’f ’f >’ f
A:—(X >y )5 B=——(x D 0g C:—(x ’y)
5.2 0>Y0 dc@/( 0:Y0) 5}/2 0-70
A-z B

Lad determinantligningen =0

C-z

have redderne z, og z,

10



1.6 Lokalt ekstrenmum

Der geelder da
la) z, ogz, positive: f har lokalt minimum 1 (x,,y,)

1b) z, ogz, negative: f har lokalt maksimumi (x,, )

2)  z, ogz, forskelligt fortegn: f har intet lokalt ekstremum i
(x9,¥0)

3) z,=0 og/eller z,=0: Nermere undersogelse ma foretages.

Eksempel 1.8. Lokale ekstrema
. ) . . 4
a) Find de stationare punkter for funktionen f givet ved f(x,y) = xt+2x2 —2x%y +g y?

b) Afger for hver af ovennavnte stationare punkter, om det er et lokalt maksimumspunkt, lokalt
minimumspunkt eller saddelpunkt.

Lesning:
o

a) o/ = 4x> +4x—4xy
ox
o
—f = 2x? +§y
oy 5

4x3 +4x—-4xy =0

, 8 < (x,3)=(0,0) v (x,y) = (25 Vv (x,y) =(=2,5)
—-2x +§y =0
(Ti 89 eller Matcad benyttet)
b)
(05 0) ( 29 5 ) (_27 5)
2 .
A:ﬁf =12x2 -4y +4 4 32 32
&
af 0 -8 8
= =—4x
Ox0oy
A2 8 8 8 8
=42 | 5| 5 |5
3° 5

11



Funktioner af to eller flere variable

4—z 0

(0,0): 0 =0&z=4vz= 8 Lokalt minimum
—Z 5 _—
32—z -8 8
(2,5): | _g %_Z = 0@(32—2)(§— j—64: 0<>z=-038vz=339 Saddelpunkt
32—z 8 8
(-2,5): | g %_Z =0@(32—z)(§— )—64=O<:>z=—0.38vz:33.9 Saddelpunkt

| 4

1.7 Globalt ekstrema

Ved optimeringsproblemer er man interesseret i1 at finde et globalt ekstremum for et konkret
problem.

Folgende eksempel illustrerer fremgangsmaden, som jo er nart beslegtet med de tilsvarende
problemer for funktion af 1. variabel.

Eksempel 1.9. Optimering
En retvinklet kasse uden 1ag skal have et rumfang p& 32m°. Kassen skal konstrueres séledes, at
dens overflade bliver mindst (mindst materialeforbrug).
Find kassens optimale dimensioner.
Lesning:
1) Optimeringsproblemet opstilles.
Lad leengde, bredde og hegjde af kassen vare x,y og z.  Viharda
Find det globale minimum (mindsteveerdi) for funktionen g(x,y,z)=2xz+2yz+xy 1

mangden S givet ved begransningen
xyz=32, , x>0, y>0, z>0.

2) Problemet reduceres.
Begraensningsligningen benyttes til at reducere antallet af variable.

32 . . . .
xyz =32 & z=— . Ved indsattelse afz = 32 1 g og de ovrige begrensninger fis
xy

Xy
32 32 64 64
2x—+2y—+xy=—+—+2xp,
Xy Xy y X

2
x>0, y>0, 3—>0_
Xy
Problemet kan derfor nu reduceres til
4
Find det globale minimum (mindsteveerdi) for funktionen / (X, ) = - + 7 Xy i

mengden S, givet ved begrensningerne 0<x, 0<y (1. kvadrant)

12



3) De mulige ekstremumspunkter bestemmes.

of

ox
27
cy

64
Indsaettes y = —-
X

64

()

4 4
0@-6—24-)/:0@)/:6—2
X
64

=0 -——+x=0 (1)
y

iligning (1) fés

4

1.7 dobalt ekstremum

+x=0<:>—2—4+x=0<:>—x4+64x:0<:>x=0vx:4

4
Da x>0 er kun x =4 en losning. Ved indsattelse af x=41y = 6—2 fisy=4
X

Samlet har vi altsd fundet 1 stationert punkt (4,4).

4) Vurdering af, at det stationzere punkt er et globalt minimumspunkt

O’f 2:64 Ff 264 Of

O x? X3

) - ’ :1
oy y'  Oxd

Indsattes (4,4) fasA=2,B=1,C=2

2—z 1
1 2—z

Heraf ses, at funktionen har et lokalt minimum i punktet (4,4)

1
=0 (2-2)° =1<:>2—z:il<:>Z:{3

At det ogsa er et globalt minimumspunkt synes rimeligt, da det er det eneste stationare punkt
1definitionsmangden. Endvideresesatx > 0v y > 0vx —> vy — o sdgir f(x,y)—> ©

Anvendes Matcad til at tegne niveaulinierne for funktionen fas folgende tegning:

]

2

B e S L i

T

54 024\ .su 01 ul
2 01? ]
”3“ 52.026 \\ 540

58 0z
SD 028 =0 0as '\
52.026
54.024™,
602
)

072,50.028 50 page-126

\ 42026

54024 \ _’)
\ 50028

Anis

52.026
S 0255 hiaz- 53%336 o —— |
T

2 4 [ a

f

Heraf ses, at funktionen har globalt minimum i (4,4) .
Dimensionerne erx=4m.y=4mogz=2m
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Funktioner af to eller flere variable

1.8 Gransevzerdi, kontinuitet, differentiabilitet

De folgende definitioner pa graenseverdi, kontinuitet og differentiabilitet er generaliseringer af tilsvarende begreber
for funktion af 1 variabel.

Lad f(x,y) have definitionsmengden D. Lad endvidere a veare et reelt tal i D

Grensevaerdi: Hvis f(x,y) ervilkarligtetpa a, blot (x, y) er tilstreekkelig teet pa (xg,yg) (og (x,y) € D), siger
vi, at f{x, y) har grensevaerdien a for (x, y) gdende mod (xq,yq) -

Skrives: f(x,y)—a for (x,y)— (xg,y0)

For en precis definition se :Matematik for ingenierer bind2 side 10.

Kontinuitet: f'er kontinuert i (xg,vq) , hvis f(x,») = f(x,»0) for (x,y)—> (xg,¥0)

Intuitivt kan man forestille sig kontinuerte funktioner som funktioner, hvis graf er "ubrudt". Pa figur 1.8 er vist nogle
ikke-kontinuerte funktioners grafer.

Z !

X X

Fig. 1.12. Nogle ikke-kontinuerte funktioners grafer.
Pa basis af disse definitioner, kan man vise folgende satninger, som ger, at det er nemt at afgere om en funktion af
flere variable er differentiabel.
Seetning 1.2
Har en funktion f kontinuerte partielle afledede i en &ben mangde D, da er f differentiabel i D (og dermed ogsa
kontinuert).

Til at afgere om en funktion er kontinuert gelder folgende:

Seetning 1.3.

Enhver funktion, der ved "sadvanlig regning" (' +g,f - g,/ &, L , [ © g) kan dannes ud fra standardfunktionerne
4

(exp, In, potens, sin, cos, osv.), blive kontinuert i sin definitionsmengde.
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1.9 Differenti al

1.9. Differential
Differential for funktion af 1 variabel
Folger vi grafen for en differentiabel funktion y = f'(x) fra et punkt med abscissen x, til et punkt

med abscissen x, + Ax bliver funktionstilveksten Ay = f(x, + Ax) — f(x,) jevnfer figur
figur 1.11.

AT
SxitAx)
A
|
,‘:\\\\ P A
Af %\3\* | A
.
o1y dy
[ S Tl v
> X
Xo Ax Xyt Ax

Fig. 1.13. Tilveekst i tangents retning

I stedet for at folge grafen fra x til x, + Ax kunne vi som en tiln@rmelse folge tangenten i x,, .
I s& fald bliver y - tilvaeksten f'(x)- Ax som kaldes differentialet dy eller df.

For den afha@ngige variabel x, gaelder Ax = dx
(betragtes den identiske funktion f(x)=x fir vinemlig df =dx =1-Ax, dvs. dx = Ax)

Vi har derfor df = f'(xq)dx .

d
Divideres med dx, fas den kendte sammenhaangdl =f".
X

Bemark, at man altid gerne ma dividere med dx, nér blot dx #0.
Navnet differentialkvotient betyder netop en kvotient mellem differentialer.

Eksempel 1.10. Differential

Find differentialet af funktionen f(x)=5x"
Lesning:

Differentialet df = f'(x)dx = 20x>dx

Differential for funktion af 2 variable
Lad funktionen f'vare differentiabel i et punkt (x,,y,) oglad z, = f(xy,y0) -

Gar vi fra punktet (x,,y,)til punktet (x,+Ax,y,+Ay) bliver funktionstilveksten
Az = f(xo + Ax,y9 + Ay) — f(xg,y) jevnfer figur 1.9.

I stedet for af folge grafen for f, kunne vi som en tilnermelse folge tangentplanen i1(x,, y,)
d.v.s. den plan der udspendes af tangenterne AB og AD pa figur 1.12.

15



Funktioner af to eller flere variable

. af 2f
Da tangentplanen har ligningen z = f(x(, )+ E(XOJO)'(X‘ x0)+ ﬁ—y(xo,yo)-(y— yo)

Y o
bliver z-tilvaeksten z — f(xg.»0) = a—f(xo,yo) - Ax + 7f(x0,y0) - Ay
X y

Fig. 1.14. Differential dz

Denne z-tilvaekst, som fas ved at folge tangentplanen, kaldes differentialet d feller d z.

Ligesom for funktioner af 1 variabel gelder, at man kan erstatte Ax med dx og Ay med dy,

of .. of

hvorved differentialet kan skrives df =——dx+——dy
ox oy

Ved visse anvendelser kaldes differentialet for det “totale differential” af f.

Eksempel 1.11. Differential
: . 1, o 1, 1
Lad funktionen f vare givet ved  z=f(x,y) = R AR AR

1) Beregn Az nar punktet (x,y) endrer sig fra (2,1) til (2.03, 0.98)
2) Beregn dz nar punktet (x,)) @ndrer sig fra (2,1) til (2.03, 0.98)
Losning:

1) Az= £(2.03,098) - f(2,1) =2.48463-2.5=-0.0153

P U A P U p
2) dz= Exo-y0 +5 x + 5x0y0+yo Y hvor x, =2,y =1, d x=0030gdy=-0.02

dz=15-0.03+3-(-0.02) =-0.0150
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1.9 Differenti al

Fejlvurdering.

Ved enhver maling kan den fysiske storrelse aldrig males eksakt. Malingen behaftes altid med
en vis usikkerhed. Det kan skyldes usikkerhed pa objektet, méleinstrumentet, brugeren af
instrumentet osv.

Systematiske fejl er fejl, hvor man eksempelvis har glemt at korrigere for temperaturens
indflydelse pa méling af et stofs harhed.

Er mélingen befriet for systematiske fejl, er der kun tilbage “tilfeeldige fejl”.

Eksempelvis vil der ofte pa et instrument vare anfort en “instrumentusikkerhed”, som viser hvor
ngjagtigt instrumentet kan male.

En sddanusikkerhed kan eksempelvis findes ved at man foretager en méling flere gange eventuelt
af forskellige personer.

Maksimal fejl eller usikkerhed

Den maksimale usikkerhed Ax er sa defineret som den numerisk storste afvigelse mellem en malt
veerdi og gennemsnittet.

Er eksempelvis en temperatur angivet som 30.45°+ 0.05 menes hermed, at i veerst tenkelige
tilfzelde kunne mélingen vare 30.40° eller 30.50° .

Relativ fejl eller relativ usikkerhed

Ved den relative fejl (usikkerhed) pa en storrelse x forstds stﬂrrelseng
X

Eksempel 1.12. Maksimal og relativ fejl
Lad x=153+1Imogy=25+2m

a) Find den maksimale fejl Az pAz=x-y
b) Find den relative fejl pa z.

Lesning:

Det ses umiddelbart, at z= 153 -25 = 128 og
a) Az=1+2=3m dvs.z =128%£3 m

b) rel(z) =% =0.0254 = 2.34% 2

Den maksimale fejl (eller usikkerheden) pa to sterrelser kan jo godt veere den samme , f.eks. 1
cm, men hvis den ene storrelse er usikkerheden pa diameteren af et ror pd 10 cm og den anden
er hgjden pa et hus, sé er det klart, at det er den relative usikkerhed, der siger mest.

Fejlberegning ved anvendelse af differentialer.

Ved mere komplicerede udtryk er det ikke som i eksempel 1.12 muligt direkte at beregne den
maksimale usikkerhed. Man ma sa i stedet erstatte benytte differentialet ved beregningen. Det
svarer jo til, at man erstatter funktionen med dens tangentplan. Dette er tilladeligt nar blot
usikkerhederne A x og Ay er sma.

Der gaelder folgende:

17



Funktioner af to eller flere variable

Fejlberegning

Den maksimale absolutte fejl A z for funktionenz = f(x, y) 1 punktet ((x,,y,) er
| g | o

Az = = (x40, Y0 )|AX + 5 (xy,¥,)|Ay forudsat fejlene A x og A er smé

2
Koefficienterne 3_f og =™ kaldes sa f ‘s folsomhed overfor fejl pd henholdsvis x og y.
X y

Eksempel 1.13. Fejlvurdering.

Et cylindrisk hul med radius r og hejde / bores 1 en metalblok.
Manved,atr=3 £0.1 cmogh=20 £0.2 cm

1) Find den maksimale absolutte fejl pa hullets volumen V

2) Find den maksimale relative fejl pd V

3) Har V storst felsomhed overfor r eller overfor h?

Leosning.

V =z-r’h. Differentialet paVerdV = z-r?dh+27m-r-hdr
1) Den maksimale absolutte fejl pa hullets volumen V:

[AV] =|z-3|Ah+[27-3-20]Ar = 977-02+1207- 0.1 = 4335 ~ 434
2) V = 565.487.

Den maksimale relative fejl er

d—V‘ =T77%
vV

dv d
3) V har sterst folsomhed over for fejl pd r, da Fa 120> d_Z =r-3
r

Formlen er ikke mere kompliceret end man kan regne den maksimale fejl direkte
AV = 7317202 - 7-3*-20=4437 ~ 44.4

18



2 Funktion af mere end 2 variable

2. Funktion af mere end 2 variable
De definitioner og begreber som er gelder for funktioner af 2 variable kan umiddelbart
generaliseres til funktioner af 3 og flere variable.

Grafisk fremstilling
Grafen for en funktion af 3 variable f(x,y,z) kan naturligvis ikke tegnes i et 4-dimensionalt rum. Derimod er det

muligt at tegne en niveauflade hvor f(x,y,z) har en konstant verdi k. Eksempelvis er en sakaldt orbital eller
boelgefunktion W(x,y,z) for et atom anskueliggjort ved en niveauflade for |‘I‘| pa figur 2.1. (Orbitaler spiller en

stor rolle for forstaelsen af atomers og molekylers egenskaber).

Et andet eksempel er nogle kugleformede niveauflader for tyngdepotentialet N omkring jorden vist
\/xz + y2 +22
pa figur 2.2.
7 V4
Y 7
»
X N

Fig. 2.1. Niveauflade for en atomorbital WY(x,y,z) Fig. 2.2. Niveauflader for tyngdepotentialet omkring jorden

Begreberne fra kapitel 2 kan umiddelbart kan generaliseres fra 2 til flere variable.
Eksempelvis galder for en funktion af 3 variable analogt med funktion af 2 variable:

Satning 2.1 Art af lokalt ekstremum for funktion af 3 variable
Lad a=(xy,y,,z,) veere et stationart punkt for en differentiabel funktion faf 3 variable.
2

A= %(xm) . B =%(xo,yo) og C=j—y{<xo,y0)
Z{ @) -u ZZ} @) ZZZ @)
Lad determinantligningen 262;; (@) i’;{ (@)—u 2?;; (@) |=0
i;;: @) g—;@ Z—{ @) -

have redderneu, , u, og u;.

Der gaelder da
1) z,, z,0g zyalle positive:  f har lokalt minimum i a = (x4, y,2¢)

2) z;, z,0g z; alle negative: f har lokalt maksimum1i (x,,y,)
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2. Funktion af mere end 2 variable

3) z,, z, 08 z;har ikke samme fortegn: fhar intet lokalt ekstremum 1 (x, )

4)  Huvis én eller flere af rodderne z;, z,0g zjer 0 og de ovrige har samme fortegn, :
Nearmere undersggelse ma foretages.

Eksempel 2.1. Funktion af 3 variable
Lad funktionen f vere bestemt ved f(x, y,z) = * t2 7 ~4x-12y-22423

a) Find de partielle afledede for funktionen f
b) Find de stationare punkter for f
c) Undersog arten af de stationare punkter fundet i spergsmal b)

Leosning:
I det folgende skrives for kortheds skyld ,x*+2y+2*-4x-12y-22423 _ ,a
a) s =(2x—-4)e, s =(4y—12)e", s =(2z-2)e"
& & &
0
27 _y
& x=2
of .
b) E =0« <y=3 Stationart punkt (x, y, z)=(2, 3.1)
p z=1
1/ _y
&
iz . O . O .
c) éx{ = (2+(2x—4)2)e , @{ :(4+(4y—12)2)e , &—{: (2+(2z—2)2)e
2 2 2
or Qx—-4)(4y—12)e", or 2x—4)(2z-2)e", or (4y-12)(2z-2)e"
e ix Hx
2 2
7L aan=2. 7L @sn=a. TL sy -2 7L asn=-2Lasn=-"Lasn=-0
& & & %) i I

0 4—u 0 =0 u=2vu=4vu=2
0 0 2—u

Heraf ses, at f har et lokalt minimum i punktet (x,y.z)=(2,3.1)
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Opgaver

Opgaver

Opgave 1.1
Lad f'vaere en funktion givet ved f(x,y)= x>y

a) Tegni et rumligt koordinatsystem grafen for funktionen f'ved anvendelse af et matamatikpro-
gram

b) Tegn niveaukurverne for funktionen f og afger herudfra om funktionen har noget lokalt
minimum? - lokalt maksimum? - saddelpunkt?

Opgave 1.2
Man er interesseret i grafisk fremstilling af funktionen f(x,y)=x? +y? —1. Der onskes
hovedsageligt betragtet punkter, hvor f(x, y) <3 og der leegges ikke vagt pd nejagtighed, men

pa principielle trek. Sével positive som negative x- og y-vardier betragtes.

a) Tegnietrumligt koordinatsystem grafen for funktionen f ved anvendelse af et matamatikpro-
gram

b) Tegn niveaukurverne for funktionen f og afger herudfra om funktionen har noget lokalt
minimum? - lokalt maksimum? - saddelpunkt?

Opgave 1.3
4
Lad f'vaere en reel funktion af to variable givet ved f(x,y) = 3 A9 - x? - y2 .

1) Angiv f ‘s definitionsmengde (skitsér den i xy - planen).

2) Skitsér i et xy - koordinatsystem f ‘s niveaukurver svarende til niveauerne 0, 1,2, 3 og 4.

3) Skitsér i et xz - koordinatsystem skaringskurven mellem f ‘s graf og planen y = 0.

4) Skitsér grafen for /1 et xyz - koordinatsystem, siledes at man fér et indtryk af grafens 3-
dimensionale udseende.

Opgave 1.4

Man er interesseret 1 grafisk fremstilling af funktionen f(x,y) = y2 —x2.

Der onskes hovedsageligt betragtet punkter, hvor —2 <x<2A-2<y<2A-2<Z f(x,y)<2,

og der leegges ikke vaegt pd nejagtighed, men pa principielle traek.

a) Tegni et rumligt koordinatsystem grafen for funktionen f'ved anvendelse af et matamatikpro-
gram

b) Tegn niveaukurverne for funktionen f og afger herudfra om funktionen har noget lokalt
minimum? - lokalt maksimum? - saddelpunkt?

Opgave 1.5

Find de partielle afledede af forste og anden orden for felgende funktioner

D fey)=x"y? +2x7y+4 D=2 >
xX+y

3 ()= 4 £ () =tnf14275*)
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Funktion af 2 eller flere variable

Opgave 1.6
Find ligningen for tangentplanen for

1) f(x,y)=x>y—xy? ipunktet (x,) = (-2,3)
2

2) f(x,y)="— ipunktet (xy)=(2,-1)
y

Opgave 1.7

Find de stationare punkter for funktionerne

1) f(x,y)=x3 +y3 —-9xy+27

2) f(x,y) =x? +3xy+3y2 —6x+3y—-6

3 Sy =xcos() -, ye DT
22

4) f()c,y):x2 —xy+y2 +5x+2y-8

Opgave 1.8
Lad virkningsgraden for en motor vaere givet tilneermet ved f(x, ) = x> — > —3xy— 0.2 ,hvor

X og y er to variable.

1) Find de partielle afledede af 1. og 2. orden af 1.

2) Find de partielle afledede af 1. og 2. orden af /i punktet (-1,1).
3) Er punktet (-1,1) et lokalt maksimumspunkt.

Opgave 1.9.
Find alle lokale maksimums- og minimumspunkter for folgende funktioner:

) fy)=x>+y" +x

2)  flny)=x+yt+4xy

3)  f(x,y)=xp+)y’

4) f(x,y):x2+y3+2x

5)  f(,y)=x’+y>-3x

6) f(x,y):x2 +2xy+2y3+5y2
7 f(x,y)= xt —8x? +4xy2 +4y2

8) [, y)=x"+y*-2(x-y)?
X

9 [ =—a—s

I+x +y2
10) f(x,») :2x2y+xy2 —6xy

Opgave 1.10.
2
Vis, at funktionen f givet ved f'(x, y) = (xz +y? ) —4x? —8y? har 5 stationare punkter og afger

for hvert, om det er et lokalt maksimumspunkt, lokalt minimumspunkt eller saddelpunkt.
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Opgaver

Opgave 1.11.
. . . . 1 1
a) Find samtlige stationzre punkter for funktionen f(x,y)=x’y—2x% - 2 v+ 5 y?

b) Betragt de stationzre punkter (x,y) for hvilke y < 0. Afgor for hvert af disse punkter, om
punktet er et lokalt maksimumspunkt, et lokalt minimumspunkt eller et saddelpunkt.

Opgave 1.12.

2 1
Find de stationare punkter for funktionen f'(x,y) = (x2 — y2 ) +2x% - 3 y2 og afger for hvert,

om det er et lokalt maksimumspunkt, lokalt minimumspunkt eller saddelpunkt.

Opgave 1.13

En kasseformet tank skal konstrueres, sa den fir et rumfang pa
2000 m’. Bund, sider og 14g koster henholdsvis 4000 kr./m 2,
2000 kr./m* og 1000 kr./m . Dimensionér tanken sdledes, at  z
prisen bliver mindst, idet dog ingen af kanterne ma overstige 20 -
m.

Opgave 1.14.
En plan har ligningen TiliEo , hvor
a b c
a>2, b>4o0gc>5. Planen skerer koordinatakserne

i punkterne A, B og C (se figuren).

Koordinatsystemets begyndelsespunkt kaldes D. Vardi-
erne af a, b og ¢ enskes bestemt, sdledes at punktet P =
(2,4,5) ligger pd planen gennem A, B og C, og tetraederet

ABC’s volumen V(%abc) bliver mindst mulig. Det

oplyses, at der eksisterer vaerdier af a, b og ¢ med de
onskede egenskaber.

Opgave 1.15
Find differentialet af funktionen

) f(x,y)=4x"y+y°
2) f(x,y)=2""+4 ipunktet (1,0)

Opgave 1.16
En kugleformet tank har radius ». Med en pejlestok
maler man veskehgjden 4 for at kunne beregne

vaeskerumfanget V = % h? (3r—nh)

a) Angiv et den maksimale fejl pd V,narr=1+£ 0.1 m
ogh=0.1£0.01 m

b) Angiv den maksimale relative fejl pa V. \
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Funktion af 2 eller flere variable

Opgave 1.17
En bunke har form som en kegle med hejde h og grundfladeradius r. Man maéler h og r, for at

1
kunne beregne rumfanget ) = 3 zrh

a) Angiv den maksimale fejl pd V, ndr r = 10+ 0.2 m og h =
10£0.1 m
b) Angiv den maksimale relative fejl pa V.

Opgave 1.18

En olietank er kasseformet med leengden L =
3 m, bredden B =1 m og hgjden H=1 m.
Tanken er nedgravet vandret, men ejeren far
mistanke om, at den halder en vinkel u .

For at finde u, helder ejeren V = 1 m’ olie i /
den tomme tank, og maler oliestandens hgjde
h 1 den hgjeste side til 0.20 m.(se figuren)
Vinklen u kan findes af formlen

U= Arctan( 2 — %j
B-1> L
1) Find vinklen u.

2) Detanslas,at V=1£0.02 ogh=0.2 £ 0.01.
Find den maksimale absolutte fejl pad u (alle resultater med 3 betydende cifre)
3) Angiv den maksimale relative fejl pd u

Opgave 2.1
Find de partielle afledede af forste orden for folgende funktioner

) f(x,p,2)=x"y*2> +xyz°
2) f(x,y,z)=y-sin(xz)+2"*

Opgave 2.2

Find alle lokale ekstremumspunkter for de folgende funktioner

D f(x,y,2z) = -2x2-2y2-22+2xy +2yz+8x -4y +2z -3, (x,y,z)eR?
2) f(x,y,2) = x3+3x2+2p2+22-yz, (x,y,z)eR3
3) f(x,y,z) = x3+21x+y3+z3 -6xyz, (x,y,2)€R3 .
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Facitliste

Facitliste
1.1 a) - b) - ,ingen af delene
1.2 a) - b) - , lokalt minimum
13 1) x*+%<9 2)- 3)- 4) -
14 a) - b) - , saddelpunkt
)
1.5 1) %z?ﬁx - +4xy, 2{ 2x y+2x2 va 6xy +4y, Zy{=2x3, dw{)(z 6x y+4x
of _1 _3 of _1 _3 ﬁzf _3 _5
2 o=y (=) 2ay) 2 e=mxe(xoy) 2ty) 2 —a=ye (2 ) -y) 2+y) 2
2
w20 SornE Ll e e
Of _3 3y of __ 13-y Zf _o -y Zf _1 3y f __3[3x-y
3 GyTaVeT T Sy Ve T o5y T o2 4 T axey T 4
5 of xt of _ 2x%)3 Af _ Y-x2yhy S _ 242 G3-x2yY)  GEf _ 47
x l+x2y4 Cdy 1+x2y4 T oox (1+x2y4)2 , ‘75’2 (1+xzy4)2 " oxy (1+x2)’4)2 ’
1.6 1) z=30-21(x+2)+16(y—3) 2) z=-4-4(x-2)-4(y+1)
171000 33 @059 3 (0Z] (Lo (4a) 9 4y
of _~.2_ Of _ 2.2 _ >f _ >f > f A .
1.8 1) E—:}x 3y, é’_y_ 3y 3x, ﬁxz —6x, ﬁyz = 6_)/, m— 3, 2) O, O, 6, 3, 6 3)Ja
1.9 1) lok.min.pkt. (0,0) 2) lok.min.pkt. (i 2\/5 ,\/5 ) 3) ingen 4) ingen 5)lok.min.pkt. (1, 0)
6) lok.min.pkt. (0,0) 7) lok.min.pkt. (2,0) 8) lok.min.pkt. (ﬁ,—ﬁ), (—JE,JE)
9) 1) lok.max.pkt. (ié,oj 10) ingen
110 lok.max.pkt. (0,0)  lok.min.pkt. (0,2) lok.min.pkt. (0,-2) saddelpunkt (JE ,o) og (—JE,O)
LI1 a) (0,0), (0, 1), (0, -1), (JE,z), (—JE,z) b) saddelpunkt (0,0) lok. max. pkt (0,-1)
1.12 lok.min.pkt. (0,0) saddelpunkt [0 ﬁ] saddelpunkt [0,—%)
113 x=4325, y=4305, =535,
1.14 6,12,15
115 1) 16x3ydx+(4x4 +2y)dy 2) 2-In2dx+2-In2dy
1.16 (a)0.00911m* (b) 10%
1.17 1) 52.359 2) 5%
118 1) ~ 508" eller 0.0886 radianer 2) 0.632%eller 0.110 radianer  3) 12.4%
af 2.22 af 3 3 9f _5.3.2 2
2.1 1) v =3x“y°z +yz 5y =2x yz txz, == =2x"y“z+3xyz
2) ﬁf T=) cos(xz)-z+2%% . yz-1n2, Zi = sin(xz) + 277 - xz-1n2, %:y~cos(xz)-x+2xﬂ-xy-ln2
2.2 1) lok. max.pkt. (3,2, 3) 2) lok. min.pkt. (0.0.0) 3) ingen
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Funktion af 2 eller flere variable
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