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FORORD

Denne bog er beregnet for studerende, som har behov for at repetere eller opgradere deres
matematiske viden til A-niveau.

Bogen gennemgar kernepensum sadan som det er beskrevet efter bekendtgerelsen af 2010.
Kernepensum er det pensum, som alle skal igennem, og som kraves, for at man kan regne
eksamensopgaverne.

Udover dette pensum, skal der suppleres med forskellige emner, som underviseren kan
bestemme, og som derfor kan veere forskellig fra underviser til underviser.

Regnemidler

I eksemplerne er angivet hvorledes beregningerne kan foretages med den i gjeblikket mest
populare lommeregnere Tl-nspire. Da Tl-nspire ogsa findes i en PC-udgave, kan den naturligvis
ogsa umiddelbart bruges.

Selv om sadanne avancerede lommeregnere let kan differentiere og reducere selv de vanskeligste
udtryk, sa viser erfaringen, at det er meget svert, at anvende matematikken, hvis man ikke er i
stand til at manipulere med simple udtryk, herunder at differentiere enkle funktioner. Det bliver
ogsa naesten umuligt at laese en teknisk tekst eller harer et foredrag, hvori der indgar nogen
matematik, hvis man ikke i rimelig grad behersker symbolikken. Derfor er det ngdvendigt at gve
potensregler, differentiationsregler m.m. samtidig med, at man naturligvis ved, hvordan en
avanceret lommeregner kan foretage beregningerne i mere komplicerede sammenhange.
Derfor anfares der i nogle af eksemplerne og opgaverne, at disse skal regnes “uden hjelpemid-
ler”, dvs. uden brug af lommeregner og bog.

| de gvrige eksempler og opgaver ma man naturligvis benytte savel lommeregner som bogen til
hjeelp.

Eksemplerne er dog ofte regnet bade med og uden brug af lommeregner.

Opgaver er anfart efter hvert kapitel.
En facitliste til disse opgaver findes bagerst i bogen.

Som repetition kan anbefales, at ga ind pa undervisningsministeriets hjemmeside
uvm.dk/Uddannelser/Gymnasiale uddannelser/Pragver og eksaminer

og her regne nogle af de sidste eksamensset der er stillet til eksamen pa A-niveau.

juni 2014 Mogens Oddershede Larsen
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1. Regneregler

1. Regneregler

Selv om man kan fa en lommeregner til at beregne alle typer af regneudtryk, er det alligevel
ngdvendigt at veer2.2e fortrolig med de grundleeggende regneregler. Eksempelvis skal parenteser
saettes matematisk korrekt for at fa det korrekte resultat, ligesom det jo ikke er sikkert at
lommeregneren reducerer et udtryk til den form som er mest hensigtsmassig i de felgende
regninger, og sa man jo selv vare i stand til at foretage en yderligere omformning.

Endelig bliver det sveert at lzese en tekst eksempelvis i fysik eller hgre en et foredrag, hvis man

ikke i rimelig grad kan felge beregningerne. Vi vil derfor kort repetere disse regler

Regel Eksempel
Multiplikation og division udregnes far 2-3+4-5=6+20=26
addition og subtraktion
Potenser og andre funktionsudtryk udregnes 23 .5_ (_3)2 -8.5-9=31
farst.
Hvert led i den ene parentes (2a—3b)(6b+4a) = 12ab+8a® —18b% —12ab = 832 —18p?
ganges med hvert led i den anden 5a3(2ab? —3a) =10a*b? —15a*
Minustegn ma ikke fglge umiddelbart efter 2_(_3)+§  §4d=_D
gangetegn, der skal settes en parentes 2
To brgker ganges med hinanden ved at gange | 2 7 _14
teeller med teeller og naevner med naevner 39 27
En brgk ganges med et tal 5.6_30
ved at gange telleren med tallet. 707
Man dividerer en brgk med en brgk ved at 2
gange med den omvendte brgk. 3 29 18 6
7 37 21 7
9
Alle led i tzelleren a®-ab? ,
skal divideres med navneren a @ b
Man leegger breker sammen ved at sztte pa 2. 7_ 16 21 16+21 37
feelles brgkstreg. 3 8 24 24 24 24
Felles neevner kan altid findes ved at gange 3,533 52 9+10 19
nevnerne sammen 4 6 12 12 12 12
Broker forkortes ved at dividere alle led med 6a—12b 2a-4b (brok forkortet med 3)
samme tal 3a+9% a+3p
To potenser med samme grundtal multipliceres | 33.5% = 3°
ved at addere eksponenterne
To potenser med samme grundtal divideres ved| 58 5
at subtrahere eksponenterne 2 =a
Man oplgfter en potens til en ny potens ved at (a5)4 _ a2
multiplicere eksponenterne og beholde roden
Flyttes et led over pa den anden side af ligheds-| x+3=5< x=5-3
tegnet skiftes fortegn
Flyttes en faktor over pa den anden side af et X3 xS
lighedstegn divideres med det (dog ma ikke 2
divideres med 0)
I en ligning kan man gange alle led med samme 2,15 aii1os
tal (#0) 37 6 6
Andengradsligning- formel ) —b++/b® —dac
ax +bx+c=0<:>x=T
kvadrat pa en to leddet starrelse (a+b)? =a?+b%+2-a-b




1. Regneregler

Eksempel 1.1. Regneregler

a) Reducer uden brug af lommeregner 3(22 ZZ) a-b

b) Les uden brug af lommeregner ligningen 2x—-3 _ 5
2X+3

Kontroller facit ved brug af lommeregner.
Lasning:

a) 3(33 5b) : SMab:%(Qaz—Zsz)

15ab
2X—3

2X+3 B
Antages 2x + 3= 0 fas

b)

2x—3=5-(2x+3)<:>2x—3=10x+15<:>—8x:18<:>x:—l—;<:>x=—

A|©

Kontrol:

Velg Beregninger 3. (3'“_§'b].a.b =i

a) 3*(3*a/(5*b)-5*b/(3*a))*a*b ENTER

b) solve((2x-3)/(2x+3)=5,x) ENTER

@nskes resultatet som en decimalbrgk, sa tryk pA CTRL og ENTER
eller skriv eksempelvis 5.0 fremfor 5 solve




Opgaver til kapitel 1

Opgaver til kapitel 1
1.1. (uden hjelpemidler)
Beregn

a) 5:4+6

b) 5-(4+6)

C) 5+4-6

d) (5+4)-6

e) 2° -6+2-((—3)3 —(—3))

1.2. (uden hjelpemidler)
Skriv som uforkortelig brok

1.3. (uden hjelpemidler)
Reducér

4a+8b
a)

2
4a +8b

2a
4a +8b

2a+4b
4a?
2ab-4a
15a®
5a°

b)

c)

d)

€)




1. Regneregler

1.4 (uden hjeelpemidler)

Udregn

a) (3x—5)-6+(-7x+13)-3—(8x-1)-(-2)
b) (3x-5)(2y+3)—(5x+2)(y+2)

¢) (x+5y)* —(x-5y)°

d) 2x° —(x" —=2x3)(3x3 - x?)
e) (2x+3y)-(3x-y)

1.5. (uden hjelpemidler)
Reducer

a) (%Z—é—Z)((am)z—(a—b)z)

72a°p3c?
54a°bc®

C) viex'®

1.6. (uden hjeelpemidler)
Find tallet x af falgende ligninger
a) 5x+2=3x-10

5X-3 2x-3 X-7 _

b) + 0
2 3 6
2X+7 2x-8
c) =
5x—-3 5x+2

1.7. (uden hjelpemidler)
Find tallet x af ligningerne

a) a’-x=a’

9
3 o (a2
py @ x=(a’)
c) 4x+3=-2x+9

1.8. (med hjelpemidler)
Las ligningerne:

a) x?-4=0
b) 2-x? =4-2x
¢) (x-=2)-(x2-9)=0

1.9. (uden hjelpemidler)
Bestem tallet a, s& -3 er rod i ligningen 2x3 +3x2? —ax+3=0

Repetition(se evt forord)
24 maj 2013 nr 1,



2.2. Afstandsformel
2. Koordinatsystem, Ret linies ligning

2.1 Koordinatsystem
Ved et koordinatsystem vil vi i denne bog altid forsta et retvinklet koordinatsystem
| figur 2.1 er tegnet et xy - koordinatsystem

v

Fig 2.1. Koordinatsystem

Den vandrette koordinatakse kaldes x - aksen eller 1. aksen og den lodrette kaldes y - aksen eller

2. aksen.
Punktet P pa figuren har koordinaterne (x, y).

Punktet med koordinaterne (0,0) kaldes begyndelsespunktet og benavnes i denne bog med O.

2.2. Afstandsformel
Seetning 2.1 Afstandsformel
Afstanden mellem to punkter P =(x,,y,) og Q=(x,,Yy,) er

|PQ| =\/(X2 _X1)2 +(Y, _Y1)2

Fig 2.2 Afstandsformel

Bevis: Punktet C (se figur 2.2) har koordinaterne (X, ,Y,) .

Vi har nu, at|PC| =|x, - x,| og |QC| =]y, - v,|

Af den retvinklede trekant ABC fas nu ifalge “Pythagoras”

PQ" =[Pc|* +cql” =[x, ~x,|" +[y, =y

Heraf fas formlen. ¢



2. Koordinatsystem, ret linies ligning

Eksempel 2.1. Afstandsformel
Bestem afstanden mellem punkterne A=(2,3) og B=(-4,6).
Lasning:

Ifglge afstandsformlen fés: |AB| = \/(—4— 2)2 +(6—3)% =+/36+9 =+/45 =6.708 L 2

2.3. Ret linies ligning
Lad der i et koordinatsystem veere givet en ret linie I.

(0.h)

Fig 2.3. Ret liniey = a x+b

At linien | har ligningen y = ax +b vil sige,

1) at alle punkter pa linien | har koordinater, der passer i ligningen, og
2) ingen punkter udenfor linien har punkter der passer i ligningen.

Indseettes x = 0 i ligningen fas y =a-0+b , dvs. linien | skarer y-aksen i punktet (0.b).
Saettesx=1fas y=a-1+b=a+b.

Heraf ses (jeevnfar figur 2.3) at nar x vokser med 1, sa andrer y - verdien sig med a
Tallet a kaldes linien haldning (eller haeldningskoefficient).

Er linien parallel med x - aksen er dens heeldning 0, og den har ligningeny = b.
En linie parallel med x - aksen, har ligningen x = c, hvor c er liniens skaring med x - aksen.

Eksempel 2.2 Ret linies ligning Ay /
Tegn i samme koordinatsystem linierne m /
1) I med ligningeny =2x -3
2) m med ligningen y = -3x+2 |t P

3) n med ligningeny = -2 ! .

4) p med ligningen x = 3 3
Lasning: )

Ved indsattelse af x = 0 og x =1 fas
1) | gar gennem punkterne (0,-3) og (1,5) \
2) m gar gennem punkterne (0,4) og (1,1)
3) ngar gennem punktet (0,-2) og er parallel med x-aksen
4) p gar gennem punkterne (3,0) og er parallel med vy -
aksen




2.3 Ret linies ligning

TI-Nspire

Veelg Graf (grafindtastninger), ligning, linie,y=mx+b, Enter

Udfyld rubrikkerne med 2 og -3

Der fremkommer nu en ret linie.

Gentag de gvrige linier, idet man i tilfeelde 3 veelger ax+by =c og skriver Ox+1y=-2

739 My
1 1'=(-3]'_'-c+_': .
— —————— it e
Totekst X s T:
B &
=2
y=2-x+(-3)
739 ]

Hvis tegningen ikke er tilfredsstillende kam man sendre akserne ved at markere tallene i kanten af
akserne og veelge andre tal

En ret linie kan veere givet ved at den gar gennem 2 givne punkter, eller ved, at man kender et
punkt pa linien og liniens haldning.
Der geelder fglgende sztning:

Seatning 2.2 Ret linies ligning
Hvis en ikke lodret linie | gar gennem to punkter P =(x,,y,) og Q =(x,,Yy,) er liniens
. _ yz - yl - . . _
heeldning a =——— og liniens ligning y-y, =a(x—-X,)
2 7%y

Bevis:

Lad | have ligningen y =ax+b.

Da punkterne P og Q ligger pa linien geeldery, =ax, +b og y, =ax, +b.

Traekker vi nu de to ligninger fra hinanden fas y, —y, =ax, +b—(ax, +b) < vy, -y, =a(x, — x,) < a =%
27 M

Traekkes ligningeny = ax+b fraligningeny, =ax, +b fasy-y, =ax+b-(ax; +b) & y-y; =a(x—x;)

L 4
Eksempel 2.3. Linie bestemt ved at ga gennem to punkter
Bestem ligningen for linien gennem punkterne A = (-2, 3) og B = (4, -1).
Lasning:
Vi har haldningen a= 13 42
4-(-2) 3
2 2 4 2 5
Ligningener: y—3=——X-(2) & y-3=——X-——S y=——X+—
gning y s (X~ (2) =y 3X T3 Y=g
L 4

Generelt geelder, at enhver ret linie har en ligning af formen ax+by =c¢
(jeevnfar hvordan vi tegnede linien x = 3 i eksempel 2.2



2. Koordinatsystem, ret linies ligning

2.4. Skeering mellem to rette linier

Lad der veere givet ligningerne for to rette linier | og m:

I: a,;x+by=c,

m: a,x+b,y=c,

Er linierne ikke parallelle har de et skaeringspunkt. Et sddant skaeringspunkt skal opfylde begge
ligninger, sa problemet reduceres til, at lgse to ligninger med to ubekendte.

Dette sker lettest ved den kendte metode, hvor man af den ene ligning finder eksempelvis y
udtrykt ved x, og sa indsatter dette i den anden ligning.

Man kan dog ogsa benytte regnemidler som TI-Nspire hertil.

Endelig kan man tegne de to linier og bestemme skaringspunktet.

Disse tre metoder er vist i det falgende eksempel 2.4.

Eksempel 2.4. Skeering mellem to linier.

Find skaeringspunktet S mellem linien | med ligningen 2x - 6y + 9 = 0 og

linien m med ligningen x + 8y - 1 =0.

Lasning:

Metode 1: Indseettelsesmetoden

Da skaeringspunktets koordinater skal opfylde begge ligninger skal man Igse ligningssystemet
2Xx-6y+9=0 @)

{ X+8y — 1=0 (2)

Af ligning (1) findes X = 3y—% (3)

Indszettes (3) i ligning (2) fas
9 11 1
3y-—+8y-1=01ly="oy==
y > y < 1lly 5 <y >
1 \ 1
Indseettes y = — i (3) fas x:3-——g<:>x=—3
2 2 2

1
Skeeringspunkt S = (— 3, Ej

Metode 2: TI-Nspire.

. . 1
solve |2- x~6-y+9=0 and x+8- y-1=0, {x,_v}}l *x="3 and y=—
. | 9

Metode 3 Skeeringspunkt pa tegning.

Tegner linier som i eksempel .2

Marker en linie og veelg “Undersgg grafer”

Velg skeringspunkt, udfyld menu. ' _—




Opgaver til kapitel 2
Opgaver til kapitel 2

2.1.(uden hjeelpemidler)
Bestem en eksakte veerdi af afstanden mellem punkterne A = (-4, 3) og B = (-3, -8)

2.2 Bestem med 3 decimaler leengderne af siderne i trekant ABC, hvor A = (-3, 4),
B=(5,70C=(2,5)

2.3 Undersgg om trekant ABC er ligebenet, nar A = (5, 8), B=(6,1) og C = (2, 4)

2.4. (uden hjeelpemidler)
En linie gar gennem punkterne A = (1, 2) og B = (3, -1).
Find liniens ligning.

2.5. (uden hjelpemidler)
En linie | gar gennem A =(-3,1) og B = (1, 5).
Opskriv ligningen for |

2.6.(uden hjeelpemidler)
En linie | gar gennem A = (1, -3) og har haldningen 2.
a) Tegn linien | i et koordinatsystem
b) Opskriv linien I’s ligning.
c) Find koordinaterne til linien I's skaringspunkter med koordinatakserne.

2.7.(uden hjeelpemidler)
a) Opskriv ligningen for den linie I, der gar gennem punktet P = (5, 3) og har haldningen
a=3
b) Opskriv ligningen for den linie m, der gar gennem punktet P =(0,—Ej og har
3
heldningena =-3

2.8. (uden hjelpemidler)
Linien | gar gennem punkterne A = (-1, 4) og B = (7, 6).
Find en ligning for den linie m som skeerer x - aksen i (4, 0) , og som er parallel med |I.

2.9. En linie gar gennem punkterne A = (-3,2) og B = (2,4).
Undersgg om punktet C = (512, 207) ligger pa denne linie.

2.9 (uden hjelpemidler)
Las falgende ligningssystemer ved “indsettelsesmetoden”

- X+2y=-8 b) 4x+y=5
3X+y=3 6x+4y =15

2.10.



2. Koordinatsystem, ret linies ligning

| et koordinatsystem er givet linierne
I: 3x+5y=12 og m: 4x+7y=38

Bestem koordinaterne til de to liniers skeringspunkt.

2.11 (uden hjelpemidler)
Ved et forlystelse i et tivoli blev der i et bestemt tidsrum solgt 60 billetter. Indtsegten var

1000 kr.
Prisen for en voksenbillet var 30 kr og for en bgrnebillet 10 kr.
Hvor mange bgrne- og voksenbilletter blev der solgt?

10



3.1 Cirklen
3. De trigonometriske funktioner

3.1 Cirklen
Pa figur 3.1 er i et koordinatsystem tegnet en cirkel med centrum i C=(x,,Y,) og radius r.

)

P(x,1)

Fig. 3.1. Cirkel
Der gelder da fglgende sztning

Setning 3.1. Cirklens ligning
En cirkel med centrum i C=(x,,Y,) og radius r har ligningen

(X_Xo)2 "’(y_yo)2 =r’

Bevis:
Lad P = (x,y) vare et vilkarligt punkt pa cirkelperiferien.

Da cirkelperiferien bestér af netop de punkter, hvis afstand til centrum er radius r er|CP| =r

| folge afstandsformlen haves nu |CP|=r <::>\/(x—xo)2 F(Y-Y) =re (Xx=x)> +(y—-Y,)> =r°

| 4

Eksempel 3.1 Cirkler

1) En cirkel har centrum i punktet (2, -3) og radius 4.
Find cirklens ligning

2) Angiv radius og koordinaterne til centrum for den cirkel, der har ligningen
(x+2)*+(y-6)>=25

Lasning:

1) Af sa@tning 1.2 fas ligningen
(X=2)2+(y—(-3)? =4 & x* —4x+4+y> +6y+9=16 < x> +y? —4x+6y =3

2) Af stning 1.2 fas , at centrum har koordinaterne (-2, 6) og radius r =5
| 4

“Reduceres” cirklens ligning
(x=X0)? +(y-Yo)? =r? & x* +y? _ZXOX_ZYOY+X02 + YOZ =r? (1)
ser vi, at har vi en ligning af typen x? + y2 +ax +by + ¢ = 0 s& er det muligvis ligningen for en

cirkel med —2x, =a, =2y, =h, Xo° +y,° -r?=c.

11



3. De trigonometriske funktioner

Eksempel 3.2 Ligning for en cirkel

Undersgg om ligningen x> + y? +2x —8y +13 = 0 fremstiller en cirkel, og angiv i bekraftende
fald centrums koordinater og radius.

Lasning:

Sammenlignes x° +y* +2x -8y +13=0med formen (1) ses, at

2% =2& Xy =-1, -2y, =8 Yy,=4 0§ (-D*+4%-r?>=18<=r’ =4,

Vi har fglgelig, at ligningen

X? +y? +2x-8y+13=0 fremstiller en cirkel med centrum i (-1, 4) og med radius 2

L 4

Ved en enhedscirkel forstas en cirkel med centrum i begyndelsespunktet O = (0, 0) og med
radius 1

Ligningen for en sadan er x% +y? =1 4V

Fig. 3.2. Enhedscirkel

3.2 De trigonometriske funktioner sinus , cosinus og tangens.

Ordet trigonometri betyder trekantsmaling. Kan man regne vinkler og sider ud i en trekant, kan
man ved “triangulering” opdele en polygon i trekanter, hvis sider og vinkler sa ogsa kan
beregnes. Trigonometriske beregninger var saledes helt afggrende for at de store sejlskibe i
1400- og 1500- tallet kunne sejle over de store oceaner eksempelvis fra Europa til Amerika.
Endvidere var de uundveerlige ved landmaling.

Som en ikke geometrisk anvendelse kan naevnes at de trigonometriske funktioner er ngdvendige
til en beskrivelse af svingninger f.eks. ved bglgebevaegelse eller elektriske svingninger
(vekselspanding i elektriske kredslab) .
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3.2 De trigonometriske funktioner sinus, cosinus og tangens

3.2.1.Definition af sinus og cosinus

Lad P veere et punkt pa enhedscirklen, og lad v betegne en vinkel fra x - aksen til linien gen-
nem O og P, hvor v regnes med fortegn (positiv mod uret). Funktionerne cosv og sinv defi-
neres da ved, at punktet P skal have koordinaterne P = (cosv,sinv) .

Y
A

P = (cos v, sinv)

Fig. 3.3. Definition af cos og sin.

Nar det drejer sig om geometriske beregninger f. eks. i trekantsberegninger regnes vinklerne i
grader. Dette er saledes tilfeldet i dette og de to fglgende afsnit. Hvis intet andet er naevnt, sa
geelder her, at 0< v <180°

Til beskrivelse af svingninger og andre fysiske anvendelser anvendes et andet vinkelmal
(radianer). Dette sker i kapitel 6.

Af definitionen falger
1) -1<sinv<1log —-1<cosv<l
2) sin0°=sin (180° =0, sin(90°) =1, cos 0° =1, cos(90°) =0 og cos(180°) = -1.

3) (sin v)2 +((:osv)2 =1

Folger af, at |OP| =1 og benyttelse af afstandsformlen.

Eksempel 3.3. Beregning af sin og cos pa T1-nspire

Beregn sin (30°, sin (120° cos (30° cos120°

Lasning:

Farst sikrer vi at vinkelmalet er i grader ved

Lommeregner: doc, indstillinger og status, dokumentindstillinger

Funktionerne findes under “trig” pa tastaturet

PC: Filer, Indstillinger, dokumentindstillinger

Funktionerne findes pa dokumentvarktgjslinien under “matematiske operatorer”
V3 V3 1

sin(30) :% sin(120):7 005(30):7 cos(120) = "3

13



3. De trigonometriske funktioner

Ofte skal man foretage den omvendte beregning. Dette er vist i det falgende eksempel.

Eksempel 3.4. Beregning afsin™ ogcos™

Lad 0<v<180°
Find v, af falgende ligninger _
a) sinv=0.70 $-
b) sinv =-0.70 '
c) cosv= 0.70
d) cosv=-0.70 ;
Lasning:
a) Som det fremgar af figuren vil savel vin-
klen v som vinklen (180° - v) have en v
sinus pa 0.7. B |
Benyttes lommeregneren fas
v =sin'(0.70) = 44.43°
Lommeregneren giver derfor kun vinklen i farste kvadrant
Den anden vinkel bliver 180 - 44.43 = 135.57
Om man ved en ved en trekantsberegning skal benytte begge vinkler eller kun den ene ma
afhaenge af det konkrete problem.
b) cos v =-0.23 < v = cos ! (-0.23) = 103,30°

Her er der kun én lgsning, hvilket bevirker, at man seedvanligvis vil foretreekke cos fremfor
sin ved beregningerne, hvis det er muligt. &

3.2.2. Definition af tangens

Y
Definition af tangens: A
tanv =Y =\ .90°
cosv b T(I.tan(v))

1V > Y

Veardierne for tanvafleses pa tangenten til
enhedscirklen i (1,0).

) Fig. 2.6. tan afleeses pa tangenten
Bevis:
Linien gennem punktet O og P=(cos (Vv), sin (v))
har haldningen 4= 3"V =0 _1ny.
cosv-0

Heraf ses, at punktet T har koordinaterne (1, tan(v)). L J
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3.2 De trigonometriske funktioner sinus, cosinus og tangens

Eksempel 3.5. Beregning af tangens
1) Beregn tan (54.3%),
2) Beregn tan(130.0°)

Lasning:
1) tan(54,3) = 1.392
2) tan(130) = -1.192 %

Eksempel 3.6. Beregning af tan™

Lad 0<v <180°
Find v, af
1) tanv=0.70
2) tanv=-0.50
Lasning:
1) v = tan}(0.70) = 34.99° v
2) Lommeregneren beregner en negativ vinkel u F\
pa figur 1.7. 0O u ]
Da vi gnsker en lgsning v i intervallet [0;180°]
fas v =180°+u 0.5
u = tan(-0.50) = - 26.57°
v =180° + tan™(-0.50) =153.44°

> <

> X

Fig. 2.7. tan™ af negativt tal
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3. De trigonometriske funktioner

Opgaver til kapitel 3

3.1.

3.2

3.3

(uden hjeelpemidler)

En cirkel har centrum i punktet C = (-2,3) og har radius 5.
a) Opskriv ligningen for cirklen

b) Vis, at punktet D = (2,6) ligger pa cirklen

¢) Find skeringspunktet mellem cirklen og x - aksen.

(uden hjelpemidler)
Angiv centrum C og radius r for hver af falgende cirkler

a) X" +(y-3)" =4
b) (x+2)%+(y-6)> =25

Angiv centrum C og radius r for hver af falgende cirkler
Q) x2+y2+2x—6y=6

b) x?+y? —10x = -16

c) x> +y?+2x+8y=8

3.4 Beregn  sin (45°%), sin (135°) cos (45°) cos135°

3.5

3.6

3.7

3.82a)

Lad 0<v <180°
Find hvis det er muligt med 2 decimaler v, af fglgende ligninger
a) sinv=0.35 b) sinv=-0.35 c¢) cosv= 0.35 d) cosv=-0.35

Angiv med 4 decimaler cos(60°), sin(70°%, sin(110°) , tan(123°), cos(120°)

Lad 0° <v<180°
Find med 2 decimaler de veerdier af v , hvor
a) cosv=0.2345 b) sin v =0.2345 Cc) cosv =-0.3456

Beregn tan (17,5,
Beregn tan(110.0°)

3.10 Lad 0<v <180°

Find v, af
1) tanv=0.35
2) tanv=-1.45
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4.1 Ligefrem og omvendt proportionalitet

4. Ensvinklede og retvinklede trekanter

4.1. Ligefrem og omvendt proportionalitet

Ligefrem proportionalitet:

To starrelser x og y siges at vaere (ligefrem) proportionale, hvis der findes et tala >0, sa
y=a-x

Eksempel 4.1. Proportionalitet

Lad en bil kere med den konstante hastighed 90 km/time hen ad en motorvej.

Tiden t og den tilbagelagte vejleengde y er da proportionale.

Eksempelvis pa 1 time er der tilbagelagt 90 km, pa 2 timer er der tilbagelagt 180 km osv., sa
y=90-t

L 4

Omvendt proportionalitet
To starrelser X og y siges at vaere omvendt proportionale, hvis der findes et tal a >0, sa
a

y=—
X

Eksempel 4.2. Omvendt proportionalitet

Lad afstanden ad en motorvej fra et punkt A til et punkt B veere 100 km.

En bil kerer fra A til B med den konstante hastighed v km/time hen ad motorvejen.
Tiden t og hastigheden v er da omvendt proportionale.

Eksempelvis kares v = 100 km/time tilbagelaegges vejstreekningen pa 1 time, med 50 km/time
tilbagelaegges vejstreekningen pa 2 timer osv.

Vi har falgelig, at v :1ct)_o 2

4.2. Ensvinklede trekanter
| figur 4.1 er trekant A, B,C; en “forstarret” udgave af trekant ABC, idet alle sideleengder i
trekant A, B,C, er dobbelt sa lange som de tilsvarende leengder i trekant ABC. Ved forstarrelsen

bevarer trekanten sine vinkler. Trekanterne siges at veere ensvinklede.
Man kunne naturligvis i stedet have benyttet et andet starrelsesforhold end 2.
C

Fig 4.1. Ensvinklede trekanter
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4. Ensvinklede og retvinklede trekanter

Definition: To trekanter kaldes ensvinklede , hvis de tre vinkler er parvis lige store.

Man kan vise, at:  To trekanter ensvinklede <> ensliggende sider er proportionale
dvs. Z/A=/A, /B=2/B,, ZC=/C, &

Der findes et tal k,s& a, =k-a, by =k-b, ¢; =k-c

Tallet k kaldes forstgrrelsesfaktoren eller skalafaktoren

Eksempel 4.3

Trekanterne ABC og A,B,C, er ensvinklede, ( LA = ZA, /B = £/B;, ZC = ZC)).
| trekant ABC er sidernea=3,b=40gc=6o0g i trekant A,B,C, era, =12.

Bestem forstgrrelsesfaktoren, og beregn de 2 andre sider i trekant A,B,C,.

Lasning

Forstarrelsesfaktoren er k = % =4

De gvrige sidererb,=4-4=16 ogc,=6-4=24

4.3. Retvinklet trekant.

Betegnelser: | en retvinklet A ABC, hvor £ C =90° B
(se figur 2.9) kaldes c for hypotenusen og de to andre sider for

kateter. | forhold til £ A kaldes a for den modstaende katete og

b for den hosliggende katete. ¢ a

Alle kender “Pythagoras” ¢? = a® +b?

Der gealder ogsa falgende vigtige setning A h C

Satning 4.1. Retvinklet trekant Fig 4.2. Retvinklet trekant

| en retvinklet A ABC, hvor £ C = 90° gaelder

sinA:E, cosA:E, tanA:%

C C
eller
dstdede Kkatet hosli de katet
sin(spids vinkel)=w, cos(spids vinkel) = oshiggende katete
hypotenuse hypotenuse

modstiede katete

tan(spids vinkel) = -
hosliggende katete

18



4.3 Retvinklet trekant

Bevis
Et koordinatsystem er indlagt som vist pa figur 4.3, med A i begyndelsespunktet og C ud af x - aksen.

o

v

Fig 4.3. Retvinklet trekant

_ : . . PQ| _[AQ _|AP
De to trekanter A ABC og A APQ er ensvinklede, sa deres sider er proportionale, dvs. = =
|BC| |AC| |AB|
Da|PQ| =sin A, |AQ| =cos A og |AP| =1fs %:%:%
Heraf fas sin A= 2, cosAzgog anA=SNA_2 X3
c c cosA b

Formlerne i s&etning 4.1 sikrer, at hvis vi i en retvinklet trekant kender en side og enten en vinkel
eller yderligere en side, kan vi beregne de resterende sider og vinkler (forudsat naturligvis at

trekanten eksisterer).

Eksempel 4.2. Retvinklet trekant

| en retvinklet A ABC, hvor ~ C=90%er ~ A =35,6°0g siden a=5.3.
Find de ubekendte sider og vinkler.

Lasning: ~ B=90°- 2 A=90° - 35,6° = 54.4°

tanA:E<:>b: a b= 53
b tan A tan 356

<b=7403

sinA:i<:>c: _a = _5'3 < c=9105
C sin A sin356 =———
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4. Ensvinklede og retvinklede trekanter

Opgaver til kapitel 4

4.1

(uden hjeelpemidler)

Valutakursen pa svenske kroner er en bestemt dag 84.27 kr, dvs. til 100 svenske kroner

svarer 84.27 danske kroner.

a) Huvis der til x svenske kroner svarer y danske kroner, hvad er sa relationen mellem x
ogy.

b) Er der ligefrem eller omvendt proportionalitet mellem x og y.

4.2 (uden hjeelpemidler)

4.3

4.4

4.5

4.6

4.7

4.8

4.9

En kostbar gave til et bryllup koster 2000 kr.

Lad der vaere x personer der gnsker at bidrage til gaven, og lad det belgb hver person skal
give veerey.

a) Angiv relationen mellem x og y

b) Er der ligefrem eller omvendt proportionalitet mellem x og y.

(uden hjeelpemidler)

Pa figuren er afsat leengden af nogle af sideleengder-
ne i de to trekanter.

Beregn de eksakte leengder af de to resterende sider

(uden hjaelpemidler)
A ABC er retvinklet med £C =90°. Det oplyses, at sin(30°) = % :

Beregn de manglende sider nar
a) «A=30%0ga=5
b) ~A=30%0gc=8

A ABC er ligebenet med b=c, /A =35"0ga=8.
Find de manglende sider og vinkler.

Hvor mange grader star solen over horisonten, nar en 12 m hgj flagstang kaster en skygge
pa 25 m.

Ud for en retlinet kyst ligger en lille @ med et fyr F. Bestem fyrets afstand fra kysten, nar
sigtelinien 400 m laengere nede ad kysten danner en vinkel pa 35° med kystlinien.

En cirkel har centrum i punktet C og en radius r = 4 m. Et punkt P ligger i afstanden 8 m
fra C. Fra P treekkes tangenterne til cirklen.

a) Beregn afstanden fra P til tangenternes raringspunkter med cirklen.

b) Beregn den vinkel som de to tangenter danner med hinanden.

Fra et skib ses et 65m hgijt fyr under en vinkel pa 8.5°.
Hvor lang befinder skibet sig fra fyret.?

Repetition (se evt. forord) 29 maj 2013 nr 3 og nr 11
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5.1. Definition af vektor

5 Vektorer i planen

5.1 Definition af vektor

Ved mange malinger og beregninger er man blot interesseret i at opna et tal som resultat. Man
siger ogsa, at resultatet er en skalar. Dette gaelder eksempelvis ved maling af en masse (10 kg)
eller en afstand (5 m). Ofte er tallet forsynet med en enhed.

| andre tilfeelde er man ikke alene interesseret i et tal som resultat, men ogsa i en retning. Dette
gealder eksempelvis hvis man vil angive et skibs hastighed, som

jo bade er den retning skibet sejler i, og dens fart.

Dette sker normalt ved pile som bade har en retning og en

leengde (se figuren).

Et andet eksempel er de kreefter der pavirker et legeme. Ogsa 9
her har man behov for bade at angive kraftens retning og dens

starrelse.

Det er netop regning med sadanne 'pile’, vil skal se pa i dette kapitel.

Et liniestykke er bestemt af sine endepunkter. Vi forsyner nu liniestykker med en retning eller
orientering, som vi angiver ved hjalp af en pilespids i den ene ende.

Definition: Mangden af alle liniestykker med samme lengde og samme retning kaldes en
vektor. Hver af disse orienterede liniestykker kaldes en pil, og hver pil kaldes en reprasentant

for vektoren.
B G
/
D

(=]
(=31

Fig 5.1: Vektorer

_)
Pa figur 5.1 er pilene AB og CD reprasentanter for samme vektor, som vi betegner med AB.

- —>
Da de to pile repraesenterer samme vektor skriver vi AB=CD, Vi kalder A for pilens
begyndelsespunkt og B for dens endepunkt.

_>
Vektorer betegnes ogsa med sma bogstaver med pil over: 5 = AB
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5. Vektorer i planen

P& figur 5.1 repraesenterer EF og GH en anden vektor b .
- -
Laeg maerke til, at AB = BA , fordi de to pile ikke har samme retning.

5
Vivilidet fglgende tillade os at tale om “vektoren AB “ i stedet for det mere korrekte “vektoren
repraesenteret ved pilen AB”.

%
Laengden af vektoren g = AB skrives |§| og defineres som leengden af liniestykket AB.

NulvektorenO er en vektor med leengden 0.
Egentlig vektor: Vektor der ikke er nulvektoren

5.2 Regneregler

Vektoraddition.
Lad & og b vere to egentlige vektorer. Vektoren & +b defineres pa falgende méde.

—

Et vilkarligt punkt A vaelges som begyndelsespunkt for & . Lad B vare endepunkter for a .
Derefter afsetter vi b med begyndelsespunkt i B. Endepunktet for b kaldes C (se figur 3.2).
Vektoren & +b er da defineret som vektoren med begyndelsespunkt i A og endepunkt i C.

Vi har altsd AB+BC = AC (kaldes indskudsseetningen, da B er skudt ind mellem A og C)

Fig 5.2 Vektoraddition

Krefternes parallelogram. En anden made at konstruere summen af & og b er ved at afsette
de to vektorer med samme begyndelsespunkt (pé figur 5.2 i punktet D). Vektoren & +b er da
diagonalen i det af & +b udspandte parallelogram.

Hvis & og b var krafter der pavirkede et legeme i punktet D, sd er & +b den resulterende kraft.
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3.2 Regneregler

Det ses umiddelbart af en figur, at der gaelder

a+b=b+a og a+(b+c)=(@+b)+c

Disse 2 regler bevirker, at man regnereglerne for addition af reelle tal og for vektoraddition bliver
de samme. Man kan saledes have og satte “plus”parenteser efter behag.

Vektorsubtraktion

For reelle tal geelder som bekendt, at 6 - 4 er
det tal der lagt til 4 giver 6, eller 4 + (6-4) = 6.
Pa samme made skal det gealde, at

b+(@-b)=a.
P& figur 5.3 er aog b afsat med samme
begyndelsespunkt. 5 —b er da den vektor, der

a
har begyndelsespunkt i b ‘s endepunkt og b
endepunkt i @ ‘s endepunkt . \

Fig 5.3 Vektorsubtraktion

Multiplikation med tal
Definition: Lad & vere en egentlig vektor og t

veere et reelt tal.

Vektoren t-a er da bestemt ved: b

Hvist> 0: t-aog & er ensrettede og t-a ert _ 2-a

gange sa lang som a . a \
Lp

Hvist<0: t-d0g & er modsat rettedeog t-a er

o — 2'
t gange sa lang som & . \
N
2

Hvist=0: 0-a=0.

Fig. 5.4 Multiplikation med tal
Specielt ses, at (~1)-a er vektoren der er modsat rettet & og lige sa lang som a . Den benavnes
kort —4&.
For multiplikation af vektorer med tal gaelder se seedvanlige regneregler som vi er vant til fra tal.

Eksempelvis 2(a +30) —4(3a — 2b) = 24 +6b —12a +8b = -10a +14b

Ved en enhedsvektor & forstas en vektor med leengden 1

| o1

Enhedsvektor & ensrettet med en given vektora er € =

QD

. : . . . a
Hvis eksempelvisa har leengden 5, sa er en enhedsvektor i & ‘s retning € = R
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5. Vektorer i planen

5.3 Vektorers koordinater

Lad i et koordinatsystem punkterne O, E og F have koordinaterne O = (0,0), E=(1,0)og F =
0,1).

Vektorerne | = C;E, j= (ﬁ: kaldes koordinatsystemets basisvektorer (jeevnfar figur 3.5)

En vektor @ kan nu skrives & =4y +dy hvor &, er parallel med x - aksen og 8y er parallel med

y - aksen.
Da &y er parallel med i findes der et tal a,, s& &, =aji hvor tallet a, er entydigt bestemt.

Analogt haves ay =ajj
Vi har derfor a =ay +ad, =aji +ay]

Vi siger, at vektoren & har koordinaterne (a, , a, ).
For at kende forskel pa punkters og vektorers koordinater, veelger man ofte at skrive vektorens

a
koordinater “lodret”: a = ( 1) .

az
A
A
ay 7
a
:5 I y
Fa n
i
o i Tt - i
]
Fig. 5.5. Basisvektorer
e ‘ >
|
Fig. 5.6. Vektors koordinater
Regning med vektorer
_ (A - (b
Seetning 5.1. Lad & = og b =
az b,
_ - (a;+b _ - (a;-b _ (ta
Da gelder a+b =( ! 1j , a-b =( ! 1}, t-az( 1}
a, +b, a, —b, ta,
Bevis:
d=aji+a,] , b=bi+b,]
= o - - - - - - al +bl
ad+b=aji +a,j+bi +b, ] =(a; +0b)i +(a, +b,) ] =
a, +h,
P& ganske samme made bevises de to andre formler. 3
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5.3 Vektorers koordinater

Eksempel 5.1. Regning med vektorer
-2 ~ (3
Lad der veere givet d = (3 j og b = (5)

Find koordinaterne til 23 +5b
Lasning:

R (— 2} (3) (2»(—2)+5.3j (11)
23 +50 = 2- +5. | = -
3 5 \2.3+5.5 31

TI-nspire: Beregninger, Menu, Matricer og vektorer,opret, Matrix,antal reekker 2, antal sgjler 1,0k
indsat tallene

RENENH .

P=(x.y)

Stedvektor
Lad P=(x, y) veere et punkt i planen og O=(0,0).

Vektoren OP kaldes stedvektoren til punktet P.

Det ses umiddelbart af figur 5.7, at stedvektoren oP
0g punktet P har samme koordinater.

=Y

O

Fig 5.7. Stedvektor

Seatning 5.2. Koordinater for vektor givet ved to punkter
Lad punktet A= (a,, a,) og punktet B = (b,, b,).

ot b, —a,
Der galder da, at vektoren | AB =
bz —a,

Bevis: Af indskudsreglen fas:
OB = OA+ AB < AB = OB- OA
Da OB og OAer stedvektorer, har de samme koordinater som A og B.

Heraf f&s  AB=OB-OA= (blj _(alj _ (bl - 31] .

b, a, b, —a,
Eksempel 5.2. Koordinater for vektor givet ved 2 punkter
Lad punkterne A = (5,2) og B = (-3, 6).

Find koordinaterne til vektoren KB .
Lasning:

KB:[_SJ—_SZCSJ ¢
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5. Vektorer i planen

Vektors leengde.
Setning 5.3. Langde af vektor

a
al=/a%+al | hvor a :(alj .

Bevis:
Vektorerne a,1 og a, J danner sammen med & en retvinklet trekant med & som hypotenuse (se figur 3.8). Da

lzengderne af kateterne er|a,i| = |a,| og|a,i| =|a,| fés af Pythagoras s@tning: [’ =[a," +la,* < [a= /a? +a:

A

—}

Fig. 5.8 Vektors lengde

L 4
Eksempel 5.3 Laengde af vektor
-3
1) Find leengden af vektoren a =(4 j .
2) Find en enhedsvektor € ensrettet med a
Lﬂsning'
el ) +4% =5
_3
s_a_|5
& |4
5
Tl-nspire
1) y(3)2+42 + 5
3
2) umt\/([ 3]) 5
4 i ‘
5
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3.4 Skalarprodukt
5.4 Skalarprodukt.
Vi vil nu definere et produkt af 2 vektorer, hvor resultatet er et tal (en skalar).

Definition af skalarprodukt.

a - (b
Ved skalarproduktet (ogsa kaldet “prikproduktet’) af vektorerne a = (alJ og b= (blj forstas
2 2

ta”et é 6 = albl + a2b2

Eksempel 5.4. Skalarprodukt
-2 . (3
Lad der veere givet & =(3 j og b = (5) :

Find skalarproduktet 3. .
Lasning: a-b =(-2)-3+3-5=9
Opskriv de 2 vektorer i “beregninger” , matricer og vektorer, Vektorer, prikprodukt dOtP(&bJ *9

L 4

Der geelder fglgende regneregler for skalarproduktet:

Seaetning 5.4. Regneregler for skalarprodukt
(1) a-b=b-a

(4)a’=a-a= ”| (sammenhang mellem leengde og skalarprodukt)

Bevis:
Alle regler bevises ved koordinatregning

~ (b
Lad az(alj, b :( 1] og Cz(clj
a; b, C;

(1) a-b =a;b, +a,b,, b-a=ba, +h,a,.
Da de to sider er ens er (1) bevist.
a’-(5+6):(a1](b1+clj =a,b, +a,C; +a,h, +a,c
(2) a, b2+CZ 1~1 11 2M2 2v2
a-b+a-c=ab, +a,b, +a,c, +a,c,
Da de to sider er ens er (2) bevist.
(3)  Vises analogt som (1) og (2)

<2 s oa al)[alj_ 2, .2
(4) d° =4 a_[az a, =a‘+a;

Af leengdeformlen haves |a|” = a? +a?
Da de to sider er ens er (4) bevist X3

Regnereglerne (1), (2) og (3) svarer ganske til de man kender fra almindelige tal, sa vi kan derfor
tillade os at benytte samme metoder ved udregning.
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5. Vektorer i planen

Eksempelvis har vi (3-b)?=(@E-b)@-b)=a%2+b?-24-b
R | P S S S (TR SN S

Heraf fis a~b:E((a—b)z—a2+b2)<:>a-b:EUa—b‘ -Jd —‘b”,

Da lengden af en vektor er den samme uanset hvilket koordinatsystem der arbejdes ( blot man
har samme enhed) sa viser ovenstaende, at skalarproduktets veerdi ogsa er uafhangigt af
koordinatsystemet.

5.5 Retningsvinkel by
Lad & veere en egentlig vektor. Vi har tidligere vist, at
en enhedsvektor € i samme retning a er givet ved

é:|:T|.Heraffés a=|ale ) 2
]
s p
Hvis vi afseetter € med begyndelsespunkt i (0,0) vil p
endepunktet P ligge pa enhedscirklen (se figur 3.9). A -
) i v

Fig. 5.9 Retningsvinkel

Lad € danne vinklen v med den positive del af x - aksen. Punktet P far da koordinaterne
cosV
(cos v,sinv) , da en stedvektor har de samme koordinater som punktet er € = ( ) j

sinv
4 (cosv} B (|§|cosv}
- sinv) la|sinv) -

Vinklen v fra x - aksens positive del til a ‘s retningsvektor kaldes a ‘s retningsvinkel og regnes
“med fortegn” saedvanligvis i intervallet [-180° ; 180° ] eller i intervallet [0° ; 360°]

D

Vi har dermed @ = |§|'

Eksempel 5.5. Retningsvinkel

3
Lad a :( 2), Find vektorens retningsvinkel. L

Lasning: N

Vektoren med dens retningsvinkel indtegnet pa i ‘

figur 5.10

Da a ‘s retningsvektor ligger i 2 kvadrant er n -
v, =180° - u, !
hvor u bestemmes af en retvinklet trekant med

kateterne 5 og 4.

4
tanu = 5 08 < u = 38.66° Fig 5.10. Retningsvektor med indtegnet

retningsvinkel
dvs. v, = 180° -36.66 =141.34° ingsvi
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5.6 Vinkel mellem vektorer

5.6 Vinkel mellem vektorer
Hvis & ogb er egentlige vektorer, danner de en vinkel v med hinanden. Vi vil her altid regne
vinkler som placeret i intervallet [ 0°; 180°] (eller [O; z]). Vi regner altsa ikke her vinkler med

fortegn.

Seatning 5.5. Vinkel mellem vektorer

Q|
(o]

Hvis a ogb er egentlige vektorer og v er vinklen mellem dem gaelder cosv =

Q)

o)

Bevis:
Vivil vise, at d-b =|a|- ‘B‘COSV
Vektorerne a ogb afseettes med falles begyndelsespunkt O

Vi antager endvidere at vinklen v regnet fra a til b ligger mellem 0 og 180.

Hvis dette ikke er tilfaeldet kan vi blot i det falgende ombytte & og b .
I afsnit 5.4 viste vi at veerdien af det skaleaere produkt er uafhaengigt af koordinatsystemet. Vi indlaegger derfor nu

koordinatsystemet séledes, at koordinatsystemets begyndelsespunkt er O og farste basisvektor i er ensrettet med &
I figur 5.11 og figur 5.12 er dette vist i de to tilfeelde, hvor vinklen v er spids henholdsvis stump.

Vi har nu, at a :[|05|J og 5:[?2) og dermed &b =|a| by

f
>

'/."

Uy

Fig 5.11. Vinkel v spids Fig. 5.12. Vinkel v stump

Er vinkel v spids far vi af den retvinklede trekant OQB (se figur 5.11) at cos v = ﬁ eller by = ‘B‘COSV .
b
(0]
Er vinkel v stump, far vi af den retvinklede trekant OQB (se figur 5.12) at cos(180 — v) = % .
b

b _
Da |0Q| =—by 0g cos(180 - v) = cosv fas —cos(v) = Wl <by = ‘b‘ cos(Vv)

b
Vi har nu i de to tilfalde &b =|a|-by =|a|- ‘5‘ -cosV . Hermed er s&tningen bevist i de to hovedtilfzlde.

For v =0, v= 90 og v= 180 ses ved indsattelse i formlen, at setningen ogsa geelder her. ¢
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5. Vektorer i planen

Eksempel 5.7. Vinkel mellem vektorer

Find vinklen mellem vektorerne Ay
(5 . (3

a:@ . b:(—zj

Lasning:

la| = V5% +2% =29

Q|

b =-/3"+(-2)* =13 S< v

a-b=53+2-(-2)=11

~ = b
a-b 11
COSV = — = = 05665
jal-jo] 29413
v = 55.49°
_ ab
Tl-nspire: ldet COSV=—=—=¢€,-€,, hvor
&l

€, 09 €, er enhedsvektorer fas

o)

hvor de enkelte vektorordrer findes i “Matricer og vektorer” under “vektor”

cos” (dotP

To vektorer siges at veaere ortogonale hvis vinklen mellem dem er 90°

— —

Af s@tning 5.5 falger: a-b=0«<alb
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5.6 Vinkel mellem vektorer

5.7 Projektion

Lad & og b vere to egentlige vektorer. Vi vil finde projektionen af a pa b , dvs. den vektor
der fremkommer, nar begyndelsespunkt og endepunkt af a projiceres pa en linie parallel med
b . Pa figur 5.13 er vektorerne placeret med samme udgangspunkt (C og D). | den ene situation
er vinklen spids, og i den anden er den stump. Projektionen betegnes med p, .

Fig. 5.13.Projektion af vektor

Seetning 5.6. Projektionsseatning

Q|
o
o

Lada ogb vere to egentlige vektorer. Projektionen p,af a pab er givet ved P, = ‘2

(=N

Bevis:
Da b og P, er parallelle findes et tal t, s& p, =t-b. Q)
Vi multiplicerer nu skalzrt pa begge sider af ligningen med b .

e By -b
Pa=t-b=py b=t-b-bet=a > @

Vi betragternu c=a—-p, < a=p, +C
Da b ogC er vinkelrette pa hinandener ¢-b =0.

Vi har derforg = g, +c < a-b=p,-b+c-b=py-b -
_ o . i-b . ) .
Indseettes p, -b =a-b i(2) fas t= FT. Indsattes denne veerdi af t i (1) fas den gnskede formel ¢
b
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5. Vektorer i planen

5.8 Tveervektor, determinant.

Definition af tveervektor. Ved tveervektoren a til en egentlig vektor & forstas den vektor, der
fremkommer ved at dreje & 90° i positiv omlgbsretning (d.v.s. mod uret).

Specielt geelder , at i et sedvanligt koordinatsystemeri = j .

Satning 5.7. Tvarvektors koordinater .

a . A . . |~ a
Lad & = (alj vaere en egentlig vektor.  Tveervektoren a har da koordinaterne a = (a zj .
2 1

Bevis:
Hvisd har retningsvektoren v, er koordinaterne A

_ [alj (Q'COSV] (cos(901v).sin(90 11)) |
“la,) " [ sinv) ;
Tvaervektoren 4 har retningsvinklen v+90°, sa ;
A [é cos(V + 90)) O .
" {[alsin(v + 90)

Af en enhedscirkel (se fig. 5.14) ses, at
cos(90+v) =—sinv og sin(90+ V) = cosv

. -|alsinv -a
Heraf fas, at a:( d ] =( zj
|a cosv a,

............... \ (COs V. sinv)

¢ Fig 5.14. Tveervektor
Eksempel 5.9. Tveaervektor

-2
Find tvaervektoren til vektoren a = (5 j

Lasning:
()
a p—

-2

Definition af determinant.
Ved determinanten for vektorparret (3,b) forstds tallet det(a,b)=4-b
N SLTE L DR TR RN
Erd= og b= bliver det(3,b)=4-b = : = -
[aJ g (bz (@b)=a-b a, b, a,b, - a,b,
Man bruger en speciel skrivemade for determinanten for et vektorpar, nemlig et kvadratisk
talskema med & som farste sgjle og b som anden sgjle.

a by

det(a,b) = =ab, —a,b;

a, b,
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5.8 Tvarvektor, Determinant
Eksempel 5.10. Beregning af determinant.
Lad &= (3 ogb = (; 2) . Beregn determinanterne det (a,b) og det (b, a).
Lasning:

det(a,p)=| ,=12-(-2)=14 , det(b,d)=

2
1:—2—12:—14 .
1

1 4
TI-nspire: Veaelg determinant under “matricer og vektorer ,Opret en matrix med 2 raeekker og 2
sgjler, og indset de 2 vektorer som sgjler

|:3 2:| » 14 ¢
1 4

Det geelder (jeevnfar evt. eksempel 5.10) at det (a,b) = - det (b, a).

det

Seetning 5.8. Areal af parallelogram.

Lad & og b veere to egentlige ikke-parallelle vektorer. Lad endvidere d= det(é,B ), V veere
vinklen mellem & og b og A arealet af det parallelogram, som & og b udspander.

Der galder da: A= [d|= |§|~‘5‘~sin V.

Bevis:

Pa figur 5.15a er tegnet en situation hvor omlgbsretningen fra & til b er positiv (dvs. mod uret) og pa figur 5.15b
er omlgbsretningen negativ.

VN

Fig5.15a. Positivt omlgb Fig. 5.15b. Negativ omlzb
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5. Vektorer i planen

Lad b, betegne projektionen af b p& & . Vi har da ifelge setning 5.6, at b, = a!zb a
a
-~ - N N
Multipliceres ligningen meda fas4q.b, = —-4-4 < 4-b, = 4-b
a

Er omlgbsretningen positiv er5l og & ensrettede, dvs. vinklen mellem dem er 0° (jeevnfer figur 5.15a).
Viharda: 4-b, = [4]b,|cos0 & 4-b, = [a]p,|

Er omlgbsretningen negativ er5l og & modsat rettede, dvs. vinklen mellem dem er 180° (jeevnfar figur 5.15h).
Viharda: 4.b, - [4]p,|cos180 & &b, = -[alp,|

Da \61\ er hgjden i det parallelogram, der udspandes af & og b , er \aHBl‘ arealet af parallelogrammet.

Vi har fglgelig, at den numeriske veerdi af determinanten |4. p| = \a”bl‘er arealet af parallelogrammet

Af den retvinklede trekant ODB pa figurerne ses, at sinv = % =N ‘51‘ = ‘5‘ sinv .

Heraf falger, at arealet T af parallelogrammet er T = 4| -\5 ‘ sinv

Af beviset for setning 5.8 geelder, at
Fortegnet for det(&,b ) er det samme som omlgbsretningen fra & til b

Endvidere gelderd-b= 0 & og b parallelle (dad og b sa er vinkelrette p& hinanden).

Eksempel 5.11. Areal af trekant
Lad A=(5,1), B=(6,-2) og C=(3,-4). Find arealet af A ABC.
Lasning:

. - 1 - -2
Vi finder AB :( Sj og AC :( 5) :

Da determinanten =-5-6=-11, har det parallelogram der udspandes af vektorerne KB

- : . , 11
0g AC arealet T = 11. Vi har falgelig, at A ABC’s areal = > =55 L 2
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Opgaver til kapitel 5

Opgaver til kapitel 5
5.1 (uden hjeelpemidler)

- o 5[

Tegn i et koordinatsystem falgende vektorer:
a.,b, a+b, a-b, —a+2b, —3aog 2a—-3b

5.2. (uden hjeelpemidler)

12 16
Bestem tallet k, saledes at vektorerne a = (5 j og b= (k J er parallelle.
Bestem derefter tallett, s& b =ta .

5.3.(uden hjeelpemidler)
_ _ (6 . (-4
Bestem koordinaterne til a og b , nar det er givet, at &+b =( 3] oga-b :( j .

5.4.(uden hjelpemidler)
Givet punkterne A = (1,3) og B = (4,-1).

5
a) Find koordinaterne til vektoren AB

N
b) Find den eksakte veerdi af |AB

5.5.(uden hjeelpemidler)

~ -1
Punktet A = (6,1). Bestem koordinaterne til punktet B, nar det oplyses, at AB = (4 )

5.6.(uden hjeelpemidler)
Bestem koordinaterne til punkterne C og D, nar det oplyses, at

- -1 - -4
A =(5,3), B=(-2,4), AC= (2 ) og BD = (6 j :

57 Lad a:@, 6:[;3j -Findfal, |p| og |a+b.

5.8. (uden hjeelpemidler)

12
Bestem koordinaterne til de enhedsvektorer, der er parallelle med & = (5 J .
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5. Vektorer i planen

5.9.(uden hjeelpemidler)
Angiv skalarprodukterne &-b,

b-
... (—=3) - (6 (2
|deta=( ) bz[j 0g c=( )
2 1 -3
5.10.(uden hjelpemidler)
Las ligningen "2 (X_ZJ =0
g g X2 _4 4 -

5 - (-9
5.11 Bestem vinklen mellem vektorerne a = (12} og b :( 12)

5.12 Bestem vinkel Ai A ABC, nar A= (17,8), B =(-5,22) og C = (8,-10)

5.13a) Vis at punkterne A = (-2,2), B =(-1,-2), C = (4,1) og D = (3,5) udspander et
parallelogram.
b) Find den spidse vinkel mellem diagonalerne.

514 Lad A=(-1,1),B=(1,5) 09 C =(11,0)
Vis, at ABC er retvinklet, og bestem de to spidse vinkler i trekanten.

. S, k+2 . (3
5.15 Bestem de tal k, for hvilke & L. b, nar a = (2 og b= 3

5.16 Find koordinaterne til projektionen af b =® pd & =ESJ .

Bestem endvidere lengden af projektionsvektoren.

: . - (4
5.17 Vinklen mellem vektorernea og b kaldes v, oglaj=2, b :(3] , v=60".

Find projektionenaf & pa b .

5.18 (uden hjelpemidler)
| kvadratet ABCD er A=(-1,1) og diagonalernes skeringspunkt M=(2,3).
Bestem koordinaterne til kvadratets gvrige vinkelspidser.

5.19 (uden hjeelpemidler)
En rombe er en firkant hvor alle sider er lige lange. Man kan vise, at i en rombe star
diagonalerne vinkelret pa hinanden, og halverer hinanden.
| romben ABCD er A=(6,4) og B= (9,8) Endvidere er BC parallel med x - aksen.
Find koordinaterne til C og D samt til diagonalernes skaringspunkt M.
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Opgaver til kapitel 5

5.20 (uden hjalpemidler)
Reducér udtrykket (24 +b)-(a+b)— (b +2a)-(b —4)

5.21 Idet a er en egentlig vektor, skal vinklen mellem 4 og b =2a+34 beregnes.

5.22 Tegn i et koordinatsystem en egentlig vektor & . Konstruer derefter femkanten ABCDE,
- - N -
hvor AB=2a, BC =3a+24, CD_—2 +d8, DE=-3a-4.

Udtryk derefter EAved d og &, og bestem vinkel B.

5.23 (uden hjelpemidler)

a) Bestemarealet af det parallelogram der udspaendes af vektorerne a = ( j ( j
b) Bestem Kk, sa parallelogrammets areal bliver 8, nar a = ( j ( j

5.24 Bestem arealet af den trekant, der udspaendes af vektorerne a = ( J og b = (J :

Repetition (se evt. forord)
29 maj 2013 nr 7, 14 august 2013 nr 1 og 8, 6 december 2013 nr 2
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6. Plangeometri

6. Plangeometri

6.1 Indledning

Vi har i de farste kapitler set pa cirkler, rette linier og retvinklede trekanter. Vi vil i dette kapitel
se pa en mere generel beskrivelse af rette linier, skeering mellem disse og med cirkler, samt pa
hvorledes man beregner sider og vinkler i vilkarlige (ikke retvinklede) trekanter.

6.2. Den rette linie.

Vi fandt i kapitel 2, at alle linier, der ikke er parallelle med y - aksen kan skrives pa formen

y =ax+b , hvor a er haldningen og (0,b) er skaringspunktet med y - aksen.

Vi vil nu se pa en form for den rette linies ligning, som dels omfatter alle linier, dels er mere
anvendelig bl.a. nar man eksempelvis skal finde vinklen mellem to linier.

Setning 6.1 Ret linies ligning

a

Lad en linie | veere bestemt ved, at P, = (XO , yo) er et punkt pa linienog fi = (bj er en vektor

der star vinkelret pa linien (se figur 6.1).

Linien I har da ligningen a(x—x,)+b(y-y,)=0

Fig. 6.1. Ret linie

Bevis:

For ethvert punkt P = (x , y) pa linien (og kun for disse) ma der geelde, at vektoren P, P stér vinkelret pa i .
Det betyder igen, at det skaleere produkt mellem de to vektorer er 0.

> X=X, a .
PPAi=0c 1p) = 0c a(x-X%,)+b(y-y,)=0 Heraf faglger satningen. 0
0

5
Vektoren P,P som jo er en vektor parallel med linien kaldes en retningsvektor for linien.

a
Vektoren n = (bj kaldes en normalvektor til linien.
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6.3 Vinkel mellem to rette linier

Eksempel 6.1. Linies ligning

En linie I er bestemt ved, at den gar gennem punkterne A =(3,2) og B = (1, 8).
Angiv ligningen for I.

Lasning:

En retningsvektor for | er AR [1_ 3] [_ 2)
n rethingsvektor 1or | er = = .
g 8-2 "l

-6
En normalvektor til linien l er dan = [ 2)

Linien I’s ligning: - 6(x-3)-2(y-2)=0& 6x+2y-22=0 ¢

6.3. Vinkel mellem to rette linier.

Ved vinklen mellem to rette linier forstas seedvanligvis den spidse vinkel mellem linierne.

Den letteste made at finde vinklen pa er at beregne vinklen mellem normalvektorerne (se figur
6.2). Denne vinkel kunne vare stump, men da den modsat rettede vektor ogsa er normalvektor er
det blot et spgrgsmal om at skifte fortegn.

k"

[

Fig 6.2. Vinkel v mellem to linier

Eksempel 6.2. Vinkel mellem linier

To linier 1 og m har ligningerne
I:3x+y-11=0 m:4x-3y+6=0

Find den spidse vinkel mellem | og m.

Lasning:

3
En normalvektor til linien ler i = (J

4
En normalvektor til linien mer m = ( 3] )

Da vi gnsker at finde den spidse vinkel v mellem linierne tages den numeriske veerdi.

- @Csj N

A Vor1416+9 +10v25 5410

CosV = -0569. Vv =5531°% X3
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6. Plangeometri

6.4 Afstand mellem punkt og linie
Ved afstanden mellem et punkt P og en linie | /skrives kort dist(P,l) ) forstas den korteste afstand
mellem punkt og linie, dvs. leengden af PQ, hvor linien PQ star vinkelret pa | ( se figur 6.3)

'«*."

Fig 6.3. Afstand mellem punkt og linie

Der geelder nu fglgende satning.

Satning 6.2. Afstandsformel
Punktet P =(X,,Y,) ’s afstand fra linien | med ligningenax + by + c=0 er

lax, +by, +|

Ja? +b?

dist (P, 1) =

Bevis.
Lad P, =(X,,Yo) Vvere et punkt pa linien I.

- -
Vektoren P, P ‘s projektion p& normalvektoren N ma veere vektoren QP (se figur 6.3).

BN

o . \ PP ﬁ‘ la(x, = Xo) +b(y; = o))
Af projektionssatningen 3.7 fas nu: |QP|= ‘ SR g =
7 ‘ A ‘ Va? +b? va? +b?
Da ligningen for linien I kanskrives a(X — Xo) + Y(Y — Yo, = 0 ses, attelleren er liniens ligning, hvor man har indsat
punktet P’s koordinater. ¢

Eksempel 6.3. Afstand mellem punkt og linie
Find afstanden fra punktet P = (2,-3) til linien | med ligningen 3x+ y-11=0 .

Lasning:

324(-3-11 |-8
G291 |88 _,q

V3% +1° Jio V10

dist(P, 1) =
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6.5 Parameterfremstilling for ret linie

6.5. Parameterfremstilling for ret linie.

Lad | veere en ret linie , som gar gennem et fast punkt P, og har en egentlig vektor I som
retningsvektor For vilkarlige punkter P pa linien | og kun for disse punkter vil der da gelde:

- -
P,P=tl, hvorter et reelt tal. For hver veerdi af t (kaldet parameteren) svarer der ét punkt pa

linien og omvendt.
- - - -

- -
Af indskudssztningen fds OP = ORy+ RyP <> OP = ORy+t - |

- - -
OP=0P,+t-l , kaldes en parameterfremstilling for linien |, med parameteren t (som er
et reelt tal).

Fig 6.4. Parameterfremstilling

Lad vektoren | = (Zj 0g Py=(Xo, ¥, )- (Jeevnfar figur 6.4)

X X a
En parameterfremstilling for | i koordinater bliver da (y] = (yoj +t-(bj
0

En linie har mange parameterfremstillinger, da man dels jo kan velge forskellige faste punkter
pa |, dels vil alle vektorer proportionale med I kunne benyttes som retningsvektorer.

Eksempel 6.4. Linies parameterfremstilling.
Find en parameterfremstilling for linien | gennem punkterne A=(3, 1) og B = (2, 3)
Lasning:

Da KB:@_fj :Clj og et punkt pa linien er A er en parameterfremstilling for I:

()=

Man kan opfatte parameterfremstillingen for | som en beskrivelse af en jeevn retlinet bevaegelse

4

a
i rummet, hvor t angivet tiden. Bevaegelsens hastighedsvektor er(bj :
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6. Plangeometri
Eksempel 6.5. Retlinet beveegelse.

X 0 4
Lad [yj = (J +t-(3j beskrive et legeme L’s retlinede bevagelse i planen, hvor t angiver tiden

og hastigheden males i m/s.

a) Find vejlengden (i m) som legemet gennemlgber i 3 sekunder.
b) Find den tid det tager for L at gennemlgbe en straekning pa 90 m.
Lasning:

a) Farten er v42 +3% =/25 =5m/s | 3 sekunder gennemlgbes 15 m.

b) 90 m gennemlgbes pa 9—50 =18s

Eksempel 6.6 Hgjde i trekant

Lad trekant ABC have vinkelspidserne
A=(2,1) , B=(6,7) og C = (10, 5).

Find koordinaterne til fodpunktet H af
hgjden fra B. (se figuren)

Lasning:

m—ﬂ_ ﬂ
5-1) 1

-1
Linien | gennem A og C har normalvektoren n, = (2 j

-

5
Vi har AC=

| har da ligningen —1-(x-2)+2(y-1)=0< —x+2y =0 1)
Lad m veere linien gennem B vinkelret pa |

- . 2
Linien m ma have en normalvektor der er parallel med I, dvs. fi,, = (1

m har da ligningen 2(x-6)+1-(y-7)=0< 2x+y-19=0 (2)
Skeringen mellem | og m er da koordinaterne til H
Af ligning (1) fas: x = 2y som indszttes i ligning (2)

2(2y)+y—19=0<:>5y=19<:>y=%=3.8
X=2-38=76

H=(7.6,3.8)
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6.6 Skzring mellem linie og cirkel

6.6. Skaering mellem linie og cirkel

| afsnit 1.4 fandt vi, at ligningen for en cirkel med centrum i C =(X,,Y,) og radius r er

(X_ X0)2 +(y_ y0)2 =r?

Det er jo ikke sikkert at en ret linie overhovedet skaerer en sadan cirkel, men hvis den ger det vil
det enten vaere i 2 punkter (se figur 6.5) eller i ét punkt (hvis linien er tangent til cirklen).

Fig 6.5. Skeering mellem cirkel og linie

At finde skeeringspunkterne betyder, at man skal lgse to ligninger hvoraf den ene er af 2. grad.
Dette vises i fglgende eksempel 6.7.

Eksempel 6.7. Skeering mellem linie og cirkel
Find skaeringspunkterne mellem linien | med ligningen -2x + 3y - 4 = 0 og cirklen med centrum
i C=(-2,6) og radius 5.

Lasning:
Cirklens ligning: (x+2)* +(y—6)? =5 (1)
Liniens ligning : -2x+3y-4=0 2

Af ligning (2) findes x udtrykt ved y: —2x+3y:4<:>2x:3y—4<:>x:gy—2 3)
(3) indseettes i (1):

3 2 2 9 , 2 13 >

Ey—2+2 +(y-6) =25<:>Zy +y +36—12y=25c>7y -12y+11=0

13
12+ 122 —4.72.11
477 12+4144-143

Andengradsligningen lgses: y = = =
RIS e 13 z
4 2 13
22 22 7
Verdierne indszttes i (3): y= 2:>x—§ 2-2=1, y=—=x-= E——2:—
2 13 2 13 13
. 7 22
Skeeringspunkter S=(1,2)og T = (13 13)

Tl-nspire: solve(-2x + 3y -4 =0 and (x+2)"2+(y 6)"2=5"2 {x,y})
Resultat: x =1 andy =2 or x=7/13 and y=22/13

43



6. Plangeometri

6.7. Tangent til cirkel
En tangent i et punkt P til en cirkel med centrum i C er en linie I, der star vinkelret pa radius CP
i punktet P (se figur 4.6).

En normalvektor til linien bliver derfor vektoren CP .
Pa dette grundlag kan man derfor let opskrive ligningen for tangenten (jeevnfar det falgende
eksempel 6.8)

Fig 6.6. Tangent til cirkel

Eksempel 6.8. Tangent til cirkel

Lad der veere givet en cirkel med centrum i C = (2, -3) og radius r = V26
1) Vis, at punktet P = (3, 2) ligger pa cirkelperiferien.

2) Find tangenten til cirklen i punktet P.

Lasning:

1)CP=|"| Da
5

2) Tangentens ligning: 1-(x—3)+5-(y-2)=0< x+5y =13

CP| V1% +52 = /26 ligger P pa cirkelperiferien.

44



6.8 Beregning af sider og vinkler i en trekant

6.8. Beregning af sider og vinkler i en trekant

| figur 6.7 er tegnet en vilkarlig trekant ABC med vinklerne A, B og C og siderne a, b og c.

B

a

Fig 6.7. Vilkarlig trekant

Vi vil i dette afsnit udlede nogle formler, efter hvilke man kan beregne alle resterende vinkler og
sider i en sadan trekant blot tre af disse er angivet ( den ene skal dog veere en side)
Det forudseettes naturligvis at trekanten eksisterer. Eksempelvis vil en trekant hvor siden a =100

siden b=5 og siden ¢ = 6 ikke eksistere.

Satning 6.3. Cosinusrelationerne
For en vilkarlig trekant ABC gzlder

a?=b%?+c?-2-b-c-cosA
b?=a®?+c?-2-a-c-cosB
c2=a?+b?-2-a-b-cosC

Bevis:
_ - N
Lad i AABC vektoren b = AC og vektoren C = AB.

- .
Der galder da, at CB=C —b (se figur 6.8)
Ifalge regnereglerne for vektorer haves nu.

(6—5)2:62+52—2-5-6

idet (¢ -b)" =|c~b| =|a" =a2 [6| =b? . |& =<* oy

5-6:‘6“6\-005A:b-c-cosA

era?=b*+c?-2-b-c-cosA
De andre to relationer fas pa samme made.
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6. Plangeometri

Satning 6.4. Sinusrelationerne
For en vilkarlig trekant ABC galder

a b ¢
sinA sinB sinC

Bevis:

Da arealet T af en trekant er det halve af arealet af det
tilsvarende parallelogram (se figur 6.9) fas af setning 3.8 at

T =1a~b~sinC=lb-c~sin A:1a~c~sinB
2 2 2

Heraf fis a-b-sinC =b-c.sin A< _aA _ 'Cc Fig 6.9. Trekant og tilsvarende parallelogram
sin A sin

oga-b-sinC=a-c-sin B@_L:_L
sinB sinC

Hermed er relationen bevist.

Ud fra disse formler kan man nu beregne de 3 ukendte vinkler og sider.

Tilfeelde 1 Givet alle tre sider a, b og c.

2 2 2
Af a? =b? +c? —2bccos Afas A = cos‘l(uj

2bc

aZ+c?-b

2
Tilsvarende fas B = cos‘l[ oo j 0gC=180-A-B

Tilfeelde 2 Givet en vinkel og de to hosliggende sider.
Lad veere givet ZA og siderne b og ¢

afindes af a? =b? + ¢? — 2bccos A

a?+c?—h?

B:cosl( 5 jogC:180-A-B
ac

Tilfeelde 3 Givet en vinkel, den hosliggende og den modstaende side
Lad der veere givet ZA og siderne a og b

Her kan der forekomme 2 lgsninger, hvis ZA er
spids, og a < b, ellers hgjst én lgsning.

Deter i alle tilfeelde klogt at skitsere trekanten for at
se om der er én lgsning, to lgsninger (som pa figur
6.10) eller eventuelt ingen lgsninger.

/Bfindesaf: 2 =2 & sinB="sinA
sinB sIinA a

C=180-A-Bogc af ——=—2
sinC sinA

Fig. 6.10. 3. Trekantstilfeelde
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6.8 Beregning af sider og vinkler i en trekant

Tilfeelde 4 Givet to vinkler og en side.
Lad der veere givet siden a og to vinkler.

Man kan sa straks finde den tredje vinkel, da vinkelsummen er 180°
b og c findes af _b =_L<:>b:a?mB 0g _C = _a <:>C-a§mC
sinB sinA sin A sinC  sinA sin A

Eksempel 6.10. Trekantsberegninger

a)l AABCer £ C=115.10°,a=5.60 og b = 10.40.
Find de 3 resterende vinkler og sider i trekanten.

b) I AABCer £ C=235.70°,¢c=7.60 og b = 10.40.
Find de 3 resterende vinkler og sider i trekanten.

Lasning:

a) C=J(5.6)2+(10.4)2*2-5.6-10.4-cos(115.1) » 13.75

(10.4)2+(13.75)2~(5.6)
2-10.4- 13.75
/ B =180-21.65-115.1 » 43.25

/A = cos’

2
»21.63°

b) Da £ Cerspids, og c < b er der mulighed for 2 lgsninger A AB,C, 0og A AB,C, (se fig. 6.10).
7.6 104 . _1(10.4 -sin 35.7)
1) — =— < B,=sin"| ———
sin35.7 sinB,

=52.99°

C,=180-52.99-35.7 =91.31°

76 G c _ 76-sin9131

: =— & C,=———=1302
sin35.7 sin9131 sin35.7 =
2) B, =180-52.99 = 127.01°
C,=180-127.01-35.7 = 17.29°
76 (o _ 76-sin17.29 _ 387

sin357 sin1729  *  sin357 =
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Opgaver til kapitel 6

6.1 (uden hjeelpemidler)
a) Find ligningen for den rette linie | gennem punkterne A = (2, 3) og B = (-4, 6).
b) Find ligningen for den rette linie m som gar gennem A og star vinkelret pa I.

6.2 (uden hjelpemidler)
A ABC har vinkelspidserne A= (4, 7), B=(3,-5) og C = (8, 5)
Bestem en ligning for den linie, der indeholder hgjden fra C.

6.3 Bestem den spidse vinkel mellem linierne | og m, nar
a)l:2x—y=1ogm: —x+3y+5=0
b)l:x+y=1o0gm: y=-2x+1
c)l:y=2 ogm: —-2x-3y=1.

6.4 (uden hjalpemidler)
Linien m har ligningen m: y+3x=1.

Bestem afstanden fra m til punktet P = (5,7).

6.5 LadA=(4)5), B=(2,-1) ogC=(4,73).
Bestem
a) leengden af hgjden fra A.
b) arealet af A ABC.
c) vinkel B i A ABC.

6.6. (uden hjalpemidler)
To biler A og B bevaege sig med en jevn retlinet bevaegelse bestemt ved

- X 1 3 X 0 4
parameterfremstillingerne A: ( J :[ j+t( j 0g B:( j =( j+t( j
y 2 4 y 1 -1

1) Bestem de to bilers fart
2) Vil de to bilers banekurver skere hinanden?.
3) Vil de to biler stade sammen?

6.7 (uden hjelpemidler)

X 2 3
En linie | har parameterfremstillingen (yj :[ J +t-(1j

a) Skitsér linien | i et koordinatsystem
b) Opskriv ligningen for |

6.8 (uden hjelpemidler)

En cirkel har centrum i C = (2, -4) og radius 5.
Find ligningen for cirkeltangenten med rgringspunkt i P = (2, 1).
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6.9

6.10

6.11

6. Opgaver til kapitel 6

Find ligningen for den cirkel, der har centrum i C = (3, 5) og som har linien | gennem
punkterne A = (2, 0) og B = (0, 3) som tangent.

Bestem skeaeringspunkterne mellem cirklen med centrum i C = (4, 3) og radius 5 og linien
I med ligningen x +4y -29=0

En cirkel ¢ har ligningen x? +y? —12x—16y+59=0

Find eventuelle skeringspunkter mellem cirklen ¢ og linien | med ligningen
2x+3y—-13=0

6.12 Bestem de ukendte sider og vinkler i A ABC, nar

6.13

6.14

a)a=12, b=9o0gc=5

b) ZA=65",b=50gc=6

c) £B=120°%a=80gb=12

d) £B=120°, £ C=20° ogb =12

Et skib sejler med konstant kurs og fart. Pa et tidspunkt pejles et fyr i en vinkel pa 21° med
sejlretningen. Efter at skibet har sejlet 12 semil pejles fyret igen, og der males en vinkel
pal124° med sejlretningen.

Bestem den korteste afstand d til fyret.

Man gnsker at bestemme hgjden af skorstenen PC. Imidlertid kan man ikke komme helt hen
til skorstens fod C, men kun til et punkt B. Fra B danner sigtelinien til skorstenens top P en
vinkel pa 35° med vandret. Man gar nu 50 m tilbage og finder, at sigtelinien nu danner en
vinkel pa 22° med vandret.
Beregn skorstenens hgjde.

Repetition (se evt. forord)
24 maj 2013 nr 6 og nr 9, 14 august 2013 nr 14, 6 december 2013 nr 8

49



7. Funktionsbegrebet

7 Funktionsbegrebet

7.1 Definition af reel funktion

Man siger, at der foreligger en reel funktion f af et reelt tal x, hvis der til ethvert reelt tal x i en
definitionsmangde D er tilordnet netop ét reelt tal f(x) .

Man kalder f(x) for funktionsveerdien. Mangden af alle funktionsveerdier kaldes veerdimaengden
(V pa figur 7.1).

»
>

v
e

Fig. 7.1. Graf for en funktion f.

Vi vil ofte blot skrive "funktionen x*" , f(x) = x?eller angive funktionen ved en ligning af
formeny = x2,

| det sidste tilfeelde kaldes x for den uafhaengige variabel og y for den afthaengige variabel.

En anden skrivemade er f:x — x?, og ved de praktiske anvendelser ser man ofte skriveméden

y =Y(X).

Forklaring af skriveméaden y = y(x). Er f.eks. massen m af en stang en funktion af stangens lzengde I, vil man ngdigt skrive
m = f(I), da man s& dels benytter symbolet m for massen betragtet som en variabel, dels benytter symbolet f for massens
afhaengighed af I. | stedet skrives tit m = m(I), s& der kun knyttes ét symbol m til den fysiske starrelse.

| kapitel 2 fandt vi ligningen for en ret linie til y =ax+b.
Vi kan nu ogsa sige, at den linezre funktion f (x) = ax+b har som graf en ret linie.
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7.4. Omvendt funktion

7.2 Sammensat funktion
En funktion som eksempelvis h(x) =+/2x+1 kaldes en sammensat funktion, da den er

sammensat af funktionerne f (x) :\/;og g(x) =2x+1til h(x)= f(g(x)) =v2x+1.

7.3. Monoton funktion

Hvis der til starre x-veerdier svarer stgrre funktionsverdier kaldes funktionen voksende.

Huvis der til starre x-veerdier svarer mindre funktionsverdier kaldes funktionen aftagende.

Den linezre funktion f (x) =ax+b er saledes voksende, hvis a > 0 (haldning er positiv) og

aftagende hvis a < 0.
Et monotoniinterval er et interval, hvori funktionen enten er voksende i hele intervallet, eller er
aftagende i hele intervallet

Parablen f (x) = x? er saledes ikke monoton for alle x, men er monoton (voksende) for x>0,
og monoton (aftagende) for x <0

7.4. Omvendt funktion.
Lad f veere en funktion med definitionsmangden D og veerdimangden V. Hvis der til ethvert

y €V findes netop ét x eD s& f(x) =y siges f at have en omvendt funktion f ~* givet ved
y="f(x)=x="17(y)

Eksempelvis har enhver monoton funktion en omvendt funktion.

Saledes er f(x)=x? en voksende funktion for x > 0og f har derfor her en omvendt funk-

tion f . Forx>0fdsaf y=x?at x=,/y dvs.den omvendte funktion er givet ved
f(y) = ﬁ hvory > 0. Hvis vi som sedvanlig kalder den den uafhangige variabel for x er
F1(x) =X hvor x>0

Grafen for f ~fAs s af grafen for f ved spejling i linien y = x ,se figur 7.2.

a

Fig 7.2 Omvendt funktion
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f(f ’1(x)) =x og f *(f(x))=x forudsat, at de indgdende funktioner er defineret.
Eksempelvis hvis f (x) = x? og g(x) = Jx, x>0,

2
séer f(f ’1(x)) :(&) = x forudsat x>0, mens f L(f (x)) =vx% = x for alle x.

Eksempel 7.1. Omvendt funktion
1

X2
1+\/;

Find den omvendte funktion til funktionen f (x) = 0.

Lasning:

2
Forudsaty = 0 geelder y = L ©1+J_=1<:> X:l—lc}x:(l_j .
1++/x y y y

y= f—l(x)=(§—1)2 x>0

Opgaver til kapitel 7

7.1. Angiv for hver af fglgende funktioner deres definitionsmangde, den omvendt funktion
f L og dens definitionsmangde.
a) f(x)=-3x+1,
b)  f(x)=+x
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8.2 Potensfunktioner

8. Standardfunktioner

8.1 Indledning.
Ved en standardfunktion vil vi i det fglgende forsta en af falgende typer af funktioner:

Potensfunktioner x? , Eksponentialfunktioner a*, logaritmefunktionerne In(x) og log(x) samt de
trigonometriske funktioner sin(x) og cos(x) .

Lad f(x)og g(x)vere to standardfunktioner og a og b veere to konstanter. Der kan sa dannes

f
nye funktioner ud fra de sedvanlige regneregler a- f (x)+b-g(x), a-f(x)—b-g(x), %
og f(g(x)).
Standardfunktionerne vil blive gennemgaet i de falgende afsnit, sammen med eksempler pa
funktioner, der er dannet ud fra ovenstaende regneregler.

8.2. Potensfunktioner

Vi har hidtil definereta" = a-a-..a (i alt n faktorer) , idet vi forudsatte at eksponenten a var et
helt positivt tal.

For regning med potenser geaelder som bekendt falgende

potenssaetninger:

1) a"-aP=a"P 2 a’ _an-p 3) (a”jp—a”'p 4) (a-b)"=a"-b"  5) a)’_a"
St 2 D g (@) e g (et et (22

Vi vil nu udvide potensbegrebet, sa man forudsat roden a > 0 kan have vilkarlige tal som
1

eksponenter f. eks. a°, a™, a3 og a'2.

Ogsa for disse potensregler skal ovennavnte potensregler gelde.

-n

Definition. Udvidelse af potensbegrebet
Lad n veere et positivt helt tal, og a et vilkarligt reelt tal hvis intet andet er naevnt.
a"=a-a-...-a (ialtn faktorer)
a™" = 1 for a=0
an

1 a >0 for nlige
an =%a hvor o . _
a vilkarligt reelt tal for n ulige

a’=1for a=0
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Begrundelse

n+p

Da potensreglen a"-aP=a skal geelde, fas for

O:an+0:>a°:l,

p=0:a"-a

_ _ _ _ 1
p=—na"a"=a""=a".a "=1=a "=—

an
ialt n addender

+ 1+ 1 11 1 1
an.an...an=an n n—al. DaVa-Va-..Va=a fisheraf, at an =Ja
ialt n faktorer n faktorer

Hvis ner lige ma a ikke veere negativ, jeevnfar, at 4/(—4) er udefineret (x? = —4 er uden lgsning)

,mens -8 =-2da (—2)3=—8 .
At potensreglerne 2) 3) 4) og 5) ogsa geelder for det udvidede potenshegreb overlades til leseren.

L 4

Potenser med ikke rational potens

@nsker man at definere eksempelvis 3‘5, s kan det ske ud fra de forrige definitioner pa
folgende made. v2 =14144. ..

14
3t =3, 3% =3100 — 46555, 34 =47069, 3144 =4.7277, 3141%? = 47287

Vi ser, at 32 £ 4729 Pa lommeregneren fas med 4 decimaler 3Y2 ~ 47288
Pa figur8.1 er vist graferne for nogle potensfunktioner

7.5

Fig 8.1 Nogle potensfunktioner
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8.2 Potensfunktioner

Eksempel 8.1. Potensregler m.m.
Reducer fglgende udtryk (uden brug af hjeelpemidler):

1) (X4)3 , 2) 2x° —(x5 —3x2)(2x4 —x)
Lasning:

(XS)Z\/X_8 x 32 -(x8); x8.x4 x10 L, 1
1) (x4)3 T T e =X T2

2) 2x° —(x5—3x2)(2x4 —x):2x9 —(2x5-x4 —x° . x—6x2-x* +3x? -x)

=2x% - (2x® = 7x® +3x3) = x3(7x® +3)

2
1) Kontrol ved Tl-nspire: (-\'3) J\T‘ :

T

Eksempler pa anvendelser af potensfunktioner
Keplers 3. lov
Planeterne beveeger sig om solen i baner, hvor omlgbstiden T og den gennemsnitlige afstand r

fra solen er givet ved T = 0.000548.r1*

l..:l’—‘

Pulsen for forskellige dyrearter.
Det viser sig, at sma dyr har en hurtig puls og store dyr har en langsom puls.
Man her fundet, at hvis y er antallet af hjerteslag pr. sekund, og x er dyrets masse i kg, sa geelder

med tilnermelse y = 360-x %%’

8.2.1. Polynomier
Ved et polynomium af n’te grad forstas funktionen

f(x)=a,x"+a, X" *+....+a;x+a,, a,=0
Ved polynomiets rgdder forstas lgsningerne til ligningen f (x) =0.

Man kan vise, at et polynomium af n’te grad har hgjst n
rgdder.

Polynomium af 1. grad:
Et polynomium af 1 grad f(x)=ax+b:, a=#0 kaldes

ogsa en linear funktion, da dens graf er en ret linie. h
Vi har i afsnit 2.3 gennemgaet den rette linie’s ligning, sa vi
vil her ngjes med at vise grafen for f(x) (se figur 8.2), / >\

Fig 8.2. Heldning a
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Polynomium af 2. grad: f(x)=ax?+bx+c, a=0

Det simpleste andengradspolynomium er f (x) = ax?

Grafen for denne funktion kaldes en parabel.

| figur 8.3 er tegnet forskellige parabler svarende til forskellige veerdier af tallet a.

Det ses, at parablen er symmetrisk omkring y -aksen, har “grenene” opad hvis a >0 og “grenene”
nedad hvisa < 0.

Punktet hvor parablen har sit minimum eller sit maksimum (her (0.0) kaldes parablens toppunkt.

Fig 8.3. y=ax?

Setning 8.1 Andengradspolynomiums graf og redder
Grafen for andengradspolynomiet f (x) = ax? +bx+c er en parabel kongruent med parablen

y = ax?, og med toppunktet (—%,—f—aj , hvor d =b? —4ac kaldes diskriminanten.

_b++d

2a
Er d <0 ligger parablen enten helt over x - aksen (hvis a > 0) eller helt under x - aksen (hvis a < 0)

Forudsat d > 0 er rgdderne (parablens skeeringspunkt med x - aksen): X =

Bevis
Der foretages falgende omskrivning:

) , b ¢ , b b)Y (b)Y ¢
y=ax“ +bx+c=al X +—X+—|=a/ X" +—X+|—| —|—| +—
a a a 2a 2a a
bY L, b b)? b ¢ b® dac  bi-dac d
Da|x+—| =X"+—X+|—| 00 -| —| +—=—-—F+—=-————=-—fas
2a a 4% 4’

2a 22 a 4a? 4a®

y=a (X-J—ijz—i =a(x+£j2—i eller y+i=a(x+£)2
2a 432 2a 4a 4a 2a
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8.2 Potensfunktioner

b d
Indfares et nyt x,y;- koordinatsystem ved X1 = X+Z y1= V+E bliver andengradsligningen i dette
koordinatsystem vy, =ax,”, dvs. en parabel med toppunkt i (x;,y;) = (0,0)

Det ses, at indsaettesx:—% 0g y=—f—a bliver (x;,y;)=1(0,0)dvs. i xy-systemet har parablen toppunktet
2
2a’ 4a

2
Forudsettes d >0 fas af omformningen y = a(x " Lj _ 9 s

2a 4a
2 2 2
a(x+£) —1:0<:>a(x+£j =i©(x+£j DU R B DI ~b+d
2a 4a 2a 4a 2a 432 2a 4a2 2a
4
Eksempel 8.2. Polynomium af 2. grad
Lad f(x)=-3x?—-x+2
Grafen for f er en parabel.
a) Find parablens skaeringspunkter med x - aksen (= funktionens nulpunkter)
b) Skitser grafen for funktionen i et interval, der indeholder nulpunkterne.
c) Angiv kordinaterne til funktionens toppunkt.
Lasning:
a) Nulpunkter: (= grafens skeeringspunkter med x - aksen)
f(X)=0= -3x>-x+2=0
—_— 2 —_— o — . _1
3 X120 x = —btvb?-4-a-c _—(-D+y(-D*-4-(-9-2 145 _ ,
2a 2(-3) -6 |=
3
. ( 2 ) L2 2
eller benyt Ti-nspire: solve\3-x~—x+2=0,x) » x="1 or xfg Nulpunkter x = -1 og X =3

b) Da a = -3 <0 har parablen grenene nedad.
Tinspire:  Graph,indtast funktion, Enter, veelg intervalgreenserne passende

c) d =b?—4ac=(-1)?-4(-3)2=1+24=25
b d -1 25 1 25
T:(‘Z’_E):(_—_e’l(_cs)j:(_E’Ej

Tl-nspire: Valg “undersgg grafer”, og pa menu valg
maksimum og indseet et passende interval.
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8. Standardfunktioner

Eksempel 8.3. Optimering

En stor butikskeede saelger lommeregnere til 600 kr pr. stk. Til den pris har man erfaring for, at
der seelges 1000 stk. pr. uge.

For hver gang man haver prisen med 50 kr pr. stk. falder salget med 60 stk. pr. uge. Tilsvarende
stiger salget , hvis prisen sa&nkes.

Hvis firmaet kun ser pa omsatningen, hvilken pris giver sa den sterste omszatning?

Lasning:

Huvis prisen er 600 kr er omseetningen O = 1000- 600 kr

Huvis prisen er 600 + 50 kr er omsatningen O = (600 + 50) - (1000 — 60) kr
Hvis prisen er 600+ 2-50 kr er omsatningen O = (600+2-50)-(1000-2-60) kr

Idet x er antal gange prisen stiger med 50 kr, sa har vi falgelig, at
hvis prisen er 600+ x-50 kr er omsatningen O = (600 + x-50) - (1000 — x - 60) kr

Vi har O(x) = -50-60x? + (1000-50— 600-60)x + 600-1000 = —3000x? +14000x + 600000
Vi ser, at omsaetningen kan skrives som et andengradspolynomium i x

Vi sgger den stgrste omsatning, dvs. starsteveerdien for O(x)

Da grafen er en parabel med grenene nedad har den en starsteveerdi i toppunktet.

Vi har derfor, at omsatningen er starst for x = b = __ 14000 =2.333

2a 2-(-3000)
Da x skal vaere et helt tal ma x = 2, dvs. vi skal have prisen med 100 kr til 700 kr pr. stk.
Herved seelges 120 feerre lommeregnere, men omsatningen stiger til

(600+2-50)- (1000 2-60) = 700-880 = 616000

Setning 8.2.0plgsning i faktorer
Hvis andengradspolynomiet f (x) = ax? +bx +c har radderne « og 4 kan polynomiet oplgses
i faktorer f(x) =a(x—a)(x— /)

Bevis:
~b+Jd -b-vJd b —b+d -b-+d (-b)2-d b*-(b*-4ac) c
a+pf= + =——. a f= : = = =—
2a 2a a 2a 2a 4a° 4a° a
a(x—oz)(x—ﬂ):a(x2 —(a+ﬁ)x+a-ﬂ):a[x2 —(—gjx+§) =ax? +bx+c X3
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8.2 Potensfunktioner
Eksempel 8.4. Oplgsning i faktorer

— 2_
Reducer brgken T —x+2

3 9% 12 ved at oplgse teeller og naevner i faktorer.
X“ —9x—

Lasning:

Ifalge eksempel 6.4 har telleren — 352 — x + 2 radderne er -1 og %

Naevneren: 3x° —9x—12=0<> X =

9+y92-4.3.(-12) 944225 9+15 [4
6 6 6 |1

—3-(X—(—1))‘(X_§) _ (-3x +2)

3-(x=(-1)-(x-4)  3(x-4)

2
Tl-nspire: 3x xt2 (3x2)

3x2 9.5 12 (x-4)

I vanskeligere tilfelde kan man ofte med fordel benytte enten

R

. . 3-x7—x+2 3-x-2

Beregninger, tal, oples i faktorer -[‘acmr( ) ( )
3

2 .
Pgynn] e
. *3-x2—x+2 -10 . 0 .
eller algebra, udvid som expand > ~1 jo ogsa er en god reduktion €
3x2-0-x-12] (+-4)

Polynomium af 3. grad: f(x)=ax®+bx?+cx+d, a=0

Et polynomium af 3.grad vil altid have mindst en rod og hgjst 3 rgdder, dvs . grafen vil altid
skeere x - aksen mindst 1 gang og hgjst 3 gange (se figuren)

a<0

| reel rod

a>()

3 rodder

De reelle rgdder findes lettest ved anvendelse af lommeregnerens “solve” program.
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Eksempel 8.5. Polynomium af 3. grad
Lad f(x)=4x®-8x%+x-2

Find ved anvendelse af TI-nspire

a) Polynomiet rgdder

b) Oplgs polynomiet i faktorer

c) Skitser grafen for f (X)

Lasning.

a) solve(4-x378-x2+xf220,x) » x=2

b) factor(4- x3f8-x2+xf2,x) s (x2)- (4- x2+1)

c) Veelg graf, indtast funktionen, velg passende

enheder pa akserne
Bemark, at der er forskellige enheder pa denne .

figur

-6.67 T

Polynomium af 4. grad: f(X)= ax* +bx® +cx® +dx+e

Polynomier af 4. grad vil have fra O til 4 redder.

Eksempel 8.6. Polynomium af 4. grad
Lad f(x)=2x" —8x>+9x? —4x+4
Find ved anvendelse af TI-nspire

a) Polynomiet rgdder
b) Skitser grafen for f (x)

¢) Find funktionens minimumsvaerdi.
Lasning.

2) solve(2-x4—8-x3+9- x2—4-x+4:0,x) r x=2
Resultat: Rod x = 2

b) Tegnet som under eksempel 8.5
c) Grafen har grenene opad som vist pa figuren

f1 [.\')=2-x

4

—8'.‘(3+9'.\52—4'.‘\;'+4:

Velges “Undersgg grafer, Minimum og passende greenser fas, at minimum er 0 for x = 2.
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8.3 Eksponentialfunktioner

8.3. Eksponentialfunktioner

Ved en eksponentialfunktion forstas en funktion af typen f(x)=a*, hvor a>0
x kaldes eksponenten og a for grundtallet.

Da a° =1vil alle eksponentialfunktioner g& gennem punktet (x, y) = (0,1).

Eksempel 8.7 Graf for eksponentialfunktion

X
Skitser graferne for eksponentialfunktionerne f(x)=2* og g(x) = (%j

Lasning:
Der beregnes fglgende stattepunkter
X 1 2 3
f(x) 2 | 4| 8
g(x) 111 (1
>17 1%

L 4

Nar a> 1 vil funktionen vokse, mens funktionen vil aftage hvis0 <a < 1.

Af speciel interesse er den eksponentialfunktion, som i punktet (x,y) = (0,1) har en tangent med
heeldningskoefficienten 1.

Denne funktion kaldes den “naturlige” eksponentialfunktion og skrives exp(x) eller e*
Dens grundtal e er en uendelig decimalbrak.

P& TI-nspire findes e* pa tastaturet (p& PC under matematikskabeloner).

Med 4 decimaler er __91 » 2.7183
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8. Standardfunktioner

Eksempel 8.8 Renteformel

Et belgb pa 1000 kr indsattes pa en bankkonto, hvor der tilskrives en rente pa 4% om aret.
Hvor meget er belgbet vokset til efter 5 ar.

Lesning:

Efter 1 ar er belgbet vokset til 1000+ 1000-0.04 = 1000(1+ 0.04) = 1000-104 kr

Efter 2 ar er belgbet vokset til 1000-104 +1000-104-0.04 = 1000-104(1+ 0.04) = 1000-1042 Kr

Efter 5 ars forlgb er belgbet vokset til 1000-1.04° = 1216.65kr ¢

Af eksempel 8.8 ses, at hvis rentefoden er r % pr. termin, sa vil en kapital pa b kr efter n terminer
veere vokset til |b, =b(1+r)"

Denne formel kaldes renteformlen.
Renteformlen kan omskrives til en funktion af typen f (x) =b-a* hvor a=1+r

Funktionen f (x) =b-a* kaldes s&dvanligvis ogsa kort for en eksponentialfunktion, da den som

vi ser ofte forekommer i praksis.
a kaldes for fremskrivningsfaktoren og r = a - 1 for vaekstraten.

Af eksempel 8.8 ses, at tallet b vokser til b- a efter 1 ar og vaekstraten er 4%.

Eksempel 8.9. Anvendelser af renteformlen

1) Hvad skal settes ind pa en bankkonto, som forrentes med 4.5% rente p.a. for at der om 10 ar
star 80000 kr

2) En virksomhed har det farste ar en vaekst pa 8% , det naste ar en veekst pa 12% , det tredie ar
et fald pa 10% og det fjerde ar en vaekst pa 5%.
Hvad er den gennemsnitlige arlige vaekstrate pa r % , som pa 4 ar giver det samme resultat.

3) Etradioaktivt sporingsstof indsprgjtes i en mus. Man ved at maengden af stof aftager med 25%
over en periode pa 12 timer.
Hvad er det procentiske fald pr. time?

Lasning:

1) b(1+0.045)*° =80000 < b = % =51514.20 kr

2) Lad os antage, at vi har en kapital pa 100 kr.
Denne er pa 4 ar vokset til 100-1.08-112-0.90-1.05

Der galder 100(1+r)* =100-108-112-090-105 <> (1+r)* =108-112-0.90-105
1

& 141 =(114307) 4 < r =103399 —1 = 0.03399 = 34%
3) Lad det procentiske fald pr. time veere r %

1
100-(1-r)* =100-(1-025) = (1-r)*? =0.75<=1-r =0.7522 < r =1-09763
< r=02368=237%
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8.4 Logaritmefunktioner

8.4. Logaritmefunktioner

Da eksponentialfunktionerne er monotone, har enhver af dem en omvendt funktion.
Disse omvendte funktioner kaldes logaritmefunktioner.

Vi vil i detaljer ngjes med at betragte de to vigtigste, nemlig

1) Den naturlige logaritme y = In(x) som er den omvendte funktion til y =e”*,
dvs. y=In(x) < x=¢’.
Der geelder altsa (forudsat x > 0)

e = x og In(ex) =X

2) Titalslogaritmen y = log(x), som er den omvendte funktion til y =10,

dvs. y=log(x) < x=10" Der galder alts&|10"% = x og Iog(lox) =X

Pa figur 843 er tegnet grafen for In(x) og e*.

333 Ty

Fig 8.4. Graf for In(x) og €*

For log og In gaelder (jeevnfar ogsa figur 8.4), at definitionsmangden D er alle positive reelle tal,
da det er vaerdimaengden for e* og 10*.
Verdimangden V = R (alle reelle tal) da det er definitionsmangden for e* og 10* .

In1) =0 og log(l)=0 da e®=10° =1
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Satning 8.3 Logaritmeregler
Lad a og b vaere positive tal. Der gaelder da

1) In(a-b)=Ina+Inb log(a-b) =loga+logh
2) In(%) =Ina-Inb Iog(%) =loga-logb
3) In(ax):x-lna Iog(ax):x-loga
Bevis:

a=e"? og b=elP fas

1) a-b=enad glnb _glna+inb —gyq In(a-b):In(e'”a””b):lnaﬂnb

i_elna _elna-Inb a
2 p elnb - dvs. In[E):In(e'”a"”b):lna—lnb
X
3) aX:(elna) —gXIna dvs. In(ax):ln(ex"”a):x-lna

Beviset for log er ganske analogt.

. . . . In x
Titalslogaritmen kan udtrykkes ved de naturlige logaritmer: | logx = n10
Bevis: Af x= 10Iog X fas ved at tage logaritmen pa begge sider og benytte logaritmeregel 3):

Inx
Inx=logx-In10< logx =——
J 9 In10

Eksempel 8.10. Logaritmeregler
Reducer uden brug af hjelpemidler falgende udtryk:

a) In(e5) , b) |n(i—z]

Lasning:
a) In(e5) =5lne=

o

b) In(y—jj = In(y4)—ln(x3) =4Iny-3Inx

>
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8.4 Logaritmefunktioner

Setning 8.4. Fordoblings og halveringskonstanter
For eksponentialfunktionen f(x)=b-a*, a>1, fordobles funktionsveerdien, nar x-veerdien
In(2)

vokser med fordoblingskonstanten k = @ uanset udgangsveerdien for x.
For f(x)=b-a*,0<a<1, halveres funktionsveerdien ndr x-veerdien vokser med
In(2)
halveringskonstanten , _ _ "2” uanset udgangsveerdien for x.
In(a)
Bevis
>l f(x+k)=2-f(x) ob-a**=2.b-a* @a*-ak=2-a* @a=2<k-lna=h2< kz:;—z
In1
O<a<lifyiny =l teoba*-lba caa=taca =tokmnachick—2
2 2 2 Ina

Eksempel 8.11. Ligninger med logaritme- potens- eller eksponentialfunktioner

Las ligningerne

a) Hvor mange terminer skal et belgb pa 1000 kr sta pa en konto med en rente pa 2% for at
belgbet er blevet fordoblet.

b) Hvor mange terminer skal 300000 kr sta pa en konto med en rente pa 2.5% for at den er vokset
til ca. 450000 kr.

d) Lad y=x?. Narx vokser med 10% vokser y med 15% . Find a.
Lasning:
In2
In(L02)

a) Fordoblingskonstanten er k = = 35.008 dvs det tager ca 35 terminer

b) solve(300000»(1+o.o25)ﬂ=45oooo,n) » n=16.4205

Belgbet skal sta i 17 terminer.
c) y-11=(x-115)%. Indsattes y = x? fas

X® 115 x* 112 < 115-11% < a =115 1465
In11
Tl-nspire :Spgrgsmal c) kunne naturligvis ogsa lgses ved solve *
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8.5. Nogle anvendelser af logaritme- og eksponentialfunktioner.

8.5.1 Radioaktivt henfald
Radioaktive stoffer omdannes med tiden til ikke-radioaktivt stof . Man siger, at stoffet
“henfalder”. Kulstof er saledes ud over nogle stabile isotoper, ogsa sammensat af den radioaktive

isotop '5C, som kaldes kulstof-14.

Hvis maengden af det tilbagevarende stof til tiden t kaldes m(t), gelder m(t) = m(0)-e ™, hvor

m(0) er meengden af den radioaktive stofmangde til tiden t = 0.
Tallet k kaldes henfaldskonstanten. Starrelsen af den afhaenger af det pagaldende stof.

For kulstof -14 geelder, at den har en halveringstid pa ca. 5730 ar.

. In2 In2
Heraf fas, at 5730 = e k= 5730 = 0.00012

Omdannelsen af kulstof-14 sker derfor efter ligningen m(t) = m(0)e
| levende planter og dyr er forholdet mellem kulstof-14 og den ikke radioaktive isotop
1§C konstant og er det samme som forholdet mellem de to isotoper i omgivelserne. Nar

organismen dgr, optager den ikke lzengere kulstof fra omgivelserne. Nu henfalder kulstof-14 og
man kan derfor benytte indholdet af kulstof-14 i arkeeologiske fund (knogler, planerester) til at
angive dets alder.

-0.00012t

8.5.2. Logaritmiske skalaer

Logaritmetabeller

Far lommeregnerne blev indfart omkring 1975 var den simpleste (og ofte den eneste anvendelige)
méde at beregne eksempelvis udtryk somu =2.726* eller u=+/0.7825 at benytte skaldte 4-
cifrede logaritmetabeller. Disse var tabeller over titalslogaritmen. Dette skyldes, at ethvert
decimaltal kan skrives som et tal mellem 1 og 10 multipliceret med en potens af 10.
Eksempelvis er

3162 =10-3162 log 3162 =log10+log 3164 =1+ log 3162

3162 =102 -3162 log 3162 = log10? +log 3162 = 2 + log 3162

003162=10"2-3162  log0.03162 = log10~? +log 3162 = 2+ log 3162

Det ses, at blot man har lavet en tabel over logaritmen til alle 4 - cifrede tal i intervallet mellem
1 og 10, kunne man let finde logaritmen til alle andre tal.

Vi vil ikke ga nermere ind pa denne teknik som blev opfundet omkring 1600, og som har haft
en meget stor betydning ved at muliggagre komplicerede beregninger.
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6.5. Nogle anvendelser af logaritme- og eksponentialfunktioner

Richter - skalaen
Ved maling af jordskelvs styrke beregnes et tal R (f.eks. R = 6) efter Richter-skalaen.

Formlen der benyttes er R = Iog(%j +b ,hvor a er amplituden for jordoverfladens svingninger
(i 107° m) ved malestationen, T er perioden for jordskavbglgen i sekunder og b er en konstant,
der afhaéenger af jordskealvbglgens svaekkelse fra centrum for jordskaelvet.

Da skalaen er logaritmisk betyder en lille &ndring i Reaktor tal en stor &endring i jordskeelvets
styrke.

Det kan ses af falgende regninger:
Lad et jordskeelv have Reaktor tallet R, og et andet jordskelv have Reaktor tallet R,, og lad de tilsvarende amplituder
veere a, 09 &, . Lad endvidere T og b veere de samme for begge jordskeelv.

: a a2
Vi har derfor Ry =log +b R, =log +b
T T

Traekkes de to ligninger fra hinanden fas
a1

Ri—Ry= Iog(%) - Iog(a_\l_—zj < Ry —Ry=loga; —logay & Ry — Ry = Iog(a—j o10R R o
2

a
a
Antages eksempelvis, at Richtertallet stiger med 0.5 (feks. fra R, = 5 til R, = 55) bliver
105_5'5 = ﬂ = 10_0'5 ‘ap =ap < ay = 316- a1
a
Amplituden bliver altsa over 3 gange sé stor ved en stigning pé 0.5.

Lydmaling
Decibel (dB) skalaen bruges til at bestemme, hvor hgj intensiteten i lydtrykket er i de frekvenser,
det menneskelige are kan opfatte.

Lydstyrken L i decibel beregnes af formlen L =10- Iog(lL) , hvor | er “lydtrykket” og 1, er
0

den svageste “lydtryk” det menneskelig gre kan opfatte (begge malt i W/m? (Watt pr. m?)).
Det ses, at hvis | = Ier L = 0 dB.
Seettes | = 10° - I er L = 60 dB, hvilket svarer til samtale i normalt leje.

Det ses altsa, at det menneskelige gre ikke opfatter lyden som selve lydtrykket, men demper det
kraftigt ned efter en logaritmisk skala.

Maling af surhedsgrad
Enhver syre er kendetegnet ved en starre eller mindre tilbgjelighed til at afgive H*-ioner, sé jo
mere og jo steerkere syre der er, desto flere ioner. Man maler derfor en vaeskes surhed ved at male

koncentrationen af brintioner [H 11 j vaesken (i mol/liter).
En oplgsnings pH defineres ved pH = —log[H "].

Destilleret vand har en pH p& 7 (svarende til[H"]=10""), en sur vaske har pH < 7 og en
basisk vaeske har en pH > 7s

'Streng taget ikke H" men H;O"
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8. Standardfunktioner
8.6. Trigonometriske funktioner.

8.6.1. Radian

Ordet trigonometri betyder trekantsmaling, og de trigonometriske funktioner anvendes i udstrakt
grad til geometriske beregninger (jeevnfer kapitlerne 1 - 4).

Ved mange fysiske anvendelser anvendes ogsa de trigonometriske funktioner, men her er det iseer
deres “periodiske, svingende” egenskaber der er af betydning, f.eks. ved beskrivelse af
vekselstram , mekaniske svingninger osv.. Et eksempel pa disse anvendelser kan findes i afsnittet
om svingninger.

Mens man i geometrien sedvanligvis regner vinkler i grader, vil man ved fysiske anvendelser
regne vinkler i radianer (ogsa kaldet naturligt vinkelmal) .

Definition af vinkels radiantal
Pa figur 8.5 er tegnet en cirkel med P
centrum i O og radius 1 (cirklen kaldes en
enhedscirkel)
Vinklen v mellem OQ og OP malt i v 0

; ; X
radianer defineres ved %) |

Ve leengde af cirkelbue

radius
leengde af buen QP pa enhedscirklen.

Fig. 8.5. Definition af radian.

Da en cirkel med radius r har omkredsen

2-z-rharen halvcirkel pa enhedscirklen leengden 7.
0

Da dette svarer til en vinkel pa 180° sker en omregning fra radianer til grader med faktoren

T
Eksempel 8.12. Omregning mellem radianer og grader
1) Falgende vinkler er angivet i radianer. Angiv vinklerne i grader.
Z SE T 145
3 6 6
2) Falgende vinkler er angivet i grader. Angiv vinklerne i radianer.
45°, 120°, -135°,270° 84.2°
Lasning:
1) 7 _ 7w 180° coo 57 _57180° o0 w1800 gp0 g5 1807 gong0
3 r "6 6 =« "6 6 7 ' B - '
2) 450 =450 —Z__Z 1500 21200 Z__ 2% _yg0_ qa50. T _ 3T
180° 4 180° 3 180 4
270° = 270° .- _3T 8420 _gano. % =1470 ¢
180 2 180

68



8.6 Trigonometriske funktioner

Eksempel 8.13. Beregning af sin og cos pa Tl-nspire ved anvendelse af radianer.
Beregn

cosz, sin(—zj, cos(—zj, cosl145
2 3 6

Lasning:
TI-nspire:Dokumenter, Indstillinger og status, Dokumentindstillinger, vinkel, Radian,ENTER
TI-Nspire PC: Fil, indstillinger, dokumentindstillinger, vinkel, Radian,ok

cos(z) » 0, sin(i) 4 _JE , cos(l) 4 JE , cos(1.45) » 0.1205
2 3 2 6 2

8.6.2.Periodicitet
Vi har i afsnit 3.2 defineret de trigonometriske funktioner ud fra enhedscirklen.
Definitionerne fremgar af den fglgende tegning:

>~

P = (cosv,sinv)

Fig. 8.6. Definition af cos og sin.

Enhedscirklen har omkredsen 2, sa punktet P pa figur 8.6 har savel koordinaterne (cos X, sin
x) som koordinaterne (cos(x + 27z),sin(x + 2x), (cos(x + 4r), sin(x + 4 ) osv. samt koordinaterne

(cos(x —27x),sin(x —2x), (cos(x —4x),sin(x —4x) 0sv.
Der geelder altsg, at funktionsveerdierne for f (x) = sin x og g(x) = cos x gentager “sig selv” med

en afstand pa 27 .
Man siger de to funktioner er periodiske med perioden 27 .

Graferne for cosx og sin x ses pa figur 8.7. (kan eventuelt tegnes pa Tlnspire)
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P\

- X
T
2 n ‘ 0 TN

T
S

)
1o ‘ 3

Fig. 8.7. Grafer for cos og sin.

Hvis grafen for cos x parallelforskydes %mod hgjre falder den sammen med grafen for sin X,

T . . T
dvs. cos(x—;j =sinx eller cosx = sm(x+5j :
8.6.3. Relationer mellem trigonometriske funktioner
Der findes et stort antal formler, der angiver en
sammenhang mellem to trigonometriske formler.
Disse kan man om ngdvendigt finde i en stor AV
matematisk formelsamling. P
En vigtig formel er den sékaldte grundrelation
mellem sin og cos.

sin® x+cos® x =1

Bevis O] |cosx S 1
Af den retvinklede trekant OPS pa figur 8.11 fas af

“Pythagoras s&tning” at (sin X)2 + (COS X)2 =1

L 4

Fig. 8.11. cos® +sin’x =1

Omformninger af udtryk hvori der forekommer trigonometriske funktioner kan veere meget komplicerede. Det er
derfor, at eksempelvis TI-nspire har nogle specielle ordrer (beregninger,algebra,trigonometri, tExpand (evt. tCollect)
som man ofte med fordel kan benytte. Dette er vist i eksempel 8.14 .

Eksempel 8.14. Reduktion af trigonometriske udtryk.
cos(2x) — cos? X
sin x '

Reducer udtrykket
sin(x)

J > 'sin(_r)

Lasning: J]:'.xpimd(
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Opgaver til kapitel 8

8.1. (uden hjelpemidler)

Reducer udtrykket

8.2. (uden hjeelpemidler)

Reducer udtrykket

8.3. (uden hjeelpemidler)

En funktion er bestemt ved f (x) = x% —8x+7

8.6 Trigonometriske funktioner

a) Find koordinaterne til parablens skaringspunkt med de to koordinatakser.

b) Find toppunktets koordinater
c) Tegn parablen.

8.4. (uden hjalpemidler)

En funktion er bestemt ved f (x) = —x2 +3x +4

a) Find koordinaterne til parablens skaringspunkt med de to koordinatakser.

b) Find toppunktets koordinater
c) Tegn parablen.

8.5. (uden hjeelpemidler)
Funktionerne f og g er bestemt ved

f(x)=x+1 g(x)=x%-2x+1

Find skaeringspunkterne mellem de to grafer.

8.6. En tgnde (se figuren) skal have rumfanget V = 10 m®.
Endvidere skal den have hgjden h =2 m og endefladernes radier skal
veere r=1m. Radius pa tendens bredeste sted kaldes R

Det oplyses, at V=1—r:5(8R2 +4:1-R+3r°) 7

Beregn R i meter med 3 betydende cifre.

8.7. Lad der vaere givet polynomiet f(x)=x*-x3-4x? +x+6
Find polynomiets rgdder, og skitser grafen for funktionen.

8.8. Las ligningen x°® +2x3 -15x =0

8.9. Luws ligningen 42— x =—x
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8.10

8.11.

8.12.

8.13

8.14

8.15

8.16

8.17

8.18

Las ligningen 16*73 +3-4%72 = 448

Lad y = x?, hvor x > 0 og a er en vilkarlig konstant.
Bestem a med 3 betydende cifre, nar det oplyses, at y gges med 10% nar x gges med 5%.

Lad y veere den tid (i minutter) en professionel dykker kan opholde sig under vandet i en
dybde pa x m uden at fa dykkersyge.

Med tilnermelse kan man vise, at der mellem x og y gelder fglgende sammenhang :
y=b-x? , hvor a og b er konstanter.

Det oplyses, at i en dybde pa x = 14 m er y = 98 minutter og i en dybde pax =22 mer

y = 37 minutter.

a) Bestem konstanterne a og b med 4 betydende cifre.
b) Hvor lenge kan en dykker opholde sig pa 25 m uden risiko for dykkersyge?

Et belgb pa 12000 kr skal indsettes i en bank. Man gnsker, at belgbet efter 6 terminer skal
veere steget til ca. 17000 kr. Hvor mange procent skal banken tilbyde i rente?

En ny bil koster 200000 kr. VVeerdien nedskrives hvert ar pa selvangivelsen med 18%.
Hvad er bilen nedskrevet til efter 10 ar.

Bornholms indbyggertal faldt fra 47800 i 1981 til 43500 i 2006.

Faldet er med tilnzermelse gennem érene sker med en fast arlig procent p.

a) Find p

b) Hvis udviklingen fortsetter, hvad bliver sa indbyggertallet pa Bornholm i 2020.

Mangden af radioaktive isotoper aftager eksponentielt med tiden.

Mangden af en bestemt isotop er 5.00 g og den har en halveringstid pa 95 ar.
a) Hvor mange gram er der tilbage af isotopen efter 200 ar

b) Hvor mange ar vil der ga fer meengden er nede pa 1 g.

Nar radioaktive straler sendes gennem en blyvag sker der en formindskelse af intensiteten

af stralingen. Denne formindskelse er bestemt ved formlen b=a-e ™, hvor a er
intensiteten far passage af blyveeggen, b er intensiteten efter passage og x er tykkelsen af
blyveeggen malt i mm.

For en bestemt type straler forminsker en blyvaeg pa 15 mm intensiteten med 70%.

Hvor tyk skal en blyvag vere for at intensiteten forminskes med 90%.

Pa grund af tidevandet andres vanddybden ved en mole . | et bestemt dggn er vanddybden

H malt i meter bestemt ved H= 7+55in@t —1), 0<t<24

hvor t angiver antallet af timer efter middag. Til t = 2.15, svarer altsa kl 14.09.
Bestem de to tidspunkter i det pagaldende dggn, hvor vanddybden H er starst.

Repetition (se evt. forord) 24 maj 2013 nr 2, 3 0g 12,29 maj 2013 nrl, 2095

14 august 2013 nr 2 og 9, 6 december 2013 nr 3, 11
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9.1. Indledning

9 REGRESSION

9.1 Indledning
| dette kapitel betragtes forsgg, hvor man har malt ssmmenhgrende vardier af to variable x og
y. Det falgende eksempel demonstrerer et sadant tilfaelde.

Eksempel 9.1 Punkter ligger tilnaermelsesvis pa ret linie

| et spinderi udtrykkes garnets kvalitet bl.a. ved en norm for den forventede traekstyrke.
Kvaliteten anses saledes for at veere i orden, hvis middeltraekstyrken mindst er lig med 10
maleenheder (me).

Ved uldgarn opfylder garnets naturlige treekstyrke ikke det navnte kvalitetskrav, hvorfor der
tilseettes en vis maengde kunstfibre, hvilket foreger traeekstyrken. Herved sker der dog det, at andre
kvalitetsegenskaber, sassom elasticitet og isoleringsevne, forringes. Man har eksperimenteret med
forskellige tilsatte maengder kunstfibre x og registreret garnets traeekstyrke y ved disse forskellige
mangder. Herved fremkom fglgende observationsmateriale:

Maengde x (i gram) af | 40 |50 |55 (60 (70 |75|80 |85 (90| 95 (100|105 110 (120 | 130
kunstfibre pr kg uld

Traekstyrke (me): Y[4.5]6.5|5.4(7.0(8.2(8.0|7.1|8.9(8.2(10.3|9.6 |10.810.5|11.2| 12.0

Mangden af kunstfibre x er blevet bestemt pa forhand (har faet ganske bestemte verdier).
Traekstyrken Y synes derimod udover mangden af kunstfibre ogsa at veere pavirket af andre
ukendte og ukontrollable “stgjfaktorer”.

Afsattes de malte punktpar (X,,Y;) i et koordinatsystem
for at fa et overblik over forlgbet, fas falgende tegning: ™

TI-Nspire °
Dataindtastesi “lister og regneark” » Dokomentveerktgjer(eller ™1 e
menu) P Statistik > Statistiske beregninger®» Lineeer regres- e
sion(mx+b) » Udfyld menu » ok e

Der fremkommer nogle konstanter
Marker begge lister ved at trykke pa listebogstav (A) holde shift
nede og ga mod hgjre ». ®
Veelg data» hurtiggraf» Der viser sig sa et punktplot

Selv om punkterne ikke ligger eksakt pa en ret linie, synes det rimeligt at antage, at afvigelserne
fra en ret linie kan forklares ved den tilfeeldige variation (stgjen).

Derfor er det nzrliggende at antage, at i middel vil y kunne skrives som en lineer funktion af x,
dvs. y=ax+b.
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9. Regression

9.2. Lineger model

Man sgger altid den simplest mulige model, der kan beskrive de fundne data..

Da man har 15 punktpar, sa vil et polynomium af fjortende grad ga igennem alle punkter.
Umiddelbart skulle man maske tro, at det ville vaere en bedre model. Dette er imidlertid ikke
tilfeeldet, da Y - veerdierne jo er resultater af forsgg der er pavirket af ukontrollable stgjkilder.
Polynomiets koefficienter vil derfor afspejle disse tilfeeldige udsving, og det giver derfor en
ganske meningslgs model. Endvidere er modellen alt for matematisk kompliceret til at kunne
bruges i praksis.

Vi vil i dette kapitel kun betragte modeller, som er “linezere” med hensyn til parametrene.

Et polynomium af 2. grad y = a + bx + cx?er séledes linezr i de 3 parametre a, b og ¢ (selv om
grafen naturligvis ikke er en ret linie).

Som et eksempel pd en model der ikke er linesr i parametrene kan naevnes y = a+ bx°, da

konstanten c jo er eksponent .

Vivil endvidere begraense os til at betragte det ved anvendelserne meget ofte forekomne tilfalde,
hvor modellen er lineer i 2 parametre.

Som eksempler herpa kan navnes

1) y=a+bx og

2 Iny=a+b-Inx

En ligning, der som (1) eller (2) beskriver en sadan linezer model kaldes en regressionsligning
og koefficienterne a og b kaldes for regressionskoefficienterne

9.3. Bestemmelse af regressionsligning

Pa basis af en reekke sammenhgrende vardier af x og y bestemmes regressionskoefficienterne
aog b ved *“ mindste kvadraters metode*®.

Metoden beskrives i det falgende (urealistisk) lille taleksempel.

Eksempel 9.2. Beskrivelse af mindste kvadraters metode.

| et medicinsk forsgg males pa en forsggsperson sammenhgrende verdier af en bestemt medicin
i blodet (x i %) og reaktionstiden y.

Resultaterne var:
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9.4 Vurdering af om model beskriver data godt

A ¢

liesiduulr4:{::

a) Residual. Ved et punkts residual til
en linie forstas den “lodrette” afstand
fra punktet til linien (se tegningen).

Pa figur 9.1 er afsat de 5 punkter, og
indtegnet en ret linie.

P
34 5 6 7 8

L
I
°
i
2

Figur 9.1 Residualer

b) Mindste Kvadraters metode. Regressionslinien y =ax+b bestemmes som den af alle
mulige rette linier, for hvilket summen af kvadratet af residualerne til linien er mindst.
| eksempel 9.2 er kvadratsummen I +1 + 17 + 1/ +17.

Lagsningen af dette optimeringsproblem resulterer i lgsning af et ligningssystem til
bestemmelse af regressionskoefficienterne
¢

9.4. Vurdering af om model beskriver data godt.

Det er altid muligt ved mindste kvadraters metode at finde en sadan “mindste kvadraters linie”.
Det er den af alle rette linier, der har den mindste kvadratsum af residualerne, men det betyder
ikke ngdvendigvis, at linien sa ogsa er en rimelig model, som kan anvendes til at beskrive
sammenhangen.

Til vurdering heraf benytter man dels at se pa en tegning, dels at se pa starrelsen af
“forklaringsgraden r? ” eller “korrelationskoefficienten r”

a) Tegning.
Til vurdering af dette tegnes linien i et koordinatsystem sammen med punkterne. Hvis den
linesere model skal beskrive dataene godt, skal punkterne fordeler sig “tilfeeldigt” omkring
linien.

b) Forklaringsgrad r?
Samtidig skal punkterne naturligvis ligge “teet”pa linien. Til en talmaessig vurdering heraf
udregnes bl.a. forklaringsgraden r?, som er et tal mellem 0 og 1.
Hvisy er uafhaengig af x (eksempelvis hvis x var 5 personers reaktionstid og y var deres hgjde)
vil punkterne fordele sig helt tilfzldigt uden noget system, og r?ligge teet ved 0 .
Endvidere galder, at hvis punkterne ligger teet ved regressionslinien er r? taet ved 1.
Man siger ogsa, at den fundne model “forklarer “ r?.100% af den “totale variation”
Seedvanligvis finder man, at den fundne model pa tilfredsstillende made beskriver data, hvis

forklaringsgraden er pa over 70% samtidig med, at tegningen viser, at punkterne fordeler sig
tilfeldigt omkring den fundne regressionskurve. ¢
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At man ikke alene kan stole pa forklaringsgraden illustreres ved falgende eksempel.

Eksempel 9.3 .Grafisk vurdering af model.
De falgende 4 figurer afspejler forskellige muligheder.

Plot of Fitted Model
ot of Fitted Mod Plot of Fitted Model

12,5 F .
i 58 3
105/ . 48
2 i 33 f
% 8,5 : g %
6.5 ] 18
? 8-
45 ‘ ‘ ‘ ‘ y g
40 60 80 100 120 140 25 :
. 0 2 4 6 8
kunstfibre X
Figur 9.2a: r 2= 919% Figur 92b r 2 :926%
Plot of Fitted Model Plot of Fitted Model

o [ N w H (8] »
N N D T S B
3S
T
|

i 1 oF ]
3 1 0k, | | | ]
0 4 8 12 16 0 4 8 12 16
X X
Figur 9.2c: r2=7.73% Figur 9.4d: r?=5.24%

| figur 9.4a synes den lineare model at kunne beskrive dataene godt, idet punkterne fordeler sig

tilfeldigt omkring linien, og forklaringsgraden r? = 91.9% er hgj.
| figur 9.4b er forklaringsgraden ogsa hgj, og punkterne ligger da ogsa teet ved linien. Imidlertid
ligger punkterne ikke tilfeeldigt omkring linien. Yderpunkterne ligger over og de midterste
punkter under linien, sa det er nappe rimeligt at anvende en ret linie som model. | stedet kunne
man overveje en eksponentialfunktion eller et andengradspolynomium.
| figur 9.4c er der naeppe nogen relation mellem x og y. Er x og y uafhangige (ingen relation
mellem x og y) vil punkterne fordele sig tilfeldigt omkring gennemsnitslinien y =1y, og
forklaringsgraden veere 0. Vi ser, at regressionslinien er nasten vandret, og forklaringsgraden
ringe.
| figur 9.4d er forklaringsgraden ogsa lille, men alligevel ma vi antage at der er en sammenhaeng
mellem x og y. Den er blot ikke lineger, men muligvis en parabel.

¢
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Outliers. Hvis en enkelt eller to malinger afviger kraftigt fra den almindelige tendens kan det
skyldes fejimalinger. Da sadanne punkter i uheldige tilfeelde pa grund af et stort bidrag til
residualsummen kan fa regressionslinien til at dreje er det vigtigt at undersgge pa en figur om
sadanne punkter findes. Det er dog klart, at man ikke blot kan stryge saddanne “ubehagelige”
punkter. Det ma kun ske, hvis man er sikker pa, at punktet skyldes en fejl af en eller anden art
ved malingen.

Ekstrapolation. Selv om modellen synes pa tilfredsstillende made at beskrive data, sa er det jo
faktisk kun sikkert indenfor maleomradet. Man skal vare yderst forsigtig med at ekstrapolere,
dvs. pa basis af modellen for x - veerdier udenfor maleomradet beregne hvad y er.

Arsagssammenhang.

Selv om man finder, at der er en sammenhang mellem x og v, er det ikke sikkert, at der er en
arsagssammenhang.

Der findes en god korrelation mellem antallet af storke i Sgnderjylland i 1930-erne og antallet
af barnefadsler (de faldt begge i samme takt), men det ene er nok ikke arsagen til det andet.
Man kender det ogsa fra sammenhaengen mellem kraft og tobaksrygning, hvor der i mange ar
var en diskussion om der ene bevirkede det andet, eller om det var en hel tredie faktor, der fik
antallet af lungekreeft til at stige.

9.5 Eksempler pa linezr regression regnet med TI-nspire
Da man altid vil foretreekke den simplest mulige model, er modelleny = ax +b altid den, man

starter med at anvende.

Hvis man ser, at punkterne ikke ligger tilfeeldigt omkring linien, men dog synes at fglge en krum
kurve, s3 ma man anvende en anden model.

TI-nspire tilbyder en reekke modeller, bl.a. falgende

(1) LinReg = farstegradspolynomium y=a-+bx eller y=ax+b

(2) PowerReg = potensfunktionen y = ax”

Funktionen omskrives ud fra logaritmereglerne automatisk til In'y = Ina+b-In X somer linezr hvis man
erstatter y med In y og x med In x

(3) ExpReg = eksponentialfunktionen y =a-b*
Funktionen omskrives ud fra logaritmereglerne automatisk til In'y = Ina + X-Inb som er linesr hvis man
erstatter y med Iny

(4) InReg = logaritmefunktionen y =a+b-In(x)
Funktionen er linegr hvis man erstatter x med In x

QuadReg = andengradspolynomiet y = ax? +bx +¢

CubicReg = trediegradspolynomiet y = ax?® +bx? + cx +d

QuartReg er fjerdegradspolynomiet y = ax* +bx> +cx? +dx+e

Generelt geelder, at man sa vidt mulig foretreekker modeller som (1), (2), (3) og (4), da de kun
indeholder 2 parametre a og b, og dermed er de mest stabile (set fra et statistisk synspunkt).
Vi vil i det fglgende give eksempler pa nogle af disse modeller.
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9. Regression

Eksempel 9.4 (= eksemple 9.1) Farstegradspolynomium

Tilseetning af en vis mangde kunstfibre forager et garns treekstyrke. Man har eksperimenteret
med forskellige tilsatte maengder kunstfibre x og registreret garnets traekstyrke y ved disse
forskellige mangder. Herved fremkom fglgende observationsmateriale:

Meengde x (i gram) af | 40 |50 |55 (60 (70|75 (80 |85 |90 | 95 (100|105 110 (120 | 130
kunstfibre pr kg uld

Traekstyrke :y 14.5|6.5(5.4(7.0|8.218.0(7.1(8.9/8.2]|10.3(9.6 [10.810.5(11.2| 12.0

Benyt Tl-nspire til at foretage de gnskede beregninger.

| eksempel 9.4 tegnede vi punkterne i et koordinatsystem, og vurderede at med tilneermelse kunne

de ligge pa en ret linie.

a) Indtegn regressionslinien i ovennavnte koordinatsystem og vurder ud fra figuren om
punkterne ligger tilfeldigt omkring den rette linie.

b) Find r? og anvend denne samt svaret i spargsmal b) til at vurdere om den rette linie giver en
rimelig god beskrivelse af de givne data.

c) Opskriv regressionsligningen.

d) Find den til x = 100 svarende veerdi y,,, for y

Lasning:

a) Data indtastes i “lister og regneark”»Dokomentveerktgjer(eller menu) M Statistik > Statistiske

beregninger ™ Lineaer regression(mx+b) ™ Udfyld menu ® ok, en raekke tal fremkommer, bl.a. m og b.
Marker begge lister ved at trykke pa listebogstav (A) holde shift nede og g& mod hgjre » .

Veelg data» hurtiggraf» Der viser sig sa et punktplot» Veelg “Undersgg data, Plotfunktion, skriv

funktionen f(x)=mx+b

Grafen tegnes nu sammen med punkterne.

B, B, B o E &
=LinRegMx(" 124
4.5 40 Titel Linezer regr...
6.5 50 RegEgn... m*x+b
5.4 55 m 0.079897
7- 60 b 1.80866
8.2 70 r? 0.919301 |
8. 75 r 0.958802 #
7.1 80 Resid {-0.504550...
8.9 85
8.2 90
10.3 95 ™
9.6 100 87
10.8 105
10.5 110
11.2 120
12 130
6
]
4
= T \ T T T T T T T \
I2| F1 40 50 60 70 BOXQO 100 110 120 13
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Konklusion: Tegningen Qé lommeregnerens display viser, at punkterne fordeler sig tilfeeldigt

omkring linien.
Da man maske ikke kan aflevere en tegning, kunne man i stedet se pa residualernes fortegn.

Placer cursor i en tom kolonne gverst, tryk pa tasten VAR (eller pd PC,hgjre musetast,
variable) og veelg resid.

Resultatet er en sgjle med residualerne

| dette tilfeelde fand vi, at fortegnene var - + - +++-+-+-+---

dvs, punkterne ligger tilfeldigt over og under linien.

b) Af ovennavnte udskrift fis umiddelbart I =0.9193
Da forklaringsgraden er tat pa 1 og punkterne ligger tilfeeldigt om linien , er den linezre
model acceptabel.
c) Af den ovennavnte udskrift ses regressionskoefficienterne a = 1.8087 og b = 0.0799 og
dermed er ligningen y = 1.8087+0.0799x
d) Indseet x= 100 i ligningen , dvs 1.8087+0.0799 - 100 = 9.7584 Resultat y,,, = 9.7584
L 4

Eksempel 9.5 Potensmodel
Nedenstaende tabel angiver hvor mange minutter en professionel dykker kan opholde sig pa en
bestemt dybde, far der er en risiko for dykkersyge.

dybde i meterx |10 |12 14 |16 18 20 22 25
antal minuttery | 219 [ 147 [98 |72 56 45 37 29

Det formodes, at y er en potensfunktion af x.

a) Begrund, at formodningen er rimelig

b) Angiv ligningen for den fundne model

c) Hvor lenge kan en dykker opholde sig i en dybde pa 30 m uden risiko for dykkersyge
Lasning:

Ti-nspire:Data indtastes i “lister og regneark”» Dokomentveerktgjer(eller menu) » Statistik » Statistiske
beregninger» Potensregression » Udfyld menu » ok, en raekke tal fremkommer, Saet cursor pa tom

kolonne @verst og tryk pa VAR ( eller hgjre musetast og vaelg variable, kaed til)
Resultat en ny liste med residualer

=PowerRe

a) Punkterne ligger ikke helt tilfeeldigt om kurven Titel Potensre.| 5.21107
Fortegn + + ----++ RegEqgn |a*x"b 4.66809
Forklaringsgraden r*=0.9979 er meget teet ved 1, sa punkterne 36421.6 -2.90646
ligger teet ved k_urven. b 2.93137| -2.90612
Derfor er den linesere model acggzgglt?bel. - 0.99788| -1.59396

b) Af udskriften fas Y = 3642157-X . SIS
¢) Indsettes x = 30 i ligningen fds y = 18.4 minutter Resid  |{5.21106./ 0.194535
ResidTra.|{0.02408.| 1.32852

L 4
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Eksempel 9.6 Valg mellem linezr og eksponentiel model

| et forsgg undersggtes et ventilationsanlags effektivitet. Malingerne foretoges ved at fylde et
lokale med gas og vente til koncentrationen var stabil. Herefter startedes ventilationsanlaegget
og gaskoncentrationen C, maltes til forskellige tidspunkter t.

Folgende resultater fandtes:

t  (min. efter anleeggets start) |[2.67 [4.5916.75( 7.67 [11.34(14.34|16.25|18.25|23.09
C [ppm] 34 128|126 | 22 | 16 | 14 | 12 | 10 8

Falgende 2 modeller for funktioner overvejes:
Model | (linezert henfald): C=a+b-t

Model2 (eksponentielt henfald): C=a.-el

1) Vurder hvilken model der er bedst

2) Opskriv regressionsligningen for den model du finder bedst, og beregn pa basis af den vaerdi
af C, for hvilken t = 12 minutter.

Lasning:

Ti-nspire:Data indtastes i “lister og regneark”» Dokomentveerktgjer(eller menu) » Statistik » Statistiske

beregninger» lineeger regression » Udfyld menu » ok, en reekke tal fremkommer, Saet cursor pa tom

kolonne @verst og tryk pa VAR ( eller hgjre musetast og vaelg variable, kaed til)

Veelger igen statistik, men nu vaelges eksponentialfunktion

=LinRegM =ExpReg(

Titel Linezer r..| 3.68301 Titel Ekspone..| 1.40148
RegEgn |m*x+b 0.123415 RegEgn |a*b™x -0.3588..
m -1.27104|0.868871 a 39.568| 1.75541
b 33.7107| -1.96177 b 0.930003-0.6788...

‘r? 0.929312| -3.29704 r 0.988291| -1.37637

r -0.9640... | -1.4839 r -0.9941.. |1 0.023038
Resid {3.68300.| -1.05621 Resid {1.40147.,-0.1679...

| -0.5141... ResidTra.|{0.04209.., -0.52416

3.63774 0.592822

Af udskrifterne ses, at for linear funktion er fortegnene pa residualerne

TR S +0g I*=0.9293
og for den eksponentialfunktionen er fortegnene pa residualerne

+-+--+--+0g r?=0.9883

Af fortgnene ses, at for den eksponentielle funktion ligger punkterne skiftevis pa begge sider,
og da forklaringsgraden samtidig er starst foretreekkes den

2) C=3957-093" eller C=3957-¢"*%" & C=3957.¢ 097"
3) Ved indsattelse fas t =100 : C = 36.80
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Opgaver til kapitel 9

Opgaver til kapitel 9

Opgave 9.1
Man gnskede pa en hgjere uddannelse at undersgge om der var en sammenhang mellem de point
eleverne fik ved en indledende prgve i matematik, og de point de fik ved den afsluttende prave
I matematik.
Resultaterne var

Student 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Indledende prave x | 39 43 21 64 57 47 28 75 34 52
Afsluttende prgvey | 65 78 52 82 92 89 73 98 56 75

a) Undersgg om der er rimeligt, at beskrive ovennavnte sammenhang ved en ret linie m.
Idet det i det falgende antages, at linien m er et rimeligt udtryk for ovennavnte sammenhang
b) Find en ligning for regressionslinien m.
c) En elev har opnaet 50 point ved den indledende prgve. Forudsig hvilket pointtal denne elev
, vil fa ved den afsluttende prove.

Opgave 9.2
Tabellen viser antallet af heste i Danmark i udvalgte ar
Arstal 1962 1963 | 1964

Antal heste | 99793 | 80767 | 64082

a) Bestem en ligning for regressionslinien
b) Tegn savel linien som punkterne i et koordinatsystem, og beregn forklaringsgraden
c) Er det fornuftigt at benytte denne model i ar 2000?

Det oplyses at antal heste i ar 2000 er 17400.

Opgave 9.3
Man har undersggt hgjden af et stort antal piger og beregnet middelhgjden (i cm) nar de er 2 ar,
nar de er 3 ar osv. Resultatet fremgar af skemaet:

Alder| 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Hgjde| 89.2 | 98.3 | 104.9( 112.0| 118.1| 123.4| 131.3| 136.4| 142.5| 151.1| 155.4| 159.8

a) Undersgg om der er rimeligt, at beskrive sammenhangen mellem alder og hgjde ved en ret
linie.

b) Angiv i bekraftende fald en ligning for regressionslinien m.

Det forudsattes i det fglgende, at m er et rimeligt udtryk for pigernes middelhgjde.

¢) Hvad er den gennemsnitlige vaekst i pigernes hgjde pr. ar.

d) Giv et skan for middelvaerdien af pigernes hgjde nar de er 14 ar.

e) Ville du finde det fornuftigt at benytte linien til at forudsige en 22-arig piges hgjde?
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9. Regression

Opgave 9.4
For en kemisk forbindelse har man en teori om, at “middeludbyttet y” (angivet i % enheder) er

tilneermelsesvis bestemt ved y =100—a-b' hvor t angiver reaktionstiden.
For at efterprgve rigtigheden udfarte man et forsgg med falgende resultater

t[ 6.5 )82 (11.1|13.6(16.4|185| 20.7 23.0 25.8 28.5 33.3
y|39.5|64.7(65.6|72.9(88.0|92.7| 925 95.9 96.3 98.3 99.2

a) Foretag en vurdering af, om modellen kan antages at geelde. (Vink: Omskriv ligningen til
100—y =a-b", og dan en tabel med 100 - y-verdierne)

Under forudseetning af at modellen geelder, skal man
b) opskrive ligningen for regressionskurven
c¢) finde middeludbyttet svarende til t = 20.

Opgave 9.5
Aktiviteten af radioaktive stoffer antages at vaere eksponentielt aftagende.
For et bestemt radioaktivt stof har man malt radioaktiviteten som en funktion af tiden

tid t (timer) 0 10 |20 |30 |40 |50 |60 |70
aktivitet y (becquerel) | 4350 | 3440 |2640 |2130 | 1660 |1310 |[1020 |810

a) Foretag en vurdering af, om modellen kan antages at veere en eksponentielt aftagende funktion
aft,dvs. y=a-b'

b) Bestem en forskrift for denne funktion
c) Bestem halveringstiden for aktiviteten.
d) Hvor lang tid gar der fra den farste maling til middelaktiviteten er nede pa 500 becgerel.

Opgave 9.6.
Den effekt P (kWatt) som en bil ma yde for at overvinde luftmodstanden ved en given hastighed
v (km/t) er malt i en vindtunnel. Man fandt fglgende sammenhang mellem v og P.

v 10 |30 60 90 120

P 0.01 | 0.28 2.10 7.35 |17.15

Det formodes, at P er en potensfunktion af v.

a) Begrund, at formodningen er rimelig

b) Angiv ligningen for den fundne model

c) Find den effekt der skal ydes ved en hastighed pa 100 km.
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Opgave 9.7
Ved et forsgg blev en luftart adiabatisk (dvs. under samme temperatur) komprimeret til

forskellige forudvalgte rumfang v, idet de tilsvarende veardier af trykket P maltes. Man

formodede pa forhand, at der geelder regressionsmodellen P =a- v

Ved forsgget fandtes fglgende resultater:
vem? 100 150 | 200 | 250 | 300 | 350 [ 400 | 450 [ 500 | 550 | 600

P kp/cm? | 29.58 | 15.42 |11.67|7.48 |7.29 |3.90 | 3.63 |1.69 (295 2.16 | 2.11
a) Begrund, at formodningen er rimelig

b) Angiv ligningen for den fundne model

c) Beregn hvor mange % trykket vil stige hvis rumfanget bliver halveret.

Opgave 9.8
Man har for en bestemt type tov malt sammenhangen mellem tovets diameter og tovets
brudstyrke. Man fandt fglgende resultater:

diameter(imm)| 4| 5 | 6 [ 7| 8 | 10| 12 | 14 16 18 20| 22| 24| 26

Brudstyrke (i kg)|200| 350 [ 550( 700| 995 |1500{ 2200{ 3150| 3950 | 4650 5950( 7050|8550] 9950

Man forventer, at brudstyrken y som funktion af diameteren x med tilnzermelse kan skrives ved
en funktion af formen y =b-x*®

a) Vurder om den naevnte model er acceptabel.

| det falgende antages, at modellen kan anvendes.

b) Find ligningen for regressionskurven.

c) Bestem ud fra den fundne ligning, hvor mange gange starre brudstyrken bliver (i middel),
hvis tovveerkets diameter fordobles.

Opgave 9.9

Man mener der er en sammenhang mellem en bilists alder og antallet af alvorlige feerdselsulyk-
ker, der skyldes for stor hastighed. Man har fra USA, hvor aldersgraensen for erhvervelse af
karekort er 16 ar, fglgende data indsamlet gennem en periode:

Alder x 16 |17 (18 |19 (20 |22|24|27|32|42|52 |57 (62|72
Antal fart-relaterede ulykkery |37 |32 |33 [34 [33[31(28]26(23|16{13 |10 |9 |7

Det fremgar klart, at antallet af ulykker falder med alderen.
a) Giv en vurdering af, om modellen : y =a+bx (antal ulykker aftager linezrt med alderen)

pa rimelig made kan beskrive denne sammenhang
b) En trafikekspert mener, at modellen y =a-e®* (antal ulykker aftager eksponentielt med

alderen) giver en bedre beskrivelse af modellen. Har vedkommende ret?

c) Bestem ligningen for den model, du finder bedst.

d) Angiv ud fra ovennavnte ligning det forventede antal fart-relaterede ulykker som 50 - arige
i middel vil forarsage i den givne periode.
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9. Regression

Opgave 9.10

Trykfaldet i et vandrer afhaenger af vandstrgmmen gennem raret.

I en model for stgbejern med radius 100 mm er trykfaldet y en funktion af vandstremmen x
Tabellen viser ssmmenhgrende veerdier af vandstrgmmen og trykfaldet.

Vandstrgm x (liter pr sekund) 2 |3 5 6 10 15
Trykfald y (cm vandsgjle pr m)(0.11 |0.25 [0.71 [1.03 |2.93 |6.70

a) Undersgg hvilken model af de 4 mest anvendte, der bedst beskriver trykfaldet som en funktion
af vandstremmen.

b) Benytden valgte model til at bestemme middelveerdien af trykfaldet i raret, nar vandstremmen
gennem det er 20 liter pr sekund.
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10.1. Indledning

10 Differentiation

10.1 Indledning
Differentialregning har mange anvendelser. Et typisk eksempel er i kinematikken
(bevaegelseslare), hvor man beskaftiger sig med begreber som hastighed og acceleration.

Lad os som eksempel betragte et legeme L, der beveeger sig langs en ret linie.
Indferes en x-akse (se figuren) er legemets position er bestemt ved dens afstand fra
begyndelsespunktet O.

A X Ax .B
X, X v
1 !

Lad legemet L til tidspunktet t, veere i punktet A med x-veerdien x, og til et senere tidspunkt t

veere i punktet B med x-veerdien x. Den gennemsnitlige hastighed hvormed L bevager sig fra
. X=X AX -
A til B er da vy = " tO = hvor Ax =x—-x, er det stykke L har beveget sig i
—lo
tidsrummet At =t -t .

For at bestemme den hastighed som legemet har i punktet A, s ma man gare intervallet At sa

lille som muligt. Man fares altsa til at betragte brgken AX for At gaende mod 0.
At

10.2. Granseveerdi
Hvis en funktion f (x) er vilkarligt teet pa et reelt tal a blot x er tilstreekkeligt teet pa x,, siger vi,

at f (x) har greensevaerdien a for x gaende mod X, *

Vi skriver da
f(x)>a for x—>x, eller lim f(x)=a (leses limes af f(x) for x gdende mod x,)

X—Xg

Eksempelvis skriver vi, at x* +1— 5for x — 2eller lim £(x)=5

g 1 1
Graenseovergang mod o 0g —oo anvendes 0gsa, f.eks. 3 0 for x > og — > for x > 0
X

. .0 1 o
Endvidere forekommer ensidige graenseovergange, f.eks. i for x - 0+ (x gar mod 0 fra

hajre).

For bedre at kunne undersgge vanskeligere tilflde eller bevise sa@tninger om grensevardi, ma man erstatte ordene
"vilkarligt teet" og "tilstreekkeligt teet" med nedenstaende mere pracise definition:
f(x) har greenseveerdien a i punktet X, hvis der til ethvert interval J omkring a findes et “udprikket” interval |

omkring X, s det for alle x i | geelder, at f (X) € J (et “udprikket” interval omkring X, er et interval omkring
Xo som ikke indeholder X, )
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10. Differentiation

Satning 10.1. Regning med graensevaerdier
Hvis f(x) —>a for x—>x, 0g g(x)—>b for x— x,sa vil for x — x,

F()+g(x) >a+h, f(x)-g(x)>a-b f(x)-g(x)—>ab, f((x)) —>%(b¢0)
g(x
Satningen anfares uden bevis.
Eksempel 10.1. Graenseovergang.
4x2 +3x -2
Undersgg % for x >0 0og x—> o
—2X° +8
Lasning:
4x% +3x—2 4.0°+3.0-2 1
> - > =—— for x>0,
—2X°+8 -2-0°+8
4+§ 2
4x% +3x-2 X x2 4+0+0
> = - =-2 for x>
—-2Xx° +8 5. 8 -2+0
2
X
Ti-nspire: Beregninger, menu:Differential- og integralregning, o
grensevardi, udfyld N i S e
Yo o0 2-x2+8

10.3 Differentialkvotient.
Som navnt i indledningen er hastighed et anskueligt eksempel.
Eksempel 10.2 Beregning af hastighed i et punkt.

Lad os antage, at et legem L beveeger sig langs x - aksen saledes, at dens position til tiden t (malt
1

i sekunder) er bestemt ved X = th +1 (malt i meter).

Der geelder da, at til tident =0 er L i punktet O med x =1, tilt=21er L i A med x = 1,25 og til

t=2erLiBmedx=2.

Vi ser umiddelbart at hastigheden forgges som legemet beveger sig fra O til A til B (legemet
accelererer).
Problemet er nu at bestemme hastigheden i A.

Som en farste tilneermelse har vi, at i tidsrummet At =1s, har legemet bevaget sig fra A til B,
dvs.Ax=2-1.25=0.75m.
. . . Ax 075
Hastigheden i punktet A er derfor med tilnermelse v = N1 0.75ml/s
Forkorter vi tidsrummet til 0.5 s ma tilneermelsen blive bedre

Vi har nu, at til tident=1.5erx = %-1.52 +1=03125m
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10.3. Differentialkvotient

Hastigheden i punktet A er derfor nu med tilneermelse v = % _ 03125 0.625m/s

05

Vi kunne nu gare tidsrummet At endnu mindre og derved forbedre ngjagtigheden.

For at fa et geometrisk overblik over problemet tegnes
nu x som funktion af tiden ti et t - x koordinatsystem (se
figur 10.1) .

TiItidentzlerx:1%=

EENV

, svarende til punktet A pa

Do

(U®)

figuren.

12

N
%)
~d
th
~

0 |
Fig 10.1. Hastighed i A

Idet B antages at have koordinaterne (t, x) bliver hastigheden i A med tilnsermelse

x_5
= %: " i , hvilket er det samme som haeldningskoefficienten for linien gennem punkterne
A og B.
For at finde hastigheden v i punktet A er vi derfor nu interesseret i at finde graensevardien
lim 2%
V = At->0 At -
1 5 1 1
e S R
Vinar: X_X72 35 "4 4 g B S S (S N P
At t-1 t-1 t-1 4t-1 4 t-1 4
d d | &X 1(t+1)—> .
Ladervinu At »>0,dvs. t >1vil —=— =
At 4 2

Vi har fglgelig fundet, at legemet L’s hastighed v i punktet A er v=0,5 m/s.

Matematisk skriver man, at% - 3—1( for At > 0.

dx og dt kaldes differentialer og kan ofte i praksis ved anvendelser opfattes som “uendelig sma”
tilvaekster, i dette tilfeelde af henholdsvis vejlengde og tid.

3—: kaldes derfor en differentialkvotient (kvotient mellem differentialer)

Geometrisk drejer linien gennem A og B over i en ret linie med haldningskoefficienten 0.5.
Denne linie kaldes tangenten til kurven med rgringspunkt A = (1, 2).

L 4
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10. Differentiation

Da “kinematik” ikke er det eneste man kan anvende differentiation til, og der er tradition for, at
x-aksen er den vandrette akse, vil vi i det fglgende i stedet betragte problemet i et x -y
koordinatsystem.

Med udgangspunkt i eksempel 10.2 vil vi nu se pa det generelle tilfzlde.

Lad y = f(x) veere en funktion definereti etinterval I, lad x, €1, oglad « vere et reelt tal.
Giver vi x en tilvaekst Ax ud fra x, fary en tilvaekst Ay = f (x, + Ax)— f (x,) (se figur 10.2)
Ay f(Xg+AX)—f(Xg)

Ved differenskvotienten forstas bragken —
AX AX

Ay
Jtx,+4x)
B=(x, +4xfx,T4x)
,(\\,
Ay %@5% L
ftxo) A T
JX
> X
Xo Ax X, tAx
< >

Fig. 10.2 Sekanten har haldningen i—f .
X

Definition af differentialkvotient og tangent. Funktioneny = f(x) siges at veere differentiabel
Ay F(xo +Ax) - f (o)
- AX

i X, med differentialkvotienten f'(x,), hvis — f'(xo) for Ax—>0.

d
Differentialkvotienten f '(x,) betegnes ogsa d_i ,idet man sa forudseatter x .
Linien gennem (xo, f(xo)) med heeldningskoefficienten f '(x,) kaldes en tangenttil grafen for

f.
Tangenten har ifglge seetning 2.2 ligningen y—f(xg) = f'(Xy)-(X—Xp)

Er x, et endepunkt af intervallet I, foretages kun en ensidig greenseovergang.

Funktionen f siges at veere differentiabel i intervallet I, hvis den er differentiabel i ethvert punkt
af l.
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10.3. Differentialkvotient

Vi vil i det fglgende eksempel anskueliggere de centrale definitioner ved at igen at se pa
problemet i eksempel 10.2

Eksempel 10.3. Vaeksthastighed (fortseettelse af eksempel 10.2)

Vi betragter folgelig funktionen y= f(x):%x2+1 , 0g er interesseret i at finde

lim 2
“vaeksthastigheden™ ) A, til x = 1.

n

Ay 1

Vi fandt i eksempel 10.2, at AI)!TOE )

Vi har fglgelig fundet, at “veeksthastigheden i punktet A er% :

Matematisk siges, at vi i punktet 1 har differentieret funktionen f(x) = sz +1, og fundet at

differentialkvotienten L = 1 ,eller /(1) = 1 .
dx 2 2

Geometrisk drejer linien gennem A og B over i en ret linie med haldningskoefficienten 0.5.
Denne linie kaldes tangenten til kurven med rgringspunkt A = (1, ).

Ligningen for tangenten bliver y —% = %(x -ey= % X +%
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10. Differentiation

10.4 Regneregler for differentialkvotienter
Det ses umiddelbart ud fra definitionen, at differentialkvotienten for
1) f(x)=ax+ber f'(x)=a,
(da tangenten til en ret linie jo er funktionen selv med haldning a)
2) f(x)=a er f’(x)=0 (dagrafen er en vandret linie med haldningen 0)

| mere komplicerede tilfaelde ma man imidlertid benytte falgende regneregler

SAETNING 10.2 Differentiation af sum, differens, produkt og kvotient af differentiable
funktioner.
1) Lad f og g veere to funktioner, der er differentiable i x, og lad k veere en konstant.

Saer f+g,f-g,k-fogf-g differentiablei x, og der gelder falgende regneregler:
la) Sumregel: (f+g)'=f'+g’, (f-qg)'=f'-¢g’,

1b) Produktregel: (f-g)'=f'-g+f-g’

1c) Konstant faktor seettes udenfor: (k-f) =k-f’

!

1d) Brekregel: (i] = w forudsat g(xy) =0
9 g
Bevis:
Ladu=f(x) ogv=g(x) Vigivernux tilveksten Axtil xg+ Ax .Herved far u og v tilveeksten Auog Av.
(se figur 6.1).
. . . AU I Av

Dau og v er differentiable i xq er ALITOE—f (%) og AXIEOE_ 9'(xg)
1) Lady=f(x)+g(X)=u+v

y far nuen tilvaekst y + Ay =u+Au+v + Av

Indseettes y=u+VTfas U+V+Ay =U+AU+V+AV S Ay = AU+ AV

Ved division med A x fas ﬂ:£+ﬂ.
AX  AX

s o Ay AU AV
Heraf fas lim —= lim —+ lim —=f'(xg)+ 9'(x
AX—0AX  Ax—0AX Ax—0 AX (X0) +9'(x0)
2) Bevises pd samme made som under punkt 1)
3) Lady=1f(x)-g(x)=u -v
y farnuentilvaekst y+Ay=(Uu+Au)-(V+AvV) =Uu-V+U-Av+V-Au+Au-Av
Indsattes y=u-vfds U-V+Ay=U-V+U-AV+V-AU+AU-AVS Ay =U-AV + V- AU+ Au - AV

Ved division med A x fas ﬂ:v%+uﬂ+Auﬂ.

AX AX

Da u= f(x) er differentiabel er den ogsa kontinuert, dvs. Au—0 for Ax —0
. Ay . Au . Av Av
Heraf fas lim —== lim v—+ lim u—+0-—=g(xg)- f'(xg) + f (Xg) - 9'(X
AXx—>0AX Ax—>0 AX Ax—>0 AX AX 9(x0) T(x0) (X0)-9'(0)

) Lad y=+® Y (o).
g(x) v

Da v er differentiabel, er den ogsa kontinuert, dvs. v + A v er ogsa = 0 for tilstreekkelig sma veerdier af | |
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10.4 Regneregler for differentialkvotienter

U+Au v-(U+Au) Vv-u+V-Au)
V+AV  V-(V+AV) Vv-(V+Av)

y far nu en tilveekst Y +AY =

Ay_u+Au_ _U+Au u_v-(u+Au)-u-(v+AV) V-U+V-AU)-V-U-U-AV
V+ AV V+AV v V- (V+AV) V- (V+Av)
Da v = g(x) er differentiabel er den ogsa kontinuert, dvs. Av—0 for Ax—0
Au Av du dv
2 AX Ax _, _ dx dX_ for ax—0 2
AX  V-(V+AV) v2

Differentiation af sammensat funktion
Der geelder felgende s&tning

Satning 10.3Differentiation af en sammensat funktion
Lad y=f(u) og u=g(x) vere to funktioner, hvor g er differentiabel i x, og f er

differentiabel i uy, = g(x,) . Saerdensammensatte funktion f (g(x)) differentiabel i x, og

SN @ _dy au
(f(9(x0))) = f'(9(x))-9'(xo) eller kort 0 dx

(“Man husker den ofte som “Ydre funktion” f differentieret gange “indre funktion” g
differentieret).
Bevis skitse

Vi har ﬂ:ﬂ-ﬂ

AX Au AX
Da u er kontinuert, vil Au—0 for Ax—0
dy _dy du

Heraf fas , dvs. — —
v dx du dx ‘

Setning 10.4 Differentiation af omvendt funktion:
Lad y = f (x) vere en funktion, der er monoton og differentiabel i et interval I. Hvis xg el og f(xg)#0, s

er den omvendte funktion f 1 differentiabel i yo = f(xg) , og der gealder

’ d 1
(1) (yo)zﬁ,eller kort: &:W
dy

Anskueligt bevisskitse

1
Da y=ax+bex ) ses, at den omvendte funktion til f (x) = ax + b har differentialkvotienten —
a’ a a

(dette kan ogsa let ses geometrisk ved spejling i vinkelhalveringslinien y = x).
Heraf fglger, at tangenten til grafen for en funktion i et punkt, og tangenten til det tilsvarende punkt for den omvendte
funktion har reciprokke haldningskoefficienter.
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10. Differentiation

10.5. Differentiation af standardfunktionerne.

Ved en standardfunktion forstas de i de foregaende paragraffer omtalte funktioner potens-,
eksponential- logaritme- og trigonometriske funktioner.

Felgende setning samler reglerne for, hvorledes disse funktioner differentieres.

Satning 10.6. Differentiation af standardfunktoner.

f(x) NG e In(ax) sin(ax) cos(ax)

f'(x) a-x1 a-e a-cos(ax) —a-sin(ax)

1
X

e®™, sin(ax) og cos(ax) er differentiable for alle veerdier af konstanten a og den variable x.

x? ogIn(ax) er differentiable hvor de er definerede.

Bevis:
Ifglge definitionen pé differentialkvotient for en funktion y= f (x) er denne differentiabel i et punkt x, med

differentialkvotienten f '(X) ,hvis differenskvotienten %:W% f'(x) for Ax—0
X X

Af hensyn til det fglgende indses, at hvis f(x)=a-x er f’(x)=a, dagrafen for f er en ret linie med heldning a

1) (In(ax))’ =%

’

Farst vises, at (Inx) _1
X
Tangenten til grafen for e i punktet (X, y) = (0,1) har heeldningen 1.
Da In er den omvendte funktion af € har grafen til y = In(x) i punktet (x, y) = (1,0) ogsa haldningen 1.
Vi ved derfor at y = In(x) er differentiabel i punktet x = 1 med differentialkvotienten 1
Ay _In(1+Ax)—Inl
X AX

Ifglge definitionen pa differentialkvotient ved vi nu, at —1 for Ax—>0

In(1+ Ax)
AX

Daln1=0fas —1 for Ax—>0

—1 forh—0

Af hensyn til det falgende foretages en “omdghbning”, idet vi satter h = Ax sa vi har In(1h+ )

Vi danner nu differenskvotienten for funktionen y = Inx ud fra et fast valgt punkt x.

X + AX AX AX
In[ ) In(1+ —) In[l+—j
Ay In(x+Ax)—Inx X . X 1 X

AX AX AX AX X AX

for Ax—0

Ax - 1 1
Dah_7—>0 for Ax— 0 har vi, at X x y h

’

Vi har dermed bevist at (In x) L
X
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10.5 Differentiation af standardfunktionerne

Da In(ax) = In(u) hvor u=ax kan vi benytte seetning 11.3 om differentiation af en sammensat funktion.

(In(ax))’ :(Inu)' -(au)’ P P
u ax X
2) f(x)=e* f/(x)=a-e*
Farst vises, at (ex) =e®
Vihar y=¢* < x=Iny
Ifglge seetning 11.4 om differentiation af omvendt funktion geelder da g_y = d_lx = % =y=g*
X — J—
dy 'y

’

Vi har dermed bevist, at (ex) =eX

Da eax — cu hvor u=ax kan vi benytte setning 11.3 om differentiation af en sammensat funktion.

’

(eax) =(e“), -(au)’ =eY .a=e*.a
! X
Specielthaves(ax) =a*-Ina da f(x)=aX=(eI”a) —gxlna
3) f(x)=x? fr(x)=a-x21
a
Vi har f(x):xaz(e'”x) =e@INX _gU hvor u=a-Inx

Vi differentiere den sammensatte funktion y =e", hvor u=a-Inx (se evt. setning 11.1)

Vihar o w0t oja g
dx du dx X X

a-1
4) (sin(ax))’ =a-cos(ax) .

sin(ax + Ax) — sin(axx)
AX
Et formelt bevis er ret omfattende, da det kraever kendskab til en reekke trigonometriske formler, sa dette udelades.

Vi skal altsd vise, at

—a-cos(ax) for Ax—0

’

5) (cos(ax)) =—a-sin(ax)

cos(ax + Ax) — cos(ax) x
AX

Vi skal vise, at —-a-sinx for Ax—>0

Beviset udelades.

L 4

| fglge seetning 10.3 er alle funktioner, der fremkommer som en sum, differens, produkt eller
division af standardfunktioner differentiabel i de intervaller hvor de er defineret. Det samme
gealder ifglge satning 10.4 for funktioner der er sammensat af standardfunktioner.
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10. Differentiation

Eksempel 10.4 Differentialkvotient (uden brug af hjeelpemidler)
1) Lad f(X)=3x>-x2+1,
a) Find f’(x)
b) Beregn haldningskoefficienten for tangenten I til grafen for f med raringspunkt
P=(1,f(1)
c¢) Opskriv ligningen for tangenten |

2). Lad g(x)=x-Inx
a) Find g'(x)
b) Beregn haldningskoefficienten for tangenten I til grafen for f med raringspunkt
P=(1, f(1))
c¢) Opskriv ligningen for tangenten |

d
3) Lady = % X +%sin(2x) | Findd—i

eX -1

4) Lad h(x) = Find h’(0)

e’ +1
Lasning:
1)a) fr(x)=15x*-2x,
b) f'(1)=15-2=13

c) f()=3-1+1=3 Ly-3=13(x-1) < y=13x-10

2) a) g’(x):x-1+1-lnx:1+lnx
X

b) g’(l):1+ln(1):}
c) g=1-In))=0 Ly-0=1-(x-)<=y=x-1

3) d—y=1+£-2-cos(2x)=£+1cos(2x)
dx 2 4 2 2
X X _(aX _1Y.aX X , 1
4)h’(x)= e"+1)-e"—(e"-1)-e” 2 h (o):E

(e* +1)2 (e* +1)?2
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10.5 Differentiation af standardfunktionerne

Eksempel 10.5. Differentiation ved benyttelse af T1-nspire

1) Lad f(x) =Xt x>1 Find f'(x)
X+1
2)Lad f=2=2 x>1
x2 -1

a) Find f'(2)
b) Opskriv ligningen for tangenten | til grafen for f med reringspunkt P = (2, f (2)).

3) Lad f(x):lcos3x Find f’(x) (xskal veere i radianer)

3
Lasning:
Beregninger, differential-og integralregning, Differentialkvotient, indtast funktion,
1) d x—1 2
=—Iln r
dx\ \x+1 (xf ) (x+l)

2) a) Definer funktion, Velg differentialkvotient i et punkt

f(x):: 3 » Udfort

-dix(f(x))|x2 - é dvs. f/(2) :g

- 1 _7 7014 1 7 17
b ) t(2) *? f(2):'1/3 y—(—gj25()(_2)<:>y:§x_?_§ 2
3) a%( é (cos(x))3) . fsin(x)- (cos(x))2 f '(X) :_Sin(X)'(COS(X))Z ‘

10.6 Kontinuitet
Definition af kontinuitet. Lad f vare en funktion, der er defineret i et abent interval
indeholdende x, . Hvis f(x) » f(Xy) for x —> x, siges fatvaere kontinuertix,.

Hvis definitionsmaengden for f er et lukket interval [a ; b], siger f at veere kontinuert i
endepunktet a, blot der gaelder f(x) > f(a) forx >a+ .

Tilsvarende defineres kontinuitet i intervalendepunktet b. Hvis f er kontinuert i hele sin

definitionsmangde, siger vi kort, at f er kontinuert.

Intuitivt kan man ofte forestille sig kontinuerte funktioner som funktioner, hvis graf er "ubrudt”.
v Pa nedenstdende figur er vist nogle ikke-kontinuerte

A Y funktioners
A

fer.
/_\ gra

P ‘I/\ Regning med
/ _/' kontinuerte

funktioner

» X >\
Xy Av
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10. Differentiation

Ved "sedvanlig regning” [f +9,f-g,f g% f f(g(x))j med kontinuerte funktioner fas

atter kontinuerte funktioner, og da alle de funktioner vi vil omtale i det falgende er kontinuerte
i deres definitionsmangde, vil ogsa enhver funktion, der ved "saedvanlig regning" kan dannes ud
fra disse funktioner, blive kontinuert i sin definitionsmangde.

2 —

Eksempelvis vil funktionen f (x) = 5X+—3;(1 veaere kontinuert for x >1 og for x < 1.
2 —

Eksempelvis vil funktionen f (x) = 5X+—3;(1 veere kontinuert for x >1 og for x < 1.

Seatning 10.5 En differentiabel funktion er kontinuert.
Bevis: Lad der veere givet, aty = f (X) er differentiabel i Xg, dvs. AIimo% = f'(xg)
X—>
Viharnu lim Ay = lim (ﬂ-Ax) - lim (ﬂ)- lim (A%) = f/(x)-0=0
AX—0 Ax—0\ AX Ax—>O0\AX/ Ax—0
DaAy = f (X +Ax) — f (x,) fas lim Ay =0 lim ' (xo + AX) = f(xo) =0 lim 'f (xo + AX) = (%) , dvs. fer kontinuerti x, .

Den omvendte s&tning geelder ikke, idet man godt kan have en

kontinuert funktion, som i enkelte punkter ikke er Il
differentiabel. Dette er tilfeeldet, hvis grafen har et “knaek”. Et T
eksempel er funktionen f (x) =|x|, hvis graf (se figuren) har et ! -

knaek for x = 0, og derfor ikke er differentiabel i dette punkt.
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Opgaver til kapitel 10
Opgaver til kapitel 10

10.1 (uden hjeelpemidler)
Find differentialkvotienten for falgende funktioner:

a) f(x)=2x>+3

b) g(x)=2-e*

¢) h(x) =2-sin(5x) +cos(3x)
d) k(x)=3-In(5x)

e) I(x)=3x+\/;

10.2 (uden hjeelpemidler)
Find differentialkvotienten for falgende funktioner:
a) f(x)=x-sin(2x)
b) g(x) =5x-1In(8x)

c¢) h(x)=5+3x-e**

10.3.(uden hjeelpemidler)
Find differentialkvotienten for

a) f(x)=3x*-5x*>+2x+4
b) g(x) =sinx—xcosx

10.4 (uden hjeelpemidler)
a) Lad f(x)=(2x-1)° Find f'(3)
2X—-1 dy

b) Lad y = Find —
) y X+ 2 dx

10.5. (uden hjaelpemidler)
Find differentialkvotienten af funktionerne

a) f(x)=In(l-x) b) g(x)=x%e** c¢) h(x)=e"

10.6.
d
a) Lad y= X+32 Find Y
(x-2) dx
1
b) Lad y(x)= Find y'(2
o V@)

10.7. (uden hjeelpemidler)
Find en ligning for tangenten til parableny = x> —4x+7 i punktet P = (1,4).
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10. Differentiation

10.8 (uden hjeelpemidler)
Lad f(x)=x>"
Find en ligning for tangenten til grafen i punktet P = (1,f (1)).

x% +2
x-1
a) Find ligningerne for de to tangenter til grafen for f, som er parallel med linien med
ligningeny =-2 x +4.
b) Find afstanden mellem de to tangenter.

10.9. Lad f(x) =

10.10 Lad f(x)=2e"+x

Find den spidse vinkel mellem de to tangenter til grafen for f, der har rgringspunkter i
henholdsvis (0, f(0)) og (1, f(1)).

10.11 (uden hjeelpemidler)
En partikel beveeger sig pa en ret linie. Partiklen position s (meter) til tidspunktet t

(sekunder) er giver ved s(t) = 4t

a) Bestem partiklens veeksthastighed til tidspunktet t = 4.
b) Bestem det tidspunkt, hvor partiklens vaeksthastighed er 2.

Repetition(se evt. forord)
24 maj 2013 nr 8, 6 december 2013 nr 12 og 15
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11.1 Monotoniforhold, ekstrema

11. Funktioners monotoniforhold, ekstrema og asymptoter.

11.1 Monotoniforhold, ekstrema ‘
Som det fremgar af afsnit 5.3, sa forstar vi ved et monotoniinterval et
interval hvor funktionen enten er voksende i hele intervallet eller
aftagende i hele intervallet.

Betragter vi grafen i figur 11.1, sa er funktionen voksende for x > 2 og
aftagende for x<0

Det forekommer umiddelbart indlysende at i et interval hvor funktionen
er voksende, da ma tangenternes haeldningskoefficienter veere starre end
0 (evt. 0 i enkelte punkter). Da heldningskoefficienterne fas ved at
differentiere, sa ma differentialkvotienterne veere starre end 0 (evt. O i
enkelte punkter.

Det omvendte gelder ogsa, hvilket fremgar af fglgende setning som
anfgres uden bevis:

(2.0)

. |

Fig 11.1 Monotoniinterval

Seatning 11.1 Monotonisatning
Lad f veere differentiabel i et interval 1. Da geelder
f’(x)>0 foralle x el = fervoksendei |

f’(x) <0 foralle x el = feraftagendei |
f'(x)=0 foralle x el = ferkonstanti |

Eksempel 11.1 .Monotoniinterval

Find monotoniintervallerne for funktionen f(x)=2x* —8x®+9x% —4x+4

Lasning:

Vi differentierer funktionen og oplgser differentialkvotienten i faktorer.

TI-nspire: beregninger, tal,oplgs i faktorer, factor, Differentialregning og integralregning,
differentialkvotient , indseet funktion,

> Dy (2')(—3)2

d
factor(d— (2- x4-8- x3+9- x2+4)
x

Af faktoroplgsningen ses, at f '(x) =0 forx =2 og X :%

Vi kan nu se pa fortegnet for differentialkvotienten.

- 0 - T fortegn for f(X)

| [

1 |
aftagende 5 aftagende 2 voksende  x

f'(x) >0for x> 2, dvs. funktionen er voksende for x > 2
f’'(x) <0for x <2, dvs. funktionen er aftagende for x <2
Dette er illustreret pa nedenstaende tegning af funktionen.
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12. Funktioners monotoniforhold, ekstrema og asymptoter

(=2 x* 8 040 x 24 xcrd

4

Lokale og globale ekstrema
En funktion har et lokalt maksimum i et indre punkt x,, hvis f(x,) > f (x) for alle veerdier af

X i en omegn af x,
En funktion har et (globalt) maksimum eller starsteveerdi i X, , hvis f(xy) > f(x) for alle

veerdier af X i hele definitionsmangden
Tilsvarende defineres lokalt minimum og mindsteveerdi.

Karakteristisk for differentiable funktioner er, at lokale ekstrema kan findes blandt de punkter,
hvor der er vandret tangent, dvs. hvor f'(x) =0

Eksempel 11.2 (eksempel 11.1 fortsat)
Af tallinien for fortegnet for f ’(x) ses, at der er minimum for x = 2.

Dette kan naturligvis ogsa ses af figuren.

L 4

11.2.Asymptoter
En vandret asymptote er en vandret linie med ligningeny = b som grafen “naermer sig til”, nar
X gar mod enten + o eller - oo .

En lodret asymptote er en lodret linie med ligningen x = a hvis
f(xX) > eller f(x) > for x >a” eller x—>a~
(leses: x gar mod a fra hgjre eller x gar mod a fra venstre)
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11.3 Funktionsundersggelse

Eksempel 11.3 Asymptoter

Funktionenf(x)=%+3 har den vandrette

asymptotey =3,da f(x) >3 for x > N\ )

(ses umiddelbart, da %naermer sig til 0 nar x \|
X_

bliver stor).
Analogt ses, at f(x) >3 for x > - x=2

se figur 11.2. Fig. 11.2. Asymptoter

f(x) har den lodrette asymptote x = 2, da
f(x) > for x—>27

(ses umiddelbart, da % bliver meget stor, nar x nermer sig til 2 fra hgjre)

Analogt ses, at f (x) > —o for x — 2~ se figur 11.2.

11.3. Funktionsundersggelse

Vi vil i naste afsnit se pa nogle anvendelser af differentialregning. Ved disse anvendelser
opstilles en funktion, hvor det seedvanligvis er specielle forhold ved funktionen, der er af sarlig
interesse. Eksempelvis er man maske kun interesseret i at finde en stgrsteveerdi for funktionen.

Nar man skal undersgge en funktions egenskaber er det naturligvis en udmarket idé at fa Tl-

nspire til at tegne dens graf. Derefter kan man finde tangenter, maksimum osv. direkte uden at

benytte differentialregning.

Nar det alligevel ikke er nok, skyldes det bl.a. falgende

1) Funktionen kan kun tegne grafen i et begranset “vindue”. Det nytter ikke noget at man tegner
funktionen omkring begyndelsespunktet, hvis de interessante punkter ligger omkring punktet
(100,200). Derfor ma man ved beregning farst finde ud af hvor de interessante punkter er, og
overbevise alle om, at man ikke har overset noget vasentligt.

2) Ofte vil man ved anvendelser gerne have fundet et mere generelt udtryk, dvs. der vil indga
nogle konstanter a, b osv. i udtrykket. Man kan ikke tegne funktionen i sddanne tilfeelde og ma
derfor igen benytte eksempelvis differentialregning ved lgsningen.

| de falgende eksempler gennemgas hvorledes man mest hensigtsmaessigt kan lgse nogle af de
oftest forekomne problemer.
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12. Funktioners monotoniforhold, ekstrema og asymptoter

Eksempel 11.4. Funktionsundersggelse
X% +X

Givet funktionen f(x) =4 >

1+x
1) Angiv funktionens definitionsmangde
2) Find funktionens nulpunkter.
3) Find de punkter hvor funktionen har vandret tangent (kaldet de stationare punkter)
4) Skitser grafen for funktionen i et omrade omfattende nulpunkter og kritiske punkter
5) Find funktionens stersteveerdi og mindsteveerdi (forudsat de eksisterer)
6) Angiv funktionens veerdimangde

Lasning:
1) Da navneren ikke kan blive 0 er definitionsmangden D = ]— oo; oof (alle reelle tal R).

2) Nulpunkter: Lgse ligningen f (x) = 0. (lig grafens skaringspunkter med x - aksen.)

Héndregning f(x)=0< Xx? +x=0< x(x+1) =0 x=0vx=-1

; fhne 4 (x2+x
Ti-nspire:  golve MZO,X > x="1 or x=0
1+x2
3) Stationaere punkter
d |4 2+
f'(xX)=0  solve|— M =0x| » F’(\/E*l) orFﬁH
dx| 1442

f(1++/2) 14 2+x/(1+x°2) | X =1+ \/_ 2) Resultat f(1++/2)=2+22 ~483
f (1-+/2): 45 (x"2+x)/(1+x"2) | X =1 J (2 Resultat f(1-+2)=2-22 ~-083
Stationzre punktet ((1+ V22+22 ) =(2.41,4.83) og (1— V22-242 ) = (-0.41,-0.83)

4) Davi nu kender placeringen af de “interessante “ punkter tegnes grafen i eksempelvis omradet
—5<x<5A-1<y <5
Tl-nspire: Graph, indtast funktionen, og aendre '
vinduet som ovenfor.
Det resulterer i fglgende tegning. graf f1

sty

5) Af denne ses, at funktionen har et lokalt
minimum - 0.83 og et lokalt maksimum 4.83.
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11.3 Funktionsundersggelse

Imidlertid kan vi ikke af tegningen se om det er globalt, da man eksempelvis kunne teenke sig
at f(-1000) > 4.83. Vi ma derfor se pa hvad der sker nar x gar mod o og — oo, dvs. se om der

er vandrette asymptoter.
Ti-nspire:beregninger, menu, differential- og integralregning, graenseveerdi

im  (f1(x)) » 4
lim  (f1(x)) » 4

X -0

Den vandrette linie y = 4 er vandret asymptote
Da vi har set, at funktionen har den vandrette asymptote 4 og det lokale maksimum er starre

end 4 m sterstevardien veere 2+ 2+/2 som antages for x =1++/2 .

Analogt ma mindsteverdien vaere 2 — 242 som antages forx = 1— V2

6) Af spgrgsmal 4 fremgar, at veerdimeengden er {y‘Z 22 <y<2+ 2«/5}

Kontrol: Man kunne pa tegningen ved tryk pa menu, undersgg grafer, valg af “Minimum” og
efter at have sat grenserne “passende” have fundet en tilnermet veerdi for minimum, og
tilsvarende for maksimum. 2

Medens i de foregaende funktionsundersggelser har stor glaede af en tegning, er dette ikke muligt,
hvis der i problemet indgar en ukendt parameter.

| sddanne tilfeelde er man ngdt til at lgse problemet ved beregninger bl.a. ved differentiation.
Eksempel 12.2 i afsnit 14 viser et eksempel pa dette.

Eksempel 11.5. Asymptoter, lokale ekstrema
x? -1
3Xx—-6
1) Angiv funktionens definitionsmangde D
2) Find eventuelle vandrette og lodrette asymptoter
3) Find ved beregning funktionens nulpunkter
4) Find funktionens lokale maksima og minima

Givet funktionen f (x) =

Lasning:
1) 3x—62 0« x =2 Funktionen er defineret for alle vaerdier bortset fra x = 2.

2) x2-1 x2-1
> m‘ IIITI > -0
3-x—6 3-x-6

X—=2"

lim
X = 2+

Heraf ses, at x = 2 er lodret asymptote

. x2-1 . x2-1
lim * o |im » -
3-x-6 3-x—6

X529 X0

Da funktionen ikke gar mod en bestemt granseveerdi er der ingen vandret asymptote
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12. Funktioners monotoniforhold, ekstrema og asymptoter

3) f(x)=0e=x? =1l x=1vx=-1
4) For at finde lokale ekstrema vil vi finde de punkter, der har vandret tangent, dvs sgge de
punkter for hvilken differentialkvotienten f '(x) = 0:.

> r=-(ﬁ—2) or x= \/;+2

: 2
f'(x)=0 solve(i( cs )=0,x
dx\3-x—6

3732
X=2%43=
Resultat: \/_ {0.268

Vi kender nu de kritiske punkter, og kan tegne grafen i TI-nspire
Husk at justere vinduet, sa alle de veasentlige punkter kommer med.

6.72 T v

/ | - oy 10

Vi kan nu se, at funktionen
2

|

~ 01786

f(2-+/3) =

&

har et lokalt maksimum for x =2 —\/§ ,

~ 2.488

w
PRI

4
og lokalt minimum for x =2 +4/3 |, f(2+«/§)=§+

Velges pa tegningen Maksimum og passende graenser fas det samme.
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11.4 Optimering

11.4.0Optimering

Man er ofte interesseret i at finde den bedste (optimale) lgsning, der samtidig opfylder nogle
bestemte krav. Det kan eksempelvis veere, at finde den billigste lgsning, den proces, der giver det
starste udbytte osv. Sadanne problemer kaldes optimeringsproblemer.

Vi har allerede behandlet et sadant problem i eksempel 8.3, hvor vi skulle finde hvilken pris der
gav den stagrste omsatning. Vi kunne lgse problemet uden differentialregning, da den fremkomne
funktion blev et andengradspolynomium.

Falgende to eksempler er nok mere typiske eksempeler pa den slags problemer.
Fremgangsmaden vil derfor blive grundigt belyst.

Eksempel 11.6 Optimering

En cylindrisk beholder, der skal indeholde atsende kemikalier, gnskes udformet, sa overfladen

bliver sa lille som muligt, da overfladebehandlingen er dyr. Beholderen, som ikke behgver noget

lag, skal have rumfanget 2 m*. Find hgjde h og radius r i cylinderen.

Lasning:

1) Farst opskrives en formel for det man gnsker at optimere (her arealet A af cylinderens
overflade), udtrykt ved de variable man finder ngdvendigt for at skrive formlen op.

Arealet A af cylinderens overflade (bund + side) : A=zr?+2zrh.

2) Davi kun kan arbejde med en funktion af 1 variabel og ikke 2 , ma vi finde en relation mellem
de to variable r og h
Vi skal derfor have en yderligere oplysning, og her har vi faet den oplysning, at rumfanget skal
veere 2.
Idet cylinderens rumfang erV = z r2h ,har vi derfor, at 2= 7z r2h

Vi kan nu finde den gnskede relation mellem r og h.
2

zr?

2=7r’heh=

4
> =zr?+= hvorr>0.
Tr r

Vi har nu den gnskede funktion A(r) af 1 variabel r, som vi skal finde minimum for.
Dette sker ved differentialregning evt. suppleret ved, at man tegner grafen.

3) Ved indsattelse i udtrykket for Afas A= zr? +2zr

4) For overblikkets skyld kaldes variablen for x, og vi sgger mindsteveerdi for funktionen

f(x)=m%+4-x1, x>0

Ti-nspire ()= x 2441 !

fr(x)=0:: solve(i(t(x))—o,x > x=0.860254
' dx

Der er altsa kun en veerdi hvor tangenten er vandret

Vi finder nu overfladen for denne veerdi. f(x)|x:0,860254 » 6.97468
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12. Funktioners monotoniforhold, ekstrema og asymptoter

Vi kender nu de kritiske punkter og kan tegne grafen i et passende vindue, eksempelvis
01<x<2A3<y<10

Vi far en parabellignende graf med grenene opad, dvs. (da der kun er en verdi hvor tangenten
er vandret) sa er det virkelig et globalt minimumspunkt.
Vi har altsg, at arealet blive mindst for r = 08603

Den tilsvarende h - veerdi for hgjden i cylinderen bliver nu

h= 2__ 2 — 08603 dvs. radius og hgjde bliver ens.
zr? 7-08603 =——

@nsker man at “kontrollere” regningerne sa veelg pa tegningen
Undersgg grafer, Minimum . Man far ~ (x, y) = (0.8603, 6.9747) Ok.
L 4
Eksempel 11.7. Optimering med parameter
En rarledning patenkes fart fra en boreplatform B til et raffinaderi A beliggende ved kysten.
B’s afstand fra kysten er 15 km og afstanden AD er 40 km.(se figuren)
Man gnsker ar vide, hvor pa kysten (i punktet C) man skal fare ledningen i land, hvis deter k >1
gange dyrere pr. km at bygge en undersgisk ledning, end det er at bygge den pa land.
a) ldet afstanden fra A til C kaldes x skal man udtrykke de
samlede udgifter z som en funktion af x (og k). B
b) Find den veerdi af x, som ger udgifterne mindst, hvis det
er dobbelt sa dyrt pr. km at bygge undersgisk end over

land.

c) Harer ikke til kernepensum ) < km
Da man er usikker pa, hvor stor prisforskel der er mellem pris pa land C
og under havet, skal man generelt udtrykt ved k finde den veerdi af x, ‘< -
der gar udgifterne mindst. 40 km

Lasning:

a) Kalder man leengden af BC for y er den samlede lengde af ledningen x +y km.
Det er klart, at var k = 1 (samme pris) er x =0, da det sa ville vare billigst at bygge
rarledningen direkte fra B til A, og jo starre k er jo teettere ved D vil punktet C ligge.
Antages at prisen for at bygge 1 km ledning pa land er 1 prisenhed (f.eks. 1 prisenhed =100000
kr). I sa fald er prisen for at bygge 1 km undersgisk ledning k (prisenheder)
Den samlede pris er derforz = x+k -y (prisenheder).

13 km
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11.4 Optimering

Vi skal nu finde en sammenhang mellem x og y, og hertil anvendes Pythagoras pa den
retvinklede trekant BCD

y2 =152 + (40— x)? < y = /15 + (40— )2

Ved indsettelse i udtrykket for z fas z = x+kq/225+ (40— x)?

b) Vi satter nu k = 2 og far z = x +2,/225+ (40— x)?

Vandret tangent fas for de veerdier af x, for hvilke % =0

X
d 3
solve|===|x+2- 225+(40—x) =0

dx

» x=31.3397

Da dette er den eneste veerdi i intervallet 0 < x < 40 hvor der er vandret tangent, ma det ud fra
hele problemstillingen vaere den veerdi hvor prisen er mindst.
Alternativt kunne man tegne grafen for funktion i et relevant vindue.

S T——

(31.3,66)
f1(x)=x+2- J 225+(40-x)2

Da grafen bliver en parabellignende figur med grenene opad ses, at udgifterne bliver mindst,
hvis ledningen placeres x =31.34 km fra A

c) Vi finder igen de veerdier af x for hvilke j—z =0.
X

5. .f-2_ + 5. .,,.2_ _
sohrc(i(xﬂr- 225+(40—x)2 )=O\x) - x—j (8 i 3) or x—j (8 e 3)
dx [r2-1 Jx2-1
15
Resultat: reduceret x =40+
vk?-1
15

Da0<X<40 er X=40———
Vvk? -1

Da dette er den eneste veerdi i intervallet 0 < X < 40 hvor der er vandret tangent, og man ud fra problemstillingen

15
kan se der mé veere en mindstevzrdi, sa ma X = 40— \/kz— veere den vaerdi der ggr prisen mindst.
-1

X=40- 15

vkZ-1
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12. Funktioners monotoniforhold, ekstrema og asymptoter

Opgaver til kapitel 11

11.1.

11.2.

11.3

11.4.

11.5.

11.6

11.7.

2 J—
En funktion f er bestemt ved f(x) = )(2—>(+1 '
X +x+1

a) Angiv funktionens definitionsmangde.

b) Find ved anvendelse af differentialregning funktionens stationzre punkter.
c) Skitser grafen i et omrade, som viser funktionens karakteristiske egenskaber
d) Find starsteveerdi og mindsteveerdi for funktionen.

2x% -4

x2+1

a) Angiv funktionens definitionsmangde.

b) Find ved anvendelse af differentialregning funktionens stationzre punkter.
c) Skitser grafen i et omrade, som viser funktionens karakteristiske egenskaber
d) Angiv funktionens veerdimangde

En funktion f er givet ved f(x) =

2 J— J—
En funktion er givet ved f (x) = 100x 2)(1006)( 200 , X<3

a) Angiv funktionens nulpunkter

b) Find ved anvendelse af differentialregning funktionens stationare punkter.
c) Skitser grafen i et omrade, som viser funktionens karakteristiske egenskaber
d) Angiv funktionens veerdimangde .

Find ved anvendelse af differentialregning sterste- og mindsteveerdi for funktionen

f(x)=x41-x, -1<x<1,

Lad f(x)=3sinx+4cosx, 0<x<2x
Skitser grafen, og bestem koordinaterne til det globale minimum med 2 decimaler .

Lad f(x)=x-In(x)+2-e™* 0<x<2
Skitser funktionen og bestem vardimangden for funktionen.

Af en tynd kvadratisk plade med siden 3 m bortskeeres i hjgrnerne fire lige store kvadrater
(se figuren). Resten bukkes, sdledes at der dannes en kasse (uden lag). Bestem siden i de
kvadrater, der skal bortskaeres, saledes at kassens rumfang bliver starst muligt.

X X
X X

3
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11.4 Optimering

11.8. I en retvinklet trekant med hypotenusen ¢ skal summen af kateterne have leengden 20 cm.
Find den veerdi af kateten a, som gar hypotenusen ¢ mindst mulig.

11.9. Enplan vag i en ovn skal isoleres mod varmetab. Et isoleringslag af tykkelsen x koster pr.

. 4 . .
cm? x-3650 kroner, og herigennem tabes varme for 70 kroner/time. Anlagget paregnes

benyttet i degndrift over 6 ar. (1 ar = 365 dage) .Find den mest gkonomiske
isoleringstykkelse x.

11.10. En fabrik skal bruge en 10 m* beholder af form som en
cylinder (uden lag). For at materialeforbruget skal blive lille,
gnskes den samlede overflade (krum overflade + bund) mindst
mulig. Find de optimale verdier for radius og hgjde i
cylinderen.

11.11. Envirksomhed fremstiller en vare, hvor produktionsomkostningerne for at fremstille x
tons pr. uge er givet ved O(x) = 2x> — 75x? +950x + 23.

a) Gar rede for, at omkostningerne er en voksende funktion af den producerede
varemangde.

b) Den producerede varemangde kan s&lges til en fast pris pa 350 pr. ton.
Bestem det antal tons, som virksomheden skal fremstille pr. uge, hvis avancen skal veere
starst mulig.

C
11.12  1en ligebenet trekant ABC er grundlinien AB =4 og hgjden

CD =4.
Idet E er et punkt pa hgjden CD, skal man bestemme
Zv = ZEAD (se figuren) saledes, at z=EA +EB + EC bliver
sa lille som muligt.

11.13  Et rektanguleert skydeomrade, der graenser op til en retlinet mur gnskes indhegnet med
et 1600 m langt hegn. Der skal ikke sattes hegn op langs muren. Hvilke dimensioner far
skydeomradet, nar det indhegnede omrade skal have et sa stort areal som muligt.

11.14. Etvindue er rektangulert. Det oplyses at den nederste side (karmen) er 5 gange sa dyr
som de tre andre sider. Arealet af vinduet skal veere a m%
Lad leengden af den nederste side vare x m.
a) Find den veerdi af x, der gar den samlede pris for de 3 sider og karmen mindst mulig.
b) Angiv vinduets dimensioner, hvis arealet skal vaere a = 3 m?
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12. Funktioners monotoniforhold, ekstrema og asymptoter

11.15. En vinduesabning bestar af et rektangel og en halvcirkel, der har

rektanglets gverste vandrette side som diameter. (se figuren)

a) Angiv arealet og omkredsen af vinduesabningen udtrykt ved x og
y.

b) Det oplyses, at omkredsen af vinduesabningen har laengden a. il
Find udtrykt ved a, den verdi af bredden x, som ger arealet af
abningen starst.

c) Beregn det starste vinduesareal i tilfeeldet a=10m

11.16  Ved indsprgjtning af insulin endrer koncentrationen af blodsukker. Koncentrationen z
(mg/ml) er en funktion af den tid t (i timer) der er forlgbet efter indsprgjtningen.

Sammenhangen er bestemt ved formelen z=100+ 111(e‘4t - e‘O'St)

a) Beregn det tidspunkt t, til hvilket blodsukkerkoncentrationen er mindst.
b)I tiden efter t,vokser blodsukkerkoncentrationen. Bestem det tidspunkt til hvilket
blodsukkerkoncentrationen vokser hurtigst.

Repetition (se evt. forord)
2013 24 maj nr 5, 14, 15, 29 maj nr 6, 9, 10, 14 august nr 5, 6 december nr5, 6
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21.1 Optimering

12. Nogle anvendelser af differentialregning

De falgende afsnit hgrer ikke til kernepensum
12.1.Kinematik

12.1.1. Indledning
| forbindelse med indfgringen af differentialkvotient sa vi i kapitel 10 pa et legeme der bevaegede sig retlinet langs

T 1
en x-akse. Legemets position til tiden t sekunder var bestemt ved x(t) = th +1.

Vi fandt da, at legemets hastighed til tidenter v =x'(t) = %t og at legemets acceleration er x"(t) :% .

Det frie fald
Kastes en sten ned fra en hgj bygning med en hastighed pd v,, sa vil den streekning som stenen tilbagelagger til tiden

1
t sekunder vaere s = 59 12 + vt meter,

hvor tyngdeaccelerationen g = 9.81m/s?
Ved differentiation ses, at stenens hastighed til tidenter v= g-t+ v, og dens acceleration g.

Eksempel 12.2 Frit fald

En sten falder til tiden t = 0 fra en 30 meter hgjt tarn. | startgjeblikket er dens hastighed 0 m/s. Find stenens hastighed
nar den nar jorden.

Lasning:

Af faldloven =2 g-t? +v,t fas 30=2 g-t2 >t = |0 _247s
2 2 981
Af v=g-t+v, faésnuv=9.81 -2.47 = 24.26 m/s

12.2.1. Jeevn retlinet bevaegelse

Vi har i afsnit 5.5 betragtet parameterfremstillingen for en linie.

a X X a
Enretlinieiplanengennem P, = (Xq, Y) med retningsvektoren [bj har parameterfremstillingen (y] = (yoj +t(b] .
0

Opfattes parameteren t som tiden, kan parameterfremstillingen opfattes som en beskrivelse af en partikel P’s
bevagelse.

Eksempel 12.3 Jaevn retlinet bevaegelse
Lad to biler A og B bevage sig med en jevn retlinet bevaegelse bestemt ved parameterfremstillingerne A:

X 1 3 X 0 4 . . . or
(yj = (2) +t(4) og B: (yj = (J +t( J , hvor t er tiden i sekunder og vejleengden males i meter.

a) Bestem de to bilers fart

b) Vil de to bilers banekurver skere hinanden?.
c) Vil de to biler stade sammen?

Lasning:

a) Bil A har farteny/3? +42 =5 og B har farten 42 +(-1)2 =17

3 2
b) Da de to retningsvektorer (4] og( :J ikke er parallelle, ma de to banekurver skere hinanden.
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12 Nogle anvendelser af differentialregning

¢) Hovis de stader sammen skal der findes et tidspunkt, hvor de er i samme punkt. Da x=1+3t=0+4t <t =109

y=2+4t=1-tobt=1ct= % , ses, at dette ikke er muligt, dvs. de stader ikke sammen. ¢

Vi vil nu i det naste afsnit betragte parameterfremstillinger, hvor banekurverne ikke er rette linier, og hvor
hastigheden ikke er konstant.

12.2.3. Ikke retlinet bevaegelse.
Lad punkterne pa en kurve k vare givet ved parameterfremstillingen
ki (x,y) =(f(t),q(t)), tetvilkérligt reelt tal.

Hastighedsvektor, Accelerationsvektor
Hvis koordinatfunktionerne f(t) og g(t) er differentiable siges kurven at veere differentiabel.

X' fr(t
Vektoren (y’j = (g '((t))j kaldes en tangentvektor til grafen.

f(t)
g'(t)

lengden |[V(t)| af tangentvektoren kaldes farten, og a(t) = v'(t) kaldes accelerationsvektoren.

Hvis t opfattes som tiden kaldes tangentvektoren V(t):( ) ogsd for hastighedsvektoren til tiden t ,

Eksempel 12.4. Jeevn cirkelbevaegelse
Lad en kurve k veere givet ved parameterfremstillingen
ki (x,y)=(2cost,2sint), 0<t<2x hvortertiden

T
a) Beregn tangentvektor for t = E

b) Idet t opfattes som tiden skal man beregne farten og accelerationsvektoren til tiden t = %

c) Skitser pa en tegning kurven k, tangentvektor og accelerationsvektor, og kommenter deres stgrrelse og retning.
Lasning:

_2sinl &
(x’j_(—Zsint) (2)- ol :(—ﬁj
3) y') \2cost )’ 3 Zcos(%) 1
eller i({Z-cos(t),z-sin(t)})tg > {*Jg,l} (husk vinkel i radianer)

b) Farten er.

v(Z )‘ J ot -2,

_(x” —2cost) _(rn -1
Accelerationsvektoren er & = y" “Z2sint /)’ a 3)° —J3)

eller d

( ({2 cos(i 2 sinf) ))z—»{ ey

di\d
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12.2 Kinematik

¢) Tl-nspire: Graf, Grafindtastning/rediger
,Parameterfremstilling

Man far en cirkel

1 {XS(I.‘)—2- cos() —
y3(1.‘)22- sin(t)
Det ses, at bevagelsen er en jevn cirkelbevaegelse med

konstant fart pa 2 m/s. Accelerationsvektoren og dermed
kraften stér derfor vinkelret pa hastighedsvektoren. €

Lad os som et eksempel pé en ikke retlinet beveaegelse betragte det skra kast.

Eksempel 12.6. Skra kast
En handgranat kastes under en vinkel p& 30° med det vandrette plan.
Begyndelseshastigheden er 20 m/s.
a) Giv en parameterfremstilling for banekurven.
b) Skitser ved hjelp af TI-nspire banekurven.
¢) Hvor hgjt nar granaten op?
d) Hvor langt (malt vandret) beveeger hdndgranaten sig inden den rammer jorden i samme hgjde som startstedet.
Lasning:
20 cos30j
20sin 30

Tyngdekraften er den eneste kraft der pavirker granaten (vi ser bort fra luftmodstand).
Den virker lodret nedad, sa vandret er der ingen kraft der pavirker granaten, dvs. hastigheden vandret er uzendret x’ = 20 cos 30

a) Begyndelseshastigheden er v, :(

Lodret virker tyngedekraften nedad, dvs. y’ = —gt + 20-sin 30
X' 20c0s30
Vi har alts4, at til et vilkarligt tidspunkt t er hastigheden v :( j =( ) )
y' 20sin 30— gt
Banekurven fas nu (ud fra formlerne i indledningen)

20co0s30-t 20co0s30-t

(y]_ 205in30~t—%gt2 - 205in30-t—%9.81-t2

Som forventet fas hastigheden ved differentiation.
b) Tegne banekurven
Tl-nspire: Graf, Grafindtastning/rediger,Parameterfremstilling
Indstil veerdierne 0< t< 2, og set x granser til -0.5 og 40 og y granser til -0.5 til 5

Der fremkommer nu en kurve som man kan vise er en 3
parabel (kasteparablen) yd
x1(1)-20- cos(30)- ¢

1
y1(1)=20- sin(30)- 1 :-0.3143
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12 Nogle anvendelser af differentialregning

c) Maksimumshgjden nas, nar hastighedsvektoren er vandret, dvs. y’ = —gt+20-sint=0

—-981t+20-s5in30=0 =t = 20sin 30

=102¢

Hojeste punkt y =20sin30-102—19.81-(102)* =51m

d) Startstedet hgjde nés, nary =0, dvs

y=20sin30-t-1981-(1)2 =0<>t = Ovt :M: 2,04
1981
(dvs. det dobbelte af 1.02) Vi har fglgelig x = 20-c0s30-2.04 == iﬂ m

12.3. @konomi (harer ikke til kernepensum)
Differentialregning anvendes ogsa nar man arbejder med gkonomiske forhold. Dette giver det falgende et par
eksempler pa.

Greanseomkostninger

Envirksomhed har nogle produktionsomkostninger. Disse omkostninger afhanger af antallet af producerede enheder.
Produktionsomkostningerne er falgelig en funktion f(x) af antal producerede enheder x.
Differentierervifvildifferentialkvoti- enten f'(Xo) joangive haeldningskoefficienten for tangenten i Xo (se figuren).

A

X0

f '(xo) kaldes greenseomkostningen ved produktion af X, enheder, og kan tolkes som omkostningen ved at
producere 1 enhed mere.

Gennemsnitsomkostning
Ofte er man interesseret i den produktion, der giver mindst gennemsnitsomkostning pr. enhed.

Ved produktion af x enheder er den gennemsnitlige omkostning k(x) = % .
Af figuren ses, at linien OP har haeldningskoefficienten @ . A
0
f(x)
I)
; f(Xo)
o i

Skal man finde den verdi der giver den mindste gennemsnitsomkostning pr. enhed, sa skal man finde det punkt Q
pa grafen for f (X) , hvor linien OQ har den mindste heeldning.
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12.3 @konomi

Som det ses af figuren er det (eller de) punkter, hvor linien fra O er tangent til grafen for f

Den mindste gennemsnitsomkostning findes ved produktion af det antal enheder x for hvilke f'(x) = %

Granseomsaetning

Nar en virksomhed selger sine varer, far den en indtaegt, som kaldes dens omsaetning. Omsaetningen er en funktion g(x)
af det antal varer x der szlges.

Ved greenseomsztningen ved afstning af X, enheder forstas differentialkvotienten g’(X) som med tilnzermelse

er omsztningsaendringen ved afsatning af 1 enhed mere.

Avance

Hvis man treekker udgifterne fra indteegterne fremkommer virksomhedens avance (fortjeneste)

Avancen er en funktion h af antal solgte enheder, og kan med en vis tilnermelse findes ved at treekke
omsatningen g(x) fra produktionsomkostningerne f(x), dvs. h(x) = g(x)— f(x) .

Avancen bliver starst for det salg x, hvor h’(x) =0 (er vandret tangent)

Eksempel 12.6 @konomi
En mgbelfabrik, har fundet, at det koster f (x) kr at producere x stk. af en bestemt type sofaer, hvor produktionsom-

kostningerne (i 1000 kr) er f (x) =—2.29-10° x> + 0.0037x? +8.85x + 115

og omsetningen er g(x) = —0.024x? +1082x — 348

a) Huvis virksomheden producerer 20 sofaer pr. dag, hvad er sd
1) produktionsomkostningerne, og hvad er greenseomkostningen
2) omsetningen og greenseomsatningen
3) Hvad er avancen
b) Hvor mange sofaer skal produceres pr. dag for at fa den sterste avance.
¢) Hvor mange sofaer skal dagligt produceres, s& man far den mindste gennemsnitsomkostning pr. sofa.
Lasning:
a) 1) f(20) =179447 kr  Graenseomkostning = f '(20) =8971kr
2) g (20) = 203320 kr Graenseomsatning = g’(20) = 9860 kr
3) Avancen =g (20) -f (20)= 23873
b) Sterstavance : A’(x) = g'(x) — f '(x) = 687-107°x* —0.0554x +1970
A’'(X) =0« 37.28v x=76912

A(37.28)= 31500 kr A(769.12)= -4456474
Heraf ses, at avancen er starst ved salg af 37 sofaer, og avancen er ca. 31500 kr

0) f'(x)= % & x=20389 v x = -1610
k(x) = % . k (20.389) = 8.9723

Da k (1) = 10.00 og k (25) = 9.9742 er gennemsnitsomkostningen mindst for x = 20
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12 Nogle anvendelser af differentialregning

Opgaver til kapitel 12

12.1 Etfly, der holder stille pd en flyveplads, satter i en “take-off” i gang med konstant acceleration. Indtil “lift-off”
bevaeger den sig pa startbanen 600 m pa 12 s.
a) Bestem accelerationen
b) Bestem den hastighed flyet har efter de forste 12 s.
c) Bestem gennemsnitshastigheden over de farste 12 s.
d) Bestem den gennemlgbne vejleengde i det 12. s.

12.2  Temperaturen T (malt i °C ) i en speciel ovn udvikler sig som en funktion af tiden t (malt i minutter efter at
ovnen er teendt) givet ved forskriften T =20+150-In(8t +1)
a) Bestem (med 2 decimaler) temperaturen i ovnen 10 minutter efter at ovnen er taendt.
b) Bestem (med 2 decimaler) hvor lang tid der gér , fra ovnen er teendt til temperaturen i ovnen nar op pé
500° C.
c) Bestem (med 2 decimaler) den vaksthastighed, hvormed temperaturen gndrer sig til tiden t = 10.

12.3  En haubitzer afgiver skud med mundingshastigheden 400 m/s mod et mal i afstanden 7600 m.
a) Huvilke elevationer (vinkel) vil bringe projektilet frem til mélet.
b) Hvor stor bliver projektilets flyvetid.

12.4  Et punkt P beveger sig til tiden t i et koordinatsystem efter parameterfremstillingen
x=t>-6t+8 y=t3—6t>+11t—-6, te[0;41]
a) Til hvilket tidspunkter passerer P x-aksen, og hvad bliver skaringspunktets koordinater
b) Til hvilket tidspunkter passerer P y-aksen, og hvad bliver skeeringspunktets koordinater
c) | hvilke punkter og til hvilke tidspunkter er hastighedsvektoren parallel med x - aksen.
d) I hvilke punkter og til hvilke tidspunkter er hastighedsvektoren parallel med y - aksen.
e) Skitser banekurven ved hjelp af TI-Nspire.
f) Bestem og indtegn pé& kurven hastighedsvektor og accelerationsvektor til t = 1.

12.5 Et punkt P beveeger sig til tiden t i et koordinatsystem efter parameterfremstillingen
x=t3-3t y=t2, te[-2;2]
a) Skitser banekurven ved hjalp af lommeregneren.
b) Find koordinatene til de punkter, hvor hastighedsvektoren er lodret.
¢) Find koordinaterne til de punkter hvor grafen skeerer y-aksen.
d) Find vinklen mellem hastighedsvektorerne i det punkt, hvor kurven skeerer sig selv (dobbeltpunkt).
5) Find de punkter pa banekurven, hvor accelerationsvektoren star vinkelret pd hastighedsvektoren.

12.6 Et punkt P beveeger sig til tiden t i et koordinatsystem efter parameterfremstillingen
X =cost +sint y = cos? t—%, t [0;27] .

a) Skitser banekurven ved hjelp af lommeregneren.
b) Find koordinatene til de punkter, hvor hastighedsvektoren til grafen er vandret.

12.7 For et firma er produktionsomkostningerne pr. enhed x givet ved
f (x) = x® =5x? +400x + 5200

og omsztningen g(X) = 6400X — 20x>
a) Huvis virksomheden producerer 10 enheder pr. dag, hvad er s&
1) produktionsomkostningerne og hvad er greenseomkostningen
2) omsetningen og greenseomsatningen
3) hvad er avancen
b) Hvor mange enheder skal produceres pr. dag for at fa den starste avance
¢) Hvor mange enheder giver den mindste gennemsnitsomkostning pr. enhed.
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13.1 Indledning
13. Integration

13 1. Indledning
Da vi i kapitel 11.2 om kinematik behandlede formlerne for det frie fald, pastod vi, at den

streekning stenen falder er s:%gt2 +Vot, og sa fandt vi ved differentiation hastigheden
v = gt + Vv, 0g accelerationen g. Imidlertid er det man ved jo, at accelerationen er konstant g og

man skal sa regne “baglans” for at finde hastighed v og tilbagelagt vej s.
Dette viser, at der er behov for indfgre den omvendte regningsart af at differentiere. Dette kaldes
at integrere.

13 2. Ubestemt integral

Definition af stamfunktion. Lad f vere en funktion, der er defineret i et interval I. Ved en
stamfunktion F til f iintervallet | forstas en differentiabel funktion, som i | opfylder
betingelsen F'(x) = f(x).

Eksempelvis er sin x en stamfunktion til cosx,da (sinx)’ =cosx og %x3 er en stamfunktion

a2 1.3) .2

til x da(gx ) =X“.

Da man ofte har brug for at finde stamfunktioner benyttes et sarligt symbol for en sadan
stamfunktion, nemlig I f (x)dx som kaldes det ubestemte integral af f .

Funktionen f efter integraltegnet kaldes integranden.
Eksempelvis er_[ (—2x +3)dx = —x? +3x da man ved differentiation af hgjre side far integranden

!

(—x2 +3x) =-2x+3
Ved integrationsprgven forstas netop dette atj f(x)dx = F(x) < F'(x) = f(x)

Det er Klart, at hvis '[ f (x)dx = F(x) sa geelder ogséj f (x)dx = F(x)+k, hvor k er en

konstant.(da (F(x)+k) =(F(x)) = f(x))
Hermed har vi ogsa fundet samtlige stamfunktioner, idet der galder falgende sa&tning:

Seatning 13.1 Samtlige stamfunktioner til f.
Lad F veere en stamfunktion til f.
Enhver anden stamfunktion G til f kan da skrives pa formen
G(x) = F(x) + k hvor k er en konstant.
Bevis:
Da F og G begge er stamfunktioner til f, geelder, at F'(X) = f(X) og G'(x) = f (x)
Heraf fas,at G'(X) = F'(X) < G'(X)-F'(x)=0
En funktion, hvis differentialkvotient er O i et interval, er en konstant.
Vi har falgelig, at G(x) - F(x) = k eller G(x) = F(x) +k ¢
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13. Integration

Vi vil i resten af dette kapitel udelade denne konstant i beregningerne, da den ikke far nogen
indflydelse pa slutresultaterne.

Vi vil eksempelvis ikke skrivej x?dx =1 x% +k men kun I x%dx =1 x°

Ud fra kendskabet til de mest almindelige funktioners differentialkvotienter, kan man let finde
det ubestemte integral af de samme funktioner.

Lad a og n vere konstanter (eksempelvisa=3 ogn=-5)

pr 1 2 3 4 5 6 7
f(x) a 1 X" e2* | a¥a>o0 | sin@-x) | cos(ax)
X
a-X n+1 ax X cos(a-x) sin(ax)
I F(x)dx IniX 1 ~ @ e a

13.3. Integrationsregler

Skal man integrere en given funktion, sa kan det ofte vare ngdvendigt at omforme integralet til
noget som man lettere kan finde en stamfunktion til. Dette sker ved hjelp af de fglgende
integrationsregler:

j (a-f(x)+b-g(x))dx=a J' f(x)dx +b J' g(x)dx linearitetsregel
j f(g(x))-g9'(x)dx = j f (u)du, hvor u=g(x) Integration ved substitution:

Reglen kan ogsa kort skrivesj f (g(x))dg(x) :j f(u)du hvor u=g(x), du=g’(x)-dx
Integration ved substitution kan med fordel benyttes, hvis integranden indeholder en sammensat

funktion med *“den indre funktion” g(x) , og en faktor, som minder om g’(x).

Denne regel bgr man veere i stand til at anvende hvis de indgaende funktioner er standardfunktio-
ner.

For mere komplicerede funktioner, kan nedennavnte integrationsregler muligvis benyttes, men
her vil det seedvanligvis vere sikrere at benytte en lommeregner som eksempelvis Ti-nspire.

Andre integrationsregler
Partiel (delvis) integration:

j £(x)-g(x)dx = f (x)-G(X) —j /(x)- G(x)dx hvor 6(x) = [ g(x)dx

Reglen kan ogsa kort skrives j fdg = f -g—.f gdf

Delvis integration kan med fordel benyttes, hvis integranden er et produkt, hvor den ene faktor f (X) bliver
simplere ved differentiation, og den anden faktor ikke bliver varre ved integration.

Derved er der hdb om, at det nye integral bliver lettere at bestemme.
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13.3. Integrationsregler

Indskudsregel
b b
RIS :jc f(9ax+ [ 1 (dx
a a C

b
Andre regler [ 1 (x)dx = —j:f (x)dx  og jaf (x)dx = 0
a a

Man kan vise, at enhver funktion, der er kontinuert i et interval | har en stamfunktion i dette.
Imidlertid er det ikke altid muligt at finde en stamfunktion udtrykkes ved de sadvanlige

funktioner. Eksempelvis kan man vise, at j e dx ikke kan udtrykkes ved de sadvanlige
funktioner. Det fglgende eksempel belyser beregningerne dels uden dels med lommeregner
Eksempel 13.1 Integration uden benyttelse af lommeregner.

Beregn

a) j (3x2 — 4x — 2)dx

b) I (2 sin(x) + 3x> +4-e4x)dx

C) I cos(2x —1)dx

Lasning:
Ved benyttelse af linearitetsreglen fas:

3

®3x? —ax— x| 35— X ox| 237 2.3 —2.3-(1-2-2)=
) L(Bx ax 2)dx_{33 4= 2x1_3 2.32-2.3-(1-2-2)=56
b) J.(Zsin(Zx)+3x2 +4-e4x)dx =2J. sin(2x)dx+3j xzdx+4j e dx

3 4x

COSZX)+3X—+4 =—c0s(2x) + x3 + e
2 3 4

c) cos(2x-1) er en sammensat funktion cosu hvor u=2x-1

=2(-

Idet du =2dx < dx = %du fas

jcos(2x—1)dx = J cosu%du = %J cosudu = %sin u= %sin(Zx -1 'Y
Eksempel 13.2. Integration med TI-nspire
Find
a) Ix 4x? + 25dx

I 2X+1

> dx
X°+X—-06

C) j X - Sin xdx

119



13. Integration

Lasning:
Velg differential- og integralregning, integral, udfyld med funktion
a) 3

2
2
4- x“+25
J(\ J4-x2+25)dx - u
12

Uden lommeregner:
\/x2 +25 er en sammensat funktion \/U hvor u= 4x2 +25

Idet du=8xdx |, dvs. xdx:%du fas

3 3
2 (4x2 +25)2

j4x2+25dx:jﬁ%du:%ju;du:%“?: -
2
b)
[ 2xtl dx » 111(‘.7(2 + x--6|)
x24x-6
c)

j(.\'- sin(x))dx g sin(x)—.\'- cos(,\")

Uden lommeregner: Da integranden er et produkt af to funktioner, og den ene faktor x bliver simplere ved
differentiation og den anden faktor Sin X ikke bliver varre ved integration, kan man med fordel anvende delvis
integration,

Idet J. sin xdx = —cosx fésj X - sinxdx = —X - COS X —I (-cosx) -1dx = — X - COS X + Sin X

13.4. Bestemt integral

Lad os betragte et legeme L, der beveeger sig langs en ret linie. Vi teenker os nu, at vi til ethvert
tidspunkt kender legemets hastighed v(t) som funktion af tiden.

Hvis hastigheden er konstant v m/s, vil legemet i et tidsrum pa At sekunder beveege sig
Ax = v-At meter. Eksempelvis hvis hastigheden var 5m/s, sa vil legemet i 3 sekunder
gennemlgbe en vejstreekning pa 15 meter. Hvis hastigheden ikke er konstant, sa er det straks mere
kompliceret at beregne den vejstraekning der gennemlgbes i et givet tidsrum. Falgende eksempel
belyser dette.

Eksempel 13.3 Tilbagelagt afstand
Lad et legeme L bevage sig langs x-aksen saledes, at dens hastighed v til tiden t (malt i sekunder)

er bestemt ved v(t) :%-t (malt i m/s).

Til tiden t =0 antages L at veere i begyndelsespunktet O med x =0 og v = 0.
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13.4. Bestemt integral
. : 1 I .
Tilt=1er L i punktet A med V:E (m/s) og til tident =4 er L i punktet B med v=2 (m/s).

Vi gnsker nu at beregne afstanden mellem A og B.

Farst beregner vi en tilneermet vaerdi for AB ved at foretage en opdeling af tidsrummet fra t =1
tilt=4

I .
I T T T T t L

0 I 2 3 4 !

Vi deler op i 3 tidsintervaller pa hvert At =1 sekund.

| tidsrummet fra t =1 til t = 2 er hastigheden ca. v(1) =% m/s og den tilbagelagte vejleengde er

1 1 . . .
caAx, ~ v(1)- At :5-1 Em. Tilsvarende findes at frat =2 tilt =3 erAx, =v(2)-At=1m

3 3
og frat=3tilt=4er AX3 zV(?:)'A't=5*1=5m

1 3
| alt bliver afstanden fra A til B ca. | AB| ~ AX; + AX, + AXg = E+l+§ =3m
L\r
2_
Dette kan anskueligggres ved omsta- “
ende tegning i et t - v koordinatsy- X S :
stem. i
:L T ,I‘ T = [
0 1 2 3 4 5

Det ses, at det fundne sken for den afstand AB som legemet L tilbagelaegger er lig med arealet

af de skraverede arealer.

En bedre tilnaermelse til AB vil veere, at foretage en finere inddeling af tidsrummet fra t =1 til t

=4,

Opdeles saledes i 6 delintervaller fremfor ovennavnte 3 fas

|AB| ~ V(1) - At +V(15)- At +V(2) - At...+V(35) - At = 11,131,141, (1T L1 2T 54
22 222 222 222 8

Det tilsvarende skraverede omrade (se figuren) bliver mere “fintakket”
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13. Integration

. 1
Kaldes delepunkternet, =1,t; =15,t, =2,...,t; = 35 ogdelintervallerne At; = > kan summen

5 5
1
skrives Z v(ti)-Atl = Z Et‘ Aty
i=0 i=0
Vi kan se, at jo flere delintervaller vi indskyder, jo mere fintakket bliver kurven, og jo mere
nermer den sggte afstand sig til arealet under linien. Dette areal ma derfor vere

|AB| :%-4-2 —%- % =375 (hele trekantens areal - den lille trekants areal)

Legemet bevager sig derfor 3,75 meter i tidsrummet frat=1tilt=4 L 2

Som det fremgar af eksempel 13.3 kan en sum af “uendelig” mange led godt have en
greenseverdi

Definition af middelsum.
Lad der veere givet en reel funktion f der er defineret i et interval [a; b]. Der vaelges nuen
inddeling af intervallet [a; b] i n delintervaller med leengder Ax;, Ax,,.....,Ax,. | hvert
delinterval veelges endvidere et punkt, hvori f er defineret. Punkterne betegnes x;,x,,...,x,.
Herefter er vi i stand til at danne starrelsen f(x;)-Ax; , som kaldes en middelsum for f i
intervallet [a j=1
0] y

A

W

]

L
a X ) n b

L Ay, —I_A\g - Ax,

Fig.13.1. Summen af rektanglernes arealer (regnet med fortegn) er

en middelsum for f i [a;b].
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13.4. Bestemt integral

Definition af bestemt integral
n

Hvis middelsummen Z f(x;)-Ax; har en grenseverdi, nar inddelingen gares finere og
j=1
finere, sddan at leengden af det sterste delinterval gar mod 0, sa kaldes denne graensevardi det

b
bestemte integral L f (x)dx .

(integralsymbolet I er et “aflangt” S, som star for sum)

| eksempel 13.3 fandt vi saledes, at Y%
4

j Ligt =375 |
12 0.5¢7

Hvis vi i eksempel 13.3 havde betragtet et
interval fra 0 til t, havde vi fundet, at

t . |
| L=t ! l

02 4 |
(arealet af den skraverede trekant) I

!

: . . 1 1 . . . oy .
Vi ser, at der i dette tilfeelde geelder, at (thj = Et , dvs. at differentierer vi resultatet pa hgjre

side, sa far vi funktionen under integraltegnet (integranden).
Vi ser, at der er en sammenhang mellem det bestemte integral og det ubestemte integral

Seaetning 13.2 (bestemt integral udtrykt ved stamfunktion) Lad F veere en stamfunktion til en
kontinuert funktion f i intervallet [a; b].

S& geelder jbf (x)dx :[F(x)]:1 =F(b)-F(a).

Bevis:. Lad a=Xxy<X; <X, <...<X,=Db vere en inddeling af [a;b].
Vi har da F(b)-F(a)=F(x;)—F(Xg)+F(X5)—F(xy)+...+ F(x,)— F(x,_1). Af differentialregningens
middelveerdisatning fas nu, at der eksisterer tal t,,t,, ..., t, U €lXgiXi] th €lXi %)ty Xl X ]
sa
F(0)-F(a) = F'(ty)- (xy =Xo) + F'(t2) - (Xa =X ) + ... + F'(t) - (Xy —Xp1)
=f(t)-(Xg=Xo) + F(t) (X =x) + ...+ F(t,)-(Xy —Xp1)
Vi ser altsd, at F(b) - F(a) kan skrives som en middelsum svarende til en vilkarlig inddeling af [a;b].
Ggres inddelingen finere og finere, sddan at leengden af det stgrste delinterval gar mod 0, vil middelsummen

b
konvergere mod _[ f (x)dx og samtidig veere lig med F(b)— F(a) . Dermed er s&tningen bevist. ¢
a
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13. Integration

SAETNING 13.3 Areal af punktmangde
Lad fog g veere kontinuerte funktioner i intervallet [a; b] og
lad f(x)> g(x) og lad M veere punktmangden mellem graferne for

f og g og linierne x = a og x = b. (skraveret pa figur 13.2).

_—
I
0Q
—~
=
-~

b
Der geelder da:| Areal af M = L(f (x) = g(x))dx

|
|
1
|
|
|
IA

Fig.13.2. Punktmangde

Bevisskitse:

Som det kan ses af definitionen pa bestemt integral og eksempel 13.1 gelder det
b Y iy

for en positiv funktion f(x), at J f (x)dx = arealet af den punktmangde, som er Yo/
a

begreenset af grafen for f, x - aksen og linierne x=aogx="0

(det skraverede omrade pa figur 13.3)

Er bade f og g positive som pa figur 13.2 ses umiddelbart, at arealet kan fas

ved | f (x)dx— [ g(x)dx .

» \
a h

Fig 13.3. Punktmangde
Af sztning 13.1 fas nu,
Ja £ ()dx—[; g(x)dx = Fb) — Fa) - (G(b) - G(a)) = F (b) - G(b) - (F (2) - G(@)) = |, (f (x) - g(x))dx

Er de to funktioner ikke begge positive, s kan man altid ved at leegge en passende konstant k til begge funktioner
sgrge forat f (x) +k >0 og g(x)+k > 0. Daen parallelforskydning ikke a&ndrer arealet mellem kurverne, fas areal

af M = [2((f (x)+k) = (g(x) +k))dx = [2(f (x) - g(x))dx

4
Eksempel 13.4 Areal af punktmangde
Find arealet af den punktmangde pa figuren, der er
begranset af grafen for funktionen f(x) = % x%+1,
X - aksen og linierne x =1 og x = 5. >
Lasning: 47
Som det fremgar af seetning 13.2 er arealet bestemt ved 3
— (%1 )
A—L (ZX +1jdx 5
Daj(%x2 +l)dx=%x3+x,fés I
5 X
A= | L x3 4 x :(i53 +5—i—1] _8
12 . 12 12 3
5
) R
TI-nspire L dee =
1
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13.4. Bestemt integral

Det fglgende eksempel belyser beregningerne dels uden dels med lommeregner

Eksempel 13.5 Integration uden hjelpemiddel
Beregn

a) f(Zx?’ —2X +5)dx

b) JOZ (4e2x +e‘x)dx

Lasning:
Ved benyttelse af linearitetsreglen fas:

3
3 4
a) J (2% —2x+5Jax = 2 X _x2 y5x =§—9+15—(1—1+5j=42
1 4 ) 2 2

2X -X

2
2 _ e e _ _
b) || (4% +e X)dx=[4 —+ L —2e*—e2-(2-1)=2¢"—e? -1

Eksempel 13.6. Integration med TI-nspire

6
a) Findj XV 4x? + 25dx
2

1 2x+1
b) Find | —————dx
) jo x> +X-6
Lasning:
Der er her valgt at aflevere resultatet numerisk ved at trykke CTRL ENTER

a) |©
(x- \/4-x2+25)dx » 161.206

1
b) 2-x+1

dx » -0.405465
X24x-6
0
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13. Integration

Eksempel 13.7. Areal mellem kurve og x-akse
Givet funktionen f(x) =8x* —4x3-2x% +x
1) Skitser grafen for f(x) (Benyt TI-nspire)

2) Beregn det samlede areal af de to omrader, der begranses af funktionen f(x) og x - aksen
Lasning:

1) Grafen tegnes pa TI-nspire, veelg akser mellem - 1 og 1

2) Der bliver to omrader, hvis areal skal bestemmes. For at kunne det, ma man finde grafens

nulpunkter.

1

solve (fl(x)=0,x) > x=% or x=0 or )(:E

Ifalge seetning 12.3 findes areal ved at “integrere gverste funktion - nederste funktion”.
Den ene funktion er x = 0 (x-aksen ) og den anden er f(x). Vi har derfor.

[

Areal = 0 |
(0-f1(x)dx+| () dx » —

_1 0 8

2

4

Eksempel 13.8. Areal mellem kurver
Beregn arealet af den lukkede punktmangde, som begreenses af kurven y = ———-og den rette
X X

linie 3x—2y =5.
Lasning:
X-2y=5< y=§x—g
. . 3 5
Man finder skeeringspunkterne mellem kurverne f2(.\')=; e
2 2 3 5 2
solve|————=—-x——,x| * x="1 or x=— or x=2
X 2 2 3 ! o x_ .
}11":1}:1":}:10‘2'":_/‘/"/i/':}"/"e}="r="
De to kurver tegnes — /
\ p 2 2
\ T a2
pd ll roxe
A\ |
II 1
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13.5. Numerisk integration

Man ser pa tegningen den lukkede punktmengde , at linien ligger nederst og at det er
skeeringspunkterne x = 2/3, x = 2 der er afgrensningen.

=0.8689

W | =

% 2 _(l.'\._z)}dx + 2-1n(3)-

13.5. Numerisk integration
Selv om en funktion er kontinuert og dermed integrabel, er det ikke altid muligt at finde en
stamfunktion udtrykt ved de saedvanlige funktioner. Eksempelvis kan man vise, at det ikke er

2 2 2
muligt at finde _[ e " dx . Det bestemte integral J e~ dx kan derfor kun findes ved at benytte
0

en sakaldt numerisk metode. Sadanne metoder giver s omfattende regninger, at det i praksis er
ngdvendigt at anvende et program for at fa resultatet med tilstreekkelig ngjagtighed.

Metoderne baserer sig pa, at opdele integrationsintervallet i n delintervaller, og sa indenfor det
enkelte interval erstatte kurven med eksempelvis en ret linie (trapezmetoden) eller bedre med en

parabel som figuren viser (Simpsons metode) ’

Fig. 13.4 Kurven tilneermes ved parabler (stiplede).

Eksempel 13.9 Numerisk integration
1) Undersgg om lommeregneren kan finde en stamfunktion til I e dx.

2
2) Beregn jo e dx med 4 betydende cifre

Lasning:

1) [ 2 2
e ¥ 4 » _L_. X ax Svarer med samme integral, sa kan ikke finde en stamfunktion

2) 2
e X% dx » 0.8821
0
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13. Integration

13.6 Rumfang af omdrejningslegeme
Lad f veere en kontinuert funktion i intervallet
fra a til b. Vi drejer dens graf 360° omkring x -
aksen og seger rumfanget af det derved frem-
komne omdrejningslegeme (se figur 13.5)
Rumfanget af en tynd skive vinkelret pa x -
aksen gennem punktet med farste-koordinaten
X, kan beregnes som rumfanget af en cylinder
med radius f (x) og hgjde dx.

Rumfanget af skiven er da 7-( f (x))2 -dx

Rumfanget V af hele omdrejningslegemet fas da
ved at summere over alle sadanne skivers rum-
fang.

Dette farer til folgende formel

V:an-(f(x))zdx

v

(“ . \‘

Fig. 13.5. Omdrejningslegeme

1)

Lad f og g veere 2 funktioner i et interval fraatil b, og lad os antage, at f (x) > g(x)>00g a>0

Lad M veere punktmangden mellem graferne for

fog g og linierne x = a og x = b (se figuren)

Drejes M om x - aksen bliver rumfanget
b
a

Eksempel 13.9 Omdrejningslegeme om x-aksen

V, = ﬂj:(f (x))? dx —ﬂj (9(x))? dx )

v

Lad A vaere mangden begraenset af grafen for f (x) = v/2x ,x-aksen og linierne x = % 0og X =2.

Lad B vaere mangden begreaenset af grafen for f (x) = /2x ,y-aksen og linierney =1 ogy = 2.
1) Find rumfanget af det legeme der fremkommer, nar A

drejes 360° omkring x - aksen.

2) Find rumfanget af det legeme der fremkommer, nar B 2]

drejes 360° omkring X - aksen.

Lasning

Omradet A skitseres (se figuren).

1) Drejes A om x-aksen fas (af formel (1))

2
2 2 X2 15
Vy, = EJ.;(\/ZX) dx=27{7}1 - m=1178
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13.6.Rumfang af et omdrejningslegeme

2) Bdelesopi

1) et rektangel B, begreanset af y-aksen og linien x =

0g
2) omradet B, begraenset af linierne x :% 0og X = 2.

N

1' >

Af formel (2) fas nu
1

V, = ﬂIOZ(zz.lz)dme(zz —(\/ﬂ)z)dx =§;;+;;E(4-2x)dx =gﬂ+%7r=%ﬂ'=ll781 O
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13. Integration

Opgaver til kapitel 13
13.1. (uden hjelpemidler)
Beregn (reducer integranden farst)

a) J x -/ xdx b) I\/XISdX c) I(cos(3x) +4sin(4x)) dx d) J e3*dx

13.2 (uden hjelpemidler)

4 \x % coSX 3 1
Beregn a —dx b —24 c —dx
g ) J.l X2 ) -[0 A/sin x X ) 1 X+1
13.3. Find
e ¥ 2
a) Jcosx\/Ssinx+l dx b) I dx ¢ jx-ezx dx
e +1

13.4 Find med 3 betydende cifre
4 2
a) J In—de b) Jlivlnxdx C)I X~+/3x —2 dx
10X 2 1

13.5 (uden hjeelpemidler)
Find arealet begraenset af x-aksen, grafen for funktionen f (x) = VX samt linierne x = 1 0g
X=4,

13.6 (uden hjeelpemidler)
Find arealet begraenset af grafen for funktionen f (x) = +/2x samt linierne x =0, y = 2 og
y=4.

13.7 Grafen for funktionen f (x) = x® —2x? + x og x - aksen afgraenser et lukket omrade A.

a) Skitser grafen og skraver omradet A.
b) Beregn arealet af A.

13.8 Graferne for funktionerne f (x) = x* —6x> og f (x) = —5x2afgranser 2 lukkede omrader
AogB. Beregn arealerne af A og B.

13.9 (uden hjeelpemidler)
a) Tegn graferne for funktionerne f (x)=3x—x? og g(x)=x-3
b) Graferne begraenser en punktmangde M. Find arealet af M.

13.10  Find rumfanget af det omdrejningslegeme, der fremkommer nar den punktmaengde, der
begraenses af grafen for funktionen f (x) =x3—2x?0g x-aksen drejes 360° om x -
aksen.
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13.11

13.12

13.13

13.14

13. Opgaver til kapitel 13

Lad der veere givet funktionen f(x) =2-(1-x) Ax

a) Find arealet af den omrade, der begranses af kurven og x - aksen.
b) Find rumfanget af det omdrejningslegeme, der fremkommer nar det i spgrgsmal 1)
navnte omrade drejes 360° om x - aksen.

1
Givet funktionen f(X)=v2x-1, x=2
a) Find ligningen til tangenten til grafen med rarings- £2(x)=x
punkt P = (1,1). P
Punktmaengden begraenset af grafen, x - aksen og /' £1(0)= 2 1

tangenten kaldes M. (se figuren) il e
b) Find arealet af M. HiBRe
c) M roteres 360° omkring X - aksen, hvorved der =~
fremkommer et omdrejningslegeme.
Bestem dette legemes rumfang V..

Omradet begraenset af graferne for funktionerne f (x) =3—x20g g(x) = x +1drejes
360° om x - aksen. Find rumfanget af det fremkomne omdrejningslegeme.

a) Skitser omradet A begraenset af grafen for funktionen f (x) = 2x% —x* og linien
y=1
b) Find arealet af A

¢) Find rumfanget af det legeme der fremkommer, nar omradet A drejes 360° om x -
aksen.

Repetition (se evt. forord)
201324 majnr4,29 majnr4,14 |, 14 augustnr 3, 12,15 6 december nr 4, 14
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14. Differentialligninger af 1- orden

14. Differentialligninger af 1. orden.

14.1 Indledning
En differentialligning er en ligning hvori der indgar en ukendt funktions afledede.

Ved en differentialligning af 1. orden forstas en ligning, hvori der indgar en ukendt funktions 1.
afledede, men ingen hgjere afledede.

Et simpelt eksempel pa en differentialligning er falgende.

Eksempel 14.1. Frit fald
Vi ved fra kinematikken, at i et tyngdefelt er accelerationen konstant g.

Vi ved derfor, at for hastigheden v gaelder(;—t[/ =g ellerv'(t) =g hvorg=9.81m/s

Dette er en differentialligning, hvor vi sgger den ukendte funktion v.
Den “fuldsteendige™ lgsning til denne differentialligning er v = g-t+k , hvor k er en vilkarlig

konstant.

Det er altsa uendelig mange lgsninger til denne differentialligning.

Hvis hastigheden til tiden t = 0 er v, , sa kan vi ved indsattelse bestemme k.
Vo=0-0+tkek=v,

Vi har fglgelig fundet en “partikuleer” lgsningv = g-t+v,.

Af eksempel 14.1 ses,
1) En differentialligning kan have uendelig mange funktioner som Igsning.
@nskes den fuldstaendige lgsning til differentialligningen menes, at vi skal angive alle lgsninger.
2) Seedvanligvis er man kun interesseret i en enkelt af de uendelig mange Igsninger.
En sadan kaldes en partikuler lgsning.
3) | eksempel 14.1 fandt vi den partikuleere lgsning ved, at vi til starttidspunktet t = 0 kendte
begyndelseshastigheden v, .
Man siger derfor at den partikulere lgsning er bestemt ved en “begyndelsesbetingelse”.

Da de fleste differentialligninger i praksis er Igsninger til problemer hvori der indgar hastigheder
under en eller anden form, sa vil tiden t sedvanligvis veere den uafhangig variable ligesom i
eksempel 14.1.

dy
dt

En differentialligning kan saledes dels skrives y'(t) = y(t) +t dels 3—1’ =y+t

Man vil ved anvendelserne ogsa sedvanligvis foretreekke at skrive fremfor y'(t).

Da det jo imidlertid er tradition i matematikken for, at veelge bogstavet x som den uafhangige
variable og y som den uafhangig variable vil vi ogsa kunne skrive samme differentialligning
y'(x) = y(x)+x eller korterey’' =y +x .

Et eksempel pa en differentialligning af anden orden er den fra kinematikken kendte s”(t) =g .

Vi vil i det fglgende behandle en raekke for anvendelserne vigtige typer af differentialligninger.
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14.2 Linexr differentialligning af typen y’ (x)+a*y(x)=b

14.2 Lineer differentialligning af typeny’(x)+a-y(x) =b
Vi vil i dette afsnit se pa differentialligninger af typen
y'(x)+a-y(x)=b, hvor a=0o0g b er konstanter.

Seaetning 14.1 Lineer differentialligning med konstante koefficienter og hgjre side.
Den fuldsteendige lgsning til differentialligningen
y'(x)+a-y(x)=b, hvor a=00g b er konstanter.

er givet ved
Y() =2+ Ce ™, @

hvor C er en vilkarlig (arbitreaer) konstant
Bevis:

y'()+a-y(x)=be[y'(x) +a-y(x)]e* =b-e®  (ganger med samme tal ¢ » 0 pa begge sider)

’

=N [y(x) : eax] =b.e* (ses af, at [y(x) ~eax] = ¥ (0™ +a-y(x)e® =[y'(x)+a- y(x)e®)
b
o y(x) e = J. b-e®dx + C <y (x) e = geax +C (integration, hvor C er en konstant)
y(x) :E +C.e (division med e® =0 pa begge sider)
a

L 4

Eksempel 14.2. Radioaktivt henfald

Eksperimenter viser, at et radioaktivt stof henfalder med en hastighed, der er proportional med dens
maengde y(t) til ethvert tidspunkt t.

Vi har felgelig, at y’(t) = k - y(t) , hvor k er en konstant.

For et bestemt stof er k = - 0.1, dvs. vi har y'(t) = —-0.1- y(t)

a) Find den fuldsteendige lgsning til differentialligningen y'(t) = —0.1- y(t). 1)
b) Lad os antage, at begyndelsesmangden er 1 gram, dvs. vi har “begyndelsesbetingelsen”
y(0) = 1.

Find den partikulere lgsning, der svarer til denne begyndelsesbetingelse.
¢) Find tilsvarende de partikulaere lgsninger, der svarer til en begyndelsesmangde pa 3 gram og
5 gram
d) Skitser svarende til ovennaevnte 3 lgsninger de 3 Igsningskurver i samme koordinatsystem.
Lasning:
a) Vihar y'(t)=-01-y(t) < y'(t)+01-y(t) =0
-0.1t

Indszettes i formlen for a = 0.1 og b = 0 fas den fuldstendige lgsning: y=C-e

b) Indsattest =0 ogy =1 fas 1=C-e° dvs.C =1. Partikular lgsning: y =e %

c) Analogt som under punktb) fasnu y =3-e %% og y=5.¢ %%
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14. Differentialligninger af 1- orden

d)

Ti-inspire: Veelg differential- og integralregning, differentialligninglgser ,
Bemeerk: | y’ findes over lageret , og pa PC under veertgijslinie, tegn

-
_1 -
a) deSolve(y‘=—-_v,r,_v) » y=c3-e 10
10
i

_1 -
b) deSolve(}":E-)* and _1(0)21,!,'1*) » y=e 10

4

Eksempel 14.3. Eksponentiel veekst

Lad y(t) betegner starrelsen til tidspunktet t af en population (en befolkning, en bakteriekultur, antal
mus pa en @). Hvis der er maksimale livsbetingelser (tilstreekkelig naering, god plads, ingen
forurening fra affaldsstoffer osv. ) kan vi antage, at den hastighed populationen vokser med er
proportional med starrelsen af populationen .

Vi har dermed differentialligningeny'(t) =k -y

Dette er den samme differentialligning som i eksempel 14.2, sa vi har derfor, at den fuldsteendige
lgsning y = C-eX

For i den konkrete situation at kunne bestemme C og k ma man optzlle antallet af individer til
forskellige tider.

Til t = 0 dage talte man 25 individer og til t = 20 dage talte man 100 individer.

a) Bestem konstanterne C og k.

b) Hvor mange individer er der efter 100 dage.

¢) Angiv hvor lang tid det tager populationen at fordoble sig.

Lasning.

a) 5=C-e°=C=25 100=25-eX? o< eX? =4 = k-20=In4 < k = 00693

b) t=100 y =25.¢%989100 _ 75699

In2  In2  In2
Ina  In(e®%%) ~ 0.0693

c) Fordoblingskonstanten k (se evt. setning 8.4) er k= =10 dage.
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14.2 Linexr differentialligning af typen y’ (x)+a*y(x)=b

Eksempel 14.4. Legemes temperatur ved kaling

Der gelder fglgende fysisk lov: Andringen i et legemes temperatur er proportional med
temperaturforskellen mellem legemet og omgivelserne.

Er legemets temperatur til tiden t veere y(t) og omgivelsernes temperatur T fas derfor fglgende
differentialligning: y’'=k(y-T), t>0, hvorker en konstant.

a) Find den fuldstendige lasning til differentialligningen y’ =k(y-T), t>0

b) Et glas varm chokolade stér i et lokale , hvis temperatur er 20° C.
Chokoladens temperatur males til forskellige tidspunkter.

Tid ti min 0 2 4
Temperaturi °C | 85.0 |77.7 71.1

1) Bestem den lgsning, der er bestemt ved, at (t, y) = (0,85) og (t, y) = (2, 77.7)
2) Beregn temperaturen y for t = 4 , og vurder om den i spgrgsmal b1) fundne model er
tilfredsstillende.

3) Hvor varm er chokoladen efter 10 minutters forlgh?

4) Skitser grafen
Lasning:
a) y'=k(y-T)ey' -k-y=-k-T

Af setning 14.1 fasidet a=-k og b=—-k-T

y=—" "
b) Idet T=20fas, at y=20+C.eX*

bl) Indsattes (t,y) = (0,85) fas: 85=20+C < C =65

Indseettes (t, y) = (2, 77.7) fas

777 =20+65-X% < ek? = %‘;ZO & 2k =In0.8877 < k = —0.0596

+C-et o y=T+C.e"

Lesning: y = 20+ 65-¢20%%1

b2) Indsattes t = 4 fas: y = 20+ 65e 20°%4 = 7120 C

Det ses, at passe pent med den malte veerdi
b3) y= V=20+ 65e *%%10 = 5582° C

b4)

oy ¥

f1(x)=20+65- e_“'“f" *

Det ses (ikke overraskende), at temperaturen af chokoladen naermer sig stuetemperaturen
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14.

Differentialligninger af 1- orden

Eksempel 14.5. Elektrisk kredslgb 1.

Indledning: M/‘W\,_/

Vikenderalle Ohmslov: E = R-i , hvor E er spendingsfor-
skellen, R er en modstand og i er stramstyrken. Indsattes

der yderligere en spole i kredslagbet (se figuren) sa vil en g
sadan spole inducere en “modelekromotorisk kraft, der er
proportional med hvor hurtig stremstyrken eandrer sig.
Proportionalitetsfaktoren L kaldes selvinduktionskoefficien-

ten.

Man har derfor at stramstyrken i opfylder fglgende differentialligning:
L-i'(t)+R-i(t) = E(t)
Eksempel:
a) Lad L = 0.1 Henry, R =5 ohm og lad et 15 volt batteri give den elektromotoriske kraft. Lad
endvidere i(0) = 0.
1) Find den fuldstendige lgsning til differentialligningen.
2) Find i(t) i tilfeeldet i(0) = 0.
3) Skitser den i spgrgsmal 2 fundne lgsning
Lasning:

al)

a2)
al)

Differentialligning 01.i’ +5i =15
Ved division med 0.1 fas: i’ +50i =150
Af setning 14.1 fas idet a =150 og b =15

Fuldstendig lgsning: i = %+Ce‘50i <i=3+Ce™

Lesning gennem (t, i) = (0,0) : 0=3+C-e°=>C=-3 i(t)=3-3."
Havde man kun haft en modstand i kredslgbet ville stramstyrken jo ifglge Ohms lov veere
[ =%=1—55:3ampere.

Spolen danner en “modelektromotorisk” kraft, der kun varer, sa leenge stremstyrken vokser.
Dette stemmer med, at stremstyrken vokser meget hurtigt fra O til (naesten) 3 ampere.

f1(x)=3-3. e 20"
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14.3 Linexr differentialligning af typen y’ (x)+a*y(x)=q(x)

14.3 Lineeer differentialligning af typen y'(x)+a-y(x) = q(x) .

Vi vil i dette afsnit se pa det tilfelde, at hgjre side ikke er en konstant, men en funktionq(x) af x
,dvs.y'(x)+a-y(x) =q(x), hvor a =0 er en konstant.
Differentialligninger hvor hgjre side er konstant er altsa et specialtilfelde af denne type.

Satning 14.2 Lineeer differentialligning med konstante koefficienter
Den fuldsteendige Igsning til differentialligningen
y'(x)+a-y(x) =q(x), hvor a = 0 er en konstant

er givet ved
y(%) :e-anq(x)-eaXdHc-e-aX, 1)

hvor C er en vilkarlig (arbitreer) konstant

Beviset er analogt til beviset for seetning 14.1 og vil ikke blive anfart her.

Som det ses af setningen kraever lgsningen en integration. Det kan let foretages, men lettere er det
at benytte deSolve som kan lgse “alle” differentialligninger.

Som det ses af eksempel 14.7 giver deSolve ofte urimeligt komplicerede udtryk, som man er ngdt
til at reducere “ved handskrift”, da man ellers ikke kan overskue lgsningen.

Eksempel 14.6. Lineer differentialligning
Lad der veere givet differentialligningen y'+2y =¢e"

a) Find den fuldsteendige lgsning til differentialligningen.
b) Find den partikulere lgsning, der er bestemt ved, attil x=0ery =1,
Lasning:
Veelg differential- og integralregning, differentialligninglgser ,
Bemazerk: | y’ findes over lageret , og pa PC under veertgijslinie, tegn

3X

a) deSolve(y'+2-y:e _S.x,xy) »y=cl-e B JC*e_3.x

D) deSolvely-2-y-e > ¥ and y(0)-1,5p) » y-(2-e¥-1)-€ 3
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14. Differentialligninger af 1- orden

Eksempel 14.7. Elektrisk kredslgb 11 R

| eksempel 14.5 betragtede vi det pa figuren angivne RL-
kredslgb :

L(1)
Vi fandt, at i1 opfylder fglgende differentialligning:
L-i'(t)+R-i(t) = E(t)

Vi vil nu betragte det tilfeelde, hvor vi lader
den “patrykte” elektromotoriske kraft E veere en vekselspanding

E(t) = A-sin(w-t), hvor a):%

Lad L =20 Henry, R =100 ohm og A = 220 volt. Lad endvidere i(0) = 0.
a) Find den fuldsteendige lgsning til differentialligningen.
b) Find i(t) i tilfeeldet i(0) = 0.
c) Omskriv lgsningen til en svingning af formen i = Asin(wt + ¢) for t stor.
Lasning:
. o : -, . . (100

a) Differentialligningen bliver : 20-i"+100i = 220-sin Et

Ved division med 20 fas: i’ +5i = 11-sin(5t)
5L (11- €% - cos(5+1)-11- €7 - sin(5+1)-10- c4)

10

deSolve(i"+5+ i=11-sin(5+1) 1) » i=

Dette “skraekkelige” udtryk kan nemt reduceres

—e'5“-(11-e5“-cos(5-z)—11-e5"f-sin(5-z)—10-c4)) 11vcos(51) 11-sin(51) 4
expand v +
10 10 (e")5

10

. ) . —11(cos5t —sin5t) st
Fuldsteendig lgsning 1= 0 +C-e

b) Lesning gennem (t, i) = (0,0) :
-ll'e5.t'(\/E'e&t'cos(&z%g)—l)

10

deSolve(i+5+i=11-sin(5+£) and 1(0)=0.4,i) » i=

1142

. - T _
Kan let reduceres til:  i(t)=— 0 cos(5t+zj+1_1-e“3t

c) Som det ses, falder leddet 1.1-e ™" hurtigt mod 0, s& “output” hurtigt bliver det “stationare led”.

Resultat i(t) = - 112 cos(St + 1)
10 4
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14.4 Logistisk vekst
Da vekselspaendingen var en sinus - svingning (og man ikke lide en negativ amplitude), sa kan
man benytte, at —cosv = sin(v - %)

Lo 12 ( _1)
og derved f3, i(t) == =sin| 5t—-

dvs. en svingning med amplituden %
14.4. Logistisk veaekst

Lad y(t) betegner starrelsen til tidspunktet t af en population (en befolkning, en bakteriekultur, antal
mus pa en g). Hvis der er maksimale livsbetingelser (tilstreekkelig neaering, god plads, ingen
forurening fra affaldsstoffer osv. ) kan vi antage, at den hastighed populationen vokser med er
proportional med starrelsen af populationen (se eksempel 14.3).

Pa et tidspunkt vil tilveeksten imidlertid begynde at aftage pa grund af mangel pa plads, mangel pa
mad og en ophobning af affaldsstoffer. Hvis det starst mulige befolkningstal er a, sa er det rimeligt
at antage, at hastigheden tillige er proportional med afstanden til a, dvs.

y't)=k-y-(a-y), O<y<a

og faseforskudt % i forhold til “input”. L 2

Lasningskurverne kaldes for logistiske kurver og umiddelbart ud fra problemstillingen ma de fa
en S-form, hvor de i starten stiger eksponentielt, men til sidst langsomt naermer sig til linieny = a..

Seetning 14.3 (logistisk veekst)
Den logistiske differentialligning y’(t) =k -y-(a—y), 0<y<a har lgsningerne

a
y(t)=——— , hvor ceret tal.
1+c.ekat

Bevis

y't)=k-y-(a-y) < y'(t)=k (da0<y<a)

y-(a-vy)

g J Y'(t)dt =k-t+c da de to funktioner er ens er de to stamfunktioner ens panar en konstant
y(1)-(a— y(1)) P

1
= ITdy =Kk-t+C integration ved substitution idet vi kort skriver y for y(t) og dy= y'(t)dt
y-L-y
1 1 1 1 1(1 1 a
“aldy’ dy =k-t+c da ————=~|—+ ses ved at sette pa felles brakstreg

@j%dyq‘fydy:a-k-uc-a

< lIn(y)-In(a-y)=a-k-t+c-a idetj.%dy =1In(y) day>0og Ia—lydy =—In(a-y) day<a

< In(a-y)—In(y)=-a-k-t+d hvorca=digen er en konstant.

a —
PN |n[ yj =-a-k-k+d (felger af logaritmeregel for broker)

y
a— —ak:
3TV _gaktrd a0 _
y
a —ak: 1 a
& —-1=e akt-edclzmc Y = —— ;¢ Nvormeren konstant 2
y a l+e ‘e l1+m-e
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14. Differentialligninger af 1- orden

Eksempel 14.8. Logistisk vaekst

En population vokser logistisk .

For at bestemme funktionen ,opteelles nu antal individer til forskellige tider.
Til t = 0 dage talte man y = 25 individer
Til t = 20 dage talte man 100 individer
Til t = 80 dage talte man 295 individer

a) Find lgsningen til differentialligningen
y'(t)=k-y-(a-y), O<y<a
Da a er gvre grense for befolkningen ma a > 295

b) Skitser den i spgrgsmal a) fundne funktion, og find det antal individer man ma forvente for t =
100.

Lasning:

a) Af seetning 14.2 falger at funktion er y(t) = I 2 i
+Cc-e

2) Det simpleste ville vere at lade TI-inspire lgse 3 ligninger med 3 ubekendte, men den giver op,
sa vi ma benytte indsattelsesmetoden.
Indseettes y= 25 og t = 0 og lgses m.h.t. ¢ fas

25=-2 clic=2ec=21
l+c 25 25
Indseetter c i resultatet fas y= I 1)

1+(a—1jeak‘
25

t =20, y =100 indseettes i (1) og der lgses m.h.t. k:

1n(4- (a—25) )

a—100
Jel|2=20 and y=100 and ¢>295 » kI=———  and a>295

1+(i1)-e'“‘7f“ 20-a
25

a

solve|y=

t =80, y = 295 og verdien af k indsattes i (1) og ligningen lgses med hensyn til a

o)

a—100

,al||t=80 and y=295 and I=———  * q=298.49¢

solve[y=
a e T 20-a
1+(——1)-e a k-t

25

Resultat a = 298.498

Resultatet sattes ind i veerdien for k:

4+ (a—25)
In[ ———
a—-100 |
g |a=298.498 » 0.000286 Resultatw
. . a—25 a —
aindsattesi C= e ——1]a=298.498 * 10.9399 Resultat C = 10.9399
25

298.498- 2.86e4 » 0.08537
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= 298.498
1+10.9399.¢ 0085371

b)

14.5 Numerisk leosning

graf fi

208.

.86

1+10.9-e

-0.085- x

¥
102,14

Indsaettes de fundne verdier i funktionsudtrykket , og sattes t = 100 fas

298.498
-0.08537- 100

» 297.859
[+10.9399-e

y = 297.859

14.5 Numerisk lgsning

Det er ofte umuligt at angive eksakte udtryk for lgsningen y(x). Imidlertid kender man jo i ethvert
punkt (t, y) differentialkvotienten, og det kan man udnytte til gennem et stort antal punkter at tegne
et kort liniestykke med den kendte haldning (kaldes linieelementet i punktet). Dette vil s give os

et indtryk af lgsningskurvernes udseende.

TI-inspire har indbygget to metoder,
“Eulers metode” som er den der er nem-
mest at forsta, og beregne, men ikke serlig
ngjagtig, og “Runge Kutta’s metode” som
er besveerlig at forsta og beregne, men mere
ngjagtig.

Eulers metode bygger pa, at man ud fra
begyndelsespunktet (x,,y,) beregnes det

naeste punkt (x,,y,) ved at fglge tangenten
i P,. Ud fra punktet(x,,y,) beregnes det
naeste punkt (x,,y,) ved at falge tangenten
i P,., osv. (sefigur14.1)

A'

Fig 14.1. Eulers metode
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14. Differentialligninger af 1- orden

Eksempel 14.9. Numerisk lgsning af differentialligning

Lad der veere givet differentialligningen 3—{ =y+t,

Benyt Runge-Kutta program til at tegne lgsningen, for hvilken det gaelder y(0) =1, t €[0;2]
Lasning:
Velg Grafer, Grafindtastninger/rediger, differentialligninger, indset pa tegningen startpunkt (0,1)

og under rediger gverst til hgjre “Runge Kutta”
Man far en kurve tegnet
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Opgaver til kapitel 14

Opgaver til kapitel 14

14.1.

14.2

143

(uden hjalpemidler)

dy
dx
Om en lgsning y(x) til differentialligningen oplyses, at den gar gennem punktet P= (1, 2)
a) Bestem en ligning for tangenten til grafen til y(x) i punktet P

b) Angiv monotoniforholdene for y(x).

Lad der veere givet differentialligningen 3x2(y+1). y>-1

(uden hjalpemidler)

2
Lad der veere givet differentialligningen j—i = y_2 x>0
X

Om en lgsning y(x) til differentialligningen oplyses, at den gar gennem punktet P= (1, <)

a) Bestem en ligning for tangenten til grafen til y(x) i punktet P
b) Angiv monotoniforholdene for y(x).

(uden hjelpemidler)
Undersgg om funktionen y = 2x+1 er Igsning til differentialligningen y’'+4y =8x+6

14.4 (uden hjeelpemidler)
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14.6

14.7

14.8

Lad der veere givet differentialligningen j—i =2x-(y-1?, y<1
a) Angiv monotoniforholdene for lgsningerne til differentialligningen.
b) Bestem en ligning for tangenten til y(x) i punktet (1,0)

(uden hjeelpemidler)

Undersag om funktionen y(x) = x? +g er lgsning til differentialligningen
X

xd—y+y(x):3x2, x>0.
dx

a) Find den fuldsteendige lgsning til differentialligningen
y'+4y =8

b) Find og skitser de to lgsningskurver, der gar gennem henholdsvis punktet (x, y)=(1,2) og
punktet (x, y) = (0,3).

a) Find den fuldsteendige lgsning til differentialligningen
y' +2y=2x%+5
b) Find og skitser den lgsningskurve, der gar gennem punktet (x, y)=(0,3)

a) Find den fuldsteendige lgsning til differentialligningen
2y’ +3y =
b) Find den partikulere lgsning, der gar gennem punktet (x, y)=(0,2)
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14. Differentialligninger af 1- orden

14.9 Lad y(t) veere antallet af individer bakterier i en bakteriekultur til tiden t [dage]

1) Som arbejdshypotese har man at individantallet ages med en hastighed , der er proportional
med det gjeblikkelige antal af individer y(t) (maltitusinder). Lad proportionalitetsfaktoren

veere k.
a) Opstil en differentialligning til bestemmelse af y(t).

b) Find y(t) i det tilfeelde, hvor k = 1.5 og antallet af individer til tiden t = 0 er 100.
2) Da de malte tal ikke stemmer overens med de beregnede, opstiller man nu den hypotese,
at pa grund af mangel pa naring, bliver faktoren k erstattet af stgrrelsen b—a-y, hvor

konstanterne a og b er positive.
a) Opstil en differentialligning til bestemmelse af y(t) .

b) Find y(t) i det tilflde, hvora=2-10"* ogb =3.4 og antallet af individer til tiden t =
0 er 100.
c) Skitser ovennavnte lgsningskurve.

14.10 Man har gennem lengere tid undersggt leengden L (i cm) af en bestemt type haletudser.
Man fandt, at i middel opfylder leengden L som funktion af tiden (i dggn) differentialligningen

L'(t) = k- L(t)-(M - L(t)),

hvor k er en konstant og M er den gvre greense for leengden af en haletudse.

Det antages, at en haletudse hgjst kan have lengden 12 cm, og at den til tiden t = 0 har en
middellzengde pa 0.5 cm.

Efter 10 degn finder man, at haletudserne i middel har leengden 10 cm.

a) Find pa den baggrund konstanten k.

b) Beregn haletudsens lengde efter 15 dagn.

¢) Find det tidspunkt hvor haletudserne vokser hurtigst.

14.11  Eksperimenter viser, at den hastighed hvormed et varmt stykke metal afkgles i en luftstrom
er tilneermelsesvis proportional med T - T, , hvor T er legemets temperatur og T, er
luftens temperatur .
Lad temperaturen T, i luftstrammen konstant vare 30° C.
Metallets temperatur er 100° C til tiden t = 0 og 70° C til tiden t = 3 min.
Hvornar er legemets temperatur blevet 40° C.

14.12 En cylindrisk beholder med radius r er fyldt med en vaske, der star i en hgjde pa 4 m.
Til tidspunktet t = O timer abnes en ventil i bunden af cylinderen, hvorved vasken lgber ud.

Det vides, at der stremmer c¢-+/h m¥/time ud , hvor ¢ er en konstant.

a) ldet der geelder, at den hastighed hvormed rumfanget i beholderen formindskes er - c-vh,
skal man opstille en differentialligning for den hastighed, hvormed hgjden h &ndrer sig.

b) Det oplyses nu, at ovennavnte differentialligning kan skrives% =—k+/h hvorker en

positiv konstant.

Efter 1 timer’s forlgb er veeskehgjden faldet til 1 m.

Find ved lgsning af differentialligningen, hgjden h som funktion af t.
¢) Hvornar er beholderen tom?
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Opgaver til kapitel 14

14.13 En tragt som vist pa figuren indeholder vaeske.
| starten er vaeskehgjden i tragten h =4 m..
Til tidspunktet t = 0 timer dbnes en ventil i bunden af tragten,
hvorved vaesken lgber ud.

Det vides, at der strgammer C-Jﬁ m®/time ud , hvor c er en
konstant.

a) Rumfanget af en kegle med hgjde h og radius i grundfladen r er V = %72’- ré.h
Idet abningsvinklen i tragten er 2v , skal man udtrykke rumfanget ved h og vinklen v
b) Idet der geelder, at den hastighed hvormed rumfanget i beholderen formindskes er - c-vh
,Skal man opstille en differentialligning for den hastighed, hvormed hgjden h @&ndrer sig.
c) Det oplyses nu, at ovennavnte differentialligning kan skrives% =-k- h_% Jhvor k eren

positiv konstant.

Efter 1 timer’s forlgb er vaeskehgjden faldet til 1 m.

Find ved lgsning af differentialligningen, hgjden h som funktion af t.
d) Hvornar er beholderen tom?

Repetition (se evt. forord)
2013 24 maj nr 13, 16, 29 maj nr 15, 14 august nr 6, 13, 4 december nr 10

145



15 Rumgeometri

15. Rumgeometri

15.1 Vektorer i rummet.
Vi vil i dette kapitel antage at repraesentanterne for vektorerne er “pile” der er beliggende i “det
tredimensionale” rum. Et eksempel herpd kunne veere hastighedsvektoren for en partikel i

rummet.
Definitionerne i afsnit 5.1 (af l&engde, enhedsvektor osv.) og regnereglerne i afsnit 5.2 (addition,

subtraktion, multiplikation med tal) gaelder ogsa for disse vektorer.

Eksempel 15.1. Parallelepipedum
Ved et parallelepipedum ABCD-EFGH forstas et legeme begranset af parallelogrammer (se figur

15.1)
Idetd = KB, b= AD og C= KE skal man udtrykke diagonalvektorerne AG, BH, ECog

FDved a,b og c.

Lasning:
Af indskudssetningen fas

AG= AB+BC+CG=d+b+¢
b

G

c
- - - -
b

>
FD=FE+EA+ AD=-a-c+

Fig. 15.1. Parallelepipedum
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15.2 Koordinatsystem i rummet

15.2. Koordinatsystem i rummet.

Lad a,b og c vare 3 egentlige vektorer i rummet, som er tegnet med C
begyndelsespunkt i samme punkt, og som ikke ligger i samme plan. i

De tre vektorer a,b og c navnt i denne raekkefglge siges at vere i
hgjrestilling, hvis falgende regel geelder:

Omslutter man vektorenc med hgjre hand (se figur 15.2) og lader
fingrene fglge rundt samme vej som den mindste drejning, der fﬂrer

aoveri b, vil tommelfingeren pege i ¢ ‘s retning.

Fig.15.2.Hgjrestilling

Et (seedvanligt) retvinklet koordinatsystem i rummet er givet ved et begyndelsespunkt O , og 3
enhedsvektorer (kaldet basisvektorer) som to og to star vinkelrette pa hinanden. Basisvektorerne

benaevnes sedvanligvis i, J og K og er i denne reekkefglge placeret i hgjrestilling.
De tre orienterede linier der gar gennem O og har i, jog k som retningsvektorer kaldes

koordinatsystemets akser, og benavnes henholdsvis x, y og z - aksen. (eller (1), (2) og (3) -
aksen).
A-

T t--

Fig. 15.3. Koordinatsystem

Punktet P projiceres ned i xy - planen i punktet Q. I xy - planen projiceres Q ind pa x - aksen i R
og pay - aksen i punktet S. Desuden projiceres P ind pa z - aksen i punktet T. (jeevnfar figur

— - -

15.3). Indskudsreglen for vektorer giver JP =00Q+QP =0R+ F?Q+ 6P =6R+ 58+ O_)T
Da OR, 05 0g OT er parallelle med henholdsvis i, j og k fas

- - - -

OP = OR+0S+OT = Xi + yj + K -

X
Man siger, at P har koordinaterne (x, y, z) og vektoren oP- {y} :
z
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15 Rumgeometri

Regning med vektorernes koordinater foregar pa samme made som det blev vist i det plane
tilfeelde (i afsnit 5.3). Der geelder saledes

b, —a,

5
Hvis A= (a,,a,,a,) og B=(b,,b,,b,),sder AB=|Db, -2, 0ga| = y/a? +a2 +a?
bs — a3

Tetraeder

Ved et tetraeder forstas et legeme begranset af fire
trekanter (jeevnfar figur 15.4).

Ligesom en trekant er en grundleggende figur i
plangeometrien er et tetraeder en grundleggende
figur i rumgeometrien.

s
X

Man kan vise, at rumfanget V af et tetraeder er
:%-G-h, hvor G er grundfladens areal og h er

hgjden.

B
Fig. 15.4. Tetraeder

Eksempel 15.2. Tetraeder.

| tetraederet ABCD er A =(0,1,0), B=(0,4,0) og C = (2,2,0).
Idet M er midtpunktet af BC, er D bestemt ved, at D har positive koordinater, at DM star
vinkelret pd xy - planen, og |[DM| =3
Skitser tetraederet, og find D’s koordinater. }:
Lasning:
Tetraederet er skitseret pa figur 15.5. Idet
2 0-2 1
- - - 1
OM=OC+ECB= 2 +§ 4-2|=|3
0 0-0 0

D

fas D = (1,3.3)

Fig. 15.5. Skitse af tetraeder
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15.3 Skalarprodukt

15.3 Skalarprodukt.
Skalarprodukt defineres pa ganske samme made som i planen.
Definition af skalarprodukt:

a b,
Hvis @=|a, | og b = b, | er to vektorer i rummet, defineres skalarproduktet a-b ved
as by
a‘BZalbl +a2b2 +a3b3 ‘

For skalarproduktet geelder derfor regler, der er ganske mage til de tilsvarende i planen.
Vi vil derfor ikke gentage dem her, men henvise til afsnit 3.4, 3.6 og det falgende eksempel.

Eksempel 15.3 Anvendelse af skalarprodukt
Givet punkterne A= (1,2,-3), B=(2,-2, 3) og C = (3,4,5).

- -
1) Find skalarproduktet AB- AC

- -
2) Find vinklen mellem AB og AC.

Lasning:
2-1 1 3-1 2
AB=|-2-2 |=|-4| AC=[4-2 |=|2]|.
3-(-3)) \6 5-(-3)) \8

- -
1) AB-AC=1.2-4.2+8-6=42
2) Vinklen mellem 2 vektorer findes af formlen i s&tning 3.5.

AB- AC 42 7

COSV = = = =0.6799 =470
IR N . v=47"16
‘ AB‘, A V5372 <106 e e
Tl-nspire ___1 N 1 _ 2 N 2
ab:= ) 4 ac:=|, 5
6] |6 8] |8
1) dotP(ab,ac) > 42
2) Idet COSV = | | ; =€, €, hvor €, 09 €, er enhedsvektorer fas
al-o

| cos*(dotP(unitV(ab),unitV(ac))) » 47.16
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15 Rumgeometri

15.4. Linier i rummet.
Lad | veere en ret linie i rummet, som gar gennem et fast punkt P, og er parallel med en egentlig

vektor 1. For vilkérlige punkter P p& linien | og kun for disse punkter vil der da galde:

- —
P,P=t1, hvorter et reelt tal. For hver veerdi af t (kaldet parameteren) svarer der ét punkt pa
linien og omvendt.

_ ) ., - - - - -
Af indskudssetningen fas Qp = OPy+ PyP < OP =OPy+1t - |
OP =0P,+t -1, kaldes en parameterfremstilling for linien |, med parameteren t (som er
et reelt tal).

I Kkaldes liniens retningsvektor.

\ P=(x000.2,)

[
¢ r P=(x.v,2)

— v

Fig.15.6. Ret linie |

a
Lad vektoren I =| b | 0g Py=(Xy, Yo.Zo)- (j@vnfer figur 15.6)
c
X X, a
En parameterfremstillingen for | i koordinater bliverda | y|=| y, |+t b|, t reelt tal
z Z, c

En linie har mange parameterfremstillinger, da man dels jo kan veelge forskellige faste punkter
pa |, dels vil alle vektorer proportionale med I kunne benyttes som retningsvektorer.
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15.4 Linier i rummet

Eksempel 15.4. Linies parameterfremstilling.
1) Find en parameterfremstilling for linien | gennem punkterne A=(3, 1, 4) og B = (2, 1, -3).
2) Angiv en parameterfremstilling for liniestykket AB

Lasning:
2-3 -1
1) Da KB ={1-1 |=|0 |og et punkt pa linien er A er en parameterfremstilling for I:
-3-4 -7
X 3 -1
yl={1[+t0 |, teR
z 4 -7
2) Da t = 0 svarer til punktet A og t = 1 svarer til punktet B, har liniestykket AB
X 3 -1
parameterfremstillingen | y[=|1[+t/0 |, t€[0,]] L 2
z 4 -7

Man kan opfatte parameterfremstillingen for | som en beskrivelse af en jeevn retlinet bevaegelse

x'(t) a
i rummet, hvor t angivet tiden. Bevagelsens hastighedsvektor er| y'(t) | =| b |.
z'(t) c
Eksempel 15.5. Retlinet bevaegelse.
X 0 4
Lad|y|=|1|+t]| 2| beskriveetlegemeL’s retlinede beveegelse i rummet, hvor tangiver tiden
z 0 4

og hastigheden males i m/s.

a) Find vejlengden (i m) som legemet gennemlgber i 3 sekunder.
b) Find den tid det tager for L at gennemlgbe en streekning pa 90 m.
Lasning:

a) Fartener v42 +22 +4% =36 =6m/s |3 sekunder gennemlgbes 18 m.

b) 90 m gennemlgbes pa g_é) =15s
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15 Rumgeometri

Skeering mellem rette linier

I rummet vil to rette linier som ikke er parallelle ikke ngdvendigvis skeere hinanden. Eksempelvis
vil to linier, der indeholder to modstaende sider i et tetraeder ikke skeere hinanden.

Linier, der ikke er parallelle og ikke skerer hinanden kaldes vindskave.

Eksempel 15.6. Skaering mellem linier

X 1 -2 X 5 1
Lad der veere givet linierne l: | y|=[3|+t|6 |ogm:|y|=|4|+5| 2
z 4 -5 z 2 -1

Vis, at linierne | og m er vindskave.

Lasning:
-2 1
Retningsvektorerne =6 og m=|2 |erikke parallelle (ikke proportionale)
-5 -1
Et eventuelt skeringspunkt mellem | og m ma ligge pa begge linier, dvs. at der ma kunne findes
veerdier af s og t sa

X 1 -2\ (5 1 1-2t=5+s S+2t=-4 [s=-4-2t (D)

y|=|3|+t|6 |=|4|+9 2 |eller {3+6t=4+25<:6t-25=1<<2s=6t-1 (2)

z 4 -5 2 -1 4-5t=2-5 s—bt=-2 s=-2+5t (3)
7

Indseettes ligning (1) i ligning (2) fas2(-4-2t)=6t- 1< 10t=-7T<t= 1

Indsaettes t = —li ligning (1) fas s=-4- 2(—ij = s:—E
10 10) 10

. o . 26 ( 7) 26 15
A N -~ _e2
Indseettes disse verdier i ligning (3) fas o 5)° 0" 10

Da der ikke findes parameterveerdier der tilfredsstiller alle tre ligninger skeerer de to linier ikke

hinanden. Linierne er vindskave.
Tl -inspire

solve(1—2- =5+x and 3+6- t=4+2- x and 4-5- =2, {t,x }) » false
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15.4 Linier i rummet

Vinkel mellem linier
Ved vinklen mellem to linier forstas den spidse vinkel mellem liniernes retningsvektorer.

Lad liniernes retningsvektorer veere | og m

I-m
| afsnit 5.6 fandt vi, at den spidse vinkel v er cosv = ‘“ |‘
I|m
Eksempel 15.7. Vinkel mellem linier
X 3 2 X 5 -2
Lad der veere givet liniernel: | y|=|5|+t| 3|ogm:|y|=|-8|+5 5
z 2 5 z -9 3

a) Vis, at linierne skeerer hinanden, og find koordinaterne til skaringspunktet S.

b) Find vinklen mellem | og m.

Lasning:

a) Et eventuelt skaringspunkt mellem | og m ma ligge pa begge linier, dvs. at der ma kunne
findes veerdier af s og t sa

X\ (3) (2) .. ) 342t=5-2s  [2s+2t=2  [s=1-t (1)
yl=|5|+t3]|= [B]H[S }eller 5+3t=-8+55 <3t -55=-13< 13t =5-13 (2)
z) \2) 5) = 3 245(=-9+35 |5t-3s=-11 |5t=3s5-11 (3)

Indsettes ligning (1) i ligning (2) fas3t =5(1-t)-13< 8t=-8<t=-1
Indseettes t = —1i ligning (1) fas—3=5s-13 < s=2

Indseettes disse verdier i ligning (3) fds 5(-1)=3-2-11«< -5=-5

De to linier skeerer hinanden i det til t = -1 svarende punkt S = (1, 2, -3)

Som kontrol kan vi se, at indsattes s = 2 fas samme punkt.
b) Lad en vinkel mellem | og m veere v. Vi har da

2\ (-
o,
rm _ 5 \3 ~4+15+15 26

COSV = - _ _26 _ .
i varorasvarzeo (s s L=

TIl-inspire

a) __solve(3+2- =52 x and 5+3- =-8+5-x and 2+5- ="9+3- x, { tx }) » =1 and x=2

m _ ~ 2
b) Idet cosv :m: € -y, hvor € og €, er enhedsvektorer fas
-|m
2 -2
cos”'[dotP|unitV 3 ,unitV 5 » 46.83
5 3
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15 Rumgeometri

15.5 Vektorprodukt.
Ved mange anvendelser har man brug for en anden form for produkt af to vektorer, hvor
resultatet er en vektor (og ikke et tal). Dette produkt kaldes vektorproduktet (eller kryds-

produktet ) af de to vektorer & ogb og skrives & x b . Man siger kort “a kryds b”.

Definition af vektorprodukt.

Lad a ogb vere to egentlige, ikke-parallelle vektorer.

3 x b er da en vektor,

1) hvis retning er bestemt ved, at & x b star vinkelret p& bade a ogb ,0g9 a ,b 0g & x b i denne
reekkefalge er i hgjrestilling,

2) hvis leengde er arealet af det parallelogram, der udspandes af & ogb

dvs. ‘5 X 5‘ = |5”5‘Sinvhvor v er vinklen mellem a ogb (0<v< 7). X3

Q;
X
(=]

Eksempel 15.8. Rotation.
Lad der veere givet et stift legeme L, som roterer om en akse | med vinkelhastigheden @ . Fra et vilkarligt punkt O

pa | afsattes en vektor @ , hvis leengde er lig vinkelhastigheden, og hvis retning er fastlagt saledes, at den sammen
med drejningen om | bestemmer en “hgjreskruning” (se figur 15.7).
Til et givet tidspunkt har hver partikel P i legemet L en hastighed, der teenkes afsat som en vektor V ud fra punktet

P. Det er Klart, at ‘vp‘ = w-d , hvor d er afstanden fra P til aksen | (se figur 15.7). Idet d er hgjden i det af @ og

F= 6p udspaendte parallelogram, har dette parallelogram arealet @ -d , og dermed er |\7P| = |a‘) X F| .Da Vp ogsa
er ensrettet med @ x , er hermed vist v, =& x F .

S
]

/
Fig 15.7 Rotation
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Eksempel 15.9. Momentvektor

Lad k vare en kraft, der har angrebspunkt i punktet P.
Kraftens momentvektorm om et punkt Q defineres
ved

Regneregler for vektorproduktet.

15.5 Vektorprodukt

Fig. 15.8. Momentvektor

Lad &, b og ¢ veere vektorer i rummet og t et reelt tal. Da geelder

1) axb=-bxa

Den kommutative lov geelder ikke.

2) (axb)xc=ax(bxc) Denassociative lov gelder ikke.

3)ax(b+C)=dxb+axc Den distributive lov gelder.

4)t(a xb)=(td) xb
Bevis:
(1) felger umiddelbart af definitionen.

Den distributive lov geelder.

(4) folger ogsa af definitionen, ved at gennempragve de forskellige mulighedert>0,t=0, t<0.
(2) geelder ikke for alle vektorer, thi hvis T , ] og K er basisvektorer i et koordinatsystem, er (i x i) x j =0 mens

Tx(rx i):fx E:—i.
(3) har et noget vanskeligere bevis:

~ a
Er a = 0 geelder (3) umiddelbart. Er a en egentlig vektor og er € = — er det tilstraekkeligt at vise

Ex(b+C)=Exb+8Ex¢C
da vi blot har divideret alle led i (3) med [ .

Lad nu « veere en plan vinkelret pA & , og V en vilkarlig

vektor (jeevnfar figur 15.9)

Lad endvidere v, veere projektionen veere projektionen af

Vpa a.
Vi vil sa farst vise, at € x V=86 x v,

4

()

Er Vv nulvektoren, eller v parallel med € er begge
produkter lig 0

I alle andre tilfelde vil det af € og WV udspandte
parallelogram have samme areal som det af € og
vV, udspeendte rektangel. De to vektorer har altsi samme

Fig 15.9. Tvervektor i plan

leengde, og som figur 15.9 viser, har de ogsa samme retning. Da |é xV, | =| v, | er € x v, simpelthen v, ‘s

tveervektor \7a i planen « . Vi har falgelig
Anvendes dette pa ligning (5) fas

ExV=ExV, =V,

Ex(b+C)=Exb+ExC<eEx(b+C), =6xb, +ExC, & (b+c), =b, +¢

Den sidste ligning er sand ifglge regning med tvaervektorer.
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15 Rumgeometri

Reglerne (3) og (4) sikrer, at vi kan multiplicere to flerleddede stgrrelser pa saedvanlig vis.
Reglerne (1) og (2) viser, at man ikke ma “ombytte” faktorer, og ikke have “gange” parenteser.

Eksempel 15.10. Regneregler.
Beregn (a+2b - ¢) x (a-b).
Lasning:

(@+2b-C)x(@-h)=axa+2(b xa)-cxa—-axh-2bxb+cxb=30bxa)-cxa+cxh
4
Seetning 15.1. Vektorprodukts koordinater.
a, b,
a, by
ap b, & b, ab
Lad a=|a,|ogb=|b,|. Dagelder @xb=|a,|x|b,|= a3b3
dj b3 as; b3 ai bi
a, b,

En huskeregel er, at

- a, b,
1. koordinaten i & x b er determinanten man far, hvis man ser bort fra 1. reekke i [aZJ x [sz :
as b,

2. koordinaten er med modsat fortegn den determinant man far hvis man ser bort fra anden raekke
og 3. koordinaten er den determinant man far, hvis man ser bort fra 3. reekke.

Bevis: Idet d = alf +a, i + a3lz ogb = byi +b, ]+ b3IZ , fas ved benyttelse af regnereglerne (1), (3) og (4) samt

relationerne i xi =jx j=k xk =0, at

axb=(aj +a,] +asKk) x (b,i +b,] +byk) = (a,b, —ab,)i + (azh, —a;b;) ] + (a,b, —a,b, )k
4

Eksempel 15.11. Vektorprodukt.

Lad A=(2,3,-1),B=(-1,4,4)0gC=(1,2,3).

- -
a) Beregn vektorproduktet AB x AC
b) Find arealet af A ABC.

Lasning:
-3 -1 -3) (-1} (9
a) lIdetAB=|1 | og AC=|-1|er ABxAC=|1 |x|-1|=|7
5 4 5 4 4
b) Trekant ABC’s areal er T =§‘ B x AC‘_ V92 + 7% + 42 =?/146

"2
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15.5 Vektorprodukt

Ti-Nspire
a)
1 9119 \’146
E' dotP 71| 7 " 5
4] 4]
) 3] [-1]) [
crossP RiEl R
5/14] 4

Eksempel 15.12. Kreefter.
Lad der vaere givet et stativ af steenger af form som et tetraeder. Hjgrnespidserne A, B og C tenkes bundet til et

vandret plan, hvori de kan forskydes gnidningsfrit (se figur 15.10)
Stativet har sadanne dimensioner, at valges denne plan som xy - plan og punktet A som begyndelsespunkt i et
retvinklet koordinatsystem, far hjgrnespidserne koordinaterne
A=(0,0,0), B=(4,0,0),C=(0,50)0gD=(1,6,3) (sefigur4.11).
0

Idet vi teenker os punktet D belastet og dermed pavirket af en lodret kraft k=|0 |, k>0.
-k
skal vi finde de reaktionskreefter K 5, Kg 0g K . der virker i understetningspunkterne A, B og C, saledes at stativet

er i ligevaegt..

v

Fig. 15.10. Kran Fig. 15.11. Idealiseret kran
Lasning:
Da der ingen gnidning er, ma reaktionskrefterne veere lodrette.
0 0 0
Seettes IZA =0}, IZB =|0| og IZC =| 0| fas ifalge statikken, at ligevaegten kraever
a b c
Kpy+kg+ke+k=0 (kreefternes sum er nul)

1

AB x Ky + AC x K. + ADx K =0 (moment om Aer nul)
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0
0
a
0
0
b

{

{

0
0

L)
B

20

Eksempel 15.13.Normalvektor.
Find koordinaterne til en enhedsvektor & , som er vinkelret(ortogonal) pa begge vektorer

-2 1
da=|1 | og b=|-2
2 2
hgjresystem.
Lasning:
1 2
-22
6 2
Vitar axb=|[> 2| =|6| =32
X = = =
i har 9 1
3 1
-2 1
1-2

-2
TI-inspire: Unil\'(crnssp(|: 1 H:
2

)

1
-2
2

0
0
0

r 1
W= Wl W
L ]

a+b+

-fi

og rettet saledes, at
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c-k=0

s

a, b og

6k
-k
0

e

i

o

(=)

a:—jlk
20

b= 1k
4

c= Ek
5

i denne raekkefglge danner et

2
32
. 2
axb B 1 __1 5
é><5‘ 9 3 1
¢



15.6 Planer i rummet

15.6. Planer i rummet.
Lad P, veere et givet punkt og i en given egentlig vektor.
Ved en plan o gennem P, med vektoren ii som normalvektor forstas maengden af punktet P for

%
hvilken vektoren P, P stdr vinkelret pa vektoren fi (se figur 15.12).

|

O 1 ‘
X
Fig 15.12. Plan
a
Lad punktet Py=(Xo, Yo, Zo) 0g 1 =| b | (jeevnfer figur 15.12).
c
R X—Xp) (@
Dagelder P,P-i=0<|y-Y,|-|b|=0ca(x—xy)+b(y—-yo)+c(z—2,) =0 1)
z2-25) \C

Ligningen (1) kaldes planens ligning. Vektoren n kaldes planens normalvektor
Enhver plan kan altsa fremstilles ved en ligning af forste grad ax+by+cz+d =0,

Omvendt vil enhver ligningax +by+cz+d =0 hvor (a,b,c) = (0,0,0) fremstille en plan med
a

vektoren fi =| b | som normalvektor.
c

Eksempel 15.15. Ligning for plan.
Find ligningen for planen gennem punkterne A= (1, 2,1), B=(0, -1, 2) og C = (-1, -2, 2).
Lasning:

-1) (- 1
- -
En normalvektor til planen er i = AB x AC = {— 3] x{—4} = (—1}

1 1
Planens ligning erda: 1(x-1)-1(y-2)-2(z-1)=0< x-y-2z+3=0 2
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15 Rumgeometri

Vinkel mellem to planer.
Ved vinklen mellem to planer forstas vinklen mellem deres normalvektorer. Denne vinkel kan
enten veere spids eller stump. Er intet andet naevnt vil man saedvanligvis mene den spidse vinkel.

w. (se figur 15.13)

Denne spidse vinkel v kan beregnes af cosv =
A ””ﬂ‘

Fig 15.13. Vinkel mellem planer

I enrumlig figur eksempelvis et tetraeder kan man gnske at finde den indvendige vinkel i figuren,
og denne kan jo godt veere stump.

D

B
Fig. 15.14. Tetraeder

@nsker man eksempelvis i tetraederet ABCD (se figur 15.14) at bestemme den indvendige vinkel
mellem planerne ABD og BCD, sa skal man valge normalvektorerne saledes at den ene
normalvektor peger indad i figuren og den anden udad figuren.

> o

Ngcp = BDx BC peger her ind i figuren

- -

Nagp = BDx BA peger ud af figuren

Den indvendige vinkel i tetraederet er sa v = cosl(
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15.6 Planer i rummet

Eksempel 15.15. Vinkel mellem planer.

Lad hjarnerne i et tetraeder ABCD have koordinaterne
A=(1,21), B=(0,-1,2),C=(-1,-2,2)ogD=(2,3,5)

Find den indvendige vinkel i tetraederet ved kanten AB

Lasning:
- - 1
Ifalge eksempel 15.14 har planen ABC normalvektoren A, = AB x AC=| -1
-2
R . -1) (-1 -13
Planen ABD har normalvektoren f, = ABx AD=|-3|x|1 |=]|3
1 4 -4
cosvorifo 137348  _ 4om5 v =10356°
[fig|fiy|  V1+1+44169+1+4 —
TI-nspire:
ab _ _
1) Idet cosv = |f‘| ‘6‘ =€, '€, hvor €, 0g €, er enhedsvektorer fas
a .
1 -13 ¢
cos™[dotP[unitV q ,unitV 3 » 103.561

2 -4

Afstand mellem punkt og plan «
Ved afstanden mellem et punkt og en plan forstas afstanden |PP,Z| , hvor P_er P’s projektion

pa planen « (se figur 15.15)

X
Fig. 15.15 . Afstand d mellem P og plan

Afstanden findes lettest ved benyttelse af setning 15.2.
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Satning 15.2. Afstandsformel.
Punktet P, = (X,, Yo, Z,) ‘S afstand fra planen med ligningen ax+by+cz+d =0 er

_ |axg +by, +cz, +d|

dist(P,, @) =
’ “Ja? +b? +¢?

Beviset er ganske analogt med det tilsvarende bevis i planen for afstand mellem punkt og linie, og vil derfor ikke

blive gentaget her.

Eksempel 15.16. Afstandsformel

Lad der veere givet et punkt P = (1,0, 2) ogen plana: 2x+2y+2z-13=0 .
Find punktet P’s afstand til « .

Lasning:

_ 2-142.041.2-13 9
dist(P,, ) = =—==3

22 427 417 9

Skeering mellem linie og plan.

Pa figur 15.16 er tegnet en linie | som skaerer
planen « i punktet S.

Da punktet S ligger bade i planen « og pa
linien I ma dens koordinater tilfredsstille bade
liniens parameterfremstilling og planens
ligning.

Fremgangsmaden fremgar af det fglgende
eksempel 15.17. o =y

Fig. 15.16 . Skaering mellem linie og plan
Eksempel 15.17. Skeering linie - plan.

X 0 2

Lad der veere giveten liniel: | y|=|2|+t|1| ogenplan a: 2x+2y+z-11=0
z 0 1

Find skaeringspunktet S mellem linien og planen.

Lasning:
X 0 2 X =2t
Parameterfremstillingen |y|=|2|+t|1l| < Jy=2+t
z 0 1 z=t
indseettes i ligningen 2x+2y+z-11=0
20+2t) +2(2+t)+t-11=0<=1t=1
Indseettes t= 1 i parameterfremstillingen fas skaeringspunktet. S= (2, 3, 1)
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15.6 Planer i rummet

Vinkel mellem linie | og plan « .
Projektionen af I pd  er den linie 1 som fremkommer ved at alle punkter pa | projiceres ned pa
planen « .

Vinklen mellem en linie og plan er vinklen mellem linien og dens projektion pa planen (se figur
15.17).

‘:
/\ fi o
e
N
N S
J
3
O T =)

\

Fig. 15.17 . Vinkel mellem linie og plan

Vinklen v mellem en linie | med retningsvektor I og en plan & med normalvektor i beregnes

lettest ved, at man farst beregner den spidse vinkel u mellem retningsvektoren for linien og
planens normalvektor. Derefter er v = 90° - u (se figur 15.17)

I

—

Da cos(u) = sin(90—u) =sinv fas sinv =

=]

Eksempel 15.18. Vinkel mellem linie og plan.

X 0 2
Lad der veere giveten liniel: | y|=|2|+t|1| ogenplan a: 2x+2y+z-11=0
z 0 1
Find vinklen v mellem linien og planen
Lasning:
2) (2
112
[ ‘I " U ! 0.9526
sinv=——= = =0. v=72.28°
i-a - Voo 36
TI-Nspire:
2 2
sin”[|dotP|unitV | unitV P » 72.2845
1 1

163



15 Rumgeometri

15.7 Polyedre, cylinder, kegle og deres rumfang.

Polyedre

Indledning. Ved et polyeder forstas et legeme, der er

begraenset af et endeligt antal plane polygoner. Disse Hjormespids
polygoner kaldes polyederets sideflader, og deres sider

og vinkelspidser betegnes henholdsvis som polyederets

kanter og hjernespidser.. En diagonal er en ret linie, Sideflade
der forbinder to hjernespidser uden at ligge i en af

polyederets sideflader. (se figur 15.18). Kant

Et konvekst polyeder er et polyeder, hvor det for
vilkarlige punkter A og B i polyederet galder, at hele
liniestykket AB tilhgrer polyederet..

Fig 15.18. Polyeder

Prisme.

Lad der veere givet to polygoner F og G, som ikke ligger
i samme plan, og hvor F kan fgres over i G ved en
parallelforskydning. (se figur 15.19). Ved prismet
bestemt af F og G forstas det polyeder, hvis kanter er
siderne i F og G samt forbindelsesstykkerne mellem til-
svarende vinkelspidser i de to polygoner. Afstanden
mellem F og G (prismets grundflader) kaldes prismets

hgjde.

Fig. 15.19. Prisme

Rumfanget af et prisme er G-h hvor G er grundfladens
areal og h er hgjden, dvs. afstanden mellem de to parallelle flader.

Nedenstaende figurer viser specielle prismer.

Ret prisme Parallelepipedum

(sidekanter (grund(lader cr Kassc Terning
vinkelret pa parallclogrammer) (allc [Tader er  (alle Mlader er
erundllade) rektangler) kvadrater)
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15.7 Polyedre, cylinder, kegle og deres rumfang

Pyramide

Ved en n - sidet pyramide forstas et polyeder, der
frembringes ved, at vinkelspidserne i en given plan n - kant
ABC, ... forbindes med et punkt T uden for polygonens
plan (se figur 15.20).

Polygonen ABC... kaldes pyramidens grundflade og
trekanterne TAB, TBC, ... kaldes pyramidens sideflader. Er
H projektionen af toppunktet T pa grundfladen, kaldes HT
for pyramidens hgjde

Af specielle pyramider kan navnes de tidligere omtalte
tetraedre, som er begreanset af fire trekanter.

1
Rumfanget af en pyramide E-G-h hvor G er

grundfladens areal og h er hgjden

A
B C
Fig. 15.20. Pyramide

D

B
Fig. 15.21. Tetraeder

Rumfanget af en cylinder er G-h hvor G er grundfladens areal og h er hgjden, dvs. afstanden

mellem de to parallelle flader.

1
Rumfanget af en kegle er —-G-h hvor G er grundfladens areal og h er hgjden.

3
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15.8 Kuglen
P4 figur 15.22 er tegnet en kugle med centrum i C = (Xq, Yq,2g) 0g radius r.

Fig 15.22. Kugle med radius r

Kuglen kan vises at have rumfanget V =3 7 - r3 og overfladen O =4.z-r2

Satning 15.3.Kuglens ligning
En kugle med centrum i C = (Xq, Yq,2p) 09 radius r har ligningen

(X—Xo)2 +(y—yo)2 +(Z—Zo)2 =r?

Bevis:
Lad P = (x, y, z)veere et vilkarligt punkt pa periferien af kuglen.

Da Kugleperiferien bestar af netop de punkter, hvis afstand til centrum er radius r, er |CP| =r.
| falge afstandsformlen haves nu

ICP| =1 & J(X=X0)2 + (Y- Yo)? +(2-20)2 =T & (X=X0)? +(y=Yo)? +(z-2)% =17

4
Eksempel 15.19 Kugle
Opskriv ligningen for kuglen med centrum i C = (1, -2, 5) og radius r =5 ..
Lasning.
(x-1)%+(y+2)? +(z-5% =25
4

Ganges kuglens ligning ud fas

(X=%X0)2 +(Y=Yo) 2 +(z-25)2 =12 & X2 +y? +22 = 2XoX=2YoY — 2257+ Xy + Y2 +24° =12

Vi kan derfor omvendt se, at hvis vi har en ligning indeholdende leddet x2 + y? + z2 s fremstiller
det muligvis en kugle.
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15.8 Kuglen

Eksempel 15.20 Kugle

Undersgg om ligningen x? +y? +2z% —2x+4y—12z+32 =0 fremstiller en kugle, og angiv i
bekraeftende fald kuglens centrum og radius.

Lasning:

Vihar,at —2Xg =-2A-2yy =4A-22,=-12 = Xg =1AYyg =-2AZ5 =6

Hermed fas x,° + Yy, +2,° =41dvs. 41-32=9=r?ellerr =3

Lad en kugle have centrum C og radius r. Ved kuglens tangentplan i et punkt P pa periferien,
forstas den plan, som gar gennem P og star vinkelret pa CP.

Eksempel 15.21. Tangentplan

En kugle har centrum C = (3, 4,5) og radiusr = V69 .

1) Vis, at punktet P = (4, 2, -3) ligger pa kugleperiferien.
2) Find ligningen for tangentplanen til kuglen i punktet P.

Lasning:
1 -
1) CP=|-2 ‘CP‘ _ J1+4+64 =69
-8
N
Da |CP|=r ligger P pa kuglens periferi.
1
2) Tangentplanen géar gennem P og har normalvktoren C?P =|-2
-8

Tangentens ligning: 1(x—4)+(-2)(y—-2)+(-8)(z+3)=0< x—-2y—-8z=24
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Opgaver til kapitel 15

15.1 Afsat i et koordinatsystem punktet P = (1, 2, 0) og punktet Q = (0, -2, 3). Afszt endvidere
2

punktet R, saledes at vektoren F?R =| 0|, og angiv R’s koordinater.
1
15.2 Lad der veere givet punkterne A =(-1,0,0), B=(3,0,4) og C = (6, 3, 7).
1) Bestem lzengden af |AB|
2) Bestem koordinaterne til punktet D, sa ABCD danner et parallelogram.

1 1 -5
15.3 Undersgg omvektorerne a =| 1|, b=|2 og ¢ =| 4 | erindbyrdesortogonale (dvs. star
1 -3 1
vinkelrette pa hinanden).

15.4 | terningen ABCD - EFGH med kantlengden a, skal man finde vinklen u mellem
diagonalen i grundfladen AC og diagonalen AG. Find endvidere vinklen v mellem
diagonalerne AG og BH.

15.5 Linien | gar gennem punkterne A = (2,-3,4) og B = (-1,4, 3)
Angiv en parameterfremstilling for I.

X 2 1
En anden linie m har parameterfremstillingen |y|=|3 |+t|3
z -1 2
Undersgg om linierne | og m skaerer hinanden.
X 2 2
15.6 Lad en partikel P bevage sig med jeevn hastighed bestemt ved | y|=|1|+t| 2|, hvort
Z 4 1

angiver tiden i sekunder og afstande regnes i meter.
a) Find farten (i m/s)
b) Find den streekning (i m) som legemet gennemlgber i 5 sekunder.

15.7 Givet punkterne A=(4,3,-2),B=(5,9,1),C=(2,-1,-1) og D = (4, 19, 12).
Lad I veere linien gennem A og B og lad m vare linien gennem C og D.
a) Find koordinaterne til linierne 1 og m’s skeeringspunktet E (forudsat naturligvis at de
skeerer hinanden).
b) Undersgg om liniestykkerne AB og CD skarer hinanden.
¢) Find vinklen mellem de to linier.
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Opgaver til kapitel 15

15.8 Et retlinet rer med en diameter pa 10’ skal fagres fra punktet P i én bygning til punktet Q

i en anden bygning. Rarets centerlinie gar gennem P = (-2, 1, 3) og Q = (5, 4, 6).

a) Find en parameterfremstilling for linien gennem P og Q.
b) Underseg om rerstykket frit kan passere en

15.9

15.10

15.11

15.12

15.13

15.14

kommende kasseformet udbygning K givet ved K
= {(x,y,z)\—lg X<IA2<y<4A0< 234}

(Vink: tegn figuren set ovenfra).

Find arealetaf A ABC.,hvor A=(2,0,-1), B=(1,-1,2)0ogC=(0,2,1)

a) Angiv ligningen for en plan « , som gar gennem punkterne
A=(3,1,-2,B=(1,2,3)0g C=(-1, 3, 2).
b) Angiv ligningen for en plan, der gar gennem D = (1, 3, 2) og er parallel med o« .

Vinkelspidserne i en trekant ABC har koordinaterne

A=(1,1,1), B=(3,1,0)09C=(2,3,4).

a) Find vinkel A (den indvendige vinkel i trekanten)

b) Find koordinaterne til punktet D, hvor D er fodpunktet for hgjden fra C.

Lad der veere givet punkterne A=(2,1,1),B=(-1,2,3)og C=(0, 1, 2).
a) Find ligningen for den plan « , som indeholder A, B og C.
b) Find ligningen for den plan £, som indeholder A, B og er parallel med z - aksen.

¢) Find ligningen for den plan y , som indeholder A, og er parallel med yz - planen.
d) Find de tre planers skaringspunkter med x - aksen.
| tetraederet ABCD er A=(6,0,0),B=(2,0,3)og C=(0,0, 0). Idet D har positive

koordinater,

DB| =|DA| = 123 og D’s projektion pé xz - planen falder pa liniestykket AB,

skal man
a)  Skitsere tetraederet i et retvinklet koordinatsystem og finde D’s koordinater.

b)  IdetP er det punkt pa BD for hvilke |BP| = :2)’ BD

, Skal P’s koordinater angives.

To rette linier | og m er givet ved parameterfremstillingerne

X 1 X 2 2
L lyl=t2]|, teR 0g m |yl=[1 |+51|, seR
z 3 z -2 1

Find en ligning for den plan « , som indeholder I og er parallel med m.
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15.15 a) Undersgg om linierne

X -2 1 X 1 1
L|y|=|5 [+t/1], teR og m |y|=|2|+5 2|, seR skererhinanden.

z 10 2 z 4 3
b) Find skeeringspunktet mellem linien | og planenae med ligningen

a. 6X+7y+2z=26

15.16  Beregn toplansvinklen mellem to diagonalplaner i en terning.

15.17 Tagheldningen er overalt 45° pa en firleenget gard (hvor lengerne star vinkelret pa
hinanden.
Find vinklen mellem to sammenstgdende tagflader tilhgrende hver sin lenge.

15.18 Tetraederet ABCD er bestemt ved
A=(8,2,0),B=(0,4,0),C=(3,-1,0) 09 D=(0,0, 2).
a) Find afstanden fra C til planen ABD.

b) ldet rumfanget af en tetraeder er % G -h, hvor G er grundfladens areal og h er hgjden

skal man finde rumfanget af tetraederet ABCD
¢) Find vinklen mellem kanten CD og planen ABD.

15.19 Der er givet et punkt P = (2, 3, 1), samt en ret linie m med parameterfremstillingen

X 2 2
yl={6 |+t/1], teR.
Z -5 2

a) Find ligningen for den plan « , som indeholder punktet P og den rette linie m.

b) Bestem en parameterfremstilling for linien gennem P, som skarer m under en ret
vinkel.

c¢) Find koordinaterne til punktet P’s symmetriske punkt med hensyn til linien m.

15.20  En kugle har centrum i C = (3, 5, -2) og gar gennem punktet P = (0,2, -3).
Opskriv kuglens ligning.

15.21  Angiv en ligning for den kugle, der gar gennem punktet P = (4, 6, 9) og som tangerer
xy-planen i punktet O = (0.0.0)

15.22  Bestem centrum og radius for de kugler, hvis ligninger er
a) x> +y?+2°-6x+16y+64=0
b) x?+y%+2?-8y+15=0

Repetition(se evt. forord)
2013 24 maj nr 10, 29 maj nr 13, 14 august nr 10, 6 december nr 9
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16.2 Grafisk beskrivelse af data

16 Deskriptiv Statistik

16.1 Indledning

Statistik kan lidt lgst sagt siges, at veere en samling metoder til at opna og analysere data for
at treeffe afgerelser pa grundlag af dem.

Statistik er et uundverligt veerktej til at treeffe beslutninger, men kan naturligvis som alt andet ogsé
misbruges, bevidst eller ubevidst. Beslutninger der kan basere sig pa tal (statistik), far stor troveer-
dighed. Det kan bevirke at man slér sin “sunde fornuft” fra. Selv den bedste statistiske teori er
vaerdiles, hvis tallene man bygger pd ikke er trovardige, eller relevante, og det er derfor ikke sé&
markeligt, at en kendt politiker engang udtalte:”Der findes 3 slags logn: logn, forbandet logn og
statistik™.

Ved populationen forstas hele den gruppe man er interesseret i. Eksempelvis hvis det drejer sig om
folketingsvalg i Danmark, s er populationen alle stemmeberettigede personer i Danmark .

Ved en stikprgve forstas en delmangde af populationen. For et folketingsvalg udtager et opinionsin-
stitut séledes en stikprave pa eksempelvis 1000 valgere.

Der er to grundlaeggende anvendelser af statistik:

1) Deskriptiv statistik, hvor man sammenligner og beskriver data.
Eksempelvis kunne man sammenligne hvor mange personer, der stemte pé partierne ved sidste
og neastsidste valg.

2) “inferens” statistik , hvor man ved anvendelse af statistiske metoder sgger at slutte (informere)
fra en stikprove til hele proportionen.
Eksempelvis for et folketingsvalg pé basis af en stikpreve pa 1000 personer der bliver spurgt om
hvem de vil stemme pa give en prognose for den forventede mandatfordeling for hele landet
(populationen)
Her vil det veere nedvendigt med at kende nogle statistiske metoder til eksempelvis at vide hvor
stor en (reprasentativ) stikpreve man skal udtage for at usikkerheden pa resultatet er under 5%

16.2.Grafisk beskrivelse af data

I den deskriptive statistik (eller beskrivende statistik) beskrives de indsamlede data i form af
tabeller, sgjlediagrammer, lagkagediagrammer, kurver samt ved udregning af centrale tal som
gennemsnit, median, spredning osv.

Kurver og diagrammer forstés lettere og mere umiddelbart end kolonner af tal i en tabel. Ojet er
uovertruffet til menstergenkendelse (“en tegning siger mere end 1000 ord”).

16.2.1 Kvalitative data

Hvis der er en naturlig opdeling af talmaterialet i klasser eller kategorier siges, at man har kategorisk
eller kvalitative data .

Alle sporgeskemaundersogelser, hvor man eksempelvis bliver bedt om at sette kryds i nogle
rubrikker “meget god” , god, acceptabel osv. er af denne type.

Til illustration af disse data bruges sedvanligvis lagkagediagrammer eller sgjlediagrammer
De folgende 2 eksempler viser anvendelse af henholdsvis lagkagediagram og sgjlediagram.
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16. Deskriptiv statistik

Eksempel 2.1 Lagkagediagram
Nedenfor er angivet hvordan en kommunes udgifter fordeler sig pd de forskellige omrader.

Udligning 23,1
gvrige 8,4
Socialomradet,svrige 9,4
/Eldre 18,6
Barnepasning 10,4
Bibliotek 1,9
fritid 3,8
Skoler 10,5
Administration 7,3
Teknik,anlaeg 6,6
Dan et lagkagediagram til anskueliggerelse heraf.
Lasning:

TI-Nspire: Vaelg “tilfgj lister og regneark” P> skriv listens navn “emne” i navnecalle og skriv data P> opret
tilsvarende den anden liste P> Vaelg “diagrammer og statistik” P> midt pa den vandrette akse pa figur vaelg
emne P> diagramtyper P> cirkeldiagram

Bemne B

udligning 23.1 _ ——

JBvrige 6.4 e

'socialomradet 9.4

_EEldl’e 18.6 socialomradat

bgrnepasning 10.4

bibliotek 1.9

fritid 3.8

|skoler 10.5 oo Seminsen
‘administration 7.3

teknik*og*anleeg 6.6 s

bemepasning

emne

Eksempel 2.2 Sgjlediagram
Folgende tabel angiver mandattallet ved to folketingsvalg.

Partier A B C F )| O Vv
Mandater|2007 45 9 18 23 5 25 46 4
2011 44 17 8 16 9 22 47 12

A = Socialdemokraterne, B =Radikale venstre, C = Konservative folkeparti , F =Socialistisk folke-
parti, I =Liberal alliance, O = Dansk Folkeparti, V = Venstre, @ = Enhedslisten
Anskueliggor disse mandattal ved at tegne et sojlediagram
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16.2 Grafisk beskrivelse af data
Lasning:

Ti-Nspire : Lister og regneark P lav listerne som vist nedenfor » diagrammer og statistik P> Pa x-liste veelg
“Parti” P> pa y-liste P veelg “tilfgj y-veerdiliste “ » mandat 07 P igen “tilfgj y-veerdiliste “ » mandat 11

Bparti Bmandato? @ mandat11 —

45 44 4 (49 4%) or mandari
5 N af 80 era

18 8

23 16

5 9
25 22

46 47
4 12|
1INl s

a <] [+ f I -] v a
parti

< |o| 7|+ |T|w
Emandat 1 Mmandat)?

L 4

Fordelen ved en grafisk fremstilling er, at de vesentligste egenskaber ved data opnds hurtigt og
sikkert. Men netop det, at figurer appellerer umiddelbart til os, ger at vi kan komme til at leegge mere
1 dem, end det som tallene egentlig kan bere. Eksempelvis viser forseg, at 1 lagkagediagrammer,
hvor man skal sammenligne vinkler (eller arealer), da vil denne sammenligning athenge noget af'i
hvilken retning vinklens ben peger.

Nedenstaende eksempel viser hvordan en figur kan veere misvisende uden direkte at vere forkert.

Eksempel 16.3. Misvisende figur

Tenderne i figuren nedenfor skal illustrere hvordan osteeksporten fordeler sig pa de forskellige
verdensdele. Den giver imidlertid et helt forkert indtryk. Det er hojderne pa tenderne der angiver de
korrekte forhold, men af tegningen vil man tro, at det er rumfangene af tonderne. De 3 smd tender
kan umiddelbart vaere flere gange indeni den store tende, men det svarer jo ikke til talforholdene.

@

De mest almindelige figurer til at give et visuelt overblik over sterre talmaterialer er histogrammer
(sojlediagrammer) og kurver i et koordinatsystem.

L 4
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16. Deskriptiv statistik

16.2.2. Kvantitative data (variable)

Kvantitative data er data, hvor registreringen i sig selv er tal, der angiver en bestemt raeekkefolge,
f. eks. som i eksempel 16.4 hvor data registreres efter det tidspunkt hvor registreringen foregér eller
som i eksempel 16.5, hvor det er storrelsen af registrerede verdi der er af interesse.

Eksempel 16.4. Kvantitativ variabel: tid
Fra “statistikbanken (adresse http://www.statistikbanken.dk/) er hentet folgende data ind i Excel, der
beskriver hvorledes indvandringer og udvandringer er sket gennem tiden.

Excel: valg “Befolkning og valg” P Ind- og udvandring P Ind- og udvandring efter bevagelse P under “bevagelse” valges
alle og under “maned” velges ar og derefter alle > Tryk pa tabel > Drej tabel med uret P Gem som Excel fil
Indvandringer og udvandringer efter tid
Indvandrede Udvandrede

1983 27718 25999
1984 29035 25053
1985 36214 26715
1986 38932 27928
1987 36296 30123
1988 35051 34544
1989 38391 34949
1990 40715 32383
1991 43567 32629
1992 43377 31915
1993 43400 32344
1994 44961 34710
1995 63187 34630
1996 54445 37312
1997 50105 38393
1998 51372 40340
1999 50236 41340
2000 52915 43417
2001 55984 43980
2002 52778 43481
2003 49754 43466
2004 49860 45017
2005 52458 45869

Giv en grafisk beskrivelse af disse data.

Lasning:

TI-Nspire

Veelg en kolonne ved at klikke pa kolonnebogstavet gverst i kolonnen »Tryk pa CTrl C for at kopiere
cellerne.» Klik i Lister og regneark pa den celle, hvor dataene skal seettes ind »giv kolonner navne “ar”,
“indvandrede” og “udvandrede”. og slet eventuelle overskrifter i selve kolonnerne.

Da dataene er registreret efter tid (ar) (den kvantitative variabel “tid”) tegnes to kurver i samme
koordinatsystem:

Veelg statistik og datatyper »Pa x-liste vaelg “ar” » pa y-liste » veelg “tilfej y-veerdiliste “ » indvandrede »
igen “tilfgj y-veerdiliste “ P udvandrede P tryk pa et punkt pa tegningen og vaelg “Forbind datapunkter.
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16.2 Grafisk beskrivelse af data

75000+

65000

35000+

45000

Odindvandrede @udvandrede

35000+

25000+

T T T T T T T T T T T T T T T T T
1982 1984 1986 1988 1990 1992 1894 1996 1998 2000 2002 2004 2006 2008 2010 2012 2014
ar

Eksempel 16.5. Kvantitativ variabel , sideafvigelse ved skydning.
Man har 100 gange mélt sideafvigelsen ved skydning med maskingeveer.
Resultaterne (som kan findes pa adressen www.larsen-net.dk ) var felgende:

3322 2175 560 470 9.19 11.03 -0.8 -19.01 11.08 1091 6.93 14.6
-11.5 2,19 1447 11.27 22.06 11.81 19.53 13.25 6.1 1.14 141 423
933 1426 -4.16 20.88 -13.29 -6.53 -3.03 049 13.08 3.7 -0.56 -0.36
2229 9.01 2149 51 1788 268 523 281 -564 11.63 321 -0.19
18.67 17.01 -634 216 1126 9.63 -597 642 1465 -0.77 031 -0.43
226 6.14 1256 11.81 11.76 2392 466 2398 481 2644 467 2138
-0.52 551 -2444 -50 1395 -6.66 10.63 10.00 -1.69 -0.37 7.59 2422
2416 30.22 -11.84 14.45 -12.27 1894 085 993 889 9.64 -3.28 16.27
16.63 587 435 6.7

Giv en grafisk beskrivelse af disse data.

Lasning:

I dette tilfeelde, hvor vi er interesseret i at f4 et overblik over tallenes indbyrdes sterrelse er det

fordelagtigt at tegne et histogram.

Et histogram ligner et sgjlediagram, men her gelder, at antallet af enheder 1 hver sgjle reprasenteres

ved sgjlens areal (histo er graesk for areal). Man ber sd vidt muligt serge for at grupperne er lige

brede, da antallet af enheder sa svarer til hojden af sgjlen.

Excel kan umiddelbart tegne er histogram, men af hensyn til det folgende forklares hvordan man

bestemmer intervalopdeling m. m.

Forst findes det starste tal X,,,,, 0g det mindste tal X,,;, i materialet og derefter beregne variationsbred-

den X,., - Xmin- Vi ser, at storste tal er 33.22 og mindste tal er -24.44 og variationsbredden derfor

33.22 -(-24.44) = 57.66.
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16. Deskriptiv statistik

Dernest deles tallene op i et passende antal intervaller (klasser). Som det forste bud velges ofte et

antal neer \/ﬁ . Da 4100 =10 vealges ca. 10 klasser. Da % ~ 58 deler vi op i de klasser, der ses

af tabellen. Dette giver 11 intervaller. Vi teller op hvor mange tal der ligger i hvert interval (geres
nemmest ved at starte forfra og sat en streg i det interval som tallet tilherer).

Klasser Antal n
1-24.5 ; -18.7] /l 2
]-18.7 ; -12.9] / 1
1-12.9 ;- 7.1] /1] 3

]-7.1;-1.3] /111111111 11
1-1.3;4.5] TN 19
14.5; 10.3] TN 23
110.3; 15.1] I 20
]15.1;21.9] 11111 12
121.9; 27.7] /11111 7
127.7 ; 33.5] /! 2

TI-Nspire: Vaelg “ tilfgj lister og regneark” P> skriv listens navn x i navnecelle P> indtast data

(evt. ved at trykke pa navnet og ctriC) P> indsaet P> diagrammer og statistik P> Indszet navn pa sgjle for
neden P> diagramtyper P> histogram P> marker en sgjle og vaelg skala P> procent P vaelg sgjleindstillinger
P lige store intervaller og vaelg den gnskede bredde og sterst og mindst vaerdi

5 o 3 10 15 F. 5 ]

Det ses, at de fleste malinger ligger fra ca. 5 til ca. 10 og sé falder hyppigheden nogenlunde sym-
metrisk til begge sider.
Man regner normalt med, at resultaterne af forseg, hvor man har foretaget malinger (hvis man lavede
nok af dem) har et sddant klokkeformet histogram

| 4

Skal man sammenligne 2 talmaterialer, f.eks. sammenligne tallene i eksempel 16.5 med skydning
foretaget 1 England, hvor man her skudt 200 gange, s kan histogrammerne kun sammenlignes, hvis
man i stedet udregner hvor mange procent der eksempelvis ligger mellem -7.1 og -1.9
Histogrammernes hgjder kan saledes umiddelbart i TI-nspire omdannes til %, ved under skala at
valge procent.

Nedenfor er vist denne omformning..
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16.2 Grafisk beskrivelse af data

Heraf ses, at knap 24% ligger mellem ca. 5 og 10.

Sumpolygon

Ud over at tegne histogrammer for en stikpreve er det ogsa ofte nyttigt, at betragte en sumpolygon
for en stikprove.

Eksempel 16.6 Sumpolygon

Lad os igen betragte de 100 sideafvigelser 1 eksempel 16.5.

Vi foretager nu en opsummering(kaldes kumulering), og derefter beregnes ved division med 100
(antal sideafvigelser) tallene 1 % af det totale antal

Derved fremkommer folgende tabel:

Klasser |Antal Sum Kumuleret relativ hyppighed
1-24.5;-18.7]] 2 2 0.02
]-18.7; -12.9]] 1 3 0.03

1-12.9; -7.1] 3 6 0.06
]-7.1;-13]1 ] 11 17 0.17
]-1.3;4.5] 19 36 0.36
14.5;10.3] [ 23 59 0.59
110.3;15.17 | 20 79 0.79
115.1;21.9] [ 12 91 0.91
121.9;27.71 | 7 98 0.98
127.7:33.51 1 2 100 1.00

Afsattes punkterne (-18.7,0.02), (-12.9,0.03) ... (33.5, 1.00 ) (bemerk at x-vaerdierne er veerdierne
1 hejre intervalendepunkt), og forbindes de enkelte punkter med rette linier, fas den1i figur 1.1 angivne
sumpolygon, hvoraf man kan aflaese, at 25% af sideafvigelserne ligger under ca. 1. (kaldes 25%
fraktilen eller forste kvartil).
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16. Deskriptiv statistik

A Sumpolygon

0 T T T T R

SIRT7-129-700 <13 45 103 1501 219 27.7 335 383

Fig 16.1 Sumpolygon
4

16.3. Karakteristiske tal

I dette afsnit soger man ved nogle fa karakteristiske tal, at karakterisere hele populationen eller hvis
det er uoverkommeligt en stikprove af populationen .

Til karakterisering af stikproven vealges dels et tal der ligger “i midten” af tallene, dels et tal der
angiver hvor meget tallene “spreder” sig.

Er histogrammet rimeligt symmetrisk(som i eksempel 16.5) siges de at vere “normalfordelte.

Det afthanger af om dette er tilfeldet, eller histogrammet er meget “skav” hvilke midtertal og
spredningstal man foretrakker.

16.3.1. Normalfordelte observationer
Gennemsnit X :

Kaldes observationerne i en stikprove X,,X,,..., X, er X=—"——"—"—

n
9433343474341
Eksempel: Tallene 35.9, 3.3, 34.7, 34.1 har gennemsnittet X = >>0 > Z 347+3341 _ 445
TI-nspire: mean({35.9,33.3,34.7,34.1}) Resultat: X =34.5

Spredning s:

Kaldes observationerne i en stikprove er X,,X,,..., X, €r s=

Eksempel: Tallene 35.9, 33.3, 34.7, 34.1 har spredningen

. \/(35.9 —345)% +(333-345)% +(34.7-345)% + (34.1-345)*
4-1

Tl nspire: stdev({35.5,33.3,34.7,34.1}) Resultat: X =1.095

=1095

Formlen begrundes ikke her, men man kan umiddelbart se, at ligger observationerne tet ved gennem-
snittet, sd bliver s lille.
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16.3 Karakteristiske tal

Tallene 34.3, 34.6, 34.7 34.4 har samme gennemsnit 34.5 som 1 forrige eksempel, men de ligger
meget tettere ved gennemsnittet 34.5. Spredningen pa 0.183 er da ogsa som forventet langt mindre.

Vurdering af stgrrelsen af stikprevens spredning.
Man kan vise, at for “normalfordelte” observationer galder, at mellem X—2-S og X+2-S ligger
ca. 95% af observationerne, og mellem X —3-S og X+ 3-Sligger ca. 99% af observationerne.

Dette benyttes bl.a. i statistisk kvalitetskontrol, hvor man lebende udtager stikpraver af produktionen.
Eksempelvis kan man om en maling, der giver en verdi, der ligger udenfor intervallet
[X—3-5;X+3-S]sige, at hvis ikke det er en fejlmaling, sa er der noget galt ved produktionen (en
maskine lgbet varm eller lignende)

I tilfzelde hvor observationerne fordeler sig meget skavt (histogrammet er ikke rimelig symmetrisk)
kan det veere hensigtsmaessig i stedet at beregne median og kvartilafstand som vist i det folgende.

Median: Medianen beregnes pa folgende made:

1)  Observationerne ordnes i reekkefolge efter storrelse.

2a) Ved et ulige antal observationer er medianen det midterste tal

2b) Ved et lige antal er medianen gennemsnittet af de to midterste tal.

Eksempel: Observationer 35.9, 33.3, 34.7, 34.1.
4. 4,
Ordnet i reekkefolge: 33.3, 34.1, 34.7, 35.9. Median # =344

Tl-nspire: median({35.9,33.3,34.7,34.1}) Resultat: m =34 .4

Medianen kaldes ogsa for 50% fraktilen, fordi den brekdel (fraktil) der ligger under medianen er ca.
50% .

Ved 1 kvartil = 25% fraktilen, forstas det tal som 25% af observationerne ligger under

Ved 3 kvartil = 75% fraktilen , forstas det tal som 75% af observationerne ligger under

Er medianen mindre end gennemsnittet er der muligvis tale
om en “hgjreskaev” fordeling som har den “lange” hale til M
hejre.(se figuren)

Er medianen storre end gennemsnittet, er der muligvis tale om
en venstreskev fordeling

0 10 20 30 40 30 60 70
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16. Deskriptiv statistik

At man eksempelvis i lonstatistikker' angiver medianen og ikke gennemsnittet fremgér af folgende
lille eksempel.

Lad os antage at en virksomhed har 10 ansatte, med ménedslenninger ordnet efter storrelse pd
20000, 21000, 22000, 23000, 24000, 25000, 26000, 27000, 28000, 100000

Gennemsnittet er her 31600, mens medianen er 24500.

Medianen @&ndrer sig ikke selv om den hgjeste lon vokser fra 100000 til 1 million, mens gennemsnit-
tet naturligvis vokser. Medianen giver derfor en mere rimelig beskrivelse af middellennen i firmaet.

Kvartilafstand:

I nzvnte lonstatistik' er ogsd angivet “nedre og evre kvartil”.

Disse som er henholdsvis 25% fraktilen og 75% fraktilen, dvs. henholdsvis det tal som 25% af
lonningerne ligger under og som 75% af lenningerne ligger under.

Ved at angive dem, fir man et indtryk af, hvor stor lenspredningen er. Et mal for denne spredning
kunne vere kvartilafstanden.

Eksempel 16.7 Kvartilafstand
I den tidligere omtalte lonstatistik findes bl.a. falgende tal, idet de to sidste kolonner er vor bearbejd-
ning af tallene.

Len pr. pracsteret time
nr gennemsnit X nedre kvartil k1 |[median m  |eovre kvartil k3 X k3-k1
m m
1 |Ledelse pa hejt [353.41 231.63 313.38 433.78 1.13 0.64
niveau
2 |Kontorarbejde [196.82 168.86 186.99 222.78 1.05 0.34

Af kolonnen% ses, at for begge reekker er gennemsnittet storre end medianen dvs. begge fordelinger

er hgjreskav, men det geelder mest for rekke nr. 1. Her geelder abenbart, at nogle fa forholdsvis hgje
lenninger treekker gennemsnittet op.
Skal man sammenligne lonspredningen i de to tilfelde, ma man tage hensyn til, at medianen er meget
forskellig. Man vil derfor som der er sket i sidste kolonne beregne den relative kvartil-afstand.
Den viser ogsa, at lenspredningen er vasentlig mindre for kontorarbejde end for ledelse.

¢

Hvis man har mistanke om, at fordelingen er skav, sa kan man tegne et sdkaldt boxplot. Den giver
samtidig mulighed for at beregne medianer og kvartiler.

! jeevnfor statistisk drbog 2005 tabel 144 eller se www.statistikbanken.dk Og veelg lon\legnstatistik for den statsli-

ge sektor\lon32\klik for at vaelge\alle vaerdier\hovedgrupper\ledelse pa hejt niveau+kontorarbejde
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16.3 Karakteristiske tal

Eksempel 16.8. Fartkontrol

Ferdselspolitiet overvejede, om der burde indfores en fartgraense pa 70 km/h pa en bestemt landevejs-
streekning, hvor der hidtil havde varet en fartgraense pa 80 km/h.

Som et led 1 analysen af hensigtmessigheden af den overvejede a&ndring observeredes inden for et
bestemt tidsrum ved hjalp af radarkontrol de forbipasserende bilers fart. Resultatet af malingerne var:

30 observationer

64 72 82 52 60 95 86 70 63 48
98 63 35 80 77 41 96 88 84 103
69 59 65 99 65 76 76 68 51 80

a) Find gennemsnitsfarten

b) Find medianen pé farten.

c) Find 1 og 3. kvartil dvs. den hastighed som henholdsvis 25% og 75% af hastighederne ligger under
d) Tegn et boxplot for tallene

e) Afger ud fra boxplot og ovennavnte tal om fordelingen er nogenlunde symmetrisk

Lasning:

Lister og regneark, kald en liste for fart, og indtast de 30 tal i listen.

Veelg Statistik, Statistiske beregninger, Statistik med 1 variabel, udfyld menu.

En raekke tal viser sig.
- . . =OneVar('fart,1): C
a) Man finder X = 72.16, dvs. gennemsnitsfarten er 72.16 km/time — n-e - arfa . )
b) Man finder, at medianen et 71 km/time Titel Statistik med én ..
c) Qlxer 1 kvartil =63 Q3x er 3. kvartil = 84 X 72.1667
) o ) - X 2165.
d) Velg: Indset, Diagrammer og statistik, angiv navn pé liste, vaelg . 165005.
boxplot
SX IT Sn-.. 17.3843
ax 1= On.. 17.0921
n 30.
MinX 35.
QX 63.
MedianX.. 71.
QsX 84.
MaxX 103.

e) Det ses pa boxplot, at der ligger vasentlig flere med en fart over medianen end under den, da
medianen ligger forskudt mod 1 kvartil (boksens venstre kant).
Det kan ogsé ses af, gennemsnittet ligger lidt hgjere end medianen.
Fordelingen af tallene er derfor ikke helt symmetrisk.
Anbringer man cursor pé streg lengst mod hejre kan afleses, at den storste hastighed er 103 km/

time.
¢

181



16. Deskriptiv statistik

16.4. Grupperede fordelinger.
I mange statistiske tabeller angiver man for overskuelighedens skyld ikke de oprindelige data, men
grupperer tallene og angiver sa kun hyppighederne indenfor hver gruppe.

For at fa estimat for gennemsnit og spredning antager man nu, at alle observationer ligger i midten
af intervallet.

Man siger, at gennemsnittet er et veegtet gennemsnit, fordi hver vaerdi indgar med en vaegt svarende
til andelen af verdier i hvert interval.

Eksempel 16.10 Grupperet fordeling
I statistikbanken findes folgende tabel over aldersfordelingen af elever fra Kebenhavn, som er under
uddannelse til forsvaret i 2004.

alder | 21 22 23 24 25 26 27 1 28 | 29 | 30-34 | 35-39

antal | 1 11 44 48 45 34 21 | 22 | 16 19 2

Beregn gennemsnit og median
Lasning:

1-21+11-22+44-23+.. +15-29+19-32+2-37 6736 —957

Gennemsnit:; X = =
1+11+44+48+45+34+21+22+15+19+2 262 —

Median: Der summeres op til man ndr 131. Heraf ses, at median er 2
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Opgaver til kapitel 17

Opgaver

Opgave 16.1.

30 kadetter blev spurgt om hvor ofte de havde veret i biografen det sidste ar.

Svarene var 10, 7,4, 4,3,6,9,7,4,3,8,7,7,6,7,4,3,3,8,9,8,7,6,4,10,4,3,7,9, 6

a) Tegn et boxplot af tallene

b) Beregn gennemsnit og median, og vurder ud fra dem og boxplottet om fordelingen er hgjreskev,
venstreskev eller symmetrisk

c) Hvor stor en procentdel af kadetterne har haft 8 eller flere besog i biografen.

Opgave 16.2.

For at kunne sammenligne to klasser i matematik fik klasserne samme preve, hvor de maksimalt

kunne fa 100 point.

A: 60, 65, 40, 80, 50, 60, 50, 95, 65, 60, 65

B: 65, 65,70, 75, 85,75, 85, 40, 60, 70, 60

a) Tegn (pd samme tegning) de to klassers boxplot, og vurder ud fra tegningen om pointene fordeler
sig symmetrisk.
Vurder endvidere grafisk hvilken klasse der har klaret sig bedst og er mest homogen.

b) Angiv de to klassers medianer og deres gennemsnit.

c) Angiv de to klassers spredning og deres kvartilafstand

d) Vurder ud fra svarene i b) og ¢) om svaret i a) stadig er korrekt.

Opgave 16.3

Givet folgende histogram

a) Tegn den tilherende sumkurve

b) Angiv median, gennemsnit, spredning og nedre —+
og evre kvartil ’_‘

30030 70 90 110 130 150170 190210 230

Opgave 16.4
I en politisk forening med 85 medlemmer fremgér medlemmernes alder af folgende skema:

Alder 40-45 46-50 51-55 56-60 61-65 66-70 71-75

Antal 10 12 20 16 18 8 2

a) Tegn et histogram, og en sumkurve over aldersfordelingen
b) Beregn gennemsnittet og medianen for medlemmernes alder.

Opgave 16.5

I forbindelse med en ny byggeplan i en mindre by blev 20 tilfeeldige fodgaenger pa byens hovedgade
spurgt om de stottede planen. 16 var modstandere af planen.

a) Hvad er populationen?

b) Hvad er stikpreven?

c) Synes du stikpreven er reprasentativ? Begrundelse skal gives.
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16. Deskriptiv statistik

Opgave 16.6

Et byggemarked ensker via en stikproveundersogelse at fa et indtryk af kundernes tilfredshed med
betjeningen.

Der overvejes folgende méder at udtage de kunder man vil sperge

a) Alle kunder mellem kl 13 og 14

b) Alle kunder der er blevet betjent af en bestemt medarbejder

c) Alle kunder, der har kebt for mere end 500 kr

d) Hver 5'te kunde

Hvilken metode synes du er bedst?

Opgave 16.7
Den folgende tabel viser vegtene (i kg) af 80 kaniner.

2.9012.5512.95(2.70 |13.20(2.75(3.20]2.85| 2.60 [ 2.90 | 2.85 | 2.70 | 2.80 [ 2.55 | 3.10 | 2.90
2.60(2.45]2.65|3.16 |3.40(2.90(3.00]2.50] 2.95 | 3.00 | 3.25 [ 2.80 | 2.70 | 2.60 | 2.80 [2.70

a) Foretag en vurdering af, om fordelingen er nogenlunde symmetrisk (normalfordelt) ved at tegne
et boxplot

Idet det antages, at det er tilfeeldet, skal man beregne

b) Gennemsnit og spredning

d) Angiv hvor stor en procent af kaninerne, der “approksimativt” overstiger en vegt pa 3 kg
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16.2 Grafisk beskrivelse af data

17 4,*- test

17.1 Sandsynlighed

Statistik bygger pa sandsynlighedsteorien, som giver metoder til at finde, hvor stor chancen (sand-
synligheden) er for at et bestemt resultat af et eksperiment forekommer.

DEFINITION af tilfeeldigt eksperiment. Et eksperiment som kan resultere i forskellige udfald, selv
om eksperimentet gentages pa samme made hver gang, kaldes et tilfldigt eksperiment (engelsk :
random experiment)

Det er karakteristisk for tilfaeldige eksperimenter, at man kan afgreense en meengde kaldet eksperimen-
tets udfaldsrum U, der indeholder de mulige udfald. Derimod kan man ikke forudsige, hvilket udfald
der vil indtreffe ved udferelsen af eksperimentet.

Bestar eksperimentet eksempelvis 1 kast med en terning er udfaldsrummet U = {1, 2, 3,4 .5, 6}, men
man kan ikke forudsige udfaldet af naeste kast (eksperiment). Selv om man 4 gange i traek har faet
udfaldet “gjental 1", kan man ikke forudsige, hvilket udfald der indtraeffer naeste gang. Resultatet af
5. kast athenger ikke af resultaterne af de foregdende 4 spil. Man siger, at eksperimenterne er
"statistisk uafhaengige"

Som eksempler pa tilfaeldige eksperimenter kan navnes:
a) Et kast med en ment. Udfaldsrum U = {Plat, Krone} .

b) Fremstilling af et parti levnedsmiddel og méling af det procentvise indhold af protein.
U = mangden af reelle tal fra 0 til 100.
c) Udtage en stikprove pa 400 elektroniske komponenter af en dagsproduktion og optelling af

antallet af defekte komponenter. U = {O, 1,2,3,4,5,..., 400}

d) Udtagning af et tilfeldigt TV-apparat fra en dagsproduktion af TV-apparater og optaelling af
antallet af loddefejl. U = mangden af positive hele tal.

En handelse er en delmangde af et eksperiments udfaldsrum.
Eksempelvis er A: “At fa et lige gjental” en hendelse ved kast med en terning.
Hendelsen A siges at indtraeffe, hvis et udfald fra A forekommer.

Sandsynlighedsbegrebet tager udgangspunkt i begrebet “relativ hyppighed”.

DEFINITION af relativ hyppighed for haendelse A. Gentages et eksperiment n gange, og forekom-
n
mer handelsen A netop n, gange af de n gange, er A’s relative hyppighed h(A) = —*
n

Lad eksempelvis eksperimentet vaere kast med en terning og hendelsen A vere at fa et lige ojental.
Kastes terningen 100 gange og bliver resultatet et lige @jental 45 af de 100 gange er h(A) = 0.45.

Det er en erfaring, at gges antallet af gentagelser af eksperimentet, vil den relative hyppighed af
handelsen A stabilisere sig. Nar n gdr mod oo ,vil den relative hyppighed erfaringsmaessigt nerme
sig til en greenseverdi ("de store tals lov").

Ved sandsynligheden for A som benaevnes P(A) forstas denne granseverdi. (P = probability)
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17 Antalstabeller

I langt de fleste i praksis forekomne tilfeelde vil det bl.a. af tidsmaessige og omkostningsmaessige
grunde veere umuligt at foretage en totaltelling af hele populationen. Helt klart er dette ved afprevnin-
gen gdelegger emnet (dbning af konservesdaser) eller populationen 1 princippet er uendelig ( for at
undersegge om en metode giver et storre udbytte end et andet, da der her ingen ovre grense for antal
delforseg)

Som det senere vil fremga kan selv en forholdsvis lille reprasentativ stikprave give svar pa vasentlige
forhold omkring hele populationen.

Viudtager derfor en stikpreve af populationen. Det er imidlertid klart, at en betingelse for at man kan
konkludere noget ud fra denne er, at stikpreven er repraesentativ, dvs. at stikpreven med hensyn til
den egenskab der enskes er et “mini-billede” af populationen.

Det er her vigtigt at felgende 2 spergsmaél bliver afklaret:

1) Hvordan stikpreven udtages

2) Hvor stor stikpreven skal vaere

17.2 ANTALSTABELLER

Vi vil i dette kapitel betragte observationer, som bliver katalogiseret i klasser (categorical data). Et
eksempel herpa er folgende:

Eksempel 17.1. (antalstabel)

Et ministerium planlegger en oplysningskampagne om de fysiske og psykiske virkninger af at ryge
hash. For kampagnen viste en undersogelse at 7% af indbyggerne enskede at hash blev legaliseret,
65% atman beholde det nuvarende forholdsvis liberale straffepolitik, 18 % enskede strengere straffe
og 10 % havde ingen mening. Efter kampagnen spurgte man 500 personer (reprasentativt udvalgt)
, og svarene fremgik af folgende tabel.

Legalisering | Efter eksisterende lov Strengere straf Ingen mening
Efter kampagnen 39 336 99 26
Kan man pa dette grundlag vise , at kampagnen har betydet en @&ndring af folks mening? ¢

Det man her skal foretage sig kaldes en y? — test.

Man starter med at opskrive en sékaldt nulhypotese H,,.

En nulhypotese antager, at der ikke er sket noget.

I dette tilfeelde er H,:, Kampagnen har ikke @ndret folks mening.

Derefter opskrives en sakaldt alternativ hypotese H: Kampagnen har @ndret folks mening.
Endvidere angiver man et sdkaldt signifikansniveau a.

Satttes o= 5% menes hermed, at hvis man pastar, at H, ikke er sand (forkastes) sé skal sandsynlighe-
den for at man tager fejl (dvs. kampagnen faktisk ikke har @ndret folks mening) vaere mindre end 5%.
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17.2.Antalstabeller

Man deler nu materialet op i de observerede vaerdier O; og de forventede verdier E,

nr Legalisering Efter eksisterende lov| Strengere straf | Ingen mening
For kampagnen 7% 65% 18% 10%
E.=Forventet antal [ 500-0.07 = 35 500-0.65=325 |500-0.18=90| 500-0.1=50
O= Observeret antal 39 336 99 26

Bemark, at man regner i hele tal, og ikke i procenter.

2 . (Oi - E )2
Testen bygger nu pa, at man beregner summen y~ = Z —E
i=1 i
Det er klart, at ligger de observerede vaerdier tet ved de forventede vaerdier, sé er summen lille, mens
den bliver stor hvis de ligger langt fra hinanden.

, (39-35) .\ (336 —325)? . (99 —90)? . (26 —50)°
- 35 325 90 50

=13.249

I dette tilfeelde er X

Man kan vise, at storrelsen y°er y° -fordelt, med et frihedsgradstal pA f=k - 1 , hvor k =4 er antal

klasser.
Nedenfor er tegnet denne y° fordeling med 3 frihedsgrader.

£2(x)=¢2Pdf(x,3)

Fordelingen er karakteriseret ved, at arealet under kurven mellem 2 x-verdier, eksempelvis 1 og 2
lig med sandsynligheden for fa en vaerdi mellem 1 og 2
Specielt er arealet fra 0 <x <o =1 eller 100%.

I TI-Nspire sker det ved folgende ordre  y*Cdf (1,2,3) » 0.228845
dvs. P(1<x<2) = 22.89%
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17 Antalstabeller

Vi fandt jo en y? - vaerdi pa 13.249

Hvis man finder, at sandsynligheden for at f4 en veerdi pd 13.249 eller storre er under signifikansni-
veauet pa 5 % ma man sige, at nulhypotesen kan forkastes, dvs. kampagnen har haft en virkning.
Vi har nu

P(x > 13.249)=  72Cdf(13.249,3) » 0.004128
Da P-vardien pd 0.412% < 5% forkastes H,, dvs. vi har bevist, at kampagnen har virket.

En forudseetning for denne test er, ingen af klasserne har en forventet veerdi under 1, og at
mindst 80%o af klasserne har en forventet veerdi over 5.
Vi ser, at dette gaelder for denne tekst.

Sadvanligvis vil man benytte et program til beregningerne, nemlig det sdkaldte Goodnes of fit test.

TI-nspire- Godness of fit
Lister og regneark® Indtast observeret antal i liste x og forventet antal y» statistik » statistiske test» x> -
Godness of fit test» Udfyld menu » Enter

Bl Bly c D
=x*GOF('y,'x,3): Copy
500%0.07 39 Titel x?-Goodness of Fit...
500%0.65 336 x* 13.2495
500%0.18 99 PVal 0.004127
500%0.1 26 df 3.

CompLi.. {0.4571428571428...

Resultat: P - value = 0.0041, 17. marts 2014 , dvs. samme resultat som for.

17.3. Test af uafhaengighed

I dette afsnit betragter vi eksperimenter, hvor data er karakteriseret ved to kriterier.

Eksempel 17.2 Test af uafhangighed.

Ved start af en stor amerikansk industrivirksomhed underkastedes alle 173 ansggere til et bestemt job
pa fabrikken en psykoteknisk prove. Idet ansegerne grupperedes efter, om de var medlemmer af en
fagforening eller ikke, er nedenstdende anfort resultaterne af den pagaldende prove.

Resultat af proven
godt middel dérligt
Medlem af en fagforening 37 42 23
Ikke medlem af en fagforening 17 26 28

Hvad kan der sluttes om sammenhang mellem prastation ved proven og medlemskab af en fagfore-
ning?

Lesning:

Nulhypotesen er, at der ingen sammenhang mellem medlemskab og resultat af proven.

Det skrives kort

X, = anspger er medlem af en fagforening

X, = anseger er ikke medlem af en fagforening

H,: X, og X, er uafthangige.
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Handregning:
Beregning af forventet verdi.
Folgende tabeller over observerede og forventede verdier beregnes:

Observerede vardier Resultat af proven SUM
godt | middel darligt
Medlem af en fagforening 37 42 23 102
Ikke medlem af en fagforening | 17 26 28 71
SUM 54 68 51 173

Medlemmerne af en fagforening udger 73 af alle ansogere.

54
Antal der klarer sig godt til preven udger 17 af alle ansegere.

Hvis nulhypotesen er sand mé den andel af medlemmer af fagforening, der klarer preven godt vaere
102 54

173 173
102 54 102-54
Da der i alt er 173 ansegere bliver det forventede antal 102 . Ead 173 = 023 =3184
173 173 173
Analogt kan udregnes de forventede vaerdier ud for de 5 andre kombinationer.
Forventede vaerdier Resultat af proven
godt middel darligt
Medlem af en fagforening 54-102 3184 68-102 40,09 51-102 3007
173~ 173 173 77
Ikke medlem af en fagforening 54-71 9216 68-71 2791 51-71 2093
173 77 173~ 77 173~ 77

Da ingen af de forventede vaerdier er under 5 kan en y° -test foretages.
Formel:
) _ (37-3184)° . (28-20.93)°
31.84 2093
P-vardi= P(y* > 6.31) = chiCdf(6.31, % ,2) =0.0426

Da P - veerdi = 0.0426 < 0.05 forkastes nulhypotesen (1-stjernet), dvs. der er ret stor sikkerhed for, at
der er en sammenhang mellem medlemskab af en fagforening og prastationen ved proven.

= 631

TI-Nspire: Beregninger » skriv a := »matricer og vektorer » opret» matrix » udfyld menu » Indtast obser-
verede data P statistik > Statistiske tests» x* -uafhaengighedstest » i menu skriv a» enter

TI-Nspire(PC): cursor, hgjre musetast P> vaelg variabel P> stat-exp math » enter

TI-Nspire lommeregner: Szt cursor gverst i tom kolonne P> Tryk VAR P> Kzed til P> stat-exp math » enter
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17 Antalstabeller

De forventede vardier er 31.8382 40.0925 30.0694
22.1618 27.9075 20.9306

Da ingen er under 5 kan vi stole pa resultatet

a;:l37 42 23] . F? 42 23]

17 26 28 17 26 28
[ "Titel” "y*—uathengighedstest" ]
e 6.31001
y?2way a: stat.results * "PVal" 0.042638
"df" 2.
"ExpMatrix" "]
| "CompMatrix" "T.. " i

Det ses vi fir samme p-vaerdi som for.

Er der klasser der er p 1 eller mange (over 20% der er under 5) bliver resultatet for usikkert, og man
ma sla klasser sammen. Det vises 1 folgende eksempel.

Eksempel 17.3. Test af uafhaengighed

Ved et universitet indstillede et &r 500 studerende sig til en drsprove, der bl.a. omfattede matematik
og fysik.

De opndede karakterer i de to fag inddeltes efter karakterskalaen:

Fysikkarakterer
Observerede verdier 300 2 4 7 10 12 Total
-3 0 3 6 5 1 0 0 15
0 4 |11 | 24 11 6 6 0 62
Matematik- 2 6 9 35 7 21 5 1 84
karakterer 4 1 6 10 8 10 6 4 45
7 0 | 4 | 40 56 16 4 5 125
10 0 3 11 16 8 14 11 63
12 0 2 10 18 25 43 8 106
Total 11 [38 [ 136 | 121 87 78 29 500

Undersog om der er en sammenhang mellem de opnaede fysikkarakterer og de opndede matematik-
karakterer.

Lasning:

X, = antal studerende med opnaet matematikkarakter

X, = antal studerende med opnéet fysikkarakter

H,: X, og X, er statistisk uathengige.

190



17.2.Antalstabeller

Handregning:
Beregning af forventet verdi.

Et estimat for sandsynligheden for, at man i matematik far 0 er %

Et estimat for sandsynligheden for, at man 1 fysik far O er %

Hvis X, og X, er statistisk uafhengige er sandsynligheden far bade en dirlig matematik- og fysik-

karakter 2 . ﬁ
500 500
Den forventede vardi er derfor 500- 62 38 6238 _ 471
500 500 500

P& samme mide kan udregnes de forventede vardier i alle rubrikker

Dette gores lettest ved anvendelse af et statistikprogram.
TI-Nspire: Beregninger » skriv a := »matricer og vektorer »opret » matrix » udfyld menu » Indtast observerede
data» statistik > Statistiske tests» x* -uafhaengighedstest » i menu skriv a > enter
TI-Nspire(PC): Saet cursor gverst i tom kolonne, hgjre musetast P variable P> kaed til P> stat-exp math » enter
TI-Nspire lommeregner: Szt cursor gverst i tom kolonne P> Tryk VAR P> Kzed til P> stat-exp math > enter
TI1 89: APPS » DATA/MATRIX » 3:New » Data = Matrix, Variable = a,Row Dimension=7, Col dimension =
7 » ENTER P Indtast de observerede tal i matricen.
APPS » STAT/LIST » Enter » F6, 8:Chi2 2way » ENTER » Observed Mat = a.» ENTER
Veelg Varlink » StatsVar » expMat » F6

0.33 1.14 408 363 2.61 2.34 0.87
1.364 4.712 16.864 15.004 10.788 9.672 3.596
1.848 6.384 22.848 20.328 14.616 13.104 4.872
0.99 3.42 12.24 10.89 7.83 7.02 2.61
2.75 95 34. 30.25 21.75 19.5 7.25
1.386 4.788 17.136 15.246 10.962 9.828 3.654
12.332 8.056 28.832 25.652 18.444 16.536 6.148)

Da der er flere vaerdier under 1 ma vi sla klasser sammen
Umiddelbart er det bedst, at sl& dumpe-karaktererne -3 og 0 sammen, da der er flest sma tal.
Det giver folgende skema:

Fysikkarakterer

Observerede vardier -3,0 2 4 7 10 12
-3,0 18 30 16 7 6 0

2 15 35 7 21 5 1

Matematik 4 7 10 8 10 6 4
karakterer 7 4 40 56 16 5
10 3 11 16 8 14 11

12 2 10 18 25 43 8

7.39804 20.5333 19.7784 13.1353 11.7765 4.37843
8.07059 22.4 21.5765 14.3294 12.8471 4.77647
4.32353  12.  11.5588 7.67647 6.88235 2.55882
De|l12.9706 36. 34.6765 23.0294 20.6471 7.67647 forventede vardier er
6.05294 16.8 16.1824 10.7471 9.63529 3.58235
|110.1843 28.2667 27.2275 18.0824 16.2118 6.02745
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17 Antalstabeller

Da alle de forventede vaerdier er over 1, og 5 verdier er under 5, hvilket er mindre end 20% af 36 er
betingelserne for en }  _test opfyldt.
Handregning:
I en tosidet tabel er frihedsgradstallet f = (antal sgjle - 1) - (antal reekker - 1) =(6 - 1)-(6 - 1)=25
2 _ (18- 73980)* , (30— 20.533)> L6 6.027)>
73980 20533 6.027
P - vaerdi = P( % > 21093) = chiCdf(210.93, % ,25) = 237-107°"
Lettere er det at anvende TI ..

=21093

"Titel" "y2—uafhangighedstest "
e 210.932
"PVal" 2.3758€-31
"df" 25.
"ExpMatrix" "T...T
| "CompMatrix" "[...T

Da P - vaerdi = 237-107' < 0.05 forkastes nulhypotesen (starkt ) dvs.
der er ikke uafthengighed mellem fysikkaraktererne og matematikkaraktererne.

Nér vi ser pa tallene er det tydeligt at gode karakterer i det ene fag ogsé har en tendens til at bevirke
gode karakterer 1 det andet fag. L 2
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Opgaver til kapitel 10

OPGAVER til Kapitel 17

Opgave 17.1
En terning kastedes 120 gange, hvorved folgende resultater fandtes:
Antal Qjne
1 2 3 4 5 6
Antal gange 25 17 15 23 24 16

Test nulhypotesen: Terningen er en @rlig" terning.

Opgave 17.2
For en type M&M-slikpiller blandes de forskellige typer farver tilfeldigt efter folgende skema

Farve | blda |bru |oran- |gre |gul |red
n ge n

An- 10 30 10% 10 20 20%
del % % % %

For at undersege om samme fordeling gelder for en anden type M&M -piller udtages en tilfeldig
stikpreve pd 75 piller. Fordelingen pé farve fremgér af folgende skema

Farve | blda |bru |oran- |gre |gul |red
n ge n

Antal | 18 17 5 8 16 11

Foretag en test af om fordelingen af farver er den samme.

Opgave 17.3

En fabrik, der arbejdede i 3 - holdskift, fremstillede bl.a. en bestemt maskindel i massefabrikation.
For at undersege, om kvaliteten af denne maskindel pdvirkedes af omstendigheder, der athang af,
inden for hvilket tidsrum af degnet fabrikationen fandt sted (trethed, belysningsforhold m.v.), lod
man et bestemt arbejdshold arbejde pa hvert af de 3 skift en uge ad gangen. Man regnede med, at
produktionsbetingelserne fra uge til uge var i det vaesentlige uendrede.

Arbejdsholdets ugentlige produktion var:

Skift Antal ikke - defekte emner Antal defekte emner
kl. 8% - 16% 1602 88
kl. 16% - 24% 1590 122
kl. 0% - 8% 1507 103

Foretag en statistisk analyse af, om produktionens kvalitet ma antages at athenge af produktions-
perioden.
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Opgave 17.4
Et forsikringsselskab har i lebet af et kalenderdr undersogt bilkaskoskaderne og registreret antallet

af skadesanmeldelser og forsikringstagerens (fererens) alder.

Resultatet blev:
Forsikringstagerens alder
18-27 28 -37 38-47 48 - 57 > 58
1 74 60 51 66 50
Antal skader
2 31 25 22 16 15
>3 29 10 6 5 7

1) Man havde en forhdndsformodning om, at aldersgruppen 18-27 ar skadesmaessigt adskiller sig fra
de ovrige grupper. Bekreftes denne forhdndsformodning?

2) Tillader det ovennavnte materiale en antagelse om, at der er uafthengighed mellem antallet af
skader og forsikringstagerens alder for de sidste 4 aldersgrupper?

Opgave 17.5
Enkemikaliefabrik har pdbegyndt en fabrikation af kunstgedning. Ved fabrikationen haeldes gadnin-

gen 1 sekke af 5 "ens" maskiner, idet det tilstrabes, at nettoindholdet i s&ekkene er 25 kg 1 hver .
Ved indkerselen af produktionen fandt man, at der var mange overvagtige og undervaegtige sekke.
Folgende antalstabel indeholder produktionsresultatet ved forste pravekersel:

Maskiner
1 2 3 4 5
Under 24 kg 5 3 7 3 12
Nettovaegt
Mellem 24 og 26 kg 14 17 16 15 13
Over 26 kg 11 10 7 12 5

Foretag en testning af, om det kan antages, at vaegtfordelingen er den samme for de 5 maskiner.
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Facitliste

Facitliste
11 a)26 b)5 ¢ 29 d)54 e)0
12 a3+ b5 o3 d ez
13 a)2atab b) 2+ g2 ) 22 gzl g X2
a b-2 3x+9
14 a) 13x+7 b) xy—x-12y—-19 ¢) 20xy d) —3x0+x% +6x°® e) 6x*-3y*+7xy
4 4b?
15. a) —a®> b c) 4x8
) 3 ) 3a‘c* )

16. a)-6 h)gc) &

1.7 a) a® b)a® o1
18. a) +2 b1, -2 ©)2,3-3
19. 8

2.1, 122
2.2. 8.544, 5.099, 3.606
2.3. nej

24 y=—-3x+%
25, y=x+4
26. a) - b)y=2x-5 c) (0,5) (g,o)

27. @) y=3x-12 b) y=-3x—3

28. y=1x-1

1
29 (1) (xy)=@2-3) (@ &y= (5,3)
2.10 (44,-24)
2.11 20,40

31 a) (x+2)°+(y—-3)2=25 b) - ¢)(2,0) (-60)
32 a) C=(03) r=2 b) C=(-2,6) r=5
33 aC=(1,3)r=4 b) C=(50) r=3 ¢)C=(1,-4 r=5

sq Y2 V242 V2
' 222" 2
3.5 a)20.49°,159.51° b) ingen lgsning c) 69.51° d) 110.49°
3.6 0.5000, 0.9397, 0.9397, -1.5399 -0.5000

37 a) 76.44°  b) 13.56°0g 166.44° ) 110.22°
38 a)0.3153 b)-2.7475
3.9 a)19.29° b)124.59°

4.1 a) 100y=84.27x b) ligefrem
4.2 a) x'y=2000 b) omvendt
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4.3 |AB|=7.5|AD| = 9.333

443)c=10,b=+75 B=60 b)a=4 b= 48 B=60
45 b=c=1330, LB=~/C=725"

4.6 25.64°

4.7 280.08m

48 a) 43 =692  b) 60°
49 434.93m
51 -

4
52 —, 3

>3 as ilj thzj

54 a) (Bj b) 5

5.5 (
5
C

5.6

57 |a|=+50, [p|=v34, |a+b|=+52

12 12

13 13
5.8 i} [_ i]

13 13

59 -16, 25, -23
510 2, -2

511 165.75°

512 95.91°,

513 a) - b) 69.72°

514 ~A=68.20°, «B=90°, ~C=21.80°
515 3, -2

29 14 _
5.16 o | Ts 2,5997
29
4
517 |2
3
5

518 B=(0,6), C=(55), D=(4,0)
5.19 C=(14,8), D = (11,4) M = (10,6)
520 0

5.21 33.69°

522 d-24, 116.57°

523 a)62 b) 2
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5.24 2.5

6.1 a) x+2y-8=0 b) —2x+y+1=0
6.2 x+12y-68=0

63 a)45° h)18.44° ) 33.69°

6.4 2 =6.64

J10

65 a) 22=6102, b) 22, ) B=7475

J13

6.6 a)5, 17 b) ja  c) nej
6.7 a) - b) —x+3y+5=0

6.8 y=1
6.9 (x—3)2+(y-52%=13

6.10 (x,y) = (1,7) (X,y)=(%,f—§)
6.11 (xy) = (2.3) (xy) = (£.4)

6.12 a) A=114.98°, B=42.83° C=2219
b) a=5.97 B=49.38° C=65.62°
c) c=5.798 A=3526° C=2474°
d) a=8.9067 c=4.739 A =40°

6.13 3.659 sm

6.14 47.76 m

71 a)R, LTX R b) x>0, fi(x)=x2, x>0

8.1. pna

82 x*
83 a) (7.0),(1,0) b) (4-9) c) -
84 a)(40),(-10),04) b (3.5 o -

85 (12 (3.4)

8.6 1.38m
8.7 2, 1547
88 0, 1584
89 -2

8.10 5

8.11 1.95

8.12 a) -2.155, 28919  b) 28.1
8.13 5.98 = 6%

8.14 27490

8.15 a) 0.38% b) 41263

8.16 a) 1.162 b) 221
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8.17 28,69 mm
8.18 kl17.09, kl15.43

9.1. @) r?=0705,- b) y=4078+0766-x c) 79.06

9.2 a) y=235131087-178555-x b)r>=0.9986 c) nej

9.3 a)r’=0.9968 ,- b)y=78899+639%-x c)6.4cm d)168.4
94 a)r?=09805 ,- b)y=100-17177-08534! c) 92,77

9.5 a) r?=0.9997 ,- b)y=4344,092.0976243  c) 28.83 timer

9.6 a)r’=09999, - b)p=102.10°.v3 c) P=9.97

9.7 a) r’=0.9464 - b) P =4266312.v 1% c) 297%

98 a)r?=0994 ,- b) y=13269.x2%%8 c)4.12

99 a)r?=09606 ,- b)r?=0.9947 - c)y=57.8655.09707* d)13.08

9.10 a) Potensmodel r?=0.9999  b) 12.04

10.1 a) 4x h) 6-e¥* ) 10cos(5x)—3sin(3x) d) 3 e) 3L
X 2/x

10.2 a) sin(2x)+2xcos(2x) b) 5In(8x)+5 c) (3+6x)-e

10.3 a) 12x*>-10x+2 b) x-sinx

10.4 a) 150 b) S >
(x+2)

10.5 a)i1 b) 2xe®*(1+x) c¢) 1

106 a) ——~*+8 b) 2,
(x-2)* 8
10.7 y=-2x+6

10.8 y=2,7x-17

109 a)y=-2x-2, y=-2x+10 b)

[EEN
IR

10.10 59.8°
10.11 a)1m/s b)1ls

11.1 @) R D) (1,%)(-1,3) c- d) 3 3

112 )R b (04) ¢ - d-4<y<ow
113 a) -12 b) (1,50) ¢) - d) —oo<y<50
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114 a) —y2<y<—>

c) 2.80 m?

I

c) 15

33
115  (3.79, -5.00)
11.6. 07166 <y <2
17 3
11.8 10
11.9 24.00
11.10 31/9 = 1471, 3‘/E = 1471
T T
1111 a) - h) 20
1112 30
1113 400
11.14  a) \E b)1,3
3
1115 &) x-y+Zx2, 2y+@+Z5)x by 22
8 2 4+ 1
1116 a) 05029  b) 1.006
121 a) 833  b) 100 ) 50 d) 1.047
122 679.17 b)2.94 «¢) 14.81
12.3 a) 13.90° 76.09° b) 19.57 s 79.04 s
124  a) t=1,(30) t=2,(0,0) t=3, (-10) b) t=2, (0,0)t=4, (0,6)
¢) t=2.58 (-0.82,-0.39), t=142 (144,0.39) d)t=3 (-10) e)-
125  a) - b) (21),(-21) ¢) (00)(03) d) 60° ) (—%
2s o v (3 (13 (4
127 a) 1) 79700 600 2) 62000 6000 3) 52300 b) 40
> 2
131 a) 2x2 b) 5 c) isin3x—cosd4x d)ie¥
13.2 a) 1 b) 2 c) In(2)
3
2-(3-sin(x) +1)2 2x*
133 a) ( 9( )+Y) b)  x-In(e*+1) ¢ e4
134 a) 0961 b) 670 c) 241
135 1
136 2
137 a)- b &
138 03667, 1045
139 a)- b2
13.10 3.83
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1311 a) & b) %
1312 a)y=x h) ¢ ) 57
1313 27
1314 a)- b)i&  c) 4¥£=4.1489
141 a) y=9x—7 b) voksende
142 a) y=¢x+5 b) voksende
143 ja
14.4 a) voksende for x>0, aftagende for x <0, b)y=2x-2
145 ja
146 a) y=2+C-e* p) y=2, y=2+e¥
147 &) y=x?-x+3+C.e ¥ b) y=x%-x+3
148 @) y)—e P +C.e 2 b) y)—e 2 +3.e "
t
14.9 1a)y'=k-y 1b)y=100-e'" 2a)y’=(b—a-y)y 2b)y=1/20029904L = 5.y
)y y 1b)y )y =( Y )y = e )

14.10 a) 0.03954 b) 11.78 c) 6.61
1411 10.43

dh c 2
1412 @) —=- Jh, b)) h=(2-1) c) 2

dt z-r?

1 2 13 dh ¢ -3 L
1413 a) V= =r-(tanv)®>-h3® b) /- =————h ¢) h=(32-31t)5 d) 1.03
3 dt  z.(tanv)
3
15.1
1

152  a)442  b)(23.3)
153  ja, det ger de
154 u=35.26" , v=7053°
155  Ngj
156 a)3 h)5
15.7 ) (0,-21,-14), b) Nej c) 42.38°

X -2 7
158 a) |y|=|1 |+t3 b) nej

z 3 3

15.9 /24 = 4.899

15.10
15.11

a)x+2y=0 b) x+2y=7

a) 96.86°  b) (g,ﬁj
575
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15.12
15.13

15.14
15.15
15.16
15.17

15.18

15.19
15.20

15.21
15.22

16.1.
16.2.
16.3.
16.4.
16.5
16.6.
16.7

Facitliste

a)x-y+2z-3=0 b) x+3y-5=0 c¢)x-2=0 d)(3,0,0), (50,0), (2,0,0)
2) - (46.2) b) (242

X-5y+3z2=0

a) nej b) (-3, 4,8)

90°

60°

a) i b) % ¢)30.32°

a)2x-2y-z+3=0 b) (4,7, -3) c) (6,11,-7)

(x=3)2 +(y-5)2 +(z+2)% =19
s s 133)% (133)?
oelo- 2 (82
a) (3,-8,0), r=3  b)(0,4,0),r=1

a) -b) 6.1, 6.5 venstreskaev c) 26,67%

a) - b) A:60,62.72 B:70,68.18 c) A:15, 1489 B:12.71, 154d)-
a)- b)m=130 X =130, s=42.19 nedre Kvartil = 100, gvre kvartil = 160
a)- b)m=55 X =555

a)- b)2.84 0232  c)25%

17.1 P - veerdi =0.4159

17.2 P - veardi =0.0029

17.3 P -verdi =0.0658

17.4 (1) P -verdi =0.00030 (2) P - verdi =0.561
175 P -verdi =0.0877
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A
accelerationsvektor 112
addition af vektorer 22
afhaengig variabel 50
afstand
fra punkt til linie 38
fra punkt til plan 182
fra punkt til punkt 5
afstandsformel 5, 161
aftagende funktion 51
andengradsligning 1, 56
antalstabel 186
areal af parallelogram 32
areal af punktmangde 124
asymptote 100

B
basisvektorer 24
begyndelsesbetingelse 132

begyndelsespunkt i koordinatsystem 5

beveegelse, retlinet 42, 111
boxplot 180
bragkregel for differentiation 90

C

cirkel 11
beveegelse 112
ligning 11
tangent 44

cosinus 13, 69

cost 14
cosinusrelationerne 45
for trekant i planen 45

D
definitionsmangde 50
deskriptiv statistik 171
determinant

af anden orden 32
differenskvotient 88
differentialkvotient 86
differentialligning af 1. orden 132

numerisk lgsning 141
differentialligning af 2. orden 158
differentiation 85

af eksponentialfunktion 02

af logaritmefunktion 92

202

af omvendt funktion 91
af potensfunktion 02

af sammensat funktion 91
standardfunktioner 92

af trigonometriske funktioner 92

regler 90
diskriminant 56

E

egentlig vektor 22
eksponentialfunktion 61
eksponentiel veekst 134
ekstrapolation 77
ekstrema 99
enhedscirkel 12
enhedsvektor 23
ensvinklede trekanter 17

F
facitliste 195
faktorisering af polynomium 59
faseforskydning 77
forklaringsgrad 75
fordoblingskonstant 65
fremskrivningsfaktor 62
fuldstendig lgsning 132
funktion
aftagende 51
eksponential 61
lineger 55
logaritme 63
monoton 51
omvendt 51
periodisk 69
potens 53
reel 50
sammensat 51
trigonometrisk 68
voksende 51
funktionsundersggelse 101

G

grader 68

Grundrelation i trigonometri 70
gennemsnit 178



goodness of fit test 188
grupperede fordelinger 182
grenseomkostning 114
grenseomsatning 115
grenseverdi 85

H

halveringskonstant 65
hastighedsvektor 112
histogram 175
heldning 6
heldningskoefficient 6
haendelse 185
hgjrestilling 147

|
indskudssetning for vektorer 22
integral
bestemt 120
ubestemt 117
integrand 117
integration 117
numerisk 127
integrationsprgven 117
integrationsregler 1118
partiel 118
substitution 118

K
karakteristiske tal 178
kinematik 111
kontinuitet 95
koordinater

for plane vektorer 22

for punkter i plan 5

for vektorer i rummet 147
koordinatsystem

i planen 5

I rummet 147
korrelationskoefficient 75
kugle 166
kraefternes parallelogram 22
kumuleret relativ hyppighed 177
kvalitative data 171
kvantitative data 174
kvartil 179

L
lagkagediagram 172
ligefrem proportionalitet 17
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ligning
cirkel 11
kugle 166
linie i plan 6, 38
plan i rummet 158
ligninger med to ubekendte 8
lineaer funktion 55
lineeer differentialligning af 1. orden
med konstante koefficienter 133, 137
linieelement 141
linier
i plan 6, 38
i rummet 150
vindskeaeve 152
logaritmer
naturlig In 63
titals log 63
regler 64
skalaer 66
logistisk veekst 139
leengde af vektor 26

M

maksimum 100

median 179

middelsum 122

mindste kvadraters metode 75
mindsteverdi 100

minimum 100

monoton funktion 51
monotoniforhold 99
momentvektor 155

N
naturlig logaritme In 63
nulpunkter 102
nulvektor 22
normalvektor
til linie 38
til plan 159
nulhypotese 186
numerisk integration 127
numerisk lgsning til differentialligning141

@)

omlgbsretning 32

omvendt funktion 51

omvendt proportionalitet 17
omvendt trigonometrisk funktion 14
Opgaver



Stikord

til kapitel 1 3

til kapitel2 9

til kapitel 3 16
til kapitel 4 20
til kapitel 5 35
til kapitel 6 48
til kapitel 7 52
til kapitel 8 71
til kapitel 9 81

til kapitel 10 97
til kapitel 11 108
til kapitel 12 116
til kapitel 13 130
til kapitel 14 143
til kapitel 15 168
til kapitel 16 183
til kapitel 15 193
oplasning i faktorer 58
optimering 58 , 105
outliers 77
ortogonale vektorer 30

P
parabel 56
parallelepipedum 146
parallelogram’s areal 154
parameterfremstilling for linie i plan 41
parameterfremstilling for linie i rum 150
partikulaer lgsning 132
periodisk funktion 69
plan
i rummet 158
ligning 159
population 171
positiv omlgbsretning 32
polyedre 164
polynomium
af 1. grad 55
af 2. grad 56
af 3. grad 59
af 4. grad 60
potensfunktion 53
potensregler 53
prikprodukt 27
prisme 164
produktregel for differentialkvotient 90
projektion
af vektor pa vektor 31
proportionalitet 17

204

pyramide 165

R
radian 68
radioaktivt henfald 66, 142
regneregler
differentiation 99
logaritme 64
potens 53
simple 1
regression 73
regression
ligning 74
lineser model 74
renteformel 62
residual 75
ret linies ligning 6
retningsvektor 29
retningsvektor for linie 38
retningsvinkel 29
retvinklet trekant 18
Richter-skalaen 67
rod i polynomium 55
rotation 154
rumfang
af omdrejningslegeme 128
af prisme 164
af pyramide 165

S
sammensat funktion 51
sandsynlighed 185
sinus 13, 69
sin™ 14
sinusrelationerne for trekant i planen 46
skalarprodukt 25, 170

i planen 27

i rummet 149
skra kast 113
skeering

mellem to linier 8, 152

mellem cirkel og linie 43

mellem linie og plan 163
spredning 178
stamfunktion 117
standardafvigelse 178
standardfunktioner 53
statistisk uafhaengige haendelser 185
stedvektor 25



stikprgve 186
stgrsteveerdi 100
subtraktion af vektorer 23
sumpolygon 177
svingninger 70
sgjlediagram 172

T
tangent

til cirkel 44

til kurve 88
tangentplan til kugle 167
test af uafhaengighed 188
titalslogaritme 63
trigonometriske funktioner 11, 68
trigonometrisk grundrelation 70
tangens 14
tetraeder 148
trekant

ensvinklede 17

retvinklede 18
trekantstilfaelde i planen 45
tveervektor 32

U
uafhaengig variabel 50

\
vekselstrgm 68
vektor
addition 22
i planen 21
i rummet 147
koordinater i planen 24
lengde 26
multiplikation med tal 23
ortogonale 30
produkt 154
retningsvinkel 29
subtraktion 23
vinkel
mellem vektorer 29
mellem linier 39, 153
mellem linie og plan 163
mellem planer 159
vinkelmal , naturligt 68
vindskeve linier 152
voksende funktion 51

volumen af omdrejningslegeme 128

veegtet gennemsnit 182

vaeksthastighed 89
vaekstrate 62
vardimangde 50

0]
@konomi 114

Stikord
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