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FORORD

Formal. Det er hensigten, at lerebogssystemet (i alt 3 bind) skal give en overskuelig og letleest
fremstilling af den matematik, som er nyttig pd ingenierens arbejdsplads eller kreves for, at
man kan forsta kurser og litteratur om mange teknisk-videnskabelige emner. Bogerne skal ogsd
kunne vare opslagsvark og inspirationskilde for praktiserende ingenierer og andre med et
behov for anvendelses-orienteret matematik. I forste raekke er bagerne skrevet som grundlag
for den matematikundervisning som finder sted pd diplomuddannelsen pé “Institut for Anvendt
Kemi”, DTU.

Leeserens forudsztninger. Der forudsettes et kendskab til matematik svarende til A-niveau.
De vigtigste forudsatninger repeteres dog kort, s& begerne skulle ogsa vere tilgengelige for
leesere med forudsatninger, der svarer til B-niveau 1 matematik.

Indhold. Bind 1 omhandler funktioner af 1 variabel.

Hovedemnerne er:

® Grundleggende begreber for funktion af 1 variabel (for en stor del kendt fra A-niveauet)
® Differentialligninger

® Komplekse tal

® Approksimation.

I tilknytning til de fleste emner angives numeriske metoder (og algoritmer), som ud over at
vere nyttige for en ingenigr ogsa kan stette den matematiske forstaelse ved at give "jordfor-
bindelse".

Endvidere vises, hvorledes man kan benytte matematik-programmer til losning af problemerne.
Som eksempel er valgt matematik-programmet Maple.

Struktur. Hvert kapitel starter med nogle afsnit, hvor "kernestoffet" behandles, derefter
kommer nogle supplementsafsnit og til sidst et afsnit med opgaver:

® Kernestoffet i kapitlet forklarer de matematiske emner intuitivt og praktisk ved hjelp af
figurer og gennemregnede eksempler. Definitioner og s&tninger formuleres praecist, og de

fleste seetninger bevises.

® Supplementsafsnittene i1 kapitlet indeholder behandlingen af mere perifere emner,
uddybende forklaringer og lange, komplicerede beviser.

® Opgaverne sidst i kapitlet indeholder blandt andet nogle opgaver, der er meerket med "T",
fordi de er serligt velegnede i forbindelse med en gennemgang pa tavlen. Bag i bogen

findes en facitliste til alle opgaverne.

I appendix findes algoritmer til de numeriske metoder samt oversigter med nyttige formler.
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Leesning. Onsker man pa ret kort tid at fa et overblik og en "praktisk forstaelse" af mange
omréder af matematikken, kan man overspringe supplementafsnittene, og alt der er trykt med
smat. Har et bestemt emne sarlig interesse, sd kan en storre viden herom som regel opnés ved,
atman laeser de relevante supplementsafsnit, det som er trykt med smét, og desuden konsulterer
appendix og litteraturlisten bag i bogen.

Nar man i bind 1 har lest kapitlerne 1 og 2 kan man laese de ovrige kapitler uathengigt af
hinanden, bortset fra, at kapitel 6 forudsetter kapitel 5.

Pa baggrund af kapitlerne 1 og 2 i bind 1 kan bind 2 lases, mens lesning af bind 3 yderligere
kraever kendskab til kapitel 4 og 6 om differentialligninger.

Sammen med bind 1, 2 og 3 vil det vare nyttigt at have en formelsamling ved hénden.
Schaum-seriens: "Mathematical Handbook" er velegnet, og den vil der blive henvist til i alle
tre bind med den korte betegnelse "Schaums hindbog".

Undervisning. I en &rreekke har de 3 bind veret benyttet pd Danmarks Ingenierakademis
kemiafdeling (nu diplomstudiet p& DTU 1 kemi). Hvert bind gennemgés i lobet af 1
modulkursus, dvs. ca. 45 undervisningstimer suppleret med regning af opgaver. Med hensyn
til prioriteringen af emnerne og eksemplerne pa anvendelser barer begerne et naturligt praeg
af oprindelsesstedet. De skulle imidlertid uden vanskelighed kunne indg alle steder, hvor der
skal undervises i anvendelses-orienteret matematik, iseer hvis der suppleres med noter om
specielle emner.

Yderligere bemzrkninger. Vi vil vere taknemmelige for alle forslag til forbedringer, det
gaelder ogsé forslag til rettelse af smafejl. Forelobig siger vi tak til kolleger og studerende for
inspirerende kritik gennem arene. En sarlig tak rettes til lektor Preben Alsholm, som har givet
inspiration til mange forbedringer. Endvidere bringer vi en tak til fru Annette Karlsson for den
omhu og tdlmodighed hun gennem drene har udvist ved skrivningen af de mange forskellige
udgaver, ligesom vi takker teknisk tegner Pernille Zeiler Nielsen for med stor dygtighed at have
tegnet bogens figurer. Endelig takker vi Den Private Ingenierfond for stor imedekommenhed
ved udgivelsen.

Lyngby Bjarne Hellesen
Juni 1996 Mogens Oddershede Larsen

5. og 6. udgave. Der er kun foretaget mindre a&ndringer samt tilfgjet eksempler og opgaver.
I den forbindelse takkes kolleger og studerende ved DTU’s diplomuddannelser og
levnedsmiddeluddannelse varmt. Den 6. udgave kan bruges sammen med 5. udgave.

Lyngby, juni 1998 og november 1999 Bjarne Hellesen
Mogens Oddershede Larsen
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1 FUNKTION AF EN VARIABEL

I dette kapitel repeteres basale beregningsmetoder samt grundleggende begreber sdsom

grenseverdi, kontinuitet, differentiation og integration for funktioner af én variabel.

1.1 FUNKTIONSBEGREBET

Man siger, at der foreligger en funktion f,
hvis der til ethvert element x i en definitions- y
meengde D ertilordnet netop ét element f(x) i A

en maengde M.  Man kalder S |
f(x) for funktionsverdien. Mangden af alle
funktionsverdier kaldes vaerdimzengden

(V péd figur 1.1). Vi vil ofte blot skrive ,
“funktionen x2", f(x)=x2 eller angive
funktionen ved en ligning af formen y =x2. 1

det sidste tilfeelde kaldes x for den uafhzengi- '

ge variabel og y for den afhengige variabel.

En anden skrivemade er f: x =x?2, og ved de < D

praktiske anvendelser ser man ofte

skrivemaden y = y(x).
Fig. 1.1. Graf for en funktion f.

Forklaring af skrivemiden y =y(x). Erfeks. massen m afenstangen funktion af stangens leengde /, vil man nedigt
skrive m =f{/), da man sé dels benytter symbolet m for massen betragtet som en variabel, dels benytter symbolet f for
massens afhengighed af /. I stedet skrives tit m = m([), s& der kun knyttes ét symbol m til den fysiske sterrelse.




Funktion af én vari abel

Eksempel 1.1. Reducér funktionsudtryk.
Reducér om muligt de folgende udtryk uden hjelpemidler:

20/3 1. 2 3 13 X 1 1
1) =——x, x+—+=-—, —x-5=x, + + ,
4/9 6 3 10 2 x2-9 x-3 x+3
6 6x X
2) xexexexexx, x2xb e, (x2)3, 2%3%, x_, © , 6—,
x e2x 2%
5
3) (/x)8, \/36x36, \/e2+22 -2 +x, 12x3 , 2x°-(x°-3xH(2x*-x).
4x
LOSNING:
1) M - 20.9 (dividér med brek 4/9 ved at gange med inverse brek 9/4)
4/9 3 4
_ 20'9x _ 5-3x - 15x |
3-4 1-1 =
x+l L2_3 . X+ 1-5 210 33 (skaf feelles naevner 30)
6 3 10 6-5 3-10 10-3
5 20 9 _ 5+20-9 _ 16 8
= —_t — - — = + —_— = + — = +—,
30 30 30 30 30 15
13 _ 13 10 13-10 _ _ 3
—x-5x=—x-—x-= = =x ,
2 2 2 2 2
x bt 1 _ x . 1-x+3) . 1-(x-3)
x2-9 x-3 x+3 x2-9 (x-3)(x+3) (x+3)'(x-3)
I x+3 N x-3 _ x+x+3+x-3 _  3x
x2-9 x*-9 x2?2-9 x%-9 x2-9
2) xX'Xx'X'X°X°X = x=6 , x2x* =x2+ =x=6 = (' x)(xxxx)
ere4x — e2x+4x — e6x , (x2)3 =x2-3 =x=6 = (X)) (%) (xox)
%6
x3x =(2,3)x = 6* , A x6—2 — x4 ,
e6x — e6x—2x — e4x , ﬁ — (é)x - 1x ,
er — 9x 2 -
e 1,
3) ye*+2?2 -2 +x kan ikke reduceres , WxF=\x?) =x? =x*,
1
[36x% = 36/ = 6-x %3 618 12x° _ 35573 = 352
’ 4x3 ’

2x° - (x°-3xH)(2x*-x) = 2x° - (x2x*-x3x-3x22x* +3x%x)
x?-(2x°-x%-6x%+3x3%) = 2x7-2x%+x6+6x°-3x3 = 7x®-3x3 .



1.1 Funktionsbegrebet

Monoton funktion

En funktion f siges at vare voksende i et
interval I, hvis det for vilkirlige x; og
x, 1 I gelder, at

x<x, = flx) <flx,),

se figur 1.2.

Analogt siges en funktion at vere aftagende

1 et interval I, hvis det for vilkarlige x,

og x, i I galder, at | I

6 <x = fix)>flx).
Fig. 1.2. Voksende funktion.

En funktion f siges at veere monoton i et interval I, hvis den enten er en voksende funktion

1 I eller en aftagende funktioni 7.

Eksempel 1.2. Monoton funktion.

Hvert af de folgende udtryk f(x) angiver en funktion f, der har et interval som

definitionsmangde. Afger, om funktionen er voksende, aftagende, eller ikke-monoton

1 intervallet.

2x+1, -x, x°, |x|, 1 .
1+yx
LOSNING:
2x+1: x<x, = 2x<2x, = 2x+1<2x,+1, voksende
-X: X <x, = -x>-X,, aftagende
x> X <x, = x<x, voksende
|x]| : 0<1 og |0|<|1|, men -1<0 og |-1|>]|0|, ikke-monoton

L. 0<x;<x, = ijﬁ/xj S 1+\/x71<1+\/x72

1 1

= > , aftagende .

1+\/x71 1+\/x72



Funktion af én vari abel

Omvendt funktion
Lad f vare en funktion med definitionsmang- y
den D og veardimengden V. Hvis der til 4

ethvert ye V' findes netop ¢t xeD, sa

fx)=y, siges f at have en omvendt

funktion ™! givet ved

y=fx) o x=f"'». L !

Eksempelvis har enhver monoton funktion en

omvendt funktion.

s N
-

~
<
-

A
)
v

Fig. 1.3. Omvendt funktion.

Siledes er f(x)=x? en voksende funktion
for x>0, og f har derfor her en omvendt 7
funktion f~!. For x>0 fasaf y=x2, at

x =4/y , dvs. den omvendte funktion er givet
ved fY(y)=4y, hvor y>0. Hvisvisom
sedvanlig afbilder den uatheengige variabel ud
ad den vandrette akse, fis grafen for f! af

grafen for f ved spejling i linien y =x,

se figur 1.4. 0 | > 3

Fig. 1.4. Graf for omvendt funktion fds
ved spejlingi y = x.

Eksempel 1.3. Omvendt funktion.
Hvert af de folgende udtryk f(x) angiver en funktion f, der har et interval som

definitionsmangde, og er monoton i dette interval. Find den omvendte funktion.

2x+1, -x, x°, e~ LI
1+/x




1.2 G ansevar di

LOSNING:
O=2x+1, y-1=2x, x=f1y)= %, YeR
0-=-x, x=770) =y, »yeR
O=x%, x=f'0)= V¥, »yeR

O=e*, x=f70)=ly, y>0

y=——, Iefx=1, Jx-
1+/x y

1 s (1)
—-1, x=f"@=(—-1] , O0<y<l.
y y

1.2 GRANSEVARDI

Lad f vere en funktion, som er defineret i en udprikket omegn ' af et reelt tal x,, og lad
a vere et reelt tal. Hvis f(x) er vilkarligt tet pad a, blot x er tilstreekkeligt tet
pé x,, sigervi,at f(x) har greenseverdien a for x géende mod x,. °
Vi skriver da

fx)—>a for x—x, eller lim f(x) = a eller f(x) = a .
X=X * =X

Eksempelvis skriver vi, at x2—4 for x—2.
Granseovergang mod oo og -oo anvendes ogsd, f.eks.

e*>0 for x— -

og % —o00 for x—0 (dvs. % har ingen grenseverdi for x = 0,
X X
idet oo ikke er et reelt tal) .

Endvidere forekommer ensidige grenseovergange, f.eks.

Inx - -0 for x— 0+ (x gr mod O fra hejre)
og Jy1-x2 >0 for x— 1- (x gdr mod 1 fra venstre) .

Ved en udprikket omegn af x, forstds en mangde { x | 0<|x-x5|<€ }, hvor & er et positivt tal.

For bedre at kunne underspge vanskeligere tilfaelde eller bevise s@tninger om grenseverdi, ma man erstatte
ordene "vilkarligt taet" og "tilstraekkeligt teet" med noget mere praecist. Dette er gjort i supplement 1A, hvor ogsa
grenseovergange mod oo er defineret.



Funktion af én vari abel

Regneregler for gransevardier

P4 grundlag af definitionen kan en rakke velkendte regneregler for graenseverdi udledes.
Disse er angivet 1 nedenstaende skema.

Givet Konklusion

fx)+gx) >a+b for x—x,

f(x)—>a for X =X, f(x)—g(x)—>a—b for X=X,

g(x)—»b for x =X, f(x)'g(x)—>a'b for x> X,

M.,E for x—x,, hvis b#0
gkx) b
fx)—a for x-x, g(f(x))»b for x—x,
g@)—»>b for y—a (forudsat, at x#x, = f(x) #a)
a,b,x,€R
| f(x)| = a (eller ) for x—x,, a#0 @, for x - x, ¢ o€ R)
g(x)
gx)—>0 for x—x,
f&x)—>a for x-—x %—»O for x— x,
|lg(x)| > 0 for x—x,
fx)—=a for x—x, a#0 |f(x)'gx)| = oo for x-x,

|lg(x)| > o0 for x-—x,

Eksempel 1.4. Graenseveerdi.

Undersog de folgende udtryk for x = 0+ og for x — oo :

2
1 JX, e, eV 2x“+4x+1 .
X 3x2+5



1.3 Kontinuitet

LOSNING:

l—>oo for x— 0+, l—>0 for x— oo,

X X

Jx—>0 for x— 0+, JXx > o0 for x— oo,
ef—1 for x— 0+, ef—> oo for x— oo,
eV* 51 for x— 0+, eV* > o0 for x— 00,

2x%+4x+1 2:0°+4-0+1 1
= = 5 == - - == for x>0+,

3x2+5 3-0%+5 5

2+i+i

2x2+4x+1 x x? 2+0+0 2
= - = - = = for x— oo,

3x%+5 3.3 3+0 3

%2
Maple:
I “Math mode” : Velg i menu Expression” lim f Udfyld felter ved benyttelse af
xXx—>a
tabulatortast.

Eksempel: lim 1/x
x—0+

1.3 KONTINUITET

DEFINITION af Kkontinuitet. Lad f veere en funktion, der i hvert fald er defineret i et adbent

interval indeholdende x. Visigerda, at [ er kontinuerti x,, hvis

f¥) = flx) for x—x, .

Hvis definitionsmengden for f er et lukket interval [a;b], siger vi, at f er kontinuert i
endepunktet a, blot der gelder

fx)—>f(@ for x—a+ .
Tilsvarende defineres kontinuitet i intervalendepunktet b. Hvis f er kontinuert i hele sin

definitionsmengde, siger vi kort, at f* er kontinuert.



Funktion af én vari abel

Geometrisk betydning af kontinuitet. Intuitivt kan man ofte forestille sig kontinuerte

funktioner som funktioner, hvis graf er "ubrudt". P4 figur 1.5 er vist nogle ikke-kontinuerte

funktioners grafer.

Y Y
A A

Fig. 1.5. Nogle ikke-kontinuerte funktioners grafer.

Regning med kontinuerte funktioner
Ved "sedvanlig regning" (f+g, f-g, f'g, %, fog, f71, se evt. sxtning 1.1) med
kontinuerte funktioner fis atter kontinuerte funktioner, og da alle "standardfunktioner" (exp,
In, potens, sin, cos osv.) er kontinuerte i deres definitionsmengde, vil ogsd enhver funktion,
der ved "sedvanlig regning" kan dannes ud fra standardfunktionerne, blive kontinuert i sin
definitionsmengde. Eksempelvis vil funktionen

F(x) = sin(x+1) + &£ -Inx

x+1

vaere kontinuert i maengden R4 = ]0; 00].

SATNING 1.1 (regning med kontinuerte funktioner).

a) Hvis f og g erto funktioner, der erk?ntinuertei Xy, sd erfunktionerne f+g, f-g og f'g ogsd kontinuerte
i Xy. Hvis g(xy)#0, sderogsd = kontinuerti x,.

b) Hvis g erkontinuerti x,, og f erkontinuerti y,=g(x,)), saer fog (dvs. f(g(x))) kontinuert i x,.

¢) Hvis f er monoton og kontinuert i et interval I, sd er den omvendte funktion Y kontinuert i f.

Beviset for s@tningen findes i lerebgger for gymnasiet og vil ikke blive gennemfort her.



1.4 Differentiation

SATNING 1.2 (kontinuitetsscetning). Lad en funktion f veere kontinuert, og lad definitions-
meengden veere et interval 1. Sd er veerdimeengden ogsa et interval. Er I et lukket begreenset
interval, sa har f bdde et globalt maksimum M og et globalt minimum m , sadledes at

veerdimeengden for f er intervallet [m; M.

Et bevis for s@tningen kraever en detaljeret analyse af begrebet "reelle tal" og vil ikke blive
gennemfort her. Setningen er imidlertid intuitivt let at forstd, idet en funktion, hvis
definitionsmengde er sammenh@ngende, og hvis graf ogsd er sammenhangende, ma antage
enhver veerdi mellem f(x,) og f(x,), hvor x; og x, er to v
vilkérlige punkter i definitionsmangden.

Specielt vil det gelde, at hvis f(x,) og f(x,) har forskelligt

fortegn (se figur 1.6), sa vil f antage vaerdien O for mindst

rod

l A

ligning f(x) = 0. Fig. 1.6. Der md veere en rod.

S

én mellemliggende vaerdi af x - en s&@tning man anvender

(som regel uden at nevne det) ved numerisk lgsning af en

1.4 DIFFERENTIATION

Som eksempler pa anvendelser af differentialkvotienter kan naevnes

dx
I = hastigheden " af en veaeske, der strommer 1 et ror,
de @ndringen pr. tidsenhed kg af et stofs koncentration c,
dt m3h
aw _ . .
& pumpearbejde pr. tidsenhed [£WV].
t

Lad f vare en funktion defineret i et interval /, lad x, €I, oglad a vere et reelt tal.

DEFINITION af differentialkvotient og tangent. Funktionen f siges at veere differentiabel i x,

med differentialkvotienten o , hvis

AF S A -fx)
Ax Ax

—a for Ax—0.

Differentialkvotienten betegnes %‘(xo) eller f’ (x,) -
X

Linien gennem (x,, f(x,)) med heeldningskoefficienten £ ! (x,) kaldes en tangent til grafen for f.
Tangenten har da ligningen 'y —f(x,) = f(x))* (x—x,) -



Funktion af én vari abel

Granseovergangen er illustreret pé figur 1.7.

Ay
fx,+Ax)
3
4 o ,
\f
. a\\%c“
sy !
» X
Xo Ax x,+Av
<4 >
. : Af . df .
Fig. 1.7. Sekanten har heeldningen A Greenseveerdien I er heeldningen for tangenten.
X x

Er x, et endepunkt af intervallet /, foretages kun en ensidig grenseovergang. Funktionen f

siges at veere differentiabel i intervallet 7, hvis den er differentiabel i ethvert punkt af 1.

Skrivemader
Differentialkvotienten i punktet x, kan skrives pa flere mader
df dy /
—= (%) —= /7 (xp) Dfx,) -
dx ° dx ) x=x, 0 0
Ofte udelades x, af betegnelserne, og man skriver blot
d_f Q f / oo.
dx dx
Skrivemaden ? blev indfert af Leibniz (ca. 1675), der benyttede dy og dx som betegnelser for "uendelig sma eendringer".
P

Undertiden skrives blot saledes: di(x?’ +5x) = 3x2+5 .
x

Ved differentiation af den afledede f” fas den afledede af 2. orden, som kan skrives

dzf dzy /i
2 2 7
dx dx
7 7
Analogt fas de hejere afledede, f.eks. ar _ 4y FAL
dx’ dx’

10



1.4 Differentiation

Partielle differentialkvotienter g , %{ , g—f En funktion af én variabel x kan fremkomme
x Ody 0Oz
ved at man 1 en funktion af flere variable opfatter alle andre variable end x som konstanter.

Eksempelvis kan vi i funktionen f(x,y,z) = x2y?z3 +2y +3x2 +z + 4 opfatte y og z som
konstanter, dvs. betragte f som en funktion af x alene. Dens differentialkvotient kaldes den

partielle differentialkvotient med hensyn til x, og den skrives

I 2xp223+0+6x+0+0 = 2xp2z3 +6x  (skrivesogsd [ eller £).

ox

Tilsvarende kan man finde den partielle differentialkvotient med hensyn til y:
/A 2x2%yz3 +2 (skrives ogsa f/ eller f).

ay ¥y y

og den partielle differentialkvotient med hensyn til z:

F 3x2y2z% + 1 (skrives ogsa fz/ eller f).

oz

Tegnet J laeses “bledt d” og markerer, at funktionen f har flere variable.

Analogt fas partielle afledede af hgjere orden, f.eks

2
8_{ = 2y223 + 6 (skrives ogsd f eller £ ).
ox

Regning med differentiable funktioner

Ved "sedvanlig regning" ( f+g, f-g, g, jgp, fog, f7! se evt. setning 1.3) med diffe-
rentiable funktioner fas atter differentiable funktioner. Da alle standardfunktionerne (exp, In,
potens, cos, sin, /x, osv.) er differentiable i deres definitionsmangde (dog for nogle
funktioner med undtagelse af enkelte punkter), vil ogséd enhver funktion, der ved "sedvanlig
regning" kan dannes ud fra standardfunktionerne, blive differentiabel i sin definitionsmangde
(dog for nogle funktioner med undtagelse af enkelte punkter). Eksempelvis vil funktionen

f(x) = sin(x+1) + ¢’ - Inx
x+1

veaere differentiabel i sin definitionsmengde R, = ]0;o°[. Etandet
eksempel er funktionen g(x) = /x2, som er defineret for ethvert T
P\

reelt tal x, men som kun er differentiabel for x # 0, idet funktionen

Jx? = | x| har et sakaldt "kneek" i x = 0:

11



Funktion af én vari abel

SATNING 1.3 (regneregler for differentiable funktioner).

a) Lad f og g veere to funktioner, der er differentiable i x,, og lad k veere en konstant.

Siaer f+g, f-g, k'f og fg differentiablei x,, og

(f+8) () = fl(x) +£'(x))

(f-8)xy) = fxp)-g'(x))

(kf)xg) = kef'(xy)

(f8)(xg) = f(xg) glxg) + flxy) g (xp) -
Hvis g(xy)) #0, sder Jé differentiabel i x;, og

( f)/ B f/(xo)'g(xo) _f(xo)°g/(xo)

— | ) = .
(g(xo))2

g

b) Lad y =f(u) og u=g(x), hvor funktionen g er differentiabel i x;, og funktionen f er

differentiabel i uy =g(x,). Sd er den sammensatte funktion fog differentiabel i x,, og

(fog) () = (f(g)) T f'(glxy) - g'0xp) -

/
*=%o
Reglen kan ogsd skrives pd folgende form, der er lettere at huske:

dy _ dy du
dx du dx

c) Lady=f(x), hvorfunktionen f er monoton og differentiabel i et interval I. Hvis x,€1 og
f(x,) #0, sd er den omvendte funktion f L differentiabel i vo =f(x,). ogder geelder
(F) Gy = —— .

S(%)
Reglen kan ogsd skrives pd folgende form, der er lettere at huske:

dx 1

dy dy

dx

Beviset for s@tning 1.3 vil ikke blive gennemfort her.

12



1.4 Differentiation

Eksempel 1.5. Differentiation.
Find den afledede af hvert af de folgende udtryk:

1) x3’ ‘x4_x5’ l’ i’ \/;’ L’ X ex’ e\/;

x x2 \/; x+1’

2) Inx, sinx, cosx, x-sinx, sin(x2)+3cos(4x), sin(lnx).

>

LOSNING:
1) (x3)/ = 3x371 = 3x2,

/
(1) - (1) =yt = 2
x x
(%) = (x'z)/ = (-2)x?! = 2x7% = _—f,
x X
(/%) S T R T I 1
\/;/=x2 = L.y2 = Sy 2 = L. 1o ,
1
2 2 2 1 2/x
1) / 1 3
)G
Jx 2 2 2¢/x3
/ /. . / . —x-1/
x) _ x0OeHD) —xe(xe+) 11y - xe 10 1
x+1 (x+1)2 (x+1)2 (x+]_)2 3
L) - e,
Jx
O R (T
2+/x  2y/x
2) (Inx)’ = l, (sinx)’ = cosx, (cosx)’ = -sinx,
x

(x-sinx)’ = x/-sinx + x-(sinx)’ = 1-sinx +x-cosx = sinx +x-cosx ,

(sin(x2) +3cos(4x))’ = (sin(x2))’ + (3cos(4x))’

cos(x2)-(x2)’ + 3+(-sin(4x)-(4x)’ = cos(x2)-2x + 3-(-sin(4x))-4
= 2xcos(x?) - 12sin(4x),

(sin(Inx))’ = (cos(Inx))- (Inx)’ = (cos(Inx))- L = cosinx)
X X

13



Funktion af én vari abel

Eksempel 1.6. Differentiationsregler.

Find differentialkvotienten af e"2 t3x

LOSNING:

x2+3x

Idet vi setter y =€ og u=x2+3x, fis

x2+3x u 2
de™™ _dy _dy du _de" d(x“+3x) _ e (2x+3) = ex2+3x(2x+3)_

dx dx du dx du dx

Maple:
: , d
I “Math mode” : Velg i menu Expression” d_ f Udfyld felter ved benyttelse af
x

tabulatortast.

x242x

Eksempel: die (veelg under expression e )
X

SATNING 1.4 (middelveerdiscetning). Lad f veere en funktion, der opfylder
1) f erkontinuerti [a; b],

2) f erdifferentiabel i la; b[.

Der findes da mindst ét tal ¢ i la; b[ , sddan at

) = f(bl))—f(a) .
-a

Beviset fores ikke her.

SATNING 1.5 (monotoniscetning). Lad f veere en funktion, der er kontinuert i et interval I og differentiabel i det
tilsvarende dbne interval I,. Der geelder da

fl(x) >0 overalt i 1, (men ikke konstant lig med 0 i noget delinterval ) => f er voksende i I,

f1(x) <0 overalti 1, (men ikke konstant lig med 0 i noget delinterval ) => f er aftagende i I,

fl(x) =0 overalt i 1, = ferkonstant i I.

Beviset fores ikke her, men satningen er vigtig i forbindelse med funktionsundersegelser, se det folgende eksempel.

14



1.4 Differentiation

Eksempel 1.7. Optimering.
En cylindrisk beholder, der skal indeholde atsende kemikalier, enskes udformet, sa overfladen bliver sé lille som

muligt, da overfladebehandlingen er dyr. Beholderen, som ikke behaver noget 1ag, skal have rumfanget ¥V m3.

LOSNING:
Lad cylinderen have hejden # ogradius r. Arealet af cylinderens overflade /\
(bund +side) er 4 =T r’+2nrh pa cylinderens rumfanger V =mnr2h, fis \_/
n-__.
nr?

h
Ved indsattelse i udtrykket for 4 fas

A =A(r)=1tr2+2—V, hvor r>0.
r

- -~

Ved differentiation fas nu ﬁ =27r - 2—V . K /
dr r2
1
Idet d—A=0 o r3=Z o r=(ZJ3,
dr T T

kan monotoniforholdene for 4 (r) anskueliggares ved folgende tegning:

dA

7 - ? + »dr

1

0 \A (?V)g / r

1 1
Heraf ses, at overfladearealet A(r) aftager i intervallet 0 <r< ( 14 ) 3 og vokser i intervallet ( 4 ) 3<r<oo
T b

(jeevnfer monotonisatningen 1.5).

1
Overfladen er derfor mindst for » = ( Z ) 3 .

1
Den tilsvarende A-verdi bliver nu =SS T~ (Z) 3,
3

Maple:
I “Math mode” : Skriv 772 +2-V / r Velg i menu “Common Symbols” tallet 7

Seet cursor pa udtrykket og tryk pa hgjre musetast.
Velg i menu “Differentiate” og dernest r
Tryk pa hejre musetast pa det fremkomne udtryk og velg “solve” , “Solve for variable” og dermast “r”

Resultat:
v”slvusl vUSIlel vlf’S
) () ) ()

Vi er kun interesseret i den forste rod, da de to gvrige losninger til ligningen ikke er reelle.

15



Funktion af én vari abel

Numerisk differentiation

Ofte kendes funktionsforskriften ikke, men der foreligger blot en rekke sammenherende
verdier af x og y. Som eksempel 1.3 viser, er der dog ogsd her mulighed for at beregne et

skon for differentialkvotienten i et givet punkt. Formler for sddanne sken findes i1 appendix.

Eksempel 1.8. Numerisk differentiation.

16

Ved et forseg har man malt felgende sammenherende vaerdier af x og y =f(x):

" X 2.8 2.9 3.0 3.1 3.2
" y 8.368 8.668 8.946 9.201 9.437
Ud fra tabellen enskes differentialkvotienten % fundet i punktet x=3 med sa
x

mange betydende cifre som muligt.

LOSNING:

Ud fra definitionen af £/ (x,) folger, at for "smd" vaerdier af Ax galder

S o+ Ax) - flxg)
Ax .
Man plejer imidlertid at benytte en

f) =

forbedret tilnermelse. Fra oversigten

1 appendix 1.2 fés f.eks.

e+ Ax) - fx,~ A)
2-Ax

som er heldningskoefficienten af

f'(x) =

sekanten pa figur 1.9.

For x,=3 og Ax=0.2 fas

f(3+02) -f(3-0.2) _ 26725 .
2:02

For at fa indsigt i fejlens storrelse

gentages beregningen med en halvt sa

stor verdi af Ax. For x,=3 og

Ax=0.1 f3g

f(3+0.1) -f(3-0.1) _ 26650 .
2-0.1

De to resultater stemmer omtrent overens pa de 3 forste cifre, sd det kan antages, at

£/(3) = 2.67.

Fig 1.9. Tangenten og sekanten har
meget neer samme heeldnings-
koefficient.



1.4 Differentiation

Grafisk Fremstilling
Grafiske fremstillinger er velegnet til at skabe overblik og forstéelse. De kan ogsa indgd som
led 1 numeriske beregninger. For en funktion f af 1 variabel na@vnes 1 det felgende nogle

muligheder for at skaffe sig en tegning af grafen { (x,y) | y =f() } .

Metode 1 (benyttelse af differentialregning m.m.). Denne metode er velegnet for forholdsvis
enkle funktioner. Man bestemmer funktionens nulpunkter, monotoniintervaller, ekstrema og
asymptoter, og pa det grundlag tegnes grafen. Metoden er velkendt fra gymnasiet, og repeteres

1 kapitel 2, idet vi tegner grafen for funktionen cosh .

Metode 2 (tabellering). Ved brug af programmerbar lommeregner og computer er det praktisk
at tabellere de mere komplicerede funktioner, man kan mede i ingeniermassige sammen-
hange. Skal man f.eks tegne grafen for funktionen
3.24x+0.73/x
1+1.15x-In(6.39 +0.64x +sin(y/x +2.38))

indtastes funktionen i lommeregneren, og man kan nu nemt beregne s mange stottepunkter,

f(x) = for 0 <x< 10,

at grafen kan tegnes i det enskede interval, se figur 1.10.

"x 0| 0.1 0.2 0.3 0.4
"y 010.4541]0.6759]0.8259]0.9349

Metode 3 (grafisk udstyr). Man kan fa grafer ved hjalp af plotter (edb-styrede penne), printer, dataskeerm, grafisk

lommeregner, oscilloskop eller fra visse registrerende maleapparater.

Man kan ogsé nemt fa tegnet en funktion ved hjelp af programmer, f.eks Maple. Nedenfor er angivet de nedvendige ordrer
for at fa tegnet figur 1.11.

Skriv (3.24*x+0.73*sqrt(x)) / (1 + 1.15*x*In(6.39 + 0.64*x + sin(sqrt(x)+2.38) ) )

Tryk pa hejre musetast, velg “Plots”, Plotbuilder” og veelg interval fra 0 til 10

17



Funktion af én vari abel

Y

184 144
1.6
1.2

14 e .
12 e L 1

e 0.8
0.8]°
061° 0.5
047 0.4
02 02

0 — - X ’

b 1 2 3 4 5 6 7 5 9§ 10
0n 2 4 v B 3 10
Fig. 1.10. Stottepunkter tegnet med tegnepro- Fig. 1.11. Graf tegnet af Maple.
gram..

1.5 INTEGRATION

Stamfunktion

DEFINITION af stamfunktion. Lad f veere en funktion, der er defineret i et interval 1. Ved en
stamfunktion F til [ i intervallet I, forstas en differentiabel funktion, som i I opfylder

betingelsen F'(x) = f(x).

3 3\ /
Eksempelvis er x? en stamfunktion til x2, da (%J = x> (integrationspreven).

Om eksistensen af stamfunktioner galder folgende (anferes uden bevis):
1)  Enhver funktion, der er kontinuert i et interval I, har en stamfunktion i dette.
2) Lad f have en stamfunktion F' 1 intervallet /. Da er samtlige stamfunktioner i dette

interval givet ved F(x)+k, hvor k er en vilkarlig (arbitreer) konstant.

Bestemt integral.
Middelsum. Lad der vere givet en reel funktion f, der er defineret i et interval [a;b],
eventuelt pa nar et endeligt antal punktet af intervallet. Der velges nu en inddeling af

intervallet [a;b] i n delintervaller med lengder Ax,, Ax,, ..., Ax,. I hvert delinterval

vaelges endvidere et punkt, hvori f er defineret. Punkterne betegnes x;, X, ,..., x, . Herefter

er vi i stand til at danne storrelsen
n
12; f(x7)Ax, = f0)) Ax + () Axy+ ... +f(x,) Ax,,

som kaldes en middelsum for f* i1 [a;b] .

18



1.5 Integration

a x; x5 x, b
I—A\']—I—A,\'Z—' L A,\‘”—’

Fig. 1.12. Summen af rektanglernes arealer (regnet med fortegn) er
en middelsum for f i [a;b].

n

DEFINITION af bestemtintegral. Hvis middelsummen E f (xj* ):-Ax ., har en greenseveerdi
=1

3, ndr inddelingen gores finere og finere, sidan at lengden af det storste delinterval gar mod 0, sd

kaldes denne greenseveerdi for det bestemte integral f b f(x)dx, og f siges at veere integrabel i
[a; 6], ‘

Funktionen f efter integraltegnet kaldes )4
integranden. A

o~
N

Fra gymnasiet vides, at en funktion, der er
kontinuert i [a;b], ogsd er integrabel i

[a;b]. Det samme gaelder imidlertid for

stykkevis kontinuerte funktioner ¢, jaevnfor
den folgende satning, som navnes uden
bevis. Fig. 1.13. Stykkevis kontinuert funktion.

3 At middelsummen har en greensevaerdi G (hvor G er et tal) skal betyde, at for ethvert reelt tal ¢ >0 findes et reelt tal

8(£)> 0, sddan at |G — middelsum| < & for enhver middelsum, hvor lengden af det sterste delinterval er mindre end

o(e).

4 At fer stykkevis kontinuert i intervallet [a;b] skal betyde, at f'er kontinuert i hele intervallet med undtagelse af (hojst)
et endeligt antal punkter, hvori funktionen dog har sével en greenseverdi fra venstre som en grenseverdi fra hejre (for
endepunkterne a og b dog blot fra den indre side).
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Funktion af én vari abel

SATNING 1.6 (stykkevis kontinuert funktion). Er en funktion stykkevis kontinuert i et interval

[a; b], sa er funktionen integrabel i intervallet.

Y s
Areal. Er f og g stykkevis kontinuerte funktioner og A =7

f(x)=>g(x) overalti [a;b], séer
f (f(x) —g(x)) dx lig med arealet af mengden mellem
graferne for f og g (grd pa figuren).

y=go

Q |--=——=
S

Sammenhgzeng mellem integral og stamfunktion

SATNING 1.7 (bestemt integral udtrykt ved stamfunktion). Lad F vcere en stamfunktion til en
kontinuert funktion f iintervallet [a;b]. Sa geelder

f fx)dx = F(b)-F(a) .

Bevis. Lad a=x,<x <x,<... <x,=b vareeninddelingaf [a;b].
Viharda F(b)-F(a) = F(x;)-F(xy) +F(x,)-F(x,)+ ... +F(x,) - F(x,_, ). Af differentialregningens middelvaerdiset-

ning fas nu, at der eksisterer tal  #,, £,, ...., f, (H;€lx;x [, LER;x[,..., t,€x, ;5x,[), sd

F(b)-F(a) = F/(t;)) (x;=x)) + F/(t)) (,=x)) + ... + F/(t,)(x,~x,_,)
= @) (x) + f@&,) %) + ...+ f(@,)E,~x,_,).

Vi ser altsé, at F(b) - F(a) kan skrives som en middelsum svarende til en vilkérlig inddeling af [a; b].

Gores inddelingen finere og finere, sddan at leengden af det starste delinterval gér mod 0, vil middelsummen konvergere mod f b f(x)dx
a

og samtidig veere lig med F(b) -F(a). Dermed er setningen bevist.

Af setning 1.7 fés, at fxf(t) dt = F(x)-F(a).

Heraf folger, at F (x) = f *f(#) dt er den stamfunktion til £, som har vaerdien 0 for x=a.

Ubestemt integral
For en vilkarlig stamfunktion F til f benytter man det kortere symbol f f(x)dx, som kaldes

det ubestemte integral af . Eksempelvis er f x2dx = %x3 eller f x2dx = %x3 +117.
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1.5 Integration

Integrationsregler og Maple
De folgende integrationsregler er alle kendte fra gymnasiet og bliver derfor blot kort resumeret.

Er integranden kompliceret er det dog nedvendigt at benytte et matematikprogram, som

eksempelvis Maple.

f (a'f(x) +bg(x))dx = a ff(x)dx+b f g(x)dx (linearitet)
f f(x)glx)dx = f(x)g(x) - f f(x)g(x)dx (partiel integration)
f flg) g’ (x)dx = f fwdu , hvor u=g(x) (substitution)

[[Fe@)e'wdx = [*Vfwydu, hvor u=g(x)

g(a)

f ’ fx) dx f ‘flx)dx + f ® f(x) dx (indskudsregel)

f a” fox)dx = - f b“ f(x) dx

f"f(x)dx =0.

Flere integrationsregler
ff(x) dx = ff(h(u)) h(u) du, hvor x=h(u), og h er en monoton funktion. (substitution)

‘ f a” F(x) dx

< f b | /G| dx . (ulighedsregel)

Er f kontinuerti [a; b], eksisterer der et (ukendt) tal € iintervallet ]a; b[, sidan at der galder

f b f@dx = (b-a)f(&), (integralregningens middelvardisetning)
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Funktion af én vari abel
Eksempel 1.9. Integration.

Find:

1 folx“dx, fx_%dx, f%dx fexdx,

2) fcosx dx, fcos(2x)dx, fon sinx dx, foiﬁ sin(x%) - 3x%dx .

LOSNING:
14 1oga|' | 1os|' _ s 15 _ 1 1
D [Txtde = |Ixtt] =Lyt =l -le =10 =1
0 4+1 o |5 |0 5 5 5 5
—2 1 —§+] 1 g 52
fxsdx= x 3 = —x3 = Zx3,
3 2 2
-2 11 d
5
[Lar = ],
X
fexdx=e",

2) fcosxdx = sinx,

[ cos(2x) ar = % [ cos(2x) d2x) = %sin(Zx), substitution u = 2

foﬂ sinx dx = [—cosx]1T = (-cosT) - (-cos0) = (-(-1)) -(-1) = 1+1 = 2,
0

3

3
fo Y gin(e?) - 3x2dx = fo Y gin(ed) d(x?) substitution u = x3

3

ecos)] = (oS - (cost)
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1.5 Integration

Eksempel 1.10. Integrationsregler og Maple.
Find
1) f x2y4x3+1 dx ox+11

x2+x-6

for 0<x<1

2 | ‘f(x)dx, hvor f(x) =
0

%x—% for 1<x<3.

LOSNING:

1) Integralet kan ikke umiddelbart findes i en integraltabel. For at fa en simplere

integrand, er det naturligt at foretage substitutionen

u=4x3+1, du=12x2%dx .
Herved @ndres greenserne x=0 og x=1 til u=1 og u=5.
Vi finder da
1 u3/2 > 1 3/2 15
4x°+1dx = = —|— = —|u
[l e - (b - L2 Lon)
2

1

_ %8‘1) ~ 0.5656 .

2) Da f(x) er stykkevis kontinuert, fas ved benyttelse af indskudssatningen
3 1 3
[ | g [ (et
0 0x“+x-6 1\3 3

Mens det sidste integral er let at beregne, er det forste sa teknisk vanskeligt, at vi
vaelger at benytte Maple til beregningen

Maple:
b
[ “Math mode” : Velg i menu Expression” J‘ fdx
a

Udfyld felter ved benyttelse af tabulatortast.

1 3 2
j /2x—11)/ X +x-6 dx+j(1/3-x—l/3)dx Resultat: 1n(3)—51n(2)+§
0 1
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Funktion af én vari abel

1.6 NUMERISK INTEGRATION

Det bestemte integral b f(x)dx kan findes tilnermet ved numeriske metoder, nar andre
fremgangsmader svigter‘etler bliver for besverlige.

Simpsons formel
Lad n veere et lige tal. Intervallet [a; b] opdeles nui n delintervaller med samme leengde
-a . .
= —— . Delintervallernes endepunkter bliver
Xy=a, x,=a+h, xy,=a+2h, ..., x;=a+ih, ..., x,=b

Simpsons formel er baseret pé, at grafen for f erstattes med parabler, der hver spander over
to delintervaller. Der galder f b Sfx)dx =S, + O(h 43, hvor

n

h
S, = §(y0+4y1 2y, v Ay 2yt L+ 2y, + 4y, +y")’

y; = flx;) = fla+ih) og O(h) = konstant-h* (for smd verdier af 4).

Fig. 1.14. Kurven tilncermes ved parabler (stiplede).

> Det forudsettes, at / har en kontinuert 4. afledet f® i [a;b]. Symbolet O(h”) betegner en funktion med den

n
egenskab, at oY forbliver begrenset for A — 0. For vore anvendelser gelder seedvanligvis
h n

O(h") = konstant-h” for sma veerdier af /.
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1.6 Nunerisk integration

Narmere forklaring af Simpsons formel. Den del af grafen for £, der horer til delintervallerne [x;_;; x;] og [x;; x;,,1,

ie{l,3,5,..., n-1}, erstattes med parablen gennem punkterne (x,_;,¥, ;). (x;,¥;) og (X;,;>¥;,). De to
h

delintervallers bidrag til integralet bliver da 3 (y 1 AV Y i+1> 6

Adderes alle sddanne bidrag, fis netop

h
S R R o T A

h
= §(y0+4y1+2y2+4y3+2y4+. . .+2yn_2+4yn_1+yn).

Metodens fejl kan vises at vere - %f(“)(ﬁ) - nt (dvs. O(h4) ), hvor & er et ukendt tal i intervallet Ja; b[.

I appendix findes andre numeriske metoder til integration.

Eksempel 1.11. Numerisk integration.
2
Find 4 = f >e X dx med tre betydende cifre.
0

LOSNING:

2
Funktionen f(x) =e*

programmeres forst pd lommeregner eller computer.
Simpsons formel §, = g (9 431+ 20, + 4y, + 2% - . . +23, 5+ 43, 1+9,]
benyttes for n = 2,4,8,16,... , indtil et tilstreekkelig stabilt resultat skennes at vaere naet.

Idet h=% og y,=fla+j-hy, fis

§, = %[f(o) +4£(1) +f(2)] _ 1+4‘0.367388+0.01832 _ 0.82994
0.5
Sy = T[f(o)+4f(0-5)+2f(1)+4f(1-5)+f(2)]
_ 1+4-0.778801 +2- 0.3678684 +4-0.105399+0.01832  _ 0.88181
S T e 0.88208
S = e e 0.88208

Med tre betydende cifre er resultatet altsd 4 =~ 0.882 .

I programmet Maple udferes den tilvarende numeriske integration:

. 2 -x2 1 . .
Skriv = f e ¢x; Resultat: 5 erf (2) 1/; Heojre musetast , Approximate, 5 resultat 0.88210
0

6 Koordinatsystemet parallelforskydes, s det far begyndelsespunkt i punktet (x;,0). Har parablen gennem (-h, y,_,),
0,y,) og (h,y,,,) ligningen y =Ax?+Bx+C, gelder

¥, = Ah2-Bh+C

C=y
= ) i
e 2 Yier Vi = 24h%*+2C = 24h7 =y, +y -2
YVieg = Ah“+Bh+C
24h3 h h
og dermed f_:(Ax2+Bx+C)dx = _3_+2Ch = g(yi+l+yi—1_2yi+6yi) - E(yi+1+4yi+yi—1)'
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Funktion af én vari abe

SUPPLEMENT: 1A

For bedre at kunne undersege vanskeligere tilfeelde eller bevise s@tninger om granseverdi, kan man erstatte ord som
"vilkarlig tet" og "tilstraekkelig teet" med noget mere pracist.

grenseovergange mod oo er defineret. Endvidere er den geometriske betydning af definitionerne illustreret i skemaerne.

PRACIS DEFINITION AF

"GRANSEVARDI"

Suppl enment

Dette er gjort i de felgende skemaer, hvor ogsa

Skrivemade

Definition

Geometrisk betydning

Forudsatning

fGx)—a for x—x,

eller

limf(x) = a
xX—X,

eller

fx)— a
X=X,

For ethvert ¢>0
eksistereret 6>0

saledes at det for

alle x eD gzlder, at

0<|x—xo<5:>|

|f(x)—a|<g.

Hvor ner ved hinanden linierne
y=a—¢& og y=a+¢ endvealges,
vil der dog findes en omegn af x,, hvor

grafen for f forleber helt mellem

linierne.

f's definitions-
mangde D in-
deholder en
omegn af x,,
men ikke ned-

vendigvis x, .

f(x)— o for x— x,

eller

f(x) = o
X=X,

For ethvert K> 0

eksistereret 6>0,

saledes at det for alle
x €D gelder, at

0<|x—xo<§:>|

fix)>K.

Hvor stort tallet K end vaelges, vil der
dog findes en omegn af x,, hvor grafen
for f forleber helt over linien y=K.

A

1
I
1
-
1
I

e e e e

(o]
il
(o]

f's definitions-
mengde D in-
deholder en
omegn af x,,
men ikke
nedvendigvis

Xy -
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Suppl enmrent

1A Prexzis definition af "gransevardi”

Skrivemade

Definition

Geometrisk betydning

Forudsaetning

fx)—>a for x— o0

eller

lim f(x) = a
X—> oo

eller

fx)— a
x—o0

For ethvert >0 eksisterer

et >0, saledes at det for alle|

x €D gelder, at

x>T =

|f(x)—d|<&

Hvor nar ved hinanden linierne

x>T vil grafen for fforlebe helt mellem
linierne.

y=a—¢& og y=a+¢ endvelges, vil| maengde D

der dog findes et tal T, siledes at for alle |indeholder et

f's definitions-

interval af typen

Ibjool.

Analogt defineres greenseovergange mod - o0 og ensidige graenseovergange,

feks. fx)—a for x—xy+ (x gir mod x, fra hojre).

Eksempel 1A.1. Graenseovergang fundet ud fra &0 -definitionen.

Vis, at f(x)=xsinl—>0 for x—0.
x

LOSNING:

.1
sin —
X

Da

For et givet >0 gelder derfor, atfor x # 0, vil |x| <e =

Settes §=¢ , fas,atfor x #0, vil 0 <[x-0| <& =

<1 foralle x # 0, fis

.1
x-sin—
X

Hermed har vi vist det enskede.

< x|,

narx # 0.

<e.

.1
x - sin—
x

.1
x-sin— -0
x

<e.
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Funktion af én vari abel Suppl enment

sUPPLEMENT: 1B UNIFORM KONTINUITET

Uniform Kkontinuitet.
Forst ser vi pa en problemstilling, som forer til begrebet uniform
kontinuitet (ogsé kaldet ligelig kontinuitet).

Eksempel 1B.1. Maleproblem.
En ingenier ensker at kunne beregne en storrelse f{(x) for
alle x €7 , idet veerdierne af x skal skaffes ved mélinger.
Pé grund af maleusikkerhederne fas et afvigende resultat
x €I . Fabrikanten af méleudstyr oplyser, at brug af x-
maéleudstyr af "kvaliteten 0 i maleomradet /" kun sikrer,

at der overalt i [ gelder |x —x'|<s , men oplyser

samtidig, at enhver kvalitet 0> 0 kan leveres.

Ingenigrens krav er, at intet sted i maleomradet / ma 0
forskellen |f(x) —f(x*)| kunne overskride en

"tolerance" & . Det har praktisk interesse at sperge, om  Fig. 1B.1. Mdleproblem: Tolerancen & kan ikke over-
et sddant krav overhovedet kan opfyldes blot ved keb af holdes med noget bestemt Si hele mdle-
passende méleudstyr. Det er ikke nok, at f" er kontinuert
i 1, jevnfor figur 1B.1.

Hvis f derimod er uniformt kontinuerti /, sa kan kravet
altid opfyldes, jevnfer den folgende definition.

omrddet R, .

DEFINITION af uniform kontinuitet. Funktionen f kaldes uniformt kontinuert i et interval 7, hvis der for ethvert givet
positivt tal ¢ findes et positivt tal &, saledes at det for vilkarlige veerdier x, x* e I, gelder

[x—xHq<o=|f(x)- f(x%)<e

Det folger af definitionen, at en funktion, som er uniformt kontinuert i 7, ogsa vil vaere
1) kontinuerti / og
2) uniformt kontinuert i enhver delmengde af /.
Den folgende satning, som anferes uden bevis, hjelper til at afgere, om der foreligger uniform kontinuitet.

SATNING 1B.1 (betingelse for uniform kontinuitet). Lad f veere kontinuert i et lukket og begreenset interval I < R.
Da er [ uniformt kontinuerti I.
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Opgaver til kapitel 1

OPGAVER

Opgave 1.1a (reducér funktionsudtryk)
Reducér om muligt de folgende udtryk uden hjcelpemidler:

] 6/7 1 1 3 8 x+1 1 1
) X, t—t =, —X-zX, + + )
3/14 2 3 4 3 (x +2)(x+3) x+2 x+3
10 eIOx 12*
2) XZ,xZ,x2,x2,x2, (x2)5, x4x6, 6466, e4xe6x’ 4x6x, , , ,
x4 e4Jc 4*

15 2
3 (fox, Jl6x®, X X222 55 (7 0x3)Gx3-x?),
53 x+3 3

2 3
p 2ax, DBy sy, 232X oy, L, X0
5 3 5/4 2 4 6 1 x+1  x
5 X ,x 203 x  1lx x x 3x* x* x+1 2 x2-1
) _+_’ o N -+ s _+_, - T~ — >
12 6 6/5 6 21 2 6 5 2 ¥2 x x-1
x+1 x2-1
6) 2x+4+3x x xX*+2x+1 X _ x x 93 x1?
(10x+8)x x+2 = x+1 7 10 14° x-1 7 T (R
2 x(x+1)
4 2x 20
1250 ay g I 2Ix @ (/%) o2
3x 4 7 e * \/74 5%

Opgave 1.1b (monotone funktioner)

Hvert af de folgende udtryk f(x) angiver en funktion f, der har et interval som definitionsmeengde.
Afgor, om funktionen er voksende (v), aftagende (a), eller ikke-monoton (i).

1) -3x+1, x%, 1, sinx, x, e*, Inx, e,

3
2) In@2x), -x3, -Inx, -e*, x, cosx, ~-|x|, x*.
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Funktion af én vari abel

Opgave 1.1¢ (omvendt funktion)

Hvert af de folgende udtryk f(x) angiver en funktion f, der har et interval som definitionsmeengde,
og er monoton i dette interval. Find den omvendte funktion.

1) “3x+1,  x, Inx, -Inx, eF, 1+/x,
2 mEx, -x°, -Ifx, -e5, Jx, —— .
1+e*

Opgave 1.1 (omvendt funktion)
En funktion f er givet ved

f(x) =2*-2* , xeR.
1)  Vis, at funktionen f har en omvendt funktion .

2)  Beregn f'l[%) og (f'l)/(%)

3)  Skitsér grafen for f og for ' i samme koordinatsystem.
4)  Bestem en forskrift for .

Opgave 1.2 (omvendt funktion)
En funktion f er givet ved

fo) = 3 x#2.

x-2

1)  Vis, at funktionen f har en omvendt funktion f'.
2)  Beregn 1'(3) og f'(4).
3)  Bestem en forskrift for .
4)  Skitsér grafen for f og ' i samme koordinatsystem.

Opgave 1.3 (omvendt funktion)
En funktion f er givet ved
fr) = —Lx24x+3 , xe[-21].
1)  Vis, at funktionen f har en omvendt funktion .

2)  Beregn f(3) og ( f’l) (3) .
3)  Skitsér grafen for f og ' i samme koordinatsystem.

4)  Bestem en forskrift for .
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Opgaver til kapitel 1
Opgave 1.4a (grenseveerdi)

Undersog de folgende udtryk for x — 0+ og for x > o

Do 3w, —Lo 2B gay, , In(1+yx),
1+x2 4x+5 1+/x
2 _
2) x+3 e, -x?, 3\/;, 1 ’ 6x“-2x+3 .
x2+2 1+e* 2x%+3x-5

Opgave 1.4 (grenseveerdi)

Undersog
1
1) fix) =2 ~ for x>0, x> -0, x>0+ 0g x> 0-,
2) \/;(—_11 for x> og x—1,
-

3) f(x) = el** x) for x— oo,

Opgave 1.5 (grenseveerdi)
En stang med "hvileleengden" [ , beveeges i sin lcengderetning med hastighed v. Langden er da
givet ved

((v)= 1, 1—(1)2,

hvor ¢ = 300000 km/sec er lysets hastighed.
1)  Angiv definitionsmeengden for ((v) .

2)  Find greenseveerdien for (V) for v.—c—.

Opgave 1.6 (asymptoter)
En funktion f er bestemt ved

f(x) = 3x+2+1n( ’”2) .
x-2

1)  Angiv definitionsmeengden for f.
2)  Angiv ligningerne for f ’s asymptoter (ialt 3).
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Funktion af én vari abel

Opgave 1.7 (kontinuitet)

Undersog, om folgende funktioner er kontinuerte

1)

2)

3)

f(x) =

f(x) = 1

f(x) = 1

3e* for x<0
3 for x=0

_1
2¢ *+3  for O0<x<4.
sin(x2-1) for x<-1
x2-1 for -1<x<2
x3+1 for x>2.
V(x-3)2+4 for x<3
2 for x=3

1

ln(e ("‘3)2+2) for x>3.

Opgave 1.8" (differentiabilitet)
En funktion f(x) er givet ved

f(x) = y/x-cosx .

1)
2)
3

Opgave 1.9a (differentiation)
Find den afledede af hvert af de folgende udtryk:

1)

2)

3)

32

Find definitionsmeengden D for f.
Find meengden D' aftal x for hvilke f er differentiabel.
Find f'(x) .

x o sinx 1 2x+3
’ x  1+x2 4x+5°
), V3x, A i, 1 , 1n(1+ x),
x e” 1+\/;
—x’ X3 , 3\/;’ 1 X
1+e* cosx



Opgave 1.9 (differentiationsregler)

Find differentialkvotienten af folgende funktioner

1) f@) =x/x
x?+1
2 f@ =31
3 _x+1
) S Ix

4) f@) = (P+x+1)’

Opgave 1.10 (differentiabilitet)

Bestem monotoniforholdene for folgende funktioner

DS = pxteated

2) g(x) = xe”

3) h(x) = x-xyx
4) k() =x‘e™

5)

6)
7)
8)

xe[-1;4]

xe[-2;1]

xe[0;1]

x>0 .

Opgave 1.11 (numerisk differentiation)

Svarende til hver af de folgende tre tabeller onskes

mange betydende cifre som muligt

DI x Y
20 | 1.682
30 |1.882
40 | 2.102
50 | 2.344
60 | 2.607

2)

J&x) =

X
x+1

Opgaver til

f(x) = cos(2x+1)

f&x) = (Inx)*

f(x = e sin x .

kapit el

? fundet i punktet x=40 med sd
X

X y IIL_x Yy PYIL_x Yy
30 | 9.98 0 12.34 36 | 63.02
35 | 15.94 20 | 13.94 38 | 64.01
40 |21.37 40 | 15.85 39 | 64.71
45 | 26.24 60 | 18.04 40 | 65.54
50 |30.55 80 | 20.52 42 | 67.61
43 | 68.83
44 | 70.19

1
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Funktion af én vari abel

Opgave 1.12 (numerisk differentiation)
Find ved numerisk differentiation f'(2) for hver af de folgende 3 funktioner. (Vink: veelg Ax i
intervallet [107;107].)

3
Dfy= _EH ey - VeV ooty
x *+In(x +/x) x™+In(x2+3)

COsXx

3) f(x) = Vsinx + x
JVArctanx + x

Opgave 1.13 (grafisk differentiation) 10
For en vare har man malt antallet N af mikro- =
organismer som funktion af tiden t. De fundne E 8
data er afbildet pa figuren. T .
. . dN _
1) Find veeksthastigheden = for t=5 dage 4
4 7
ved at aflese heeldningskoefficienten af en P //
passende sekant. B
. . dN _ _ _ —
2) Find ogsa " for t=1dag, t=3 dage, t=7 > 7 5 S 70
” 2

—  duge
dage og t=9 dage.
Tegn pa dette grundlag Y som funktion af
t
t.

Opgave 1.14a (integration)
Find:

1 f124x3dx, [VEar, [lax+5x*)dx, fx%dx, fldx,

1 6 0 ) g' . 1 3
2) fo(7x +2x)dx, flx dx | fo sin(2x) d fO(Sx 1) dx,

3 f(Ssin(2x) +6c0s(3x)) dx, fsin7x°cosxdx, fwdx’
x

4 f;ln(lh/;)dx, f1°(6x2+4x)dx, f(lnTx)de

5 [era, [7a, [¢D2xdx, [l 437 )a
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Opgaver til kapitel 1

Opgave 1.14" (integration)

Find (uden brug af numerisk integration, men gerne med brug af integraltabel)

1

———— for 0<x<l1
f4f(x)dx, hvor f(x) = { Vx>-2x+5
0

cosy/x for 1<x<4

Opgave 1.15 (integration)
Find (uden brug af numerisk integration, men gerne med brug af integraltabel)

1) fzx-ln(x2+1)dx.
1

1 for 1<x<2
x(9 -x2)
2) [3f(x)dx, hvor f(x) = ©=x%)
! 1 for 2<x<3
x4 -x

Opgave 1.16 (integration)

Find (uden brug af numerisk integration, men gerne med brug af integraltabel)

7, fx Vx4 ax .

X for 0<x<l1
5 (cosx)?
2) f f&)dx, hvor f(x) = {
0 X for 1<x<3
4-x

Opgave 1.17 (integraltabel)
Angiv numrene i en integraltabel for hvert af de folgende 10 integraler

1 _xdx 2 @39 4 37 Inx g
) f(2+3x)3 ) f(x—l)z ) fxz

n [ L & 5 fx—zdx 6) [ V2+3xy3d

(x2—4)3 2x%+4x -5

7) f 4)ix2dx 8) fz—z:dx

9) f—d"
\/Zx2 -3x+4

10) fsin(2x)cos(3x)dx.
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Funktion af én vari abel

Opgave 1.18 (integraltabel)
Angiv numrene i en integraltabel for hvert af de folgende integraler
’ [ L &

f e”cos(3x) dx 2) f *
1 e (2x2+3x+4)\/m cosfix
5) fSin(5x)COS(6x)dx 6) fx3(2+3x)

4
: f\/2x—1\/3x+2
dx

? f (2x? -1y

Opgave 1.19 (integraltabel)
Find (uden brug af numerisk integration, men gerne med brug af integraltabel)

1 7 \/x2+15 dc 2) fs dx
f1 x 1 (-35+3x)y/1+3x
5 7 x " 9 f3 cos* X g
b cos’x g sin’x

Opgave 1.20 (integration)
Find (uden brug af numerisk integration, men gerne med brug af integraltabel)

-~ 2) fl e*-1 e 3) fe ln(lnx)dx
e*+1 h x

1) f4 y/sinx cosx dx )

0
4
5) eV* dx .
J

2 (Inx)?
4) flex

Opgave 1.21 (integration)
Find (uden brug af numerisk integration, men gerne med brug af integraltabel)

x-2 dx (Vink: substituér u = x+1).

17
Ny
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Opgaver til kapitel 1

Opgave 1.Eksam69 (integration, 10 point)

1) Find flxz\/1+x3 dx .
0 10

1

21 - =

2) Find f . dx (en af substitutionerne x = u’ ,x= 4%, x=u" er anvendelig).
1 a

10

X +tXx

Opgave 1.22 (numerisk integration)
Find de folgende bestemte integraler med mindst 2 betydende cifre ved numerisk integration (husk

at anfore mellemregninger):

T 51 1
1 ) fl ;dx 2) f9exa1x
1
3) f62—xdx 4 f“idx
2 X 2 Inx

Opgave 1.Eksam51b (numerisk integration, 5 point)
Find en tilncermet veerdi for f s J(x) dx,idet der er opgivet folgende veerdier pd tabelform:
0

Opgave 1.Eksam63b (numerisk integration, 10 point)
Dognkurven for veskestanden

y = W) i en beholder er registreret 10

af en TY-skriver (se figuren).

Find dogn-middelvcerdien
1 24
: = — fdt.

(Husk at anfore mellemregninger).

() N /12 1N 24 umet
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Funktion af én vari abel

Opgave 1.Eksam78 (numerisk integration, 15 point)
t

En pumpestation yder en varierende effekt pa [megawatt], hvor t er tiden mdlt i timer,

te [0;8].
8
Find dagsarbejdet f

0 £3+8
metode (husk at anfore mellemregninger).

t°+

t
dt [megawatttimer| med to betydende cifre ved hjcelp af en numerisk
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2 STANDARDFUNKTIONER

I appendix er standardfunktionerne samlet i en oversigt. I det folgende omtales nogle af dem

naermere.

2.1 LOGARITMEFUNKTIONER

DEFINITION af naturlig logaritme. Funktionen Inx defineres som et bestemt integral:

Inx =fxldt, x>0 .
1t

Af definitionen folger, at
Inl1=0,

og at Inx i hele sin definitionsmangde er

differentiabel med differentialkvotienten }:
dinx 1
dx  x L i
Da % >0, folger heraf, at In x er voksende i 0 i > X
hele sin definitionsmangde. Grafen ses pa ] ¢

figur 2.1.
Det kan vises, at

Inx - oo for x— o

Inx - -0 for x— 0+,
Fig. 2.1. Grafen for den naturlige lo-

dvs. grafen er ikke begranset opadtil, og y- garitme

aksen er en lodret asymptote. Den naturlige
logaritme har altsd verdimangden R. Det tal e, for hvilket der gelder Ine=1, kaldes

grundtallet for den naturlige logaritme (e =~ 2.718) '.

' Ved visse beregninger kan det vaere en fordel at kende en meget nojagtig verdi af e:

e =2.71828182845904523536 ... .
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St andar df unkt i oner

Det kan vises, at der galder folgende logaritmeregler: '

In(xy) =Inx+lny, x>0,y>0

mn* =Inx-lny, x>0,y>0
y
ln(xy) =y'Inx , x>0,yeR.

Eksempel 2.1. Reducér udtryk indeholdende In.

Reducér de folgende udtryk uden hjelpemidler, idet x>0 og »>0:

5
In(e), 21n,/xy+1n(lJ, 2 X v, giny/x .
X

y X
LOSNING:

In(e®) = 3-Ine = 3-1 = 3,

‘In(xy) - Inx

1
2Iny/xy +1n(l) - 21n( (xy)E) +n(x 1) = 2-
X

1.
2
= In(xy) -Inx = Inx +Iny -Inx = Iny,
5
2InX + nY = 2Inx - 2B + () - In(x?)
y2 x2

= 2lnx -2-2Iny +5Iny -2:Inx = Iny ,

1) 1 1
81nyy/x 81n(( )2) - 81n(x4) - 8'%lnx - 2lnx.

' Funktionen x7 defineres i det folgende afsnit om eksponentialfunktioner.
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2.1 Logaritmefunktioner

Logaritmefunktioner med vilkérlige grundtal

Logaritmefunktionen log , x med grundtal a kan nu defineres ved

logax=1n—x, a>0, a#1, x>0.

Ina
Inx
In10

Advarsel: Undertiden skrives blot logx i stedet for log ,x, uden at det af sammenhangen

Specielt fas log,x =Inx (da Ine=1) og log,,x =

fremgar, hvad grundtallet a er (f.eks. 10, 2, e). Ofte ser man saledes log brugt, hvor der

menes In.

Formler. Eftersom log,x blot afviger fra Inx, ved at

1 .
der er ganget med konstanten [ mé funktionen
na

ligne Inx meget. Vedhjelp af definitionen og egenskaberne

for Inx fas saledes

log,1 =0 (samme nulpunkt)
dloggx _ 1

dx x'Ina

log,a =1

log , (xy) =log,x +log,y

Fig. 2.2. Grafer for logaritmefunktioner.

loga(f) =log,x - log,y [ (samme log. regler)
y
log,(x ) = y-log,x

Pa figur 2.2 ses graferne for nogle logaritmefunktioner.

Eksempel 2.2. Reducér udtryk indeholdende log,.
Reducér de folgende udtryk uden hjelpemidler:

10g10(103) , Inl0- loglox , logz(xyz) + log2i , 8]0g10\/ ’/\/; )
Xz

LOSNING:
log,,(10°) = 3-log, 10 = 3-110 _ 3
In10 =
Inx
In10 - log,,x = In10- = Inx,
S0 Inl0 =
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St andar df unkt i oner

log, (xyz) + Ingi = log,(xyz) +log,1 - log,(xz)

N =

os 7 - son (]

= log,x +log,y +log,z + 0 - log,x - log,z = log,y,
1

3 1101
= 8log,\ x2 2 2

810g10(x 8) - 8- %loglox = log,,x .

2.2 EKSPONENTIALFUNKTIONER

Eksponentialfunktionen e*, der ogsd skrives exp(x), kan defineres som den omvendte

funktion til den monotone funktion In x:
e*=In'x, =xeR.

Grafen for e* fremkommer derfor ved, at grafen for Inx spejles i linien y =x:

Fig. 2.3. Funktionerne e* og Inx er omvendte funktioner til
hinanden.
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2.2 Eksponenti al funkti oner

Af grafen ses, at €’=1 og e'=e . Funktionen e* er voksende, fordi den omvendte funktion
Inx er voksende. Funktionen e* har definitionsmangden R og veerdimangden 0;o0[ fordi
den omvendte funktion Inx har verdimengden R og definitionsmaengden ]0;o0].
Bemark, at e* aldrig er 0. Af grensekendskabet for Inx fas

e¥ 20 for x - o0

e* > 0 for x—-oc0,
dvs. x-aksen er en vandret asymptote til grafen for e*. Da Inx er monoton og differentiabel

i hele sin definitionsmangde ]0; oo, og dens afledede % aldrig er 0, ma ifelge satning 1.3¢
den omvendte funktion e* ogsé vere differentiabel i hele sin definitionsmangde R .

Funktionen e* er den afledede af sig selv: da’i =e”, x€eR
x

og dermed ogsé en stamfunktion til sig selv: f eXdx =e*, xeR.

x
Bevis. At de” | e*, folger af differentiationsreglen for omvendt funktion:
x

de* _dinlx 1
dx dx ]n/(ex)

=eX, x€eR .

1
1

eX

Eksempel 2.3. Reducér udtryk indeholdende e*.
Reducér de folgende udtryk uden hjelpemidler:

(€*)’
LOSNING:
In(e®) = 3-Ine = 3:1 = 3,

_ 2 _
e-2ins _ oin(52) _ 5-2 _ ,
25
2x\4 2 2x-4 Zx'% 8
x\4 ., x x X, X
(e™) -ye € e e e 8x+x-3x _ .6x
e e,
(ex)3 ex-3 e3x

fez"+3dx - %fez"+3d(2x+3) = %ez"” , substituér u =2x+3.
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Eksponentialfunktioner med vilkarlige grundtal
Eksponentialfunktionen a* med grundtal a kan i det veesentlige defineres som den
omvendte funktion til log  x :

log,'x for a>0, a#1, xeR

a¥ =
1 for a=1, xeR .
Heraf folger formlen:
a* = ¢¥'hha a>0, xeR .

Bevis for formel. For a>0, a# 1, xR harvi
=q* o log,y =x < Q=x < Iny=x'lna <& elnyzex'lna A y=ex'lna A ax=ex'1n‘

Ina .
For a=1, xeR harvi =1 < 1x=e0 o 1¥=e¥ lnl_

Af formlen a* = ex-lna fas

al =1 , a>0
al =4 , a>0
da”*
= _ =4%Iha, a>0, xeR.
dx
x
Bevis. Den sidste formel folger af, at % = %ex']na =e¥'lna ., - g% na .

Pa figur 2.4 ses graferne for nogle
eksponentialfunktioner. Y

For eksponentialfunktioner gelder <2>x IV A 3>x
folgende "potensregler": 3
a*a” = a*"”
_x = ax_y
a y
1 _
— =qa7’ a,b>0
a’ ,
(ax)yzaxy x,ye]R.
> X
0 1
a*b* = (ab)”
a* _ ( a ] x Fig. 2.4. Grafer for eksponentialfunktioner.
b* b

Bevis. Potensreglerne kan eftervises ved at tage In af udtrykkene pd hver side af lighedstegnene og benytte
logaritmeregler.
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2.2 Eksponenti al funkti oner
Eksempel 2.4. Reducér udtryk indeholdende a*

Reducér de folgende udtryk uden hjelpemidler:

210g2(23) , 10—210g103 , (34x)2 Y 36x , (32x . Sx)/ , /‘24x+2dx )
G
LOSNING:

2200 - (%) - g,

10—210g103 =10 loglo(S'z)

- (372) - i ,
B4y 3% 32, 3% 2 _3M3" psem L gn
(3%)* 3 34
(320-5%) = (3y7-57) = (9%-5) = (©9-5)") = (45%)' = 45* Inds5,
[242ds = o (2 d(x2) = 2t
_ p-2.9tx+2, L

B I B
In2 In2 In2

I praksis er det ofte bedst at omskrive en funktion af typen f(x) g(x) til formen
¢ &(x) Inf(x)

f.eks. for at finde den afledede, finde en graensevardi eller indfere funktionen
i et edb-program.

Eksempel 2.5. Differentiation af f(x)g( ) .

; d : COosSXx
Find — | (sinx ,

x € 10w .

LOSNING: |

Gennem en omskrivning af typen f(x)g(x) — eg(x) nf(x) finder vi:
2 [(sinx)©08*] = iecosx-ln(sinx)

dx dx

eCOSJC‘ln(Sinx)-% [cosx'ln(sinx)]

= (sinx)©08* .| - sinx-In(sinx) +cosx°#°cosx
i sinx
[ 2

= (sinx)©8%- | —sinx-In(sinx) + %

smx
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2.3 POTENSFUNKTIONER

Funktioner af typen x ¢ kaldes potensfunktioner.

DEFINITION (potensfunktioner). Som bekendt scettes for n €{1,2,3,...} :

x" = x-x..x (ialt n faktorer) for x€R
x =L for x e R\{0}
xn
% n xeR, n ulige

=

Jor

x €[0;00[, n lige .

For x>0 er alle disse definitioner indeholdt i den generelle definitionsligning

a_alnx

x ,acR.

$
S W =

> X

Fig. 2.5. Nogle potensfunktioner. Bemcerk, at de har forskellige
definitionsmeengder.

En mere detaljeret definition af potensfunktioner findes i supplement 2A.
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2.4 Logaritm ske koordi nat syst ener

Differentialkvotient
Det kan vises, at potensfunktionen x ¢ er differentiabel i et punkt x af definitionsmangden,

a-1

hvis og kun hvis x er defineret (her ma underforstds 0°=1); i s& fald er differential-

kvotienten givet ved

d  a a-1
2% = a-x )
dx( )

Bevis. For x>0, a €R ses dette af, at

d(xa) _ iea-lnx = ¢a'lnx.

i[a-lnx] - xA.g- L - gxal
dx dx dx x
Stamfunktion

I et interval, hvor potensfunktionen x ¢ er defineret, har den en stamfunktion givet ved

1 xa+1
fxadx = a+l

In|x| for a = -1

for a # -1

Bevis . Ved differentiation af funktionen pa hejre side af lighedstegnet fis netop x <.

Regneregler

Det kan vises, at de sedvanlige "potensregler" (se afsnittet om eksponentialfunktioner) ogsa
gaelder for potensfunktioner (for de verdier af x, y, a, b hvor alle de optreedende udtryk i en

regel er definerede):

ca.,b _ a+b

% _ xa-b

X

x

(xa)b = xab (ogsa (xb)a skal vare defineret)
x9y® = (xn“

x4 _(z)“

y? y

Eksempel, hvor (x%)? # x9?.

(_22)%=( _22%)%=(4%)%=4%=2 og ikke
(-2) ((-2)) *)

(21 -

Man har

w N

3
2

3 312
= (-2)! = -2, da (-2)? og dermed ((—2)2) ? ikke er defineret.
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Eksempel 2.6. Reducér udtryk indeholdende x*.
Reducér de folgende udtryk uden hjelpemidler:

4] 8
Ve, J:;, G xt o (ra i) [Gxyds.

(x?)’
LOSNING:

1 1
3\/37=(x6)§=x63=x=2,

41 8 g1 8.1 2
x3 = (x3)*% = %34 - x_g,
1
6-—
(x4)2,/x6 _ox%2x 2 xBex3 x8.xB ETYPIPR
(x2)3 %23 %6 %6 ="
5 3 / 21 l ! £+l ! £+i
\/F\/;) —lx 5.43 x5 3 ~ | 453 53
6,5)/ uy/ n
TR R (VT N § BT
15
1
3x)?dx = [3%x%dx =9 [x%dx =9 2+l = 3x3.
f( X) f x fx 2+1x X
Eksempel 2.7. Potensregler
3
2
Reducér udtrykket 4 5
-2)°
LOSNING :
1
sa [ () )
42 42 2 |1 _[2|u
2 1 1 2
(-2)° (2P (22)° 2°

Maple:

I “Math mode” : Vaelg i menu Expression” %

Herunder ogsé anvend i “Ekspression” ab
43/ 2

Udfyld felter ved benyttelse af tabulatortast.

—5 Bemark, man er nedt til at angive raekkefolgen for potensopleftningen i neevneren.
2
[27)

Resultat: 412 Set cursor pa udskrift og tryk pa hejre musetast, vaelg simplify ~ Resultat 2V/6
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2.4 Logaritm ske koordi nat syst ener

2.4 LOGARITMISKE KOORDINATSYSTEMER

Hvis nogle mélte datapunkter (x,,y,), (x;,¥;)> -...» (x,,y,) med tilneermelse ligger pa en ret
linie, s kan vi tegne linien og bestemme konstanterne a og b i liniens ligning y =ax +b.
Ligger datapunkterne ikke pa en ret linie, er det undertiden muligt at indfere en ny skala pa x-
aksen og/eller y-aksen, sdledes at punkterne med tilnermelse kommer til at ligge pa en ret linie.

Derefter kan linien tegnes, og vi kan bestemme konstanter i en ligning mellem x og y.

1) Enkelt-logaritmisk koordinatsystem . y

Den ene koordinatakse er forsynet med 100

en logaritmisk skala. P& figur 2.6 er y-

aksen sdledes en logaritmisk skala. I et 10

sadant tilfaelde kan vi da vise, at en ret

linie (der ikke er lodret) vil vere graf for

en funktion af typen y =g-a*, dvs. en

konstant multipliceret med en ekspo-

-

nentialfunktion. 3 6 ]

Bevis. Vi har
y = qa”
< logy =logg +log(a*)
< logy = x‘loga +logq .
Den sidste ligning er ligningen for en ret linie, hvis man afsetter log y i stedet for y op ad andenaksen.

Fig. 2.6. Log-system.

y

1000

2) Dobbelt-logaritmisk koordinatsystem .

Begge koordinatakser er forsynet med

100

logaritmeskala, se figur 2.7. En ret linie

(der ikke er lodret) vil da veere graf for en 10

funktion af typen y=g-x%, dvs. en

konstant multipliceret med en po-

-

ion. 0.1 >
tensfunktion ] 10 100 1000

Bevis. Vi har

y =qx?
<  logy =logg +log(x9)
< logy = a-logx +loggqg .
Den sidste ligning er ligningen for en ret linie,
hvis man afsatter log x og logy i stedet for
x og y ud ad akserne.

Fig. 2.7. Log-log-system.
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Eksempel 2.8. Logaritmisk koordinatsystem.

Ved et forseg 1 en virksomheds laboratorium har man fundet folgende sammenherende

vardier af en storrelse x og en storrelse y

|« 10 20 30

40

50

60

80

| 015 032  0.80

1.6

4.0

10.0

50

Man har en formodning om, at y er
en eksponentielt voksende funktion
af x.

1) Vis, ved anvendelse af et
logaritmisk koordinatsystem, at
denne formodning er rigtig
(r=q-a’).

2) Beregn a og g med 3 betydende

cifre.!

LOSNING:

10

o«

RY

0

20

40

60 80 100

Fig. 2.8. Exp-funktion i log-system.

1) Pa figur 2.8 er punkterne afsat i et enkelt-logaritmisk koordinatsystem. Derefter

indtegnes en ret linie, f.eks. sddan at der opnas den mindst mulige vaerdi for den

storste afstand mellem punkt og linie ("minimax princippet"). Da punkterne tilneer-

melsesvis ligger pa en ret linie, foreligger der et eksperimentelt bevis for, at y er en

eksponentielt voksende funktion af x.

2) Pa linien afleses punkterne (10,0.15) og (80,50). (Af hensyn til ngjagtigheden

velges de to punkter langt fra hinanden). Indsattes disse koordinater 1 ligningen

y=g-a”, fis ligningssystemet
(1) 0.15=g-al®
(2) 50 =gqg-a®

Ved division fas

0.15 _ -70
50 ¢ =

< loga=0.03604 < a=1.0865=1.09,

som indsati (1) giver 0.15 =g -1.086519

50

-70-loga = log0.15 - log 50

o g=0.0654.

' Eksempelvis har folgende tal 3 betydende cifre 0.423, 0.00423, 0.403 og 4350=4.35- 103 , dvs. netop 3 cifre,
nér der ses bort fra de nuller, som kun tjener til at vise placeringen af decimalpunktum.



2.5 Trigonometriske funktioner

2.5 TRIGONOMETRISKE FUNKTIONER

Sinus og cosinus

Figur 2.9 viser "enhedscirklen", der har
centrum i 0=(0,0) og radius 1. Lad P
vaere et punkt pa enhedscirklen, og lad
veER betegne en vinkel i radianer ' fra
x-aksen til OP, hvor v regnes med
fortegn (positiv mod uret). Funktionerne
cosv og sinv defineres da ved, at

punktet P skal have koordinaterne

P = (cosv,sinv), veR.

P = (cos v, sinvV)

Fig. 2.9. Definition af cos og sin.

Af definitionen folger, at cos og sin begge har definitionsmangden R og verdimangden

[-1;1]. Af definitionen folger ogsa, at

cos(-v) = COSV
sin(-v) = -sinv ,
cos’v +sin’v = 1

Endvidere gelder folgende formler:

@))] sinv = cos| X -v

2
2) sinv = cos| v —g o,
3) cosV = sin g—v

Et vinkelmal pé v radianer defineres som v =

180°

Omregning til grader sker med faktoren

veR .

vER ,

leengde af cirkelbue _ lengde af QP

radius 1
, f.eks. T _ = 180° =60°.
3 3 =
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samt de sakaldte additionsformler:

4) cos(u+Vv) = cosu:cosv - sinu-sinv
5) cos(u-Vv) = cosu:cosv + sinu-sinv
S, u,v cR .
(6) sin(u +v) = sinu:cosv + cosu-sinv
@) sin(u-v) = sinu:cosv - cosu'sinv |

og formlerne for dobbelt vinkel:

8) cos(2v) = cos’v - sin’v

&)} sin(2v)

, ve R.

2 cosv-sinv

Bevis for formlerne findes i supplement 2B.

Graferne for cos x og sinx ses pa figur 2.10.

: Y
| Cos X - _—
N | S X
/ . / N\ TN
0 A < ~ e X ) e \\\ %
s R ) St < 4
2 2 2 2

Fig. 2.10. Grafer for cos og sin.

Det kan vises, at cos x og sinx er differentiable i R med differentialkvotienterne

dcosx .
= —sinx
dx
, xeR
dsinx _
= Ccosx
dx
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2.5 Trigonometriske funktioner

Tangens

Funktionentan x defineres ved
Sy oy e R\{E sp|p hel}
CcOSXx 2

tanx =

Den fér verdimengdenR . Grafen for tan ses pa figur 2.11.

Y
A
y=tanx
/ /
/ / g // > X
. - T / I /
s/
/

Fig. 2.11. Graf for tan.

Den er differentiabel i sin definitionsmangde, og differentialkvotienten er:

dtanx _ 1 _ 1 + tan2x
dx cos?x

, x¢g+p°n,phel

Cosecant, secant og cotangens.

I udenlandsk litteratur defineres ogsé nogle trigonometriske funktioner:

1
"cosecant" ved csc(x) =—— , "secant" ved sec(x) = 1 og cotangens ved cot(x)) =
sin x cosx tan(x)
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2.6 OMVENDTE TRIGONOMETRISKE FUNKTIONER

Egentlig har ingen af funktionerne sin, cos, tan og cot en omvendt funktion. Vi kan imidlertid
udvelge et monotoniinterval (hovedintervallet) for hver af dem og i dette betragte den
omvendte funktion (se figur 2.12). Hovedintervallet er det sterste monotoniinterval, der
indeholder |0; X |

2

A A
A i I
| i
| il
_ p i
/ COS / SUT : [
. | [
AN | tan/
I |
: AN e 0 . ! S
0 T T T | S
- ~ - — 1 p
. m i
1= 5 21
-/ - - : T
| |
| I
| |
I |
| |
1
A A
- 2 ~
| 7 5 | I
e — 1 . ) 5
\‘LLU]‘\ cos Aresin sin ! /” ——————————————— T B E T Py
\\\ / /
\\ / >
I T -1
\7 l / [ P | Arcetan= tan
N\ L 0 / e
I > i

Fig. 2.12. De trigonometriske funktioner (overst). De omvendte funktioner (nedenunder)
fremkommer ved spejling i linien y=x.
Definition

Man definerer folgende funktioner:

Arcsin eller sin~! defineres som den omvendte funktion til sin ved sammenhangen:

y =Arcsinx < x=siny, hvor xe[-1;1] og ye[—g;g] .
Eksempelvis er Arcsinl - , da sinZ = = .
2 6 2

Arccos eller cos”! defineres som den omvendte funktion til cos ved sammenhangen:

y = Arccosx < x=cosy, hvor xe[-1;1] og ye[0;m] .
Eksempelvis er Arccosl =T , da cos X = 1 .
2 3 3 2

Arctan eller tan”' defineres som den omvendte funktion til tan ved sammenhzngen:

_E-’T[_

y =Arctanx < x =tany, hvor xeR og ye] )

Eksempelvis er Arctanl = % , da tan% =1.
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2.6 Arcusfunktioner

Navnene. Der anvendes, som det ses forskellige navne til de omvendte trigonometriske

funktioner. P& tastaturet pd lommeregnere og i mange amerikanske laerebeger anvendes

udelukkende sin”, cos™ og tan”. (bemerk, at f.eks. sin’'x ikke betyder—— ).
sSin x

Andre lerebeger anvender kun arcus-betegnelserne (som udtales arcus-sinus, arcus-cosinus

osv.) sandsynligvis netop for at undgé ovennavnte forveksling.
Forstavelsen "arcus" (bue, vinkel) kommer af, at f.eks. A1rcsinl er den vinkel, hvis sinus er % .

I Maple kan man anvende begge betegnelser f.eks. sin~'(0.5) eller arcsin(0.5).

Differentialkvotienter

Arcsin og Arccos er ikke differentiable i endepunkterne af definitionsintervallet, hvor der er

lodret tangent, fordi graferne for sin og cos har vandret tangent. Lad ye€ ]—g,g[ Der
gelderda y=Arcsinx <> x =siny, ogman finder differentialkvotienten af Arcsin x:
Q =L = 1 cosy>0, da ye:|—£,£|:
dx dx  cosy 2°2
dy
S (da cos?y +sin’y =1 og cosy>0)
1 -sin?y
_ 1
1-x2
dvs. -4 Arcsinx =—L,  xe]-1;1[.
dx 1-x2

Differentialkvotienterne for de andre arcus-funktioner findes pa analog made. Der gelder:

iA1'ccosx= - , x€]-1;1] og iArctanx= 1 , X€ER .
X 1-x2 dx 1+x2

De er ogsa nevnt 1 oversigten 1 appendix 2.1.
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Eksempel 2.9. Monoton substitution.

Find F(x) = f dx

Vi (1 7]

, hvor xe]-2;2].

LOSNING:

[4i_.2
For at fa 4-x

x =2sinu, uc

reduceret, indfores den monotone substitution '
T

>

, hvorved \4-x2 = \/4-4sin’u = 2|cosu| = 2cosu .

Idet dx =2cosu du, fas

Fx) = f dx _ f 2cosudu
/4 —x2(1 /4 _xz) 2cosu(1l+2cosu)
u 3
tan| — | +,| =
) f du ) R (2] 1
Tr2eosu  rgchaum14390]  y22-1° tan(ﬁ]- 3
2 1

I det sidste udtryk mangler vi at genindfere variablen x. Netop fordi substitutionen x = 2sinu er givet ved en

monoton funktion 2sinu, er der en omvendt funktion, u# = Arcsin% . Ved indsattelse fas

tan( lArcsini) +/3
In 2 2

F(x) =
1 . X

tan| —Arcsin= | —-4/3

[Jamsn3) -

Eksempel 2.10. Relation mellem arcusfunktioner.

. . T
Vis formlen Arccos x + Arcsinx = — .

LOSNING:

Lad Vv E[O; 7[] oglad x=cosv, siledesat x €[—1;1]. Idet vi benytter formel (3),
(= . (=

cosv=sm(5—v), harvinu x =cosv og x=sm(5—v) ,

der ogsa kan skrives Arccosx =v og Arcsinx = g -v.

Ved addition fas da den enskede formel:

®) Arccos x + Arcsinx = g .

I eksempel 1.5 foretog vi en substitution baseret pa en ligning af typen u=g(x). Vi kunne derfor umiddelbart
udtrykke stamfunktionen 1 43/2 ved x (den bliver 1 g(x)3/2 ). Teksempel 2.4 foretager vi derimod en
18 18

substitution baseret pa en ligning af typen x=h(u). For ogsé i dette tilfeelde at kunne udtrykke stamfunktionen ved

x, er det nedvendigt, at u kan udtrykkes ved x, dvs. u= hil(x) . Ved at kraeve at /4 er en monoton funktion,

sikrer vi os, at & har en omvendt funktion .
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2.7 De hyperbol ske funktioner

2.7 DE HYPERBOLSKE FUNKTIONER

Definition
Man definerer "cosinus-hyperbolsk", "sinus-hyperbolsk" osv. pa folgende made:
X, "X X_.-X .
coshx=2""% " sinhx=2""%°"_ tanhx- sinh x
2 2 cosh x
Differentiation
Funktionerne cosh x og sinh x er differentiable for alle x € R med differentialkvotienterne:
dcoshx _ sinhx , dsinhx _ coshx |
dx dx
idet
d[eX+e ™) e*-e™* d|[e*-e*) ef+e™*
dx 2 2 7 dx 2 2

Funktionerne cosh og sinh differentieres altsé analogt til cos og sin, bortset fra fortegn.

Graf for cosh

Grafen for cosh kan tegnes som vist pa figur 2.13 ud fra felgende funktionsundersogelse:

X -X
Nulpunkter. Vi opstiller ligningen coshx =0 < % =0, menda e* og e % altid
er positive, har cosh ingen nulpunkter.
Monotoniforhold . Vi har
, : e¥-e™* X_ X 2x
(coshx)"'=0 < sinhx=0 < T=O < ev=¢ = e =1

< 2x=0 & x=0.

X_.-X _
For x >0 fis %>0, da e¥>e ¥.

x_ .-x _
Forx<0fais & —€ <0, da e*<e ™.

2
Monotoniforholdene kan derfor anskueliggeres pa en : ‘ + (coshyy’

tallinie: T~

0 N
altagende voksende  coshy

Funktionen cosh x har altsa globalt minimum i punktet x =0 .

0, -0
.. ) e'+e 1+1
Minimumsverdien er cosh 0 = = =1.

2 2
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e () Xy

2

Symmetri. Da cosh(-x) = = coshx, er grafen symmetrisk om

y-aksen.

Asymptoter. Grafen har ingen asymptoter, men for x >>1 (tegnet ">>" leses "meget storre

end") gelder coshx = lex, da coshx-Le* =Le ™ 50 for x>o0.
2 2 2
, Y
! A
51 0
[
,
/ J
cosh / P g
/ 31 ., &
e o K.odelinie
\ / %, o® Kadelinie
27 Coseeett ) cosh(0.5(x-3
| y = 2 cosh(0.5(x-3))
il N
> X } } } } } } » X
Oy 2 3 4 5 6

Fig. 2.13. Grafen for cosh. ) )
Fig. 2.14. En keede ophcengt i to punkter P og Q

vil folge en cosh-kurve.

Kadelinie. Man kan vise, at en kade, der oph@nges i1 2 punkter, vil felge en kurve givet ved
y =a-cosh(b(x-c)) +d,

se figur 2.14. Grafen for cosh kaldes derfor "kaedelinien"'.

Grafer for sinh og tanh

Disse grafer kan tegnes pd samme made som grafen for cosh, se figur 2.15.
A

sinh

/
/ / g

v
\

v

Fig. 2.15. Grafer for sinh og tanh.
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2.8 Areafunktionerne

Formler
For de hyperbolske funktioner har man ganske analoge formler til de, der kendes mellem de
tilsvarende trigonometriske funktioner, bortset fra fortegnene, jevnfer. Det er derfor

forstéeligt, at betegnelserne cosh, sinh, tanh er valgt, s& de ligner betegnelserne cos, sin, tan.

Udledning af formler. Som et eksempel bevises formlen cosh?x - sinh?x =1.

Bevis: Ifelge definitionen af cosh og sinh fas

ex+e—x)2_ (ex_e—x]Z e2Xe72% 9 ) e2X 1 o72%_o

= = 1.
2 4 4

cosh2x -sinh?x = (

Forklaring af glosen ""hyperbolsk"'.
Glosen "hyperbolsk" kommer af, at

(x,y) = (cosht, sinh?) , teR Y
er en parameterfremstilling for en gren af hyperblen
med ligningen

x2—y2 =1,

nemlig den gren, der liggeri 1. og 4. kvadrant. (cosh7, sinh )

Bevis. Indsettes parameterfremstillingen i ligningen,

fas
cosh?# - sinh?¢ = 1,
hvilket er en sand relation. (Da cosh > 0, bliver der

kun tale om den hejre gren af hyperblen, se figur 2.16).

Fig. 2.16. Hyperbelgren.

2.8 AREAFUNKTIONERNE

Areafunktionerne defineres som de omvendte funktioner til de hyperbolske funktioner. Dog ma vi indskrenke
definitionsintervallet for cosh til at veere [0; 00 [ for at opnd en entydig omvendt funktion . De omvendte funktioner
benzvnes Arsinh, Arcosh og Artanh (eller sinh”, cosh™ osv.). Deres grafer er vist pa figur 2.17.

—_—

Y ) y
A Arsinh
- Arcosh

|
|
|
|
|
|
% / |
/ , / y
/ | >, \ yd ! /
/ |
|
|
|
|
|
|
I

Fig. 2.17. Grafer for areafunktionerne.
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Eksplicitte udtryk for Areafunktionerne

Alle 4 areafunktioner kan direkte udtrykkes ved elementaere funktioner:

Arsinhx = ]11(x+\/x2+1 ) , xeR
Arcoshx = 1n(x+\/x2—l ) , XE€ [1;00]

Artanh x

11 1+x
—In
2 1-x

, xe ]-1;1[ .

Bevis. Lad os f.eks. bestemme Arsinhx. Vi har
Y_e7y 2y _
x = sinhy x=2"¢" & x-=2 1
2 2e¥

Den sidste ligning kan opfattes som en andengradsligning med e som den ubekendte. Vi finder heraf

eV =x+yx2+1 & y=1n(x+\/x2+l).

o (e¥)?-2x(e¥)-1=0.

Differentialkvotienter
Alle areafunktionerne er differentiable (Arcosh dog kunidetabneinterval ]1; co[ ). Deres differentialkvotienter er neevnt
i oversigten i appendix (de bestemmes lettest ud fra de ovennavnte eksplicitte udtryk).

Forklaring af glosen "area".

2 —y2 =1 betragtes to

P& hyperblen med ligningen x
punkter 4 og B med koordinaterne (x,y) og (x, -¥).
Det kan da vises, at Arcoshx = Arsinhy erarealet af den
mangde (skraveret pa figur 2.18), der afgraenses af lini-

estykkerne OA, OB og hyperbelbuen A4B. > X

Fig. 2.18. Arcosh x er arealet af det skraverede om-
rdde.
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2B Bevis for trigononetriske form er

sUPPLEMENT: 2A DETALJERET DEFINITION AF
POTENSFUNKTIONER

Detaljeret definition

For x<0 har x? kun mening (som reel funktion), hvis a= L , hvor p og ¢ er hele tal, Lo uforkortelig og ¢ er ulige.

Den komplette definition af x ¢ fremgér af nedenstiende skgma. (Se ogsa figur 2A.1).

Opdeling af Definition Krav til eksponenten
definitionsmangden
>0 xazea-lnx aenRr
x=0 0%=0 a>0
p
q In|x| . P, q er hele tal, g ulige og
<0 P -€ for p ulige
* L yforkorteli
q _ P g
x - = Sln|x| q
e ? for p lige
Y -
4 E 3
X -
2 1
X3 v
14
>\
! » X
|
>\

Fig. 2A.1. Nogle potensfunktioner.
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supPLEMENT: 2B BEVIS FOR TRIGONOMETRISKE
FORMLER

Vi vil bevise folgende formler: Y
A
(1) sinv = cos| T -v P=(cos v, sin v)
2 R =4Cos u , sin 1)
2) sinv = cos| v-Z| ¢ , VER, u
2 ! o
) 1 "y
3) cosv = sin g—v

samt de sdkaldte additionsformler:
Fig. 2B.1. Enhedscirkel med to punkter P og R.

“ cos(u+V) = cosu-cosv - sinu-sinv
&) cos(u-V) = cosu*cosv + sinu-sinv
, uve R.
(6) sin(u +v) = sinu-cosv +cosu-sinv
@) sin(u-v) = sinu-cosv - cosu-sinv

og formlerne for dobbelt vinkel:

8) cos(2v) = cos’v - sin®v

, VER.
C)) sin(2v) = 2cosv-sinv

Forst bevises formel (5). Figur 2B.1 viser det samme som figur 2.9, blot ses ogsa en vinkel u fra x-aksen til OR .

Af formlen for skalarprodukt
OP-OR = |OP|-| OR| cos(u-v)

fas cosinus til vinklen mellem OP og OR :

cos(u-v) = _R' P _ (cosu,sinu)* (cosv,sinv) .
|OR| |OP| 1-1
hvoraf vi far formel (5):
&) cos(u-V) = cosu*cosv +sinu-sinv .

Ud fra formel (5) kan vi nu bevise de gvrige formler.

Erstattes v med -v, og benyttes cos(-v) = cos v, sin(-v) = -sin v, fas formel (4):

“4) cos(u+V) = cosu*cosv - sinu-sinv .
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Sattes u = g i formel (5), fés cos( g - v) = cos g~cosv + sing-sinv ,

og idet cos§=0, sin§=l, finder vi formel (1):
(1) cos[ g—v = sinv .

Idet cos( g—v) = cos v—g) , finder vi ogsa formel (2):

2) cos[v—g = sinv .

Erstattes vmed —~-v i (2), fis cos T v-Z| -sin| T-v
2 2 2

og idet cos(-v) = cos v, finder vi formel (3):

?3) cosv = sin( g—vJ .

Erstattes u med g—u i (5), fas cos( g—u—v) = cos( g—u) *COSV +sin( g—u) *sinv,

og idet cos( g—u—v) = sin(u +v), cos( g—uJ = sinu, sin( g—uJ = cosu, finder vi formel (6):

(6) sin(u +v) = sinu*cosv + cosu-sinv.

Erstattes heri v med -v, og benyttes cos(-v) =cos v, sin(-v) =-sin v, fas formel (7):
@) sin(u -v) = sinu*cosv - cosu-sinv.
Settes u = v i formlerne (4) og (6), fas formlerne (8) og (9):

8) cos(2v) = cos’v - sin®v

, VER.,
) sin(2v) = 2sinv-cosv

Hermed er alle formlerne (1)-(7) bevist.
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OPGAVER

Opgave 2.1a (reducér udtryk indeholdende naturlige logaritmer)
Reducér de folgende udtryk uden hjcelpemidler, idet x> 0, y> 0 og z > 0, og undersog i hver
linie det sidste udtryk for x — o og for x > 0, :

)  Inl, Ine, 1n(£)+1ny, Inyx +Inyx, In(xy)-Iny,
y

61n(x?) +2In -

3 3
2 @), Inyye, 2m%* +3mL X 4lny/x,
y4 x? 4In(x?) -In(x7)

3) In l) ,  Inx +1n( l) , ln\/)_c+ln( i] , 81n\/)—c+1n(i

) FinG ),

4 5
4) In L] . 11'13\/;)_6 +1n3\/)—c+ln3\/3_c, ln\/g, In@x") +InGx ), M,

S Inlne?) Inx

5 4lny/xyz +In(x?) - In(y?), 21n12+31n12, Inlnyye* ,
y X

X 4 4
6) ln\/g, M , In elo* | @) , nZ- + 2% ,
In(x?) In(2) x y?

5

1
7 w23 ey, InG?) -bx e 3), 2nyx- /e,

In(3”)
I 3 1 1
) o n(9x°) +3lny +lIn— +In—
8) In 1 In(4x“y“) -In(2xy) 3x 3y .
e2]’ Inx +InQRy) In(xy)
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Opgaver til kapitel 2

Opgave 2.1b (reducér udtryk indeholdende logaritmer med diverse grundtal)
Reducér de folgende udtryk uden hjelpemidler, og undersog i hver linie det sidste udtryk for
x —> wogfor x >0,

1) log,1, log,2, log,(3xy)-log,(3y), log, % + 2log,, v,
y

2 log,l, 3log,(x?) -4log,(x?*), Inloga, log,100, 4log,yvx ,
3)  log4, log,8, log,y/2, log,#), log,(a®), log,(100), 2log,s(x?),

Inx log,x

log,x ’ log,(x

4) log10(1000") s s ln\/j : Ing(xz) , In100- 10g10‘/; s

5) log,,10000, log,(2%), -log,,(107), log,,x + loglol ., agV/x +logy, 1
x

X
2log, (x*) + logziz )
6)  In100-log,x, 4log,|y2* , D . (€20 NPV
log,x In10
3log,,(x?) - Slog,,x
7 log,p/10,  log,(x’) -4log,s(x*), log,b - log,a, 810 (*”) €10 ,

2
1 3 1 1
8) 7log,v/x + 2log10; - 3log,(x?), log,(x*y) logw; + loglo; ’

log, (3x)
log,(5x) ~

9) logz(xzy) + 10g2l + 10g2l , log2l + log2l + 410g2\/5 ,
x y x y

3
10) log,,10, 6logloﬁ + 410g10\/; + 810g10L , loglo(x—) +log,, i .
e 2 x?

Opgave 2.1 (logaritmefunktion)
En funktion f er givet ved

f(x) = —=

1-Inx
1) Undersog [ med hensyn til definitionsmcengde, fortegn, asymptoter (det oplyses, at
f(x) > —© for x —> o, ogat f(x) ikke har en asymptote for x gdende mod uendelig) og

monotoniforhold.
2)  Undersog f'(x) ogfor x -0,
3)  Tegn grafen for f, og bestem veerdimeengden.
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Opgave 2.2 (logaritmefunktion)
Bestem integralerne

1) f2x21nxdx 2) fzlen(xe’)dx
1 1
2
H [Tl 9 [P ax
e x(Inx)? 1 X

Opgave 2.3a (reducér udtryk indeholdende ¢")

Reducér de folgende udtryk uden hjcelpemidler:

1) e, €M, In(e?) +1nl, ye 23
e

(e2x+1 )3 e

(sz)/ , j‘CZxdx ,

e3 ’
4In5 - In25 5x .3x 5 -4x
) DU A— s jem& £ & ° e_zf , (@) -e Y, fe—Zxdx,
e
5x\6 2x
© x X+
3 @), InE)+nE), log,/nEd), (( 3x)3 Ve, [P
e
32 1 1 1100 e?0% e* (2|7 5 |’ 3
4) € ’ n_2 +1In— loglo(e )’ 223 S ’ 3 ’ dx,
e e (e2*) 3% K
] 23 +3m27 fog,?2 - In2 — et e3¥ o F (e4x)2 / 22 g
5) n? T € ’ Ve ’ ezx ’ e f(e )
18x . x 5x /
5 (IEe®)f, me"), mfermfer, L, e, (62 ] :
e’ e
_ R 6x o -2x ,x
7) e]n5+1n25, e log;y3 ]nlO’ € e3x e , /62x,(e3x)2, /e—4x’ f/eZSxdx’
e
-2x\2
I A TR (A G S V=) By (EO D

2%, 3x 3 273 |/ 9x
9) © © > )glo(emlo) In L H e—9x et (eSx)Z H [ (e ) ] ’ fe_dx H
x 3 €

e e \/? 3x

10) L > e3%* | n , 7. g’ 8_3x)3-esln(62x) ( 1 ]/, f\/Wan
Jer
11) ln\/g N aneTx’ 16—13x . (e2x)3 , 512x. (e6x)% . e—16x erx)/ f@dx

-33 _8In(ch)

5
12) e]n(ean)’ e"‘Z, ;, (e3x)5, [e-11x , (

e2
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Opgave 2.3 (eksponentialfunktioner m.m.)

1)  Find uden brug af regnemidler

Opgaver til kapitel

eIn7 e~ In7 ln(%) e2'In7 103" 1log2
e
2)  Find differentialkvotienten af funktionerne
() 207,

Opgave 2.4 (logaritmefunktioner, eksponentialfunktioner m.m.)
Hvilke af de folgende ligninger er sande for alle X,y € |0;00[ ?
1) In(x+y) = Inx+lny 1 1

8) m(_) . 1

x Inx
2) cyIny _ ylnx
1 1 1

9) = —+ =

3) 7(3%) _ (23)4 xX+y Xy
1 1
4) — = -Inx 10) Inf—| = -Inx
Inx X
5) Vx+y =yx+/y 11) Inyx = % Inx
_ 1,

6) Vinx = —lnx 12) logl0 = 10
7) Inx-lny = In(x+y) 13) In3+In7 = In21 .

Kontrollér nogle af dine svar ved hjcelp af en lommeregner.
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Opgave 2.5a (reducér udtryk indeholdende a*)
Reducér de folgende udtryk uden hjcelpemidler:

log,3 x 15* (33x+2)5 3* X x
1) 20, 277, 26 s ?, W, (\/Zy, f23 dx,

3

_Sx—l _ 2
2

2) 1080 9.3% 16747, 55 (72),  [27%ax,

3) 8-2% 1010g10100 " 2log27’ 4-9% _ 3.32x’ (Wy, f(2x+3)2dx,

X X /
4) 2%-3*, 12 , loglo(emoo), %2"—12", (6—) s f 3 dx ,
4*

14 2% /26x
x-In15
5) 7x.7-x, € , l7x—1 + l7x—1, (3_3x+1y, f&dx’
ex'lns 3 4 22x
1 3 gx-1 _ 1 cx1 1 % p”
0 ¥ 35 5 Pyl (e-27Y, f\/de,

1 1261 1 1
7 2377, 257, - 272, , =28 - 2%, (24, dx ,
) ( ) 4 22x 3 5 ( y f2—2x

-xm2’ 3* 3x+7

/
x-In6 X x+4
§ s 100-10°, 47 -2, © [ 12], f9 dx
25 e

6x 73x »-8x
9) 2_8x, 10—10g106+2—10g26, —2 272 , (4‘2xy, fldx.

2—3x \/&

Opgave 2.5 (eksponentialfunktion)
En funktion f er bestemt ved f(x) = 42X _5.4% 4 4

1) Undersog fmed hensyn til definitionsmeengde, fortegn, asymptoter og monotoniforhold. Tegn

grafen.
2)  Bestem arealet af punktmeengden {(x,y) | f(x)<y<0} .

Opgave 2.6 (eksponentialfunktion)

Bestem integralerne

1) f12x2e-x3dx 2) f231"‘dx 3) [222"-3de.

1
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Opgaver til kapitel

Opgave 2.7a (reducér udtryk indeholdende x‘)
Reducér de folgende udtryk uden hjcelpemidler:

Sl
15 - 3y5 .3 4 5 3 / 1
1) X—39 x3 ’ (x2)2x22’ \/7,\/)6_2’ (\/x—4) ’ f dx:
X (&*))) e
x5
LI e |1 6 3
2) x2-(x2x3*, x*x ¢, x 3, x . (x7x2), x—_zdx,
X
9 2 5
34 1 3 _10 3, —\/
3) %, SxH*x8, (\ 85) , x 3, (\/;\/P) , fi-xzdx’
X X
7 4 ¢
20 1 .1 3 1 5 3 / 4
9 =, xPx 5, xS, NWJ R fSde
%) '
3
i 112 3
5) x16.x 74, 56 ], x%x Sx?, (@¥-x5), 3x—dx
Vx
Opgave 2.7 (potensfunktioner)
Hvilke af de folgende udtryk er definerede?
1) o 5) (-3)* 9) 1°
2) (m) ™ 6) (-3)°
) (=3) 10) (-1
1 3
3) (-3)* 7) (-3)*
) (=3) ) (=3) 11) o
1 2
4) (-4’ 8) (-4)° 12) 0°.
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Opgave 2.8 (potensfunktion, funktionsundersogelse m.m.)
I den tekniske litteratur om projektering af industrianleg kan man finde udtryk som
Iy 23
1)  Angiv meengden D af reelle tal, for hvilke ovenncevnte udtryk er defineret.
2)  Angiv meengden D' af reelle tal for hvilke ovenncevnte udtryk er differentiabelt.
1 det folgende betragtes en funktion f givet ved
fx) = 2x M- x 23, xe[0;2] .
3)  Laven tabel over f(x) for x-veerdierne
0.00, 0.25, 0.50, ..., 1.75, 2.00 .
4)  Find funktionens nulpunkter med 4 betydende cifre.
5)  Find med 4 betydende cifre de x-veerdier, for hvilke funktionen har lokalt ekstremum.
6)  Tegn grafen for f pd ternet papir (scet 1 enhed = 10 cm).
7)  Angiv storste- og mindsteveerdi for f (globale ekstrema).
8)  Ansld ud fra tegningen en tilncermet veerdi for arealet af den plane punktmeengde, der
begreenses af x-aksen og grafen for f-
9)  Find det i sporgsmdl 8 omtalte areal med 4 betydende cifre.

Opgave 2.9 (potensfunktioner)

Bestem integralerne

1) f1(2x—3) x2-3x+2 dx 2) fs X dx
3

0 Vx+1
3) f“’ﬁdx 4) fzx“’ﬁdx.
1 1

Opgave 2.10 (standardfunktioner)

Angiv for hvert af de folgende 5 udtryk

a) mengden D af reelle tal, for hvilke udtrykket er defineret,

b)  meengden D' af reelle tal, for hvilke udtrykket er differentiabelt,
c)  differentialkvotienten.

32 2
1) e*+3*+x*+0* 2) x?+x?axlx ?
4_2.2
3y Sxt-3x 4) Inx +x-logx + 2% - In(log(11- x))
2x4-8x? *

5) —F 4+ x2y(1-x2)%+/3-1 .

1 -x?
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Opgaver til kapitel 2

Opgave 2.11 (enkelt-logaritmisk koordinatsystem)

Aflces de to punkter med y-koordinater 0.2 og 20 pa figur 2.8 og beregn heraf a og g med 3
betydende cifre.

Opgave 2.12 (enkelt-logaritmisk koordinatsystem)

Sammenharende veerdier af CCl,'s damptryk p (malt i mm Hg) og temperaturen t (malt i °C) er

angivet i folgende tabel:

1)

2)
3)

" t " 0 20 40 60
" p " 33.1 89.5 210.9 439.0

Afscet i et enkelt-logaritmisk koordinatsystem punkterne ( l, p) , hvor T er temperaturen
malt i °K (T = 273+1). T

Aflces CCl,'s kogepunkt, dvs. temperaturen ndar p = 760 mm.

Trykket p er en funktion f af T.

Idet vi forudscetter, at ovenncevnte punkter ligger pd en ret linie ', skal man finde

Sfunktionsudtrykket for f.

Opgave 2.13 (dobbelt-logaritmisk koordinatsystem)

Ved et forseg har man fundet folgende sammenhorende veerdier af en storrelse x og en storrelse y.

x || 10 20 30 40 50 60 80

" y " 160 450 980 1400 2300 2900 5400

1)

2)
3)
4)

Afscet punkterne i et dobbelt-logaritmisk koordinatsystem, og vis derved, at sammenhcengen
mellem x og y er givet ved ligningen y =qx9.

Aflees pa kurven den til x=70 svarende veerdi af y.

Beregn konstanterne a og q med tre betydende cifre.

Beregn de til x=0 og x=100 svarende veerdier af y.

1 G.W. Castellan: "Physical Chemistry", 1973 udledes "Clapeyrons damptryksligning", og det forklares, at man med
tilncermelse kan forvente en ret linie.
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Opgave 2.14 (dobbelt-logaritmisk koordinatsystem)
I det viste dobbelt-logaritmiske koordinat-

system er der pd basis af nogle laboratorie- 10
data tegnet en ret linie, som er grafen for en T
funktion y=f(x).

Angiv funktionsudtrykket for f.

0.1
/ 10 100 X 1000

Opgave 2.15 (trigonometrisk funktion)
En funktion f er givet ved
f(x)=-cos’x +cosx+2 , 0<x<2r.
1)  Undersog f med hensyn til fortegn og monotoniforhold, og tegn grafen for f.
2)  Beregn arealet af den figur, der begranses af grafen for f og linien med ligningen

_9
Y=

Opgave 2.16 (trigonometrisk funktion)
En funktion f er givet ved
fix)=tanx +tan’x , O0<x<2rx.
1)  Underseg f med hensyn til fortegn, monotoniforhold og asymptoter, og tegn grafen for
f.

2)  Beregn arealet af den figur, der begraenses af grafen for f og x-aksen.

Opgave 2.17 (arcusfunktioner)
Find (uden brug af regnemidler)

1) Arcsin( —%) 2) Arctanl 3) Arctan(-1) .

Los ligningerne

4) Arcsinx = g 5) Arccosx = 2?71 6) Arccotx =

N3
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Opgaver

Opgave 2.18 (trigonometriske funktioner m.m.)

til

2

Hvilke af de folgende ligninger er korrekte for alle de veerdier af x, hvor udtrykkene pa begge sider

af lighedstegnet er defineret?

1) sin(-x) = sinx 6)

2) cos(-x) = cosx 7

3) cos(m+x) = cosx

4) sin(m+x) = -sinx 8)
9)

5) cos(g—x) = sinx

Arcsin(sinx) = x

sin(Arcsinx) = x

cos(Arcsinx) = 1-x
-1 1
cos 'x =
cosx

Opgave 2.19 (arcusfunktion, funktionsundersogelse m.m.)

Lad en funktion f veere givet ved

f(x) = 2-Arccos% - Y4x-x?% .

1)  Angiv meengden D af reelle tal x, for hvilke f(x) er defineret.
2)  Lav en tabel over f(x) for x-veerdierne 0,1,2,3 og 4.

3) Vis, at f er voksende.

4)  Undersog f (x) for x>0 og x—4.
5)  Tegn grafen for f pd ternet papir eller ved hjcelp af en computer. (Scet I enhed = 2.5 cm).

Opgave 2.20 (standardfunktioner)
Angiv for hvert af folgende 6 udtryk

a) mengden D af reelle tal, for hvilke udtrykket er defineret,
b)  meengden D' af reelle tal, for hvilke udtrykket er differentiabelt,

c¢) differentialkvotienten.

cosx + Arcsinx

1)
y1+x
3) 3775 - Arccosx - /1 -x2  (sveer)
5) Arcsinx + Arccos(cosx) +
Arctanx

2) Arctan(Ilnx)

4) sinx + In(cosx) + (x+1)e

6) x + Arcsinx (sinx)‘/; .
1+ Inx

tanx
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St andar df unkt i oner

Opgave 2.21 (integraltabel)
Find (uden brug af numerisk integration)

1) fol(ZxArctanx+ e D[ &

1+x? (x2+2)?

3o .
2) [* x-Aresinx ;. g

0 1-x? 5) f e

1-x2
1

3) dx .

f 1 +sin’x
Opgave 2.22 (hyperbolske funktioner m.m.)
Find uden brug af hjeelpemidler
1) cosh(In2) 5) sinh(In(1+y2))
2) tanh(In3) 6) tanhl + cothl
3) coshl + sinhl 7) Arcoshl
4) coshl - sinh1 8) Aﬂanh(_%J .

Opgave 2.23 (hyperbolske funktioner, funktionsundersogelse m.m.)

Ved gennemregning af et apparats virkemdde er der fremkommet funktionen f givet ved

f(x) = coshx—%sinh(2x), xe[—l;%]

Der er lavet folgende tabel over f(x) med 4 decimaler:

I x| 20 -0s 0 0.5 10 15 2.0 2.5
| o | 19461 12582 10000 09970 10401 12393 0.7300 -2.1125

1)  Find nulpunkter for f med 4 betydende cifre (benyt f.eks. sinh(2x)=2 - coshx - sinhx ).

2)  Find med 4 betydende cifre de x-veerdier, for hvilke funktionen har lokalt ekstremum, og

angiv funktionens storste- og mindsteveerdi.

3)  Tegn grafen for f pd ternet papir. (Scet 1 enhed ~ 5 cm).

4)  Ansld ud fra tegningen sd nojagtigt som muligt arealet af den meengde i planen, der

afgreenses af koordinatakserne og grafen for f i 1. kvadrant.
5)  Find det i sporgsmdl 4 omtalte areal med 4 betydende cifre.
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Opgaver til kapitel 2

Opgave 2.24 (alle standardfunktioner)
Pd hver linie er mindst én af de funktioner, der er angivet i sajle 1-5 lig med funktionen angivet i
venstre sojle (i hvert fald i et vist interval). Markér disse funktioner med et % i de omstdende

rubrikker eller i et mindre afkrydsningsskema bestaende af 9% 5 terner pa et stykke ternet papir.

Eksempel:
/x3 cosx ‘/)7 —x "2 XX
x? = X X
1 2 3 4 5
“x I 1 0 e
1) |o-Inx _ x
1+x | 1+Arctanx | —x2 sinx cotx
2) |cos(Arcsinx) =
2 2% 2x \/)—C x2€
3) | ¢2Inx _
1-x 1+x2 e* _\/xz_l \/X2—1
4) |sinh(Arcoshx) =
le* - l tanhx X e -1
5) |In(coshx +sinhx) = X
2x 2x 2-tanx tan%x x
6) |tan(2-Arctanx) = 1-x2 1+x2
2x 1+x2 Arcoshx x2-1 2%2-1
7) | cosh(2-Arcoshx) =
|:|5 In5 ln(SX) 25x x-1n25 Inx
8) logs(xh'IS)
,In(x?) e[ 4 . Ind 4 <4
9)

Kontrollér i hvert fald den sidste reekke ved hjcelp af en lommeregner.
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Opgave 2.25 (alle standardfunktioner)
Reducér udtrykket

Jcosh(Inx) = simh(inx) - x M(sinhx) , ov/Inx | (op yInx _ o ~Iny/x

foralle xe[1;00].

Kontrollér resultatet pa en lommeregner for x = 1.234567.

Opgave 2.26 (alle standardfunktioner)

Angiv for hvert af folgende 7 udtryk

a)  meengden D af reelle tal, for hvilke udtrykket er defineret,

b)  meengden D' af reelle tal, for hvilke udtrykket er differentiabelt,
c) differentialkvotienten.

1) cos(sinhx) tanhx 9) S
sinh(x)
3) (coshx)smh(lnx) 4) cosh(sinh(x - Inx))
5) tanh(In(x-y/2x-3)) 6) sin(sinh(4x+3))
7) sinhx + Arcoshx + tanhx - — 0
coth x

Opgave 2.27 (alle standardfunktioner)
Reducér om muligt folgende udtryk:

a) In(e") b) en* ¢ (e*)* d) "'—3
€

10 In4 - 2 e’-¢e? . 3

£ m(2') g e h) i) (In2)
2e3
K sin (.2V) ) 10—9'log102
2-sinv

Opgave 2.28 (alle standardfunktioner)
Reducér om muligt folgende udtryk uden hjcelpemidler:
a) 2243 b) 2324 ¢) n(23) + m(24)

1 In42 - In14 In42
e) In —_— —

/ e 13 /) In9 & In14

) 7/33/4,m

91/8

d) e]1149 -In7

h) cos®v +sin’v

5
D Var-ya o BT 107807 ) () (ny)

95/12
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Opgaver til kapitel

Opgave 2.29 (alle standardfunktioner)

Find uden hjcelpemidler
/ 2, ot / 14 13
a)(x\/}) b)(ln(x cosx)) ¢) lim 4x " +3x 7 +1
Inx xoo0 SxW+x124+7
d) lim 9% e) cos(2v) +2sin’v Y, 10—3-log104
x sinx
x— =

3
e]111c+2h1y _ elnx h) /24/5, 41/5

x(y+1) 163720

Opgave 2.Eksam64b (alle standardfunktioner, integration)

Lad der veere givet en funktion y = y(f):

t-Arcsin% for te ]0;7[
f) = A
»(®) Vi
tyInt

Find f24y(t) dt uden at anvende numerisk metode.
0

50

for te ]7;24]

Opgave 2.Eksam84b (numerisk integration, 10 point)
Foretag en iterativ beregning af veerdien af f 16 Arctan(Inx) dx .
6

Facit anfores med 3 betydende cifre. (Husk at anfore mellemregninger.)

2
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3 GRANSEUNDERSOGELSER
OG INTEGRATION

3.1 INDLEDNING

Ved ingenigrmassige beregninger kan man vare interesseret i at bestemme graensevardi for
et udtryk, nér f.eks. en koncentration gar mod nul, et tryk gar mod nul, tiden gar mod uendelig

eller et antal gdr mod uendelig. Gransevardibestemmelsen kan formelt fore til ubestemte

udtryk af formerne
2’ 2, 0-c0, 00 —00, OO, 1% og 000.
0 00

I mange tilfelde vil en omskrivning kunne lose problemet:

a) Forkortning. Hvis % formelt gér mod had , kan man forsege at dividere 1 taeller og
gx ®

3 2
navner med en dominerende storrelse. Eksempelvis vil 3x7+5x7+4

formelt g& mod
2x3+x+7

(o0 e o
— forx —> o ,men efter division med den "store" storrelse x3 fas

(o0}
3+=+ 13
¥ x 3+0+0_ 3 for x > o
2 1 7 2+0+0 2
+— +—
x? x3
X
Analogt vil € *7  formelt gé mod 2 for x — o men efter division med den "store"
3e¥ +sinx 0o
-X
storrelse ox fds 1+7e SN A U for x > .
3+e Fsinx 3+0 3
—eac?
b) Kendte formler kan bruges til omskrivning. Eksempelvis vil _L-cos’x formelt ga mod
2cosx-tanx
% for x — oo, men benyttes formlerne cos?x +sinx =1 og tanx = % , fas

sin’x
sinx
COSX

= lsinx —0 for x—>0
2cosx* 2
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3.2 |'Hospitals regel

3.2 L'HOSPITALS REGEL

I vanskeligere tilfaelde kan problemet ofte loses ved /'Hospitals regel (staves ogsa /'Hopital):

SATNING 3.1 (I'Hospitals regel). Lad funktionerne f og g veere differentiable i dbne

intervaller I, =]a;x)[ og I,=1xy; B[, oglad g'(x) #0 idisse intervaller.

fO) =0 for x-x, og 1 /

Antag enten o o
gx)—0 for x-x, o X, B

|fx)| >0 for x-x, og

lg@)| >0 for x-x,.

eller antag

. S

/
Safremt LACIN a for x—x,, sdvilogsi ~—=~—a for x-x,.
g't) g()
I denne scetning md symbolet x, gerne erstattes med
a) X,— eller oo (isd fald betragtes kun intervallet I,) eller med
b) Xo+ eller —oo (isd fald betragtes kun intervallet 1) .

", n

Endvidere md symbolet "a" gerne erstattes med +oo eller -oo.

NB. Bemerk, at det i s@tningen er forudsat, at g formelt forer til et af de ubestemte udtryk
0 oo oo - 00 -0
-y -y —y —— eller —.
0 0o - 00 0o - 00

Bevis. Vi indskrenker os til at undersgge breken % for det tilfeelde, hvor bade f(x) og g(x) gar mod 0

for x— x,. Endvidere forudsettes,at f(x), g(x), f ') og g'(x) erdefineredei x, ogkontinuertei x,. Séfas

)£ G) /

@) _f@-0 SO Ty )

g(x) g(x)-0  g(x)-g(x,) g(x)-g(x,) g'(x,) 0
X -X,

og

AEI NN,

- - for x—x,.
g'(x) g'(%)

Hermed er ’Hospitals regel bevist under de gjorte forudsatninger.

Et mere generelt bevis for /' Hospitals regel findes i supplement 3A.
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Gramseunder sggel ser og integration

(o ¢)
Eksempel 3.1. De ubestemte udtryk % 0g .
Ved beregningen af et kemisk absorptionstdrn fremkommer breken X ;(11 %
x-e U

k er en positiv konstant.
1)  Undersog broken for x — 1+ .
2)  Undersog broken for x —co.

LOSNING:

1) Lad T betegne brokens teller x-1, og N dens navner x-e*"®_ Vi finder

T'-0 for x—»1+ og N—-0 for x—1+. Grensevaerdibestemmelsen forer

altsa formelt til det ubestemte udtryk 0 . Derfor forseges med /'Hospitals regel,

/
dvs. % erstattes med % , som underseges. Dette vil vi kort skrive
x-1 1' Hospital 1 1 P 1

— NG - or x—~>1+.
x-ekl-x) T-590 1+k-ekl-%) 1+k

N—0

x—1+
(Kontrol: Forx=1.01 og k=2 fas x-1 =~ 0.336, som er ner ved =0.3333..)).

x-ekd=» 1+2
/

Tegnet ™~ skal her forstds sadan, at hvis L/ gar mod et tal, eller mod
+oo eller —oo, savil % g4 mod det samme.

2) For x = oo forer grensevardibestemmelsen formelt til det ubestemte udtryk
o0

o0
Derfor forseges med /"Hospitals regel

x-1 1' Hospital 1
~S —————— —»+ 1 for x>
x_ek(l—x) T— 00 1+k.ek(l_x) -
N—
x—)OO

(Kontrol: For x=100 og k=2 fas =~ 0.990, som er ner ved grensen 1).

x-1
x —ekl-%)
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3.2 |'Hospitals regel

Edb-lgsning . Benyttes matematikprogrammet Maple, bliver de tilsvarende beregninger:
assume (k>0) ;
fi=x->(x-1)/ (x-exp(k*(1-x))) ;

f=x—> x—1
(£(1-x))
limit ( f(x), x=1, right ) ; F—-€
1
1 + ke~ "~" angiver, at der er en betingelse pa k (£>0)

limit ( f(x), x=infinity ) ;

Omskrivning til brek.

['Hospitals regel er umiddelbart velegnet, nir vi formelt fores til de ubestemte breoker

0 og % . I de andre tilfelde omskrives til et brakproblem, inden /'Hospitals regel anven-

0
des:

a) 0-o00 . Forer f+g til det ubestemte udtryk )-co omskrives til S eller -8
(g f
b) 0% 1%, 0° . Ferer f& til et af de ubestemte udtryk 0°, 1% eller 0o®, omskrives

til e hvor g-Inf behandles som under punkt a.

log

1-

8

c) -00, Forer f-g til det ubestemte udtryk oo-oco, omskrives til f ( 1- j%] og eventuelt videre til

ok

Eksempel 3.2. Det ubestemte udtryk 0-oco .

Ved blanding af to rene stoffer er tilvaeksten i den termodynamiske frie energi tilner-
met givet ved AG = NRT:[xInx + (1-x)-In(1-x)], hvor x er molbroken' af det
ene stof, mens N, Rog T er konstanter. Undersog A G for x— 0+.

LOSNING:
Udtrykket x:Ilnx forer til et ubestemt udtryk af formen 0-(-c0) for x— 0+. Vi har
da
1
Inx 1' Hospital ; 1
x'lnx = —/— Y = — =-x—>0 for x>0+ .
1 T— —00 ( 1 ) 2 1 =
= N 00 |1 -
X x— 0+ X X

Heraf folger,at AG— NRT[0+1:In1]=0 for x—>0+.

1

Molbreken af stof 1 er defineret ved , idetn, og n, er antal mol af henholdsvis stof 1 og stof 2.

nt+n,
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Gramseunder sggel ser og integration

Eksempel 3.3. Det ubestemte udtryk 1 .,

Undersog ( 1+ ﬂ) for n—oo.

n

Forklaring . 1 en beholder der er tomt sd godt som muligt, befinder sig en rest pé 1 liter oplesning af et stof A
med koncentrationen 1 gram/liter. For at fjerne stoffet A bruges 10 liter rent oplesningsmiddel siledes:
beholderen skylles omhyggeligt #» gange med tilsatning af 1—’? liter oplesningsmiddel pr. gang. Efter hver
"temning" af beholderen sidder der dog 1 liter oplesning tilbage pga. vedhaeftning til veegge m.m. En skylning
vil derfor gange koncentrationen i beholderen med (1+ l—r? )_1 . Efter n skylninger er koncentrationen altsa
(1 + 1—’? )_" gram A/liter.

LOSNING:

Udtrykket ( 1+ E) forer til et ubestemt udtryk af formen 1°° for n—oco. Derfor
n

omskrives saledes

(HE)_n o)

n

Eksponenten —n-ln( 1+ E) forer nu til et ubestemt udtryk af formen oco-0. Derfor
n

omskrives eksponenten til en brek

10
In|f 1+— )
10 n 1' Hospital
—n-ln(1+—) = - NG
n T—0
- N—0
n n— 0
1 (_10
1+ 100 »?
- n _ 10 - -10 for n—oo0.
1 1 10
- +
n? n

Vi har altsa (1+E) - e for noo.
n
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3.2 | Hospital s regel

Eksempel 3.4. Det ubestemte udtryk oco-oco.

Undersog 1+x%-x V1 +x? for x— 0. Problemet forekommer i teknisk stromningslzre.

LOSNING:

Udtrykket f(x)-g(x) = (1+x2)-xy/1+x2 forer til et ubestemt udtryk af formen co—-oo for x— oo .

Derfor omskrives saledes

2
PeatonyTon? = (Lex?) [1-x X2 | o (1ax?) [1-—2 | - (f(x))z'[l——g(x) .
1+x? 1+x2 fx)
Udtrykket i den kantede parentes kan omskrives til |1 - _r og gér altsd mod 0 for x— o0, Derfor
1+—

x2

omskrives til en brek, sddan at I'Hospitals regel kan anvendes:

1_g(x) 1-—* Y1+x2-x u

poop 18] - D L R g
fx) 1 1 T—0 1+x2
(re) 1+x2 -3 . 2x
(1+x2)?
_1 i+1—>l for x—oc0.
2\ x2 2

(Kontrol: For x=100 fas 1+x2 -xy1 +x2 = 0.50001, som er nar ved gransevardien % )
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Gramseunder sggel ser og integration

3.3 STORRELSESFORHOLD

Den folgende s@tning letter ofte bestemmelsen af grensevardier.

SATNING 3.2 (storrelsesforhold for logaritme-, potens- og eksponentialfunktion). De tre
funktioner

Inx x4 b*, hvor a>0, b>1,
er opstillet efter "storrelsesorden” for X — oo, dvs.

Inx a
— =0 for x—> o0 , X
(1) %9 (2) pr —>0 for x > ©
1
' Hospital
Bevis. Da Inx f& x __1 —0 for x—o00, er(l)bevist
x4 ]7\;:?; ax?l  ax?
x— 00
a a
Settes z=bx,dvs.x=y, fas X = Inp) _ 1 [ Inz
Inb b* z

(Inb)?

Q |~

Da z— oo for x—> 00, og ln_lz — 0 for z— 00, er(2) bevist.

Za

Eksempel 3.5. Storrelsesforhold.

_k

Temperaturen 7 i en plade til tiden ¢ er beregnet til T =

e ', hvor 4 og k er
positive konstanter.

A4
Jt

Undersog T for ¢— 0+.

LOSNING:

A
Saettes u=%, fis T=AJu-e** \/;

ku
e
Af satning 3.2 folger nu, at 77— 0 for u— oo, dvs. T'— 0 for t— 0+.

I s@tning 3.2 kan Inx é&benbart erstattes med log.x, hvor c¢>1.

log .x
Da logcx=1nx S

——, fasnemlig =L-E—>L-0=O for x> 0.
c x? Inc x°¢ Inc
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3.4 Uegentlige integraler

3.4 UEGENTLIGE INTEGRALER

Ved mange anvendelser er der behov for et udvidet integralbegreb, der ogsa omfatter integra-
tion af en funktion, som ikke er begraenset, eller integration af en funktion over et ubegranset

interval, f.eks. [a;oo[. Integraler af denne type kaldes uegentlige integraler.

Y
A I
l Y
i A
. I
I/
I f
|
|
|
' > X » X
a b a
Fig. 3.1. [ er ubegreenset; Fig. 3.2. Integrationsintervallet
f har en asymptote x=b. [a;00[ er ubegreenset.

DEFINITION af konvergens af uegentligt integral. Lad f vere en kontinuert funktion i
b

intervallet D = [a;b[ . Hvis ftf(x) dx har en greenseveerdi I for t = b (ensidet), siges f f(x)dx
a a

at veere konvergent med veerdien I og ellers divergent (se figur 3.3). Symbolet b md gerne veere

oo (se figur 3.4).
Tilsvarende definition indfores for intervaller af typen la;b] .

a [ — o0 X
Fig. 3.3. Det skal undersages, om Fig. 3.4. Det skal undersages, om
integralet har en greenseveerdi for t —b.  integralet har en greenseveerdi for t —
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Gramseunder sggel ser og integration

Eksempel 3.6. Uegentligt integral.

Find om muligt

(%) 1
1)f8 1 x 2)[ L ax 3)fldx.
0o Yx-8 RS 0 ¥

LOSNING:
2 x— 8-

8 8 - _g)3 2
l)f L dx =f (x-8) 3dx = (x-8) = 0_3(_8)3 - -6

0 3’\/x—8 0 2 2 —

3 0

co —
2) f ! gy = [Arctanx]"" = Z_Z _ T

1 1+x? 1 2 4 4 -

1
3) f Lax - [In|x| ] = "1Inl-(-o0)". Integralet er divergent.
0 X =

1
xX—

Edb-lesning . I programmet Maple udferes de tilsvarende integrationer pa folgende made:
int ( 1 /surd (x-8,3), x=0..8 ) ;

int ( 1/(1+x"2), x=1..infinity ) ;

Falem 1
|

int(1/x,x=0..1);

c b
Er der problemer i et indre punkt c, deles integralet op i to f fx)dx + f f(x)dx, som
b a c
begge skal vare konvergente, for at f f(x)dx siges at vaere konvergent.

Uegentlige integraler, hvor der er problemer i mere end ét punkt, behandles som vist i det
folgende ved at opdele integrationsintervallet 1 passende delintervaller. For funktionen f, hvis
graf er vist pd figur 3.5, opdeles sdledes i 3 delintervaller, og de uegentlige integraler
f _io fi(x)dx, fz ; 5 x)dx, fs ® J;(x)dx beregnes hver for sig. Er de alle konvergente, siges

integralet f % f(x) dx at vaere konvergent, og vi sa&tter
-0

f_:f(x)dx = f_zoofl(x)dx+f25f£(x)dx+f5°°f;(x)dx.

86



3.4 Uegentlige integraler

>~

Fig. 3.5. Funktion [ med lodrette asymptoter og ubegrenset

definitionsmeengde.
Ved at benytte grenseovergang mod 2 og 5 (lodrette asymptoter) og mod *oofis:

2= -5 ]x—>oo

f_:f(x)dx - [Fl(x)]x:_oo + [Fz(x)}"_)z; (R

= lim F,(x) - lim F,(x) + lim F,(x) - lim F,(x) + im F,(x) - lim F,(x).

x—>2- x — =00 x—> 5= x— 2+ x —> oo x— 5+

P <

X— =00 X —o2-

Fig.3.6. Integration med greenseovergange ved lodrette asymptoter samt

mod —oo 0g +oo.

Det "uegentlige" integral f ® f(x) dx tillegges altsd kun en vardi, hvis alle 6 grensevardier
-00

eksisterer uathaengigt af hinanden.
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Gramseunder sggel ser og integration

Eksempelvis
7) 8 72

f 3 1 dx = f 3 1 dx + f ; 1 dx

0 x-8 0 Vx-8 8 x-8
3 2 x— 8- 3 2 72 3 2 3 2

= |2(x-8)3 + |2 (x-8)3 = 0-2(-8)3+2(64)3
2( ) 0 2( ) . 2( ) 2( )

=-6+24 = 18,

72
dvs. f ; 1 dx er konvergent med verdien 18.
0 /x-8

1 1
Derimod er f 1 dx divergent, da f 1 dx er divergent ifolge eksempel 3.6.
-1 X 0 X

(Se dog eventuelt supplement 3B.)

3.5 DEKOMPOSITION

Indledning

Ved hjzlp af en integraltabel er det ikke sveert at integrere en sum af simple funktioner som

er3s 2, 3x+1 W

xX-2 x2-2x+2 .

Men hvis dette udtryk havde varet "sat pa felles brokstreg":

Q2x+3)(x-2)(x?-2x+2) +2(x2-2x+2) + Bx+1)(x-2)
(x-2)(x2-2x+2)

eller kortere

2x4-5x3+5x%+x-10

x3-4x%+6x -4

(2)

kunne det ikke umiddelbart findes i integraltabellen.

Der er derfor et behov for en metode til at gore det omvendte af at s®tte pad felles brokstreg.
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3.5 Dekonposition

P(x
Anderledes udtrykt: der er behov for en metode til at "dekomponere" et udtryk % af form
som (2), hvor P(x) og Q(x) er polynomier, til et udtryk af form som (1). Dekomposition

benyttes i alle de tilfaelde, hvor det er en fordel at arbejde med de simplest mulige broker (se

f.eks. ogsé kapitlet om Laplace-transformation i bind 3).

Dekomposition i simpelt tilfeelde

Er nevneren Q (x) af n'te grad, og er naevnerens reelle redder forskellige, kan man ofte udfore

dekompositionen, som vist i det felgende eksempel 3.7. En udferlig beskrivelse af metoden,

som ogsd omhandler vanskeligere tilfeelde, findes 1 kapitel 5 suplement 5B.

Eksempel 3.7. Dekomposition.

2x*-5x3+5x%2+x-10

x3-4x%+6x -4

a) Dekomponér breken  f(x) =

b) Find j“;%x)dx.
0

LOSNING:

al. Dekomposition til polynomium + zgte brak. Da tellerens grad er > navnerens
grad (broken er "uazgte"), foretages polynomiedivision:

x3-4x2+6x-4| 2x*-5x3+ 5x%+ x-10 |2x+3
2x4-8x3+12x2%- 8x
+3x3- 7x%+ 9x-10
3x°-12x2+18x-12
5x2- 9x+ 2

dvs.

2x4-5x3+5x%+x-10 2% +3 . 5x2-9x+2

x3-4x%+6x-4 x3-4x%+6x-4

( Uegte brok

polynomium + xgte brok ).
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Gramseunder sggel ser og integration

a2. Dekomposition af agte brek til simplest mulige agte breker. Den @gte brok

5x2-9x+2

x3-4x%+6x-4

omskrives derpa til

5x2-9x+2
(x-2)(x2-2x+2)

hvor navneren er skrevet som et produkt af de simplest mulig reelle polynomier (dvs.
reelle polynomier af forste grad og reelle polynomier af anden grad med negativ

diskriminant - se eventuelt kapitel 5 afsnit 5.9.

Ved at betragte nevnerens faktorer ses nu, at den simpleste omskrivning til en sum af
agte broker mé veare af formen
2_
5x“-9x+2 __a . bx+c , 3)
(x-2)(x2-2x+2) x-2 x2-2x+2

hvor a, b og c er konstanter.

Konstanten a findes ved at multiplicere ligning (3) med den til @ herende navner
x-2:

2_
S5x°-9x+2 _ a+(x-2) bx+c

x2-2x+2 x2-2x+2

og derpd indsatte x=2, sd a star alene pd hejre side:

90

$22-9-242 4
X = 2 L =q+ O P —2 a=— P —2 a= 2
22-4+2 2
DAf supplement 5B vil det fremga, at denne omskrivning altid er mulig. Breoken szi kan naturligvis ogsé
X“-2x+2
skrives bx + ¢ , hvilket ofte vil vaere nyttigt ved integration.

x2-2x+2 x%2-2x+2



3.5 Dekonposition

For at finde b og ¢ indsettes 2 smé hele tal, som ikke tidligere har veret indsat:

x=0 2 __2.¢ o o4, o (-1,
(-2)2) -2 2 2 =
x-1 59+2 . 2 | brl o 3 pipsl o  b-3
(1-2)(1-2+2) 1-2 1-2+2 —
Vi har hermed fundet
5x2-9x+2 2 L 3x+1

x3-4x246x-4 x-2 x2-2x+2

a3. Sammenfatning af resultaterne fra al og a2. Vi har alt i alt fundet

flx) = 2x+3+ 2, 3x4l )
x-2 x2-2x+2

Edb-lesning. I programmet Maple kan dekompositionen foretages saledes:
>convert( ( 2*¥x"4-5*x"3+5*x"2+x-10 ) / ( x"3-4*x/2+6*x-4 ), parfrac, x);
1 1+3x

2x+3 +2 +
x-2 x2-2x+2

b. Integration. Vi har nu

1 1 1 2 1 3x 1 1
fxydx = | Qx+3)dx+| —dx+| ————dx+| ——dx
0 0 0 x-2 0 x2-2x+2 0 x2-2x+2

1 1
—1n|x2—2x+2|]
2

= [x2+3x]; + 2[In|x-2|]; + 3
0

Schaum 17.12.2
1 1 1 1
a1
0 x2-2x+2 0 x2-2x+2
1
3 2 Arctan2x—2 7

- 4-2In2- "2 + 4

&

Schaum 17.12.1 0

=4-—In2+m
2
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Gramseunder sggel ser og integration Suppl ermrent

supPLEMENT: 3A BEVIS FOR L'HOSPITALS REGEL

Som en hjelpesatning ved beviset anvendes folgende:

SATNING 3A.1 (den udvidede middelveerdiscetning). Nar f(x) og g(x) er kontinuerte i det lukkede interval [a;b] og
differentiable i det abne interval la;b[, sd findes der mindst ét punkt c i intervallet la;b[, for hvilket

[f(B)-f@)]-g(c) = [g(B)-g@)]f'(c) -

Bevis for udvidet middelvaerdisetning . Vi indferer en hjelpefunktion 4 givet ved

hx) = [f(b)-f(@)][gx)-g(a)] - [g(®)- g@)] [f)-f@)] -
Det ses, at h(a) =h(b) =0, og at h opfylder betingelserne i differentialreg-

ningens middelvardisatning (4 kontinuert i [a;b], differentiabel i]a;b[). & /i(x)
Der findes derfor mindst ét punkt ¢ mellem a og b, hvor differentialkvotien-
ten

W = [f)-f@)]g'x) - [g8)-g@)]fx)
er 0 (se figur 3A.1), dvs.

[f®)-1@)] &) - [g®)-g@] ') = 0. . L x

Hermed er s@tningen bevist. da ¢ b
Fig. 3A.1. Middelveerdiscetningen

. o . ) ) anvendt pa h giver h'(c)=0.
saetning som et specialtilfeelde, nemlig svarende til, at g(x) sattes lig med x).

(Den udvidede middelvaerdisatning omfatter den saedvanlige middelvaerdi-

Bevis for ¢{"Hospitals regel. Vi vil bevise /'Hospitals regel for det tilfeelde, hvor
Sx)—0 for x—x, og
gx)—=0 for x—x,,

og hvor x, € R (dvs. x, er ikke erstattet med +ooeller —00). Da endvidere granseovergangen x — x, ikke vedrerer
eventuelle funktionsverdier i x,, kan vi tillade os under beviset at sztte f(x,)=0 og g(x,)=0, hvorved f og g bliver

kontinuerte i hele intervallet /= ]a; 5[ . Lad i det folgende x € I, men x #x,.

Funktionerne f og g opfylder nu betingelserne i den udvidede middel-

vaerdisatning, dvs. der cksisterer et tal ¢ mellem x, og x, sidan at (1)
M) [f0)-f)] &%) = [80)-£x)] 7 1) -
Da f(x,) =0 og g(x,) =0, gér ligning (1) over i

2  f)gle) = gx)fe) -

>/
Ifolge middelveerdisatningen eksisterer der ogsé et tal dmellem x, og X0 d X
x, sidan at Fig. 3A.2. Middelveerdiscetningen
g(x)-g(x,) anvendt pa g giver e(x)#0.
g'd) = _—xo .
0

Da vi har forudsat g/(d)#0 ogsat g(x,)=0, fasheraf g(x)#0.
Vi kan derfor dividere med g(x) og g'(c) iligning (2), sa vi far
) _ 1@
gx) g
IAC)

Da c ligger mellem x, og x, vil ¢—>x, for x—x,. Da detendvidere er forudsat, at .
g'()

@=& vil @*a for x—>x,.
gD glo)’ x !

Det ses, at symbolet a kan erstattes med +oo eller -oco.

—a for c—x,,
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Suppl enmrent 3B Cauchy's hovedvae di

sueeLement: 3B CAUCHY'S HOVEDVARDI

Figuren viser en funktion, der har en lodret asymptote x=c.

Cauchy's hovedverdi af det uegentlige integral over [a;b] defi-
neres som integralets graenseveerdi, nér ¢ naermer sig diskontinuitets-

punktet ¢ fra hver side "med samme fart".

Eksempelvis

flldx - lim U'l x+flldx = tim ([In|x]]2 +[in|x])
-1X -1 X t X

t—> 0+ t—> 0+

= lim (In|-¢|-In|¢]) =20,

t—> 0+

dvs. Cauchy's hovedverdi er 0.
Edb-lesning . Den tilsvarende ordre i Maple er

int ( 1/x, x=-1..1, CauchyPrincipalValue ) ;

Resultat: 0
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G anseunder sggel ser og integration

Opgave 3.1 (grenseveerdi)

Funktionerne g,, g, 0g g,

2
1
g1(x) _ x +3x+

x2+1

7x2 -5sinx

g x) = .3

g(x) = cosl
X

Find

x— 00

er bestemt ved

b

x€[1;00[

x€[1;00[

x€[1;00[ .

& (x)g3 (x) - gz(x) + 2g3 (x)

f(x) =

£ (x)g3 (x) - (gz (x))3

Opgave 3.2 (grenseveerdi)

Undersog
X, .-x
1T) L_z for x—(
x-In(x+1)
2) e¥-e*-2-In(1+x) for xo
3x-sinx
1
3Ty x!1¥ for x—o
4) lnsmhx for x— o
X
L
5) x‘/; for x—0-

94

lim f(x), hvor funktionen fer bestemt ved

0)
7)
8)
9)

10)

OPGAVER

x Vx for
3\/ 2x+1-Inx for
e 2-2% for
3sinhx - 3sinx - x>
for
7
xe_\/; for



Opgave 3.3 (grenseveerdi)

Undersog
X
& ( 1+ 3)
x

T
ln(x_E)
T
2 _— or x—»—+
) tanx f 2

for x— o0

4) (Inx)h~ for x— oo
5) Arcsinx for x=0
In(1+x2)

Opgave 3.4 (grenseveerdi)

Undersog
f e wAX
1) Arzcsm—xﬂ for x—0
x“In(x+2)
Svdr
2) — x for x—0
2x L
3) -tanx for x— —
T COSX 2
4 xe”
) for x— o0
(Inx)*
sinx
5) °Hx
) n(l+x) for x— o0

6)

7)

8)

9)

10)

6)

7)

8)

9)

10)

Opgaver til
1
2
x* 1 for
n
Vn Jor

X _.-X_
et-¢e 2x for

X —sinx

(cotx)s"* for
X_nX
372 for
x
1 1 Sfor
x e*-1
x-Inx for

J;'ln( 1 +l) for
X

Inx for
sin 1
x
1
(coshx)™* for

kapit el

x—0+

x—0.

x—=0+

X —> o0

X —> o0

X—>00 .

3
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Gramseunder sggel ser og integration

Opgave 3.5 (grenseveerdi)

Undersog
e 6)
1) x¥ for x— oo
7
2) l—i for x—>0+ )
X sinx
8
3) l—i for x—0 )
x sinx
4) In(2x+1)-lnx for x— oo 9)
5) Vx+1-yx for x— o0 10)

Opgave 3.6 (uegentligt integral)

Find om muligt

[oe]
dx 2") f LI
1 (x+3)

13
) f 1
0 |x-4|

x'Alrctanl
X

(7 +x)°Arctanl
x

Inx
tanx

1 +sinhx

1-x2

37) f sinx dx

for x— oo

for

for

for

7

X —> 00

x—0+

dx

(o) oo 2
x 1 3 3
4) L P dx 5) fo —(1+x2)2 dx 6) f_l(

o) oo 8
7) f — L & S)f — X dx 9)[
0 x°-x+2 0 xX°-x+2 2 x

1
10) f %dx (substituer f.eks. x= u®).
o v Ux

Opgave 3.7" (dekomposition)

5
X

x-2)(x2-1)@2+1)

1) Dekomponér broken

0.5 5

2) Find f a dx .
o (x-2)(x2-1)@x2+1

96
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2x +4

V(x-2)(8-x)
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Opgave 3.8 (dekomposition)

2% +x* +9x3 -4x%2-16x - 22

x*+3x2-4

1) Dekomponér broken

dx .

5, .4 3 4.2 _
2) Find f 2x° +x"+9x° —4x° - 16x - 22
-4 x*+3x2-4

Opgave 3.9 (dekomposition)
1

2 .4 2 _
Findf de.
o x*+x?-2

Opgave 3.10 (dekomposition)

dx .

0, 5 4 _ 3, .2 B
Fmdf 3x5 +2x% - 22x3 +x2 +35x - 11

1 x3-Tx+6

Opgave 3.Eksam40b (uegentligt integral, 15 point)
Undersog hvilke af integralerne
dx

[ |
14 /x+2 (x+8-5/x+2)

dx

14
2) f ,
7 x+2(x+8-5yx+2)

der er konvergente, og bestem i bekreeftende fald deres veerdi.

Benyt f.eks. den monotone substitution u=+/x+2 .

Opgave 3.Eksam49b (uegentligt integral, 10 point)
T

2
1) Beregn integralet f e sinudu .

0
00

Opgaver til

kapit el

2) Undersog, om integralet f e sinudu er konvergent, og find i bekreeftende fald

0
integralets veerdi.

3
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Opgave 3.Eksam51a (grenseveerdi, 10 point)

1) Undersog

- for x—0+.
sinhx

1
2) Undersog (coshx)™ for x—oo.

Opgave 3.Eksam70b (dekomposition, 15 point)

For veeksthastigheden i en biomasse har man fundet en rational approksimation

4, .3 2
dM _ P+t +487+ 4145 ton/dogn,

dt t3+12 141+ 4

hvor t er tiden mdlt i dogn.

7
Find f ci'_]\l dt (= biomassen efter 7 dogn) uden at anvende numerisk integration.
o dt

Opgave 3.Eksam71a (grenseveerdi, 20 point)
3x—2) * (22 )

Undersog
3x+2 3x+2

for x = oo

Opgave 3.Eksam76b (uegentligt integral, 15 point)
o0
Undersog, om integralet f % dx  er konvergent, og find i bekrcefiende fald dets
1 2
x yx -1

3
veerdi. (Vink: en af substitutionerne u=x*-1, u=yx*-1 er anvendelig).

Opgave 3.Eksam85b (dekomposition, 15 point)
-x2+4x -5

(x2 —2x+2>(x2 - 1)

1) Dekomponér broken i en sum af stambroker.

-x2+4x -5

x2—2x+2)(x2—1)

o0
2) Undersog, om integralet f ( dx  er konvergent, og find i bekreef-
2

tende fald dets veerdi.
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Opgaver til kapitel 3

Opgave 3.Eksam91b (uegentligt integral, 15 point)
® sin(In(1+e’))
(1+e)(1+e7)

veerdi. (Vink: en af substitutionerne x=e¢’!, x=e!, x=1+e7!, x=1+¢’, x=ln(1+et),

Undersog, om integralet f dt er konvergent, og find i bekreeftende fald dets
0

X= sin(ln(l + et)) er anvendelig).

Opgave 3.Eksam96b (dekomposition, uegentligt integral, 20 point)

1) Dekomponér broken _x72 i en sum af stambroker.
x*+3x?-4
x-2

——— = dx erkonvergent, og find i bekrceftende fald dets
x*+3x2-4

oo
2) Undersog, om integralet f
2

veerdi.

Opgave3.Eksam134 (grenseveerdi, integration, 25 point)

1) Vis, at yx-l +oo  forx —1,

Inx
5 ./
2) Vis, at substitutionen (=241 , t>0, omdanner det uegentlige integral f icil dx
2 1 nx
til et egentligt integral af formen f g(®) dt, hvor g(0) defineres pd passende mdde sdledes,
0

at g dermed er kontinuert pa [0;2]. Angiv g(t) foralle t€[0;2].
2
3) Find ved hjcelp af Simpsons metode med n=2 og 4 en tilncermet veerdi for f g(®dt.
0

Opgave 3.Eksam135 (grenseveerdi, uden brug af hjelpemidler, 7 point)

2
Idet f(x) = M for x>0 skal man finde
In(1 +x)
1) lim f(x), 2) lim f(x) og 3) lim f(x).
x—1 x=0 X— o0

Opgave 3.Eksam156 (grenseveerdi, uden brug af hjcelpemidler, 5 point)

3
Undersog L for Xx— oo,
In(x +1)
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Opgave 3.Eksam159 (uegentligt integral, dekomposition, 10 point)

Besvar hvert af de folgende 2 sporgsmdl med ét facit.
a) (5 point)
(o) e_t
Find ———dt, hvor a> 0.
Ina e—t +1
b) (5 point)

Dekomponér broken

8
(x-1)(x2+2x+5)

Opgave 3.Eksam169 (integration, 10 point)

Find f—x2+2x—1 dx
(x2+1)(x+1)

Opgave 3.Eksam173 (greenseveerdi, uden brug af hjcelpemidler, 6 point)

Lad fx)= 22X 717X 4 x>0, x#1.
2
x“-2x+1

Find folgende greenseveerdier:

@) lim fix), b lLm f(x)  og ¢) lim f(x).
x—>0+ x—1

x— too

Opgave 3.Eksam178 (uegentligt integral, dekomposition, 12 point)

a) Dekomponér broken _ i en sum af stambroker.
x2+7x+12
© 1
b) Undersog, om integralet f ———dx erkonvergent, og find i bekreeftende fald dets
0 xZ+7x+12

veerdi.

Opgave 3.Eksam181 (ingen hjelpemidler, dekomposition, 5 point)

4x +2
(x-2)(x2+2x+2)

Dekomponér broken
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Opgaver til

Opgave 3.Eksam185 (ugentligt integral, 10 point)

Undersog om integralet

® 1 1
| =)

er konvergent, og find i bekreeftende fald dets veerdi.

Opgave 3.Eksam190 (greenseveerdi, uden brug af hjcelpemidler, 7 point)

, _ sin(x?)
Lad funktionen f veere defineret ved f(x) = ————= for x#0.
X

Find greenseveerdierne lim f(x) og lim f/(x).
x—0 x—0

Opgave 3.Eksam192 (dekomposition, uden brug af hjcelpemidler, 9 point)

2_
a) Dekomponér broken 6x”~18x+16 .
(x+1)(x?-4x+5)
2_
b) Find f 0x""18x+16 4y
(x+1)(x2-4x+5)

Opgave 3.Eksam198 (grenseveerdi, unden hjcelpemidler, 7 point)
1+x-¢”

=)

Opgave 3.Eksam206 (dekomposition, uden brug af hjeelpemidler, 5 point)

Dekomponér broken “3x+7 i en sum af stambroker.

(x2-4x+5)(x -2)

Undersog for x—0.

Opgave 3.Eksam210 (uegentligt integral, 15 point)

kapitel 3

Undersag om folgende uegentlige integral er konvergent, og find i bekreeftende fald dets veerdi:

foo X 5
- dx
5 (x2-5x+4)P2  (x%-5x +4)}?
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Opgave 3.Eksam226 (greenseveerdi, uden brug af hjeelpemidler, 5 point)
Lad funktionen f veere defineret ved
f(x) = tanx - sinx

, (x;&p'E, p er hel) .
1 - cosx 2

Undersog f(x) for x— 0.

Opgave 3.Eksam227 (dekomposition, uden brug af hjcelpemidler, 5 point)
5
(x -3)(x?-2x +2)

Dekomponer folgende brok i reelle stambroker

Opgave 3.Eksam235 (dekomposition, uden brug af hjcelpemidler, 9 point)
-2x%+x-5

@2+ ) (x-1)

b) Find f fx)dx for x>1, idet det oplyses, at % Arctanx =

a) Dekomponér broken f(x) =

x2+1
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4 DIFFERENTIALLIGNINGER
AF 1. ORDEN

4.1 INDLEDNING

Ingenierer beskaeftiger sig for en stor del med dynamiske systemer, dvs. systemer hvor der sker
@ndringer, efterhdnden som tiden gir. Det kan f.eks. vaere produktionsanlaeg, forsegsopstillin-
ger og méleapparater. En matematisk model for et sddant system vil hovedsagelig besta af én

eller flere sékaldte differentialligninger, som mé loses, ndr man vil beregne systemets opforsel.

I dette kapitel omtales differentialligninger af 1. orden, f.eks.

dy -t

== +2)(¢) = e .

2 20

En differentialligning af 1. orden er en ligning, hvori der indgdr den 1. afledede % af en

ukendt funktion »(f), men ingen hgjere afledede. Vi kalder den uathangige variabel for ¢,
da den i praksis ofte er tiden. Vi lader S betegne den mengde i #y-planen, hvor differential-

ligningen onskes lost. Nar intet andet er naevnt, er S hele planen.

Ved en (partikuleer) lesning til en differentialligning forstds en differentiabel funktion y(#),
feks. y=e”’, som er defineret i et interval 7" og for alle €I tilfredsstiller differentiallignin-

gen samt (¢,)(f)) € S. Grafen for en losning kaldes en lesningskurve (integralkurve).

D" Vivil altid forudseette, at definitionsintervallet / er valgt sterst muligt.
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Differentialligninger af 1. orden

Eksempelvis har differentialligningen % =2t en v

partikuler lesning y=¢2, dvs. en af AA

losningskurverne er en parabel. Samtlige lesninger \ /

Der givet ved y=f2tdt+C, dvs. y=t*+C, hvor

C er en vilkarlig (arbitreer) konstant. Onskes en \
\

(ty»¥,), skal konstanten &benbart settes til \ //
C =y0—z‘02 . Der gér altsd netop én lesningskurve & /

gennem ethvert punkt af § (som her er hele

losningskurve, der gar gennem et givet punkt

ty-planen), og dette geelder praktisk taget altid for

. o . Fig. 4.1. Skitse af den fuldstendige
en differentialligning, som er bragt pd formen

losning til differentialligningen
% = f(t,y). Der gelder nemlig folgende satning, ~ ft 4 S
som anferes uden bevis. dt .

SATNING 4.1 (eksistens og entydighed af losningskurve). Lad S veere en sammenhcengende

meengde i ty-planen, hvor f(t,y) er kontinuert ¥ og har en kontinuert partiel afledet %
med hensyn til y. Gennem ethvert indre punkt (t,,¥,) af S gdr der da én og kun én
losningskurve til differentialligningen % =f(t,y).

Bemark, at losningskurven gér "gennem" punktet (#,,) , dvs. lesningskurven kan ikke
have et endepunkt i et indre punkt af S. En konsekvens af satningen er, at i S il
losningskurverne aldrig rere eller skere hinanden. Kun de to ferste af de folgende seks skitser
kan tenkes at forestille losningskurver for en differentialligning a_ f(t,y), hvor
forudsetningerne i setning 4.1 er opfyldt. (Hvorfor?). dt

b Mangden bestdende af samtlige losninger kaldes kort den fuldsteendige lgsning.

) Kontinuitet omtales narmere i afsnit 8.4.. Der gaelder: ved sedvanlig regning med kontinuerte funktioner
fas atter kontinuerte funktioner (ligesom ved funktioner af 1 variabel, se afsnit 1.3). Eksempelvis er
f(t,y) =sin(2y +¢?)  kontinuert i hele #y-planen, idet

2y kontinuert

=> 2y+t? kontinuert
t?  kontinuert

=> sin(2y+¢2) kontinuert .
sin kontinuert
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4.2 Nunerisk lgsning af 1. ordens differentialligning
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4.2 NUMERISK LOSNING AF 1. ORDENS DIFFE-
RENTIALLIGNING

I det folgende betragtes en 1. ordens differentialligning, der er bragt pa formen

% - fty)

Det er ofte umuligt at angive eksakte udtryk for lesningskurverne. Man kan i sadanne tilfelde
udnytte den information, som differentialligningen giver: i ethvert punkt (#,y) af ty-planen
skal en lesningskurve gennem punktet have en tangent med en kendt heldning f(z,y).
Eksempelvis kan en differentialligning % =f(t,y) illustreres som pa figur 4.8: - for et stort
antal punkter er der gennem hvert punkt (z,y) tegnet et kort liniestykke med
heldningskoefficienten f{(#,y).
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Differentialligninger af 1. orden
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Fig. 4.8 Geometrisk fortolkning af differentialligningen % =f(t,y).

Figuren giver et umiddelbart indtryk af lesningkurvernes forleb. De kan bestemmes mere
pracist ved numerisk beregning: ud fra et startpunkt (7,,y,) beregnes et tilneermet nabopunkt
(t;,y,), ud fra dette et nyt punkt (z,,y,) osv. P& denne mide kan man finde en numerisk

losning 1 form af en tabel:

t t |4 |t |85 t

&) |y |y | Y2 | s Y,

hvor t-verdierne f.eks. har en &kvidistant afstand 4.

Eulers metode. For en differentialligning

D fey,  relb

ensker vi at tabellere den losning (), som opfylder begyndelsesbetingelsen y(a) =y,. Forst

opdeles intervallet [a;b] 1 n delintervaller med ens leengde A= %a, se figur 4.9.
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4.2 Nunerisk lgsning af 1. ordens differentialligning

YA

““ho b T

Fig. 4.9. Numerisk losning punkt for punkt.

Derpd beregnes de tilnermede kurvepunkter (#,y,), (t,,¥,),..., (t,,y,) ¢t for ét, idet vi ud
fra det i'te punkt P; = (¢;,y;) beregner det neste punkt P; ; = (¢;,,,;,,) ved at folge tangenten

i P,. lIfelge differentialligningen vil losningskurven gennem P, have heldningskoefficienten
dy

i =f(¢;, ¥;) ipunktet P, se figur 4.10. Tangenteni P; har derfor ligningen

y-y; = f(t,y)-@-1) .
Indsxttes ¢ = 1 +h, fas y =yi+f(tl.,yi)-h = yi+k’ hvor &k :f(ti’yi)h‘ Ved at folge

tangenten 1 stedet for den ukendte Ilesningskurve, nar vi derfor frem til punktet
Pi+l = (tl+h’ yl+k)°

Fig. 4.10. Beregning af k ved Eulers

metode.

P4 grund af den ringe nejagtighed kan Eulers metode ikke anbefales til praktisk brug, men i

appendix findes en algoritme for den mere ngjagtige Runge-Kutta metode af 4. orden.
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Differentialligninger af 1. orden

Algoritme. Eulers metode kan sammenfattes i folgende algoritme:

ho=boa Skridtsterrelse At = h.

t, =a Startveerdi for ¢.
Gentag for k =hf,y) Tilnermet y - tilvaekst.
i=0,1,2, { iy = ti*h Neeste 7-vardi.
.,n-1 Viey = Vith Nazste y - verdi.

Den sidste linie burde egentlig veere y;,, = y; +k+ O(h 2), men ved beregningen negligeres det lille (ukendte) led
O(h? = konstant - A2, som s& udger den sikaldte metodefejl ved det enkelte skridt. Den ophobede metodefe;l

efter flere skridt kan naturligvis blive sterre.

Eksempel 4.1. Numerisk losning af differentialligning

108

Tabellér losningen til differentialligningsproblemet
dy 1

-~ = __ H=2, te[l;3
d 1ip3 1) [1;3]
med mindst 1 betydende ciffer.

LOSNING:
Differentialligningens hgjreside er funktionen f{(z,y) = ﬁ, som for nemheds skyld kan

programmeres pd lommeregner eller datamat. Vi vil benytte Eulers metode. Startpunktet for algorit-
men bliver (#),y,) = (1,2), idet y(1) =2.

Et delinterval (h=2, n=1). Vzlges skridtstorrelsen A¢=h =2, gennemlobes hele intervallet [1;3] i

ét skridt:
h=2, i=0

1 1
k= h-flty,y)) = 2-/11,2) = 2- = =
L= t0+h0=01+ 1= 3 1+2+3 3
Y= Yotk = 2+§ = 2.3333 .

To delintervaller (h=1, n=2). Benyttes en mindre A-veerdi, bliver metodefejlen mindre, og fejlen kan
bedemmes ved at sammenligne resultater opnaet med forskellige /-veerdier. Velges skridtstorrelsen At =h =1,

gennemlobes hele intervallet [1;3] i to skridt:

h=1, i=0
1 1

k= hfltyy) = 1:/(1,2) = 1'—— = —

t1=t0+h=1 1 < o 1+2+3 6

o=tk = 2+% - B 667

h=1, i=1

k _ h'f(tl,yl) - l'f 2’2 = 1.; = i = 0.1395

6 5 13 43

+=+3

t,= t+h = 2+1 = 3 6

Y, = »+tk, = 21667 +0.1395 = 23062 .



4.2 Nunerisk | gsning af 1.

ordens differentialligning

Flere delintervaller (n=4,8,16,...). Beregningerne gentages - hver gang med en halvt s stor z-vaerdi

som forrige gang - indtil resultaterne er stabile. Resultaterne er opstillet i den folgende tabel:

, h=2 h=1 h=05 h=025
»() (@) y(@® y(@®
1.00 2.000 2.000 2.000 2.000
1.25 2.042
1.50 2.083 2.081
1.75 2.119
2.00 2.167 2.159 2.156
2.25 2.191
2.50 2.229 2.224
2.75 2.257
3.00 2.333 2.306 2.294 2.288

Runge-Kutta metode af 4. orden. Denne metode er omtalt i appendix 4.1. Man finder

, h=2 h=1 h=05 h=025
(@ y(@) y(@) y()

1.00 2.00000 2.00000 2.00000 2.00000
1.25 2.04069
1.50 2.07954 2.07954
1.75 2.11673
2.00 2.15240 2.15240 2.15240
2.25 2.18668
2.50 2.21967 2.21967
2.75 2.25148
3.00 2.28221 2.28219 2.28219 2.28219

I programmet Maple udferes en meget nejagtig numerisk losning ved ordrerne:
> g :=dsolve ( {diff(y(t),t) = 1/(t+y(t)+3), y(1)=2} ,y(t), numeric, value = array ( [1,1.5,2,2.5,3]) );

1

2

[t y(£)]

1.500000000000000

2.500000000000000

3.

2

2.079541464901165
2.152401280014156
2.219670174148936
2.282185821444132 | |
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Differentialligninger af 1. orden

2 25
2.2
En graf kan fas ved
ordrerne: 2157

>with ( plots ) : 1
>odeplot ( g, [ty®], 1.3 2.1

); ]
2 05]

2_'

4.3 DIFFERENTIALLIGNINGER, HVOR DE VARIABLE
KAN SEPARERES

Vi vil 1 dette afsnit betragte en differentialligning af typen

y _ ap.
& = f(H)°g0). D

Selv om denne type differentialligninger kendes fra A-niveau i matematik, er den sa vigtig, at

losningsmetoden repeteres. Beviset for at metoden giver alle lgsninger findes i supplement 4A.

Forudsatninger. Vi vil forudsette, at f{(¢) er kontinuert for alle ¢ i et interval I, og at g(y) er differentiabel med en
kontinuert differentialkvotient g’(y) foralle y ietinterval J. Satning4.1 garanterer da, at der gar netop én losningskurve
gennem ethvert indre punkt af rektanglet givet ved 7 og J.
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4.2 Differentialligninger, hvor de variable kan separeres

Lesningsmetode
1) Separere variable. Forst betragtes hovedtilfeldet g(y) # 0. Man samler her alt med y pa

venstre side af lighedstegnet og alt med ¢ pd hejre side (adskiller de variable). Herved fés:

& ana
20) f@) dt

Differentialligningen kan nu lgses ved at integrere pa begge sider:

f ﬁ dy = f fiydt + C (C er en arbitraer konstant).

Lad Q(y)= f ﬁ dy og F()= f f(t)dt. Losningerne er da bestemt ved ligningen

Q) = F+C. 2)

2) Retlinede lgsninger. Vi betragter nu tilfeldet g(y)=0. Lad ligningen g(y)=0 have

redderne y,, y,,...y,. Derette linier y =y,, y=y,, ..., y=y, (linier parallelle med
dy
=0

t-aksen) er da lesninger til differentialligningen (1), (ses ved at indsztte y=y;, o

1 differentialligningen).

3) Samtlige lgsninger. Samtlige losninger fas ved at sammenfatte lasningerne fra 1) og 2):

y=0'FO+C) V y=y; V y=p, V ...V y=y,.
Det er ofte umuligt i praksis at angive lesningerne "explicit" pa formen

y=0'Ft)+C).

I stedet md man ngjes med at angive losningerne "implicit" pa formen (2).

4) Partikuler lgsning gennem (#,,y,). I praksis skal man ofte bruge en (partikular) losning,

som opfylder en begyndelsesbetingelse 3(z,) =y,, dvs. til tiden £, skal funktionsveardien

vare y,. Viskelner mellem to tilfelde:

a) |g(v,) #0|. En partikuler losning gennem (7, y,) findes ved at indsatte (), y,) i ligning

(2) og beregne C. Da vi herved far bestemt netop én vaerdi af C, gar der netop én
lesningskurve gennem (%,,y,) - i overensstemmelse med satning 4.1.

Alternativ_metode. Er man ikke interesseret i samtlige losninger, men kun i en partikulaer

losning gennem  (%),),), kan man overspringe stk. 1), 2) og 3) ovenfor. Den

partikulere losning kan nemlig direkte findes af

y t
f o - f fv)dv 3)
Yo g(w) t

b) |g(,)=0| . En partikuler lesning gennem (7,,y,) er i dette tilfelde den retlinede

losning y=y,.
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Differentialligninger af 1. orden

Eksempel 4.2. Separere variable.

a) Find (om muligt eksplicit) samtlige lasninger til differentialligningen

dy 1
=L = - 2-—= -1, t>0 .
dt ( t+1)(y )

(En praktisk anvendelse er vist sidst i1 dette eksempel).

b) Find og skitsér de partikulere leosningskurver, som gar gennem henholdsvis
@) =(0,2) og (1,y)=(1,1).

LOSNING:

al) Separere variable. Forudsattes y-1# 0, kan de variable 1 differentialligningen

adskilles:
/N S
y-1 t+1

Ved integration fas:

fﬂ - —f(z— 1 )dt+C, CeR
y-1 t+1

< In|y-1| = -2t+In|t+1| +C

o |y-1| = e2*hurD+C

o |p-1] = eC-ettD. g2

o  y-1 = xef(t+1)e

= y-1 = K(t+1)e?, K = xe¢, dvs. Ke R\{0}
=

y = 1+K(t+])e ¥,

a2) Retlinede lgsninger. I tilfeeldet y -1 =0 fas den retlinede losning:

y-1=0 A y=1.

Linien y =1 er en retlinet losning.

a3) Samtlige lgsninger. Losningerne fra al) og a2) udger tilsammen samtlige

lgsninger:

y=1+K(t+)e? (K#0) \% y=1.

Da K =0 giver y =1, kan de alle sammenfattes i ét udtryk:
y=1+K(t+De?, KeR . (4)
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4.2 Differentialligninger, hvor de variable kan separeres

bl) Partikuler lgsningskurve gennem (z,y) = (0,2). Punktet (¢, y) = (0,2) indsettes
i(4), og K bestemmes:
2=1+K(0+1)e® o 2=1+K < K-=1,

y(@) = 1+ (t+1)e?, t>0.

Grafen for lesningskurven er skitseret pa grundlag af:
1) Begyndelsespunktet (¢,y) =(0,2).

2) Tangenthaldningen % =-1 1begyndelsespunktet. Denne haldning fis ved
indsettelse af (¢,y) =(0,2) i den givne differentialligning. (Af differential-
ligningen ses 1 ovrigt, at % <0 for y>1, dvs. y(¢) er aftagende for 7> 0).

3) Den vandrette asymptote y=1. Denne asymptote findes séledes:

(t+)e? = ’:2} — 0 for t—>oo, dvs. y(f)—>1 for t—>oo.

4) Stettepunktet (¢,y) = (1, 1.27).

Alternativ metode. Hvis man ikke allerede har fundet samtlige lasninger, og

kun ensker en partikular lesning, kan man direkte anvende ligning (3)

t
fyﬂ - —f (2—LJdt, >0, y>1
2 y-1 0 t+1
o [nly-1]]2 = [-20+In|es1]]!
< In(y-1) -Inl = -2¢+In(t+1)
PR y—l — e—2t+]n(t+1)
e y=1+@+De?¥, t>0.
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Differentialligninger af 1. orden

b2) Partikuler lesningskurve gennem (#,y) =(1,1). Dapunktet (1,1) ligger pd den

retlinede losningskurve méd denne veare den segte partikulere losningskurve.

(1,1)

\j

Maple:
d 1
Li=—y(1) = —(2 - —j () -1
dt t+1
. . QZt 2t 2t
Fuldstaendig losning: desolve(L, (1)) Resultat: y(¢) = P C1|- (e_ t+e )
t+

Reduktion: Szt cursor pa udskrift, hejre musetast, simplify:

yt)y=e ! (eZ’ + Cl-t+ Cl)

2t
Partikuleer lgsning: desolve({L, »(0) =2, y(t)) Resultat: y(1) = (% + 1} ~(e72tt ye )
Reduktion ved simplify y(t) = e (eZt +1+ 1)
En graf kan fas pé folgende made:
Cursor pé udskrift, hejre musetast, right hand side Resultat e_2t(e2t +1+ 1)

Cursor pa udskrift, hgjre musetast, Plots, 2-D Plots

Cursor pé den fremkomnne figur, venstre musetast, hgjre musetast, velg axes, Fjern flueben ved “Use
data ectents , vaelg “Vertical axes”, seet “Range min” til 0 og “Range max” til 3

Nedenstédende figur fremkommer.

1.8
1.64
144

1.24
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4.2 Differentialligninger, hvor de variable kan separeres

Eksempel 4.3. Anvendelse i reaktionskinetik

Opstilling af differentialligning. Lad 4 og B vare to stoffer, der reagerer med hinanden efter

reaktionsligningen 4 +B — produkter. Koncentrationerne af 4 og B til tiden ¢ betegnes henholdsvis C,

og Cp[mol/l]. Idet der pr. tidsenhed forsvinder lige mange mol af 4 og B, mé der gelde

ﬂ = ﬂ A C, = C, + konstant . ®)
dt dt 4 B

Endvidere antages processen at folge den simple hastighedslov:

ﬂ =-k-CpCy , 6)

hvor k=2 - P er en "hastighedskonstant" (k& athanger af tiden som folge af, at temperaturen andrer sig).

1+
Lad koncentrationen af 4 og B tiltiden =0 vere C,,>0 og Cp,>0 oglad C,,- Cy, =1.
Heraf folger, at C,,=1+Cp, > 1.
Ifolge ligning (5) vil der da til enhver tid >0 gelde C,-Cp=1 eller C,=C,-1. Vi fir derfor ved
indsettelse i (6), at
dC, 1
—= =-12-—|:C,-(C,-1).
dt ( t+1 ) (€D
Erstattes for kortheds skyld C, med y og C,, med y,, bliver problemet at finde den lesning til
differentialligningen

dy 1
2 - J2-— |-y, t>0, y>1,
i ( H) y(»-1) y

der gir gennem punktet (7,) =(0,3,), ¥,> 1.

Losning af differentialligning. Ved at separere de variable (alternativ metode) fés

Y d ' 1
f Y - —f(z— )dt, 120, y>1, y 21
yoy(y_l) 0 t+1
y-1 g - t 1 1| _
< | h|— = [-2t + In|z+1] ]} < Inf1-—|-Inf1-—| = -2¢t+In(s+1)
Y y yO
YN 1n(1—l) - mf1-L] 2 emeny e 1oL - 1-L]exe
y yo Yy yo
= 1. —[1—i) &2 (1+1) = - L
7 70 1o 1-L | @y e
Yo

Tolkning af lgsning. Erstattes y med C, og y, med C,,, fis C, =

1 - l_ci (t+1) e
A0
Det ses, at C, efterhdnden aftager mod 1, i overensstemmelse med at 4 reagerer med” B, sdledes at B

efterhdnden bliver naesten helt opbrugt.
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Differentialligninger af 1. orden

4.4 DEN LINEARE DIFFERENTIALLIGNING AF
FORSTE ORDEN
Ved en lineer " differentialligning af forste orden forstés en ligning af formen

@D+ 00 y0) - BO),

hvor &, &, og B er funktioneraf . Vibetragter differentialligningenietinterval /, hvor o,(f) # 0.

Ligningen kan da normeres ved division med o,(#), sd den kommer pd formen

Dy py) - 0.

Idet vi forudsetter, at funktionerne p og ¢ er kontinuerte 1 intervallet /, gelder folgende

setning:

SATNING 4.2 (linecer differentialligning af 1. orden). Samtlige losninger til den normerede

differentialligning

d

& T POY® = a0, tel
er givet ved

@) - e'P(’)[ [awerod+c

e PO fQ(t) efOdt + Ce PO, CeR, tel, (“panserformel”) (7)

hvor P er en stamfunktion til p, dvs. P(t)= f p(®dt, og C er en arbitreer konstant.

Bevis. y' @ +p@y® = q0)
< [y'O + pOy@H]eP® = q@)ef® Multiplikation med e?® .
< [y(t) e’ (’)]/ = g0 ef® Omskrivning.
< Yy ef® = f g ef®dt + C Integration.
<y = efo Uq(t) efOgt + C Division med 7@,

I praksis skal man ofte bruge en (partikulaer) lesning, som opfylder en begyndelsesbetingelse
¥(%) =y,, dvs. til tiden #; skal funktionsvardien vere y,. Indsattes £, og y, i lesningsformlen
(7), fastlegges netop én verdi af konstanten C, dvs. gennem ethvert punkt (z,,y,) gir der
netop 1 lesningskurve - 1 overensstemmelse med satning 4.1 (eksistens og entydighed af

losningskurve).

ay
, : AN dt
sterrelser" x og y indgar i en ret linies ligning o, x + otyy = .

D Betegnelsen "linezr" stammer fra, at de "ukendte storrelser” og y(f) indgér palignende made, som de "ukendte
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4.3 Linesr differentialligning af fgrste orden

Sxttes g(f)=0 foralle #€ 1, fis den tilsvarende homogene " differentialligning

dy _
—r + p@y@® = 0, tel,

og formlen for lesningerne reduceres til

y(@® = Cy(®, CeR,

hvor
Yn o = e F0.

Betragtes igen den inhomogene differentialligning, kan panserformlen (7) nu skrives
y@® = J’h(t)f@dt + Cy(D, CeR, tel,
U]

eller kort
y@ = y@ + Cy0, CeR, te€l,
hvor yp(t) er en partikuler lesning til den inhomogene differentialligning, og Cy,(f) er

samtlige lgsninger til den homogene ligning. Her kan Y, (9) veere en vilkarlig partikulaer losning.
(Bevis: differensen mellem to partikuleere losninger ma vare af formen “ konstant - y,(#)”, dvs. indeholdt i leddet C y,(#).)

Eksempel 4.4a. Linezr 1. ordens differentialligning
Find samtlige losninger til differentialligningen

tﬂ—y(t)=t2, t>0.
dt
LOSNING:
Forst normeres differentialligningen ved division med ¢ :
dy 1
=L -—y(@) =t.
i y()

A) Homogen ligning. Vi finder P(¥) = fp(t)dt —f—dt = -In|¢| = -Int, og
y () = e PO = elf = ¢,
Samtlige losninger til den tilsvarende homogene differentialligning er da:
y@® =Ct, CeR, idet y(9) = Cy, ().

B) Inhomogen ligning. Vi finder
Yp D) = yh(t)f 40 g tf%dt = tfldt = ¢t = 12

Samtlige losninger t11 den inhomogene differentialligning er folgelig:
y(@) =t*+Ct, CeR, idet  y(®) =3, () +Cy0) .

D Betegnelsen "homogen" benyttes, nér alle led # 0 er ensartede, i den forstand at de alle indeholder de "ukendte
sterrelser” @Y og y(1).
dt
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Eksempel 4.4b. Linezr 1. ordens differentialligning

Find samtlige losninger til differentialligningen

tﬂ—y(t)=t5, t>0.
dt

LOSNING:

Forst normeres differentialligningen ved division med ¢ :
dy 1 4

2L -y =14

7 y(@)

A) Homogen ligning. Se eksempel 4.3a.

B) Inhomogen ligning. Vi finder
- q@ .. _ ff4 - f3 U SR
f) = t dt =t dt = t|t°dt = t- = .

ypz() yh()fyh(t) 4

t 4
Samtlige losninger til den inhomogene differentialligning er folgelig:
5
y(f) = t? +Ct, CeR, idet (1) = 3, (0 + Cy(® -

Eksempel 4.4c. Liner 1. ordens differentialligning

Find samtlige losninger til differentialligningen

tﬂ—y(t)=t2+t5, 1>0.
dt

LOSNING:

Forst normeres differentialligningen ved division med ¢ :
dy

dt
A) Homogen ligning. Se eksempel 4.3a.

—%y(t) = t+ 14,

B) Inhomogen ligning. Da hgjre side q(t) er en sum af # og #*, betragtes disse
funktioner hver for sig, som vist i eksemplerne 4.3a og 4.3b, hvorpa vi danner
summen af de partikulare lgsninger:

yp(t) = ypl(t) + ypz(t) *
Samtlige losninger til differentialligningen er folgelig:

5
y(@) = 12+ % +Ct, CeR, idet  y(t) = y,(H + Cy(®) .
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4.3 Linesr differentialligning af fgrste orden

Eksempel 4.5. Linezr 1. ordens differentialligning

1) Find samtlige losninger til differentialligningen

dy 1 e’
2= + H = R t>-1.

(En praktisk anvendelse er vist sidst i dette eksempel).

2) Find den losning, som opfylder begyndelsesbetingelsen y(0)=0.

LOSNING:

1) Forst normeres differentialligningen ved division med 2:

Dy -

e—t
+

dt 2(t+1) 2l

Samtlige losninger er da ifelge s@tning 4.2 givet ved:

B 1 B 1
y@H = e fz(“l)dt f e’ efz"*l)dtdt + C
2V t+1

-%]n|t+1| f et %m|t+1|d c
= e e t +
2Vit+1
1
iy 1
B : 1 f ; e]n((t”)z)dt + C
em((’”)i) 2vVt+l

1 f et Jrl
t+1dr + C
Vil 2vt+l
1

1( )
= —|etdt + C
Vi+l Zf
1

= L C)
v+l 2
C—%e"’
y@oH = —, CeR .
vi+l
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Differentialligninger af 1. orden

2) Begyndelsesbetingelsen y(0)=0 giver

c-L.eo

—2 = 0 L —2 C = l

vO+1 2
Den sogte partikulaere losning er altsa
1-¢!

2v e+l

0 =

ANVENDELSE:

En s, der rummer ¥ =2km? rent vand, har et naturligt tillob af rent vand pa a(f) = L [km3/4r], hvor tiden
s t+l

¢t er mélti ér, og et lige sé stort fraleb (der ses bort fra fordampning).

-t
Fra et bestemt tidspunkt #= 0, tilfores et stof A til seen med en hastighed pd m(z) = e—l [ton A4 /ar]. Seens
[+

A-koncentration c(f) [ton4/km3] enskes beregnet som funktion af tiden ¢ for #>0 V.

stof A

rent vand — _— —

all) | lkn® /ar |

(f) [ton/kin ]

=00

V=2 ki

vandig oplosning af A
-

a(l) | kn’;} lar |

D Idet det forudsaettes, at stoffet A gjeblikkelig fordeler sig homogent over hele sgen (perfekt omrering!), har det
mening at tale om seens A-koncentration ¢(#) [ton A/km?> ] til et bestemt tidspunkt 7. Endvidere forudszattes, at
tilforslen af A er sa lille, at den kun giver negligérbare rumfangsaendringer af vasken.
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4.3 Linesr differentialligning af fgrste orden

Bevis. For sgen opstilles nu balancen

IND + PRODUCERET = UD + AKKUMULERET

som et differentielt regnskab over, hvor mange ton A4 der passerer ind og ud af sgen i et tidsinterval

[t;2+df].

1) IND: Da tilforelseshastigheden til tidspunktet ¢ er m(f) [ton A/éar], vil der i lobet af
tiden dr blive tilfort m(f) - dt [tonA].

2) PRODUCERET: Der vil ikke blive produceret A i sgen.

3) UD: Da koncentrationen i soen til tidspunktet z er c(f) [ton4/km?], og fralebet er
a(f) [km3/ar], vil der i lobet af tiden dr forsvinde a(?): c(f)- dt[tonA] fra
s@en.

4) AKKUMULERET: Til tiden ¢ er den totale mangde 4 iseen V-c(f) [ton]. I lebet af det

infinitesimale tidsrum dt vil der i sgens totale A - indhold ske en differentiel
endring d(V-c(?)).

Balanceligningen bliver altsa

miydt + 0 = a@-c@dt + d(V-c(@))

Ved division med dr fas differentialligningen

m) = a()-c@) + V'%
A g V% +a®:c® = m@
o 2% 1 g o &

c(t
dt t+1 ’/t.'.l

Udferlig "matematisk" udledelse af differentialligningen.
I et tidsrum fra ¢ til #+Az vil der ske folgende:

t+At
1) IND: Blive tilfort sgen f m(f)dt [tonAd].
t
2) PRODUCERET: Ikke blive produceret 4 i seen.
t+At
3) UD: Forsvinde f a(f):c(dt [tonAd] fraseen.
t

4) AKKUMULERET: Ske en forogelse af meengden af 4 iseenpd V-c(t+Af) - V-c() [tonAd] .

Balanceligningen bliver altsa

t+At t+At
f mydt + 0 = f a@)-c@)dt + V-ec@AD) - V-c(d .
t t
Ifolge integralregningens middelverdisetning har vi
t+At
f m)dt = m() At, hvor ¢ e[¢;¢+At], og
t
t+At
f a(®)-cdt = a(t,) c(,) At, hvor 1, e [¢;¢+Af] .
t

Ifolge differentialregningens middelverdisatning har vi
c@t+Ap) - c(® = c'(t)Ar, hvor t,€[r;t+Af] .
Indseettes dette i balanceligningen, fas

m(t) At = a(t)c@t,) At + V-c'(t) At
< VL) + alt)cel) = m@)

Lader vinu Af—0, vil ¢, #, og t, konvergere mod ¢, sa vi far differentialligningen

Vee!(t) + al®)c(f) = m(p)
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Differentialligning af 1. orden Suppl ermrent

supPLEMENT: 4A SEPARERE VARIABLE

Vi ensker at bevise, at den i afsnit 4.3 angivne lgsningsmetode virkelig giver samtlige losninger til differentialligningen

Y -
o TOEm- )

Vi deler beviset op svarende til de 4 dele, der er angivet i losningsmetoden.

1) Separere variable. Vi indskrenker os til at betragte et rektangel D, hvor g(y) #0 (se figuren).

l)///% VoV

=1

For (t,y)€D kanvi
da dividere med g(y) i den givne differentialligning (1), og vi far

1 dy a
20) di 1@). (1a)

Lad y = h(f) veere en losning til ligning (1a). Vihar nu for alle (¢,y) € D:

Beregninger Kommentarer
1 L
‘R = £ Ligning (1a).
g(h®)
1 ; Er to funktioner ens, er deres
A f “hi@dt = f f@dt + C stamfunktioner ens pa nzr en konstant.
g(h(®)
1 Integration ved substitution, idet vi
= [La - [ma-c substituerer y = h(f), dy =h'(f)dr.
g
Ligning (2).
< Q00 = F@~+C

2) Retlinede lgsninger. Kraever ingen yderligere omtale.

3) Samtlige lgsninger. Da Q' = l, og da g har samme fortegn overalti D, md Q vere en monoton funktion.
g

Heraf folger igen, at Q har en omvendt funktion Q ~!. Ligning (2) bestemmer derfor (implicit) y som en funktion

af . y=Q YW F@®+C).
I praksis kan det dog vere besverligt at lose ligning (2) med hensyn til y.
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Suppl enmrent 4A Separere variable

4) Partikuler lesning. Kun den alternative metode kraever yderligere omtale. At en partikuler lesning gennem

(t>¥,) € D kan bestemmes af ligningen

[ $dy - ft:f(t) dr,

ses pa folgende made: Indsettes (%,,y,) iligning (2), fis:  QO(y,) = F(t,) + C,
hvoraf vi finder C = Q(y,) - F(t,).

Lesningskurven gennem (%,,y,) er derfor givet ved ligningen

00 = F@® + 20, - F() < Q0) - Q0p) = FO - Ft)

y 1 t
= [owl = [FOl; = f%%dy - ftof(t)dt.
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Differentialligning af 1. orden Suppl ermrent

suppLEMENT: 4B ANDRE TYPER AF DIFFERENTIAL-

LIGNINGER AF 1. ORDEN

Hver af de felgende typer differentialligninger kan ved en substitution overferes i en simplere differentialligning, som vi

allerede kender en lesningsmetode til. I appendix 4.2 findes en oversigt over alle differentialligningerne og deres losning.

1I:

III:

124

% - flat +by +c).
Seettes z =at+by+c, fas % =a +b% =a+bf(z). 1 differentialligningen % =a+ bf(z) kan de variable

adskilles.
Eksempel: & —# t+y+3 #0.
ar tryip 1 _z+1 dz _z+1
Seettes z =t +y +3, fis —Z =1 N4 p =1+-=Z . Idifferentialligningen 72 = 272 kan de variable adskilles.
t z z t z

dy y
Qs Y|, t=#o0.
212

Settes z=%,fés y =t*z, og dermed Q =z + é-t

dt
Indsettes disse udtryk i differentialligningen, fas z + 72 t = flz) eller
t

dz _ flz)-z
dt t
Her kan de variable adskilles.

Eksempel: dy _ Y +tan| 2 , t#0.
dt t t

Saxttes z = X, fas efter ovenstdende omskrivninger
t

@ = M , hvor de variable kan adskilles.

t

dy _ PGy) , hvor P og O er polynomier, hvor alle led har samme grad %, f.eks.

a 0@,y
P(t,y) = 5t3 + 3t2p + ty? + 4y3 (3.grad) og Q(t,y) = t3 + 4ty? (3. grad).

Ved at dividere med #* i bade teller og nzevner fores differentialligningen over i en differentialligning af typen

dy _ ¢y
dt f()

3 2 2 3
Eksempel: FJt} - 3! +3ty Yy + 4y

+ 4ty?
s+3(2 J 22
Ved division med #3 f3s Q =

" b




1V:

VI:

4B Andre typer af differentialligninger af 1. orden

d
LR
dt t
S _ . _z dy 1 1dz . . .
®ttes z=y-t, fas y ==, og dermed i Szt T Indsettes disse udtryk i differential-
. . 1dz zt z d ! tat
ligningen, fas — = - = = = f(2)
tdt 2 12

Multipliceres med ¢, fas % = %ﬁz . Her kan de variable adskilles.
Eksempel: dy _y. 3ty-4 . 3z-4

dt t ty -2 s Z55 tF
Saxttes z=y-, fas efter ovenstdende omskrivninger 7 = __Fc , hvor de variable kan adskilles.

t t

Bernoulli's differentialligning: % + pOy@® = q@y°, a#0,a#1.
1
dy _ 1 tLd 1 G

dt l1-a dt 1- a .
27 =+ p@zie = gz

1-a

Settes y=z %, fas

Indseettes disse udtryk i differentialligningen, fés

a 1-a dt
Divideres med 1 z17% | fis % + p@O(-a)z = q@)(1-a), somer lineer.
-a t
dy t t 2
Ek I = - ——y = .
sempel: — 1—t2y 1—t2y
1
Settes y = z1-2 = z~!, fas efter ovenstdende omskrivninger et (-Dz = L(—1) , som
at 1-¢ 1-#2

er lineeer.

Ricatti -differentialligning: % = f(y + g®)y* + h(@) .

Losningsmetoden forudsztter, at man er i stand til at gaette én partikuleer lasning y,(#) til differentialligningen.

. dy A 4
Settes y=y,+z, fas — = — + — |
y™h g dr ot
Indsettes disse udtryk i differentialligningen, fas % + % = () 0, +2) + g, +2)* + k() eller

d
[Tyt - (703, + g3+ h(rﬂ) ' % - (/02 + 2803,z + g 2*) = 0

Da y, er en losning, er den forste parentes lig 0. Vi har altsa % - (f(t) + 2g(0) y,(0) )z = g(Hz2.
Denne er en Bernoulli-differentialligning (se V).
dy 1 1 2
Eksempel: == = —y - —(y-?)", t>0.
pel: —- =~y -~ 0D
Det ses umiddelbart, at y =¢ er en partikuleer lgsning. Vi har:

dy 1 12+ 1 1 2
2o 2y - = 2y -t = |=+2|y - =p* -t
dt ty ty Y t Y ty

Det ses, at differentialligningen er en Ricatti-differentialligning.

Saxttes y =¢+z, fis efter ovenstdende omskrivninger

g - ((l +2) + 2-(—1-[‘)]2 = (—l) Z2 eller
dt t t t

a 1, _ 1.2

a1 17

Denne er en Bernoulli-differentialligning.
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Differentialligning af 1. orden

OPGAVER

Opgave 4.1 (numerisk metode)

Tabellér losningerne til de folgende differentialligningsproblemer med mindst 2 betydende

cifre:
dy t+y 1
1 —_ = 0)=—, ¢te€[0,025
) 5= 2 (0) 5 S| ]
2) Q =e 'Y, y(0)=0, ¢ €[0;0.25]
dt
dy
3) Z =t-Iny, y(0)=12, ¢ €[0;0.25]

Opgave 4.2 (separere variable)
1) Find (om muligt eksplicit) den fuldsteendige losning til differentialligningen

dy —
= 2t 3).
It (y )

2) Find og skitsér den partikulere lasningskurve, som gar gennem punktet (z,y) = (0,2).

Opgave 4.3 (separere variable)

1) Find (om muligt eksplicit) den fuldsteendige losning til differentialligningen
y _ Y o pal,

. t2-1
2) Find og skitsér den partikulere lasningskurve, som gar gennem punktet (z,y)=(0,1).

Opgave 4.4 (separere variable)
1) Find (om muligt eksplicit) den fuldsteendige lesning til differentialligningen
d _y t£0 .

H

2) Find og skitsér de partikulaere losningskurver, som gar gennem henholdsvis

(ty) = (L1), (£)-= (1,%) 0g (£y) = (1,0).
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Opgaver til kapitel 4

Opgave 4.5 (separere variable)
1) Find (om muligt eksplicit) den fuldsteendige lesning til differentialligningen

dy 2
= =2t(y-1)~.
7 -1

2) Find og skitsér de partikulere losningskurver, som gir gennem henholdsvis (#,y) = (2,1)
og (¢,5)=(0,0).

Opgave 4.6 (separere variable)
1) Find (om muligt eksplicit) den fuldsteendige losning til differentialligningen

2 _
dy _ y7ml 0 s0, t#1, p#0
dt 2y-¢t-Int

2) Find og skitsér de partikulare losningskurver, som géar gennem henholdsvis (¢,y) = (e, %)
og (t,y)=(2,1).

Opgave 4.7 (separere variable)

Lad der vare givet differentialligningen

dc
4_ ¢ -(%Cj—4CA+2). (1)

dt t+1

1) Find (om muligt eksplicit) den lesning C,(f), som opfylder betingelsen C,(0)=1.

2) Udledning. Lad A og B vare to stoffer, der kan reagere med hinanden og danne et tredie stof D:
A+B < 2D,

Koncentrationerne af A, B ogD betegnes henholdsvis C,, Cy og Cp, [mol/1]. Der gzlder da (for en reaktor med

konstant volumen)
dC, _ dC, dc, dcC

4 _ 7B D _ 5.4
dt a ~ dt dt
Endvidere har man fundet folgende udtryk for reaktionshastigheden
dCA t 2
-——= = C,C,-Cp) .
dt  2(t+1) (€4 Cs=Co)

Til tiden #=0 gelder C,(0) =Cz(0)=1 og C,(0)=0.
Udled heraf differentialligningen (1) .
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Opgave 4.8 (separere variable)

En kemiingenior bruger to beholdere til hver sin vaske, og har opstillet differentialligninger

(se nedenfor) for vaskernes udstremning. Til tiden ¢# =0 timer er vaeskehgjden h netop 4

meter 1 begge beholderne.

Y
Veeske 1. ~—
1 ‘-\:f—f;;_:—:::—::i,
dh ) 2 el | T i
i kl\/z , k, =2 meter - timer ] h
Veeske 2.
23 5
% = -k,h 2, k, = 12 meter % - timer ™!

1) Find vaskehgjderne til ethvert tidspunkt t.

2) Udled ovennavnte differentialligninger (konstanterne &, k, skal dog ikke bestemmes), idet
det oplyses, at volumenstremmen [m 3/ time] er proportional med Vh.

(Vink: Udtryk f.eks., at beholderens vaskeindhold skal svinde lige s& meget pr. tidsenhed,
som der lgber ud pr. tidsenhed).

Opgave 4.9 (separere variable)

Lad der vaere givet differentialligningen
dN
I =aN@®-b [NOTP (1)

hvor N(#) angiver antallet af mikroorganismer i en population til tiden t,
a =34[dag’'] og b =2:10"*[dag™!]
Find og skitsér (om muligt eksplicit) den lgsningskurve, som opfylder betingelsen N(0) = 100 .

(Denne S-formede kurve er et eksempel pa en sakaldt "logistisk kurve").

Forklaring. Logistisk lov for veekst af en population.

Funnktionen N (¢) angiver antallet af individer (f.eks. bakterier) i en population til tiden t. Polulationens vaksthastighed

aN er sammensat af 2 komponenter:

1) Leddet a*N(f) alene angiver, at individantallet ages med en nettohastighed (= fodselshastighed - dedshastighed), som
er proportional med det gjeblikkelige antal individer.

2) Leddet -b-N(f)? alene angiver, at individantallet aftager med en nettohastighed, som er proportional med N2.
(Dette kan f.eks. skyldes, at populationens affaldsstoffer er giftige for den selv).
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Opgave 4.10" (lineer, 1. orden)

1) Find den fuldstendige losning til differentialligningen
dy 2
t— +y({) = 3t°, t>0
dt @)

2) Find og skitsér den partikulaere losningskurve, som gar gennem punktet (¢,y) = (1,2).

Opgave 4.10a (lineer, 1. orden)
Find den fuldstendige losning til hver af differentialligningerne

D y@®+2y® =0 7yl +3y() = TeM
2) '@ +%y(t) =0, >0 8) y()) +3y(f) = Scost - 5sint
3) -y’(t)—%y(t) =0, >0 9) Y@ +3y@) =2t-4+7e"
4 Yy +y@ =0 10)  y'()-2y(@) = ¢

2
/ =
5) tz'y/(t) —ty(t) — O, <0 11) Yy (t) +7y(t) 4ta t>0

6) ¥ +3y@) = 2t-4 12) y’(t)—%y(t) - is £>0.
t

Opgave 4.11 (lineer, 1. orden)
1) Find den fuldsteendige losning til differentialligningen

dy
222 -ty = t.
i y(@)

2) Find og skitsér den partikulaere losningskurve, som gar gennem punktet (¢,y) = (0,0).

Opgave 4.12 (linear, 1. orden)
1) Find den fuldstendige losning til differentialligningen

wN
w N

H

3
(4—9r2)% L1869 = (4-9%)2, (te

)

2) Find den losning y(f), som opfylder betingelsen y(0) = 4.

Opgave 4.13 (lineer, 1. orden)

1) Find den fuldstendige losning til differentialligningen

dy 1
1+2) =L -y(®) =1, r>-—.
( )dt y(®) 5

2) Find og skitsér den partikulaere losningskurve, som gar gennem punktet (¢,y) = (0,0).

Opgave 4.14 (linear, 1. orden)
1) Find den fuldstendige losning til differentialligningen

t% + (2-Dy@ = 2¢3, t>0.

2) Find og skitsér den partikulaere lgsningskurve, som gér gennem punktet (¢,y) = (1,2).
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Opgave 4.15 (lineer, 1. orden)

Vi betragter et legeme, som afkeles 1 en luftstrem. Eksperimenter viser, at et sddant legemes

temperatur T falder med en hastighed, der er tilnermelsesvis proportional med 7 -7, I >
hvor T hf €T luftens temperatur (Newtons lov for afkeling i en strom). Temperaturen 7, hufe i

luftstremmen er konstant 30°C. Legemets temperatur er 100°C til tiden =0 og 70°C til

tiden #=3 min. Hvorndr er legemets temperatur blevet 40°C?

Opgave 4.16 (lineer, 1. orden)
Find en funktion y(f), séddan at

Dy@) =1 og
2) A,(t) = 3-A4,(¢) foralle >0,

hvor 4,(?) og A,(f) er de skraverede

figurers arealer.

Y

Opgave 4.17 (lineer, 1. orden)

Find den fuldstendige losning til differentialligningen
L% + RI() = E,-sin(wr),
t
hvor L,R, E;, og w er konstanter.

Forklaring. Differentialligningen geelder for det viste elektriske kredsleb, hvor

I(f) = stromstyrken til tiden t R

L = selvinduktionskoefficienten af spolen

R = den elektriske modstand i kredsen

E, = amplituden af den pétrykte spending I+ sin(w 1) 1

K
® = vinkelfrekvensen for den patrykte spending.

Opgave 4.18 (liner, 1. orden))

I et praeparat vil antallet af '*C-atomer, som henfalder radioaktivt pr. tidsenhed vere
proportionalt med det ojeblikkelige antal tilstedeveerende '*C-atomer. Der gar ca. 5700 &r,
inden 50% af '*C-atomerne er henfaldet. Hvor lang tid gar der, inden 90% af '*C-atomerne

er henfaldet ? (Anvendelse: Bestemmelse af preparatets alder).
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Opgave 4.Eksam6b (linezr, 18 point)
1) Find samtlige losninger til differentialligningen
dy, 1, 1
dt 2(t-2) 2(t-2)
2) Find den partikulere losning f til ovennavnte differentialligning, som er bestemt ved
f(3) =0. Skitsér grafen for f.

t>2.

Opgave 4.Eksam52b (separere variable, 10 point)

1) Find samtlige losninger til differentialligningen

in(yz_l), t>1 A y>0.
dt (t-1)2y

Losningerne angives pa formen y lig med en funktion af t.

2) Skitsér de partikulere integralkurver, der gér gennem henholdsvis (%,,y,) = (2,1) og
(tpy]) =(2,9).

Opgave 4.Eksam86b (separere variable, 15 point)

1) Find samtlige losninger til differentialligningen
3
ﬂ = & , t>1 A y<0
dt y2-t-Int
Losningerne anfores pa formen y lig med en funktion af t.

2) Skitsér den partikuleere integralkurve, der gdr gennem punktet (7,,y,) =(2,-1).

Opgave 4.Eksam92b (separere variable, 10 point)

Lad der vaere givet differentialligningen

dy _ Vy-1
dt 2vt-1

1) Find samtlige losninger.

y>1, t>1.

2) Skitsér den partikulere integralkurve, der gdr gennem punktet (7,,y,) =(2,5) .
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Opgave 4.Eksam122 (numerisk losning, 15 point)

For differentialligningen

dy .1

dt y?
ensker man i intervallet [0;2] at bestemme den partikulere losning y=y(f), der svarer til
begyndelsesbetingelsen (¢,y)=(0,1) ved hjelp af Eulers metode.
Forst benyttes skridtstorrelsen 2 =2, og man finder y(2)=3.000. Derefter halveres
skridtsterrelsen.
Beregn med en skridtsterrelse pd 4 =1 vardien af (1) og y(2) (2. dec.). Metoden skal

klart fremga af besvarelsen (det er altsa ikke nok med et regnemaskineprogram).

Opgave 4.Eksam129 (linezr, 20 point)

1) Find samtlige losninger til differentialligningen % _ costvl+sins7) for t>-m.
t t+m

2) Undersgg, om der findes en losning y for hvilken y(f) > 0 for ¢t — -m (fra hojre).

Opgave 4.Eksam158 (separere variable, uden hjelpemidler, 10 point)

Lad der vaere givet differentialligningen dy _ 3t2(y+1).
Find en lesning y(f), som opfylder begyndelsesbetingelsen 3(0)=7. Lesningen skal anfores

pa formen y lig med en funktion af t.

Opgave 4.Eksam182 (separere variable, uden brug af hjelpemidler, 10 point)
1) Find samtlige losninger til differentialligningen

12
dy _ -1 t>-1 A y>1.

dt t+1
Losningerne anfores pa formen: y lig med en funktion af t.

2) Find den integralkurve, der gir gennem punktet (%), y,) =(0,2).

Opgave 4.Eksam202 (lineer, 15 point)
Find samtlige losninger til differentialligningen 2+ ? +ty =
t
Find og skitsér grafen for den partikulere losning, der gar gennem punktet (¢,y) = (0, - %) .

Opgave 4.Eksam205 (separere variable, uden brug af hjelpemidler, 10 point).
- 3_
1) Find samtlige losninger til differentialligningen % = w , y>1t>1.
t
y
Losningerne anfores pd formen: y lig med en funktion af t.

2) Find den lesningskurve, der gir gennem (%,,y,) = (2,2) .
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Opgaver til kapitel 4

Opgave 4.Eksam217 (lineer, 20 point).

Idet det oplyses, at
22 + 6t +1 1 3t
(t-2)(#*+1) 1-2 ?+1

skal man finde den lesning til differentialligningen

(t—2)(t2+1)-% + (-2t +6t+ 1)y = ¢, t<2 ,

som gér gennem punktet (¢,y) = (0,%) .

Opgave 4.Eksam239 (separere variable, 20 point).
Betragt differentialligningen

dy 2¢.2
* — = 1l-y+e .
(%) i y y

1) Lad y(?) vare en losning til (x) og sat v(f) = e’y(¢). Vis, at v opfylder en separabel
differentialligning, les denne og anfer til slut lesningerne til (+).
2) Bestem den losning y(#) til (x), der opfylder »(0)=0.

Angiv ogsa definitionsintervallet for (7).

Opgave 4B.1 (y' =flat+ by + ¢))

Find samtlige losninger til differentialligningerne

dy 2 dy _ dy _ 2
1 =L = t 2) = =t -1 3) == = (@+y-T7)%.
) I »+0 ) i an(y +17) ) I (t+y-7)

Opgave 4B.2 (y’=f[z])
x

Find for de folgende differentialligninger den partikulzre losning gennem punktet (z,,y,) .

y ()%, - _

1) 2(t) = (t) 1=0, (9, ) = (1,3)

2) % _y, 2t3c0s(t?) (t0s75) = (T, 0).
t t y

Opgave 4B.3 ("homogen" differentialligning)

Find samtlige losninger til differentialligningerne

d 3y-4t

DI Rl (t>39) = (1,1)
d t2+ty+y?

2 == % (t:¥9) = (L)
d 1-2y-4¢

3) 7? = Ti))ﬂ, (%> 0) = (0,0).
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Differentialligning af 1. orden

Opgave 4B.4 (y’ = %f(y't))

2
Find samtlige losninger til differentialligningen dy _ ytrdy .

dt t
Opgave 4B.5 (Bernoullis differentialligning)
Givet differentialligningen 1, i, t>0 .
dt 2t 2y

1) Find samtlige losninger til differentialligningen.

2) Skitsér den partikulere losning, som gar gennem punktet (1,1).

Opgave 4B.6 (Bernoullis differentialligning)

Find samtlige losninger til folgende differentialligninger

2) %ny:ﬁ, y>0
3) 3%+y—(1—2t)y4

Opgave 4B.7 (Ricatti differentialligning)

Find samtlige losninger til felgende differentialligninger, idet det ferst skal kontrolleres, at y =y,(#) er en

partikuler lgsning.

dy 3 2 y
) = =¢t’y-H* + =, =y =t
)dt -9 , y =0
d
2) 2=y e -y, y =@ =¢
dt
dy 12 1
3) =L = -y + = +1 - —, = H=1.
)dt yory ” y =0
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S KOMPLEKSE TAL

5.1 INDLEDNING

Fra man i skolens forste klasse startede med de naturlige tal:
1,2,3,... (N)
er der tre gange sket en udvidelse af talbegrebet.
1) Udvidelsen til alle hele tal:
., =3,-2,-1,0,1,2,3,... (Z)
idet ligninger som x+2 =1 skal have en lgsning.
2) Udvidelsen til de rationale tal:

1

., -=,-1,0,1, R
> (Q)

1
3

| w

1
2 b
idet ligninger som 2x =3 skal have en lgsning.

3) Udvidelsen til de reelle tal:

—e V_ oo :;—> (alle punkter pa en tallinie) (R)
2 01

[NET]

idet f.eks. ligninger som x2 =2 skal have en losning.

I dette kapitel udvides talbegrebet en sidste gang til de komplekse tal, idet ligninger som
x? = -1 skal have en lgsning.

(alle punkter i en talplan) ©)
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Dette fandt man allerede ca. ar 1550 nedvendigt for at beregne sedvanlige reelle lesninger til
trediegradsligninger. 1 dag betyder de komplekse tal en begrebsmassig og arbejdsmaessig

forenkling af mange problemstillinger og lesningsmetoder, is@r nar der indgar svingninger.

Senere vil vi bruge de komplekse tal til losning af ligninger, herunder differentialligninger.

5.2 MANGDEN AF KOMPLEKSE TAL

Det er velkendt, hvordan de reelle tal kan identificeres med punkterne pa en tallinie. Vi vil

kalde tallinien for de reelle tals akse.

——e > Fig. 5.1. De reelle tals akse samt tre reelle
0 [ v tal 0,1 og x.

Pa tilsvarende made ensker vi at identificere de "komplekse tal" med punkterne i en plan. Den

kaldes den "komplekse talplan".

Fig. 5.2. Den komplekse talplan samt fire
komplekse tal 0,1,x og a.

DEFINITION (komplekse tal). Et komplekst tal a er et punkt i en plan. Planen kaldes den
komplekse talplan. Mcengden C af komplekse tal indeholder de reelle tal som en delmengde
beliggende pa de reelle tals akse.

For at retferdiggere, at der er tale om "tal", mad vi senere forsege at indfere addition og

multiplikation, samt undersege om de sedvanlige algebraiske love for tal er opfyldt.
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5.2 Mengden af konpl ekse tal

Rektangulere koordinater. 1 den komplekse talplan indlegges et retvinklet koordinatsystem,

hvor fersteaksen er de reelle tals akse, og andenaksen kaldes de imagincere tals akse. Forste-

og andenkoordinaten til et komplekst tal a kaldes henholdsvis realdelen og imagincerdelen af
a, og skrives kort Re(a) og Im(a) (se figur 5.3). Bemark, at Im(a) er et reelt tal.

Imaginare
tals akse

© = (Re(a), Im(a))

|
Im(«) :
|
|

} » Recclle tals
1 Re(a) akse

Fig. 5.3. Realdel Re(a) og imagincerdel Im(a).

Polare koordinater. Et punkt P's placering i et koordinatsystem kan angives i sékaldte polere

koordinater (figur 5.4):

1) r= lengden |O_P| af stedvektoren til P,

2) v = vinklen fra forsteaksen til stedvektoren OP.

Vinklen madles i1 planens positive omlebsretning (mod uret) og er naturligvis kun bestemt pa
naer et multiplum af 2m. Hvis P =0, er vinklen uden betydning og kan gives en vilkarlig

veerdi.

Lad det til punktet P svarende komplekse tal vaere a. De polare koordinater til a betegnes | 4|
og arg(a) (se figur 5.5), hvor |a| kaldes modulus af a eller den numeriske verdi af a,
mens arg(a) kaldes argumentet af a. Den vaerdi for arg(a), som tilherer intervallet |-m;m],
kaldes hovedveerdien af arg(a) og skrives Arg(a) med stort A. Eksempelvis vil det reelle tal

2 have modulus 2 og argument 0, ligesom det reelle tal -3 vil have modulus 3 og argument w.
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y

Fig. 5.4. De polcere koordinater
r og v til et punkt P.

Im

Fig. 5.5. Den komplekse talplan.

Tallet i. Tallet med realdel 0 og imaginardel 1 kaldes den "imaginare enhed" og betegnes med

bogstavet i (undertiden med bogstavet j ), se figur 5.6. Vi har altsd Re(7))=0 og Im(i)=1. Af

figuren ses, at tallet i har modulus 1 og argument %, dvs. |i| =1 og Arg(i) = 5

Fig. 5.6. Den imagincere enhed i.
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5.3 Addition og subtraktion

5.3 ADDITION OG SUBTRAKTION

To komplekse tal a og b adderes ved at addere deres stedvektorer (Re(a), Im(a)) og
(Re(D), Im(b)) .

DEFINITION (addition). Summen a+b har realdelen Re(a)+Re(b) og imagincerdelen
Im(a)+Im(b), dvs. stedvektoren til a+b fas ved sedvanlig vektoraddition af stedvektorerne til a

og b (sefigur5.7).

R Alm
AIm - :/ at+h b
- - - / N
b .~ // N S
/ N\
/’ A
/
/
« /
N y; > Re
> R¢ I N /
®. )
Fig. 5.7. Additionen a+b. Fig. 5.8. Subtraktionen a-b.

Additionen af to reelle tal efter denne regel giver abenbart samme resultat som sadvanlig, f.eks.
2+3 =5, 2+(-3)=-1 og (-2)+(-3)=-5. Tallet 0 er neutralt element ved addition, da a+0
=0+a =a.

Subtraktion a-b udferes som vektorsubtraktion (figur 5.8), dvs. a-b har realdel Re(a)-
Re(b) og imaginerdel Im(a)-Im(b).

Subtraktionen a-b plejer man at definere ved additionen a+(-b), hvor det "modsatte tal" -b er givet ved, at der skal gaelde
b+(-b)=0, dvs. -b ma have realdel -Re(bh) og imaginerdel -Im(b) og altsé stedvektor modsat b's.
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5.4 MULTIPLIKATION OG DIVISION

To komplekse tal a og b multipliceres ved at multiplicere deres modulus'er og addere deres

argumenter:

DEFINITION (multiplikation). Stedvektoren til a - b fds, ved at stedvektoren til a drejes en
vinkel pa arg(b) og derpd multipliceres med |b|, dvs. a-b har modulus |a|-|b| og argument
arg(a)targ(b) (se figur 5.9).

AIm AIm A lm
Qab
Na ! .
/
g N2 2 o
ZN‘ @) 7¢° \Q\//,O b . /6<\\\(- arg(a) +arg(h) = 120
CNEY /\arﬁ(b) =50 NERRN \
/ ) o - \
" Re > Re > Re

Fig. 5.9. Multiplikationen a-b.

Multiplikation af to reelle tal efter denne regel giver abenbart samme resultat som sedvanlig,
f.eks. fas 2-3 =6, idet |2|-|3| = |6] og arg(2)targ(3) = 0+0 = 0 = arg (6) . Analogt fas
2:(-3)=-6, idet |2|-|-3|=16]=]-6| og arg(2)targ(-3) = 0+ 7= =arg(-6).
Endvidere fas (-2)-(-3)=6, idet |-2|-|-3| =6 =|6| og arg(-2)targ(-3) =x+7x =27 =
arg(6) . Tallet 1 er neutralt element ved multiplikation, da a-1=1-a=a. Derimod ses
multiplikation med tallet i at give en drejning pd 90°, dvs. a-i er bestemt ved tveervektoren

af stedvektoren til a; specielt fas (for a=i ) den fundamentale relation

Division % (b #0) udferes grafisk ved at stedvektoren til a drejes -arg(h) og multipliceres

med L

| b
Divisionen % plejer man at definere ved multiplikationen ab~!, hvor det "reciprokke tal" 5! er givet ved, at der skal

gelde b-b7! =1, dvs. b~! ma have modulus 1 og argument -arg(b).

| 5]
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5.5 Rektangul ag form

5.5 REKTANGULZAR FORM

Ved hjelp af tallet i kan et vilkarligt komplekst tal a skrives pd "rektanguler form" (figur
5.10):

a = Re(a) +i-Im(a),
f.eks. kan et tal @ med Re(a)=3 og Im(a)=2 skrives pa formen 3 +i-2 (se figur 5.10).

Bevis. Tallet i-Im(a) findes, ved at stedvektoren til det reelle tal Im(a) drejes % (s& vi far tvaervektoren). Addition
med stedvektoren for Re(a) giver derfor stedvektoren til tallet med abscissen Re(a) og ordinaten Im(a), dvs. a.

AIm
er-—-: —————— G - z)+2i
~
N 7’
N -, 1
>2
T s\ 1
P \ |
s \
7’ |
' — @ » Re
1 2 3

Fig. 5.10. Rektangulcer form.

Den rektangulaere forms store fordel ligger i, at regneoperationerne + - - / kan udferes efter
de samme regler (algebraiske love) som for reelle tal, med den tilfgjelse, at tallet i har

egenskaben i%=-1. Eksempelvis fis efter gamle regler (1+i):i = i+i2 =i-1=-1+i , og

dette resultat er korrekt, da multiplikation af 1 +7 med i skal give tvaervektoren -1+i.

Bevis. Vi vil vise, at ligesom de rationale tal og de reelle tal, er de komplekse tal et tallegeme, dvs.

1) a+b = b+a , ab="b-a kommutative love

2) (@a+b)+c =a+(b+c) , (ab)e = a(be) associative love

3) 0+a =a+0 =a , l'a=a'1=aqa 0 og 1 er neutrale elementer

4) a+(-a) = (-@)+a =0 , a'l*a=aa'l=1 (@#0) modsat og inverst element eksisterer
5) (@+b)c = ac + be distributiv lov

Af afsnittene om addition og multiplikation felger umiddelbart, at punkterne 1-4 er opfyldt.
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Den distributive lov (@+ b)c = ac + bc bevises lettest grafisk.

(« Fh)e

Multipliceres a, b og a+b

med ¢, betyder det grafisk, at stedvektorerne til a, b og a+b forst drejes vinklen arg(c) og derefter multipliceres
deres lengder med |c¢|. Da et parallelogram ved en sidan drejning efterfulgt af en multiplikation igen afbildes i et
parallelogram, er loven bevist.

Kan talmengden R udvides p4 andre méder? Ja, f.eks. vil mengden af broker %, hvor P(x) og Q(x) er reelle
x

polynomier, abenbart opfylde reglerne 1-5 ovenfor, nar addition og multiplikation foretages pa saedvanlig made; de reelle
tal er den delmangde, hvor P(x) og Q(x) har graden 0. - Derimod vil regningen med matricer (talskemaer), som omtales
senere, ikke opfylde alle reglerne 1-5 ovenfor, idet multiplikation ikke bliver kommutativ, og mange matricer ikke har nogen
invers. Matricer er altsé ikke "tal". Men de er nyttige ved losning af ligninger, og de har fundet en bemerkelsesverdig
fortolkning som fysiske variable i kvanteteorien om atomer og molekyler.

Eksempel 5.1. Regning med komplekse tal.

Reducér udtrykkene
1) (3+2)(6-i)+3-7i
2) ﬂ
2+3i
LOSNING:
1) (3+2i)(6-i) +3 -7i = 18 - 3i + 12i - 2i2 +3 - 7i
= 21 +2i-2i* = 21 +2i+2 = 23 +2i
(under reduktionen er benyttet i = -1).
2) -4+ 71 _ (-4+7i)(2-3i) _ -8 + 12i + 14i - 21i2
2 +3i (2 +3i)(2 -3i) 4 - 9;2
_ 13 + 260 _ 1+2i.
13

Bemark, at man ved division forlenger med 2-3i 1 brekens teller og navner,

saledes at nevneren bliver et reelt tal. Tallet Re(a) -i-Im(a) kaldes det "kompleks

konjugerede" af Re(a)+i-Im(a).
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5.6 Polax form Eksponenti al funktionen

Maple:

I “Math mode” : Det komplekse Tal i vaelges fra menuen “Common Symbols”
(3+2i)-(6—1)+3-7i Resultat 23427

(4 +7i)/ (2 +3i0) Resultat 1+2 71

5.6 POLAR FORM. EKSPONENTIALFUNKTIONEN

Tallet ¢’®. Tallet med modulus 1 og argument «, betegnes e‘® (se figur 5.11). At

betegnelsen e'® er rimelig begrundes 2 sider senere.

A
A
S _ [
~. a= ale
/ N
. / AN
el RN L1 / ®
/ \ // \\
/ \ / \
/ \ y \
y \ y \
\ / \
o
//‘\ ‘. o //\(L’ =arg(a) i
1 ® »
al
Fig. 5.11. Tallet el Fig. 5.12. Poleer form.

Poler form. Ved hjelp af tallet e’® kan ethvert komplekst tal a skrives pd "polaer form"

(figur 5.12):

a = |a|e™, hvor o = arg(a) .

Bevis. Ved multiplikation af |@| med e’® bliver stedvektoren til det reelle tal | @ | multipliceret med 1 og drejet vinklen

o, savinetop far a (figur 5.12).
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2

I
I
I
I
I
, I
I
I
I
I
I

’ [

o= (11+i(1

2:(,

ay=|ulsin a

(I] = a cos

Fig. 5.13. Omregning.

v

tC

114

Omregning mellem polare og rektangulere koordinater. Af definitionen pa cos og sin fas

folgende formler til omregningen P — R fra poler form a = |4 e’® il rektanguler form

a =a;+ia, (sefigur5.13):

a, = |a| cosa a, = |a| sino

ogomvendt R— P:

NBI1:

NB2:

144

a
la| = yal +a] tane = = (a,#0).
a
1

Ved bestemmelsen af o =arg(a) tilrddes det ngje at bemarke, i hvilken kvadrant «

a,

ligger (ligningen tana = 7 bestemmer nemlig kun & pé ner et multiplum af =

1
og kan i gvrigt kun benyttes for a, # 0).

Mange lommeregnere har en tast, f.eks.

P—R

5

koordinater til rektangulere koordinater og omvendt.

der omregner fra polere



5.6 Polax form Eksponenti al funktionen

Eksempel 5.2. Omregning mellem rektanguleer og poleer form.

1) Omskriv tallet a = -2 -24/3i til polar form.

w3

i
2) Omskriv tallet b = 3-¢ til rektanguleer form.

LOSNING:

D) la] = V(-2°+(-2/3) = /4+12 - 4 A

tan o = —_2‘2/§ T
o = arg(a) = Arctani\é§ -7 ‘/ffl
(= _j2m o |
a = 4eilAmany3-n) 4631(3 n) = 4e E a=-2-2\3i 7
iz A
2) b =3e?
b = 3-cos~ + i3-sin~ 7: b
3 3 )

=

o

3. .3/3 13
"oty 5

Maple:
[ “Math mode” : Det komplekse Tal i vaelges fra menuen “Common Symbols”
1) Skriv —2 - \/E -1 ( \/7 vaelges fra menuen “Expression”)

Cursor pa udtrykket, hgjre musetast,vaelg “Conversions”, Polar ~ Resultat: polar(4,—§ﬁj

.
i
2) Skriv 3-e 3 (e,i, 7 veelges fra menuen “Common Symbols™)
Cursor pa udtrykket, hgjre musetast,veelg “Conversions”, a+ibr Resultat: % + %] \/E
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Eksponentialfunktionen.

DEFINITION Det komplekse tal €* - e’ betegnes €* iy

Tallet e**® har abenbart den rektanguleere form ecosy + ie*siny (se figur 5.14).

A .
eXtn
o
sz 1N
// | \
\
R I \
c 7 |
\
7
7 ! \
’ | \
’ .
P eVlginy
7/ |
X I \
s v | !
’ eV eosy M ' L

Fig. 5.14. Eksponentialfunktionen.

At den eksponentielle skriveform e* Woer rimelig, fremgar af den folgende satning, der siger,

at de sadvanlige regneregler for eksponentialfunktioner ogséd gelder for komplekse

eksponentialfunktioner.

SATNING 5.1. De seedvanlige regler for e” gelder ogsd for €% = e**1V: D)

\

1) ezl'CZZ - ezl+z2
4
) = _eh R
62
1 z,z,,2,,a €C
3) — =e*
© [ teR
4) () = e"*
5) ZLe = ged 1 neZ (hele tal)
dt
6 [e“dr =Llew @zo)
a

Y En kompleks funktion f(¥) = f(#) + ify(f) af en reel variabel ¢ siges at veere kontinuert, differentiabel eller

integrabel, hvis bide dens realdel £, (£) og dens imaginaerdel f,(7) er det. Man definerer
@ =1'0 +if®

[fwyat = Fo), nar F/) = f00)

fabf(t)dr - fabfl(t)dt . f:fz(t)dt (= F(b) - F(a)).
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5.6 Polax form Eksponenti al funktionen

Bevis.
1) Nar el = [stedvektoren til el drejet y,; ] multipliceres med e2= [stedvektoren til e’2 drejet y, ],

1 xp+xy +i(yp+yy) e’17 %2

fas  [stedvektoren til g1 drejet y, +y,] = €

2) Fremkommer af 1) ved at erstatte z; med z, -z, og dividere igennem med e’2.
3) Fremkommer af 2) for z,=0 og z,=z.

4) Fremkommer ved gentagen anvendelse af 1) for z; =z, =z og suppleret med 3) for n<0.

5) 4 e’ = 4 g riat (idet a=a, +ia, parektanguler form)

dt dt
d

agt .
+ i—[e Vsin(a, ¢
dt )

d [ agt
= Z|e Vecos(a,t
dt (@)

a a a
1 1 alel

t t . , t, t
[ale cos(a,t) - a,e  sin(a,t)| + i sin(a,t) + azeal cos(azt)]

aq

t . ayt . ) t . ayt .
= al[e cos(a,t) + ie”! sm(azt)] + zaz[ea1 cos(a,t) + ie™! s1n(a2t)]

a1t+ia2t] _ at

(a, +iay) [e ae

6) Ved differentiation af Lear g netop e?’.
a

Eulers formler. Vi kan skrive e og e pa rektangulaer form:

cosu + i-sinu

(¢}
1l

cosu - i-sinu.

(¢}
1l

Ved addition og subtraktion af disse ligninger fis Eulers formler

eiu + e—iu iu _ e—iu
cosy = ———— singy = ——
2 2i
Heraf ses sleegtskabet mellem de trigonometriske og de hyperbolske funktioner

coshu = e— R sinhu = u
2 2

I stedet for at regne med cosu og sinu kan man ofte med fordel gé over til el og g ¥

2

som regneteknisk er lettere at arbejde med.

Andre standardfunktioner. Alle de reelle standardfunktioner (logaritme-, potens-, eksponential-, trigonometriske og
hyperbolske funktioner) kan udvides til komplekse funktioner af en kompleks variabel z..
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Eksempel 5.3. Eulers formler.

Find f sin(3¢) cost dt ved brug af Eulers formler.

LOSNING:
f sin (37) cost dt

f ei31 _ i3t . et 4 o it
2i

_ f ei4l‘ _ e—i4t _ e—i2t + ei2t ar
4i
= i iei“'t + ie_i4t + ie—iZt + ieiZt
4i | 4i 4i 2i 2i
_ _l e1'41‘ + e—i4t ~ l ei2t + e—i2t
8 2 4 2

1 1
- —cos(4r) - —cos(21).
2 (41) 2 (29

Eksempel 5.4. Stremning gennem tanke.

Indledning: hvad er kompleks forsterkning? Nér en lille svingning 4-cos (wf) indvirker pa en forsterker eller
et andet fysisk system, fds normalt en ny svingning, responsen, der fremkommer af den oprindelige ved
multiplikation med en forsteerkning B:

[ amplitude)

Jorsterkning

A B AB

[ny amplitude]

Sadvanligvis vil responsen ogsé fa fasen drejet en vinkel B :

A ecos (wr) [orsteerker AB - cos (wr +0)
g B.p g

Det hele kan meget praktisk beskrives sdledes: en indgdende kompleks svingning 4 S multipliceres med en
“kompleks forsterkning” B elP , sa der fremkommer en udgéende kompleks svingning ABe'@*B  Dpe
fysiske svingninger skal blot tolkes som realdelene af de komplekse svingninger.

1ec i@l

. _pn
) forsteerker 1B e Hwi=p)
P ——— :

) —_— P
Ly

B¢
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5.6 Polax form Eksponenti al funktionen

Problem. En konstant volumenstrem (konstant antal m® pr. minut) passerer tre serieforbundne ens

tanke. Svingninger i den indkommende stroms temperatur, massefylde, koncentration o.lign. dempes

af tankene, idet hver tanks "komplekse forstaerkning” er , hvor

int +1

t© = middelopholdstid i tanken = 60 min.
o = vinkelfrekvens af svingning = 3—10 min." .

Find den komplekse forsteerkning hidrerende fra hele tanksystemet.

LOSNING:

( 1 J3= 1 1
int+1 (1+2i) 13+3-12-2i+3- 1+ 2i)* +(2i)°

_ 1 _ 1 _ -11 +2i
1+6i-12 -8 -11 - 2i (-11 - 24) (-11 +2i)
I I A | R
121 + 4 125 125

Det betyder, at systemet damper den indkommende svingning med faktoren

-11)2 2 )2 1 .
— | +| = = og @ndrer fasen til ner modfase.
125 125 5./5
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Eksempel 5.5. Anvendelse pa vekselstrom.

Lad en elektromotorisk kraft U, = U,cos(w ) vare serieforbundet med en
modstand pd R, en spole med en selvinduktion pd L og en kondensator med /9 ke
kapaciteten C. Idet

{n

speendings - speendings - speendings -
Jorskellen +| forskellen +| forskellen = U,cos(w?), i i 2
over R over L over C

fas fra elektricitetsleeren

RI Ldll —f hdt U, cos(w?) )
+ L— + = cos(wf) ,
! dt C 0

hvor I, er stremmen, og f I, dt er den gjeblikkelige ladning pd kondensatoren.

1) Kompleks strem og spnding. Generalisér ligningen (1) til at geelde for en kompleks spending
U=U, elo? og en kompleks strem [ =1, +iL,.

2) Kompleks impedans Z. Bestem et komplekst tal Z, s U =ZI ("kompleks Ohms lov"), ndr I er en
iwt

vekselstrom I =1 e"™", hvor I, er enkompleks konstant.

3) Seriekobling. Vis, at to serieforbundne komplekse impedanser Z; og Z, kan erstattes med en enkelt

Zserie= Zl +Z2:
Zseric Zy Zy
A I3 A C Vi

4) Parallelkobling. Vis, at to parallelforbundne komplekse impedanser Z; og Z, kan erstattes med en enkelt

_ AL s
‘parallel Z1 + 22

1 1

1
- o+ —
Zl ZZ

parallel

Zp;u'ullcl

5)
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5.6 Polax form Eksponenti al funktionen

Komponenter. Vis, at de komplekse impedanser for de elementare komponenter er givet ved:

kompleks impedans symbol
modstand R [ohm] R - \ / \ / \ =
selvinduktion L [henry] ioL 0C0O0
1
kapacitet C [farad] o C 4{ }7

LOSNING:
1) Sammen med ligning (1) betragtes ligningen
iRI, + iL b f hdt | U, sin(wr) 2)
i + iL— + i+=—— = iU;sin(wt) .
2 dt c 0

Indfores den komplekse strom [ =1, +il, og den komplekse spanding

U=U,e™"=U,cos(w f) + iU,sin(w #), fas ved addition af ligningerne (1) og (2):

1dt
d_I +—f = U
dt c

RI+L 3)

2) I=1I,e™*, hvor I, er enkompleks konstant, fas %I =1 io e®'=iwt, og
t

I, .
f Idt=—2e™ = i . Ved indsattelse i ligning (3) fas:
10 116)}

I
inC

RI+LiwlI + U o (R+iooL+ 1 )I=U

inC

dvs. U=ZI,hvor Z = R + ioL +

inC

3) Den "komplekse Ohms lov" U = ZI giver

Up = U+ Ugp = ZI+Z,] = (Zl"'Zz)I = Zoe' 1
dvs. Z .= Z,+Z, .
4) Den "komplekse Ohms lov" 7 =%] giver

U U U

1:](1)+](2)=ﬁ+ﬁ=(i+i U, = 4B dys.
1 ZZ Zl ZZ Zparallel
Z. Z
1 1.1 eller Zparaﬂel= 172

A— Z, Z, Z,+2Z,

5) Folger af besvarelsen af 2) og 3) ovenfor.
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5.7 DEN BINOME LIGNING z"=a

Vi betragter nu den "binome ligning" z”=a, hvor n er et helt positivt tal, og a er et
vilkérligt komplekst tal forskelligt fra 0. Idet a skrives pa poler form a=|a|e’® eller

rektanguler form a = a, +ia,, gelder folgende setning.

SATNING 5.2 (rodder i binom ligning). Ligningen z" =|ale'® (a#0) har netop n
o 27

n i p
forskellige rodder: z, = Vlal e (" " ), p€l0,1,2,...,n-1}. Rodderne ervinkelspidser

for en regulcer n-kant med centrum i 0 (se figur 5.15).

a
_®
- | N
- - N
~ - - N
Iy - AN
® AN
! N
! XL \\
/ /« & ’ <
L4 -®
/ R4 - : ] ]
/ el \’/* . | Fig. 5.15. Rodderne i den binome
- i
I _ — . . ]
, L R - ligning z"= lale’®.
| - - i
, - - // 17
[ 3 I
N
N !
AN !
N o .N
AN _ - - “n 1
AN -

For n=2 kan de to losninger til ligningen z* = a,+ia, ogsdskrives z =+
. 1 for a,>0
sign(a, ) = -1 for a,<0.

_lal T4 + i-sign(a, )" |a|—a1 hvor
2 2 2 |

u

Bevis for setning 5.2. Indsettes z pa poleer form z = |z| e’ iden givne ligning, fas

(Iz]e™)" = [ale’™ < |z|"e™™ = |a|e’®.

At to komplekse tal er ens, betyder, at de har samme modulus og (pé ner et multiplum af 27) ogsa samme argument. Vi

far derfor

n
|al

nu = a+p2n, peZ (heletal) u = g+p2_11:.
n n

—_———
N
=
|
Y
!
N
1l

Dermed har vi fundet redderne
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5.7 Den binone ligning z"= a

.o 27
z = |z|]e!* = Wel(; +p7).

n o 27 - .
Det ses, at redderne har modulus 4/ |a| ogargument — +p==, hvor p er et helt tal. Geometrisk ligger redderne alts&
n n

pa en cirkel med radius n\/ | a| , og vinklen mellem stedvektorerne til to pd hinanden folgende redder er 2n (se figur 5.15).
n

Readderne er derfor vinkelspidser i en reguler n-kant, dvs. ligningen har netop n forskellige redder, som fremkommer, nar
p gennemleber tallene 0, 1,2, ..., n-1. (Andre verdier af p giver ikke nye redder, da eksponentialfunktionen har perioden
27i).

For tilfeldet n =2 kan vi kontrollere den alternative skriveform for de to redder:

2 2 2
|al+a, . |al-a, lal+a, ) lal-a, . |la|+a, |a|-a,
+ + i-sign(a,)* = —| +i* +2i-sign(a .
[ \ "> gn(a,) ) > > gn(a,) > >

2 2
alta al—a al —a a a
_ | |2 1 _ e |2 L +2i sign(a,) | |4 - = ?1 +71 + i'sign(@,)a; +a; -a; = a,+ia,.

Eksempel 5.6. Binom ligning.

Los ligningen z* = —8+i8\/§ . Redderne enskes angivet pa rektanguler form.

Endvidere onskes de afsat i en kompleks talplan.

LOSNING:
2n

i
Idet -8 +i8y/3 =16e 3, fis

L 2T

l 1
z%=16e 3 eller z%= 16e (3

o o lie Bl B, s

Ved omskrivning fra polaer form til rektanguler form fés:

z=y3+i V z=-1+8i V z=-3-i V z=1-3i.
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7
~

LOSNING med Maple:

>solve ( z"4=-8+8*sqrt(3)*1 ) ;
B+r-J3-n1-1J3,-1+1/3

Anvendelse. Fire ens systemer, hver med “kompleks forsteerkning” z (se eksempel 5.4), serieforbindes, og

man maler, at den samlede komplekse forsteerkning z* er -8 +i 8\/§ . Hvilke veerdier kan z have?

5.8 ANDENGRADSLIGNINGEN

Komplekse koefficienter. Ligningen Az2+Bz+C =0 (4#0) med komplekse koefficienter 4, B og C har 2
losninger (nar en dobbeltrod regnes for 2 lgsninger). Vi kan nemlig foretage samme omskrivning som i det reelle tilfelde:

Az>+Bz+C =0 (multiplicerer med 4A:)
< 44222 +44Bz +44C =0
< (24z+ B} = B?-44C
< (24z+BP = D (1

Ligning (1) er en binom ligning, som vi ved har 2 losninger, forudsat at diskriminanten D =B?-44C #0.
Andengradsligningens legsninger kan derfor findes ved at lase den binome ligning (eller af appendix 5.2). Er 4, B og C
reelle tal, bliver losningerne sarlig simple, som fremhavet i den folgende setning.

154



5.8 Andengradsl i gni ng
SATNING 5.3 (reelle koefficienter). Andengradsligningen
Az? +Bz+C = 0 (A #0)
med de reelle koefficienter A, B og C, og diskriminanten D = B?> - 4AC har

_B+VD

1)  for D>0 to reelle losninger Z = "
, : -B
2)  for D=0 énreel losning z = 74’
3)  for D<O0 to komplekse losninger z = _Biz—;'D' .

(Bemcerk, at alle 3 tilfeelde lost kan sammenfattes i den forste formel % , idetfeks. =v-16 = £ Vi*1l6 = = i4).

Bevis. Idet D er reel, fas af den binome ligning (1)

VD Jor D> 0
24
B
z+— =40 or D=0
24 f
1V |D| for D< 0 .
24

Heraf folger setningen ved at isolere z ide 3 tilfelde.

Eksempel 5.7. Andengradsligningen med reelle koefficienter.
Les, inden for meengden af komplekse tal, ligningen 2z2 -4z +10 =0.

LOSNING:
Diskriminantener D = (-4)% - 4:2:10 = -64 < 0. Idette tilfzlde bliver der derfor

to komplekse lgsninger

~(-4) £ ives _

2-2

1+£2i
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Eksempel 5.8. Andengradsligning med komplekse koefficienter.

Los ligningen

A
z2+2iz-4+4i = 0 . -
\
\\ Arctan( J: )
\ 2]
\
\
LOSNING: '
SN
Diskriminanten er ’ \\
D=(2i%-4:1-(-4+4i) = -4+16-16i = 12-16i, AN
\
2 \ :
som indsat i z+£ - D giver ®: i
24 442

Arctan (- g) +2pm )

.\2 .
(w%) =12;16’ o (@+iP=3-4i o (z+i) - Se(

i Arcmn( Arcum(f—)Jrn:)

= z+i=y5¢ 2 \ z+l—\/_e(

< z+i=2-i V z+i=-2+i < z=2-2i V z=-2 .

5.8 POLYNOMIER

Anvendelser. Nogle meget vigtige typer differentialligninger, f.eks.

7 6 5 2
dx _d'x _dx —3ﬂ 32ﬂ—68dx+68@—28x(t) -0
at’ &t df’ dr* dr? dr? dt

At

har lesninger af formen x(f) =e”’. Indsattes x = et , fas séledes

().7—16—15—3A4+3213—6812+68A—28)e t -0

& AT-A5-A5-3A%+3243 -68A% + 681 - 28

0.

Den sidste ligning indeholder et polynomium. Vi vil derfor narmere studere polynomier og deres redder (nulpunkter), inden
vi fortseetter med differentialligninger i naeste kapitel.

Af det forrige afsnit folger, at andengradsligningen 41222 +a,z +a, har netop 2 redder (nér
en dobbeltrod regnes for 2 radder).
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5.8 Pol ynomi er

Tilsvarende siger den folgende satning, at et vilkarligt polynomium a,z”" +an_1z"'1 +...+a,

har netop n redder. Koefficienterne a_, a ...,a, er her komplekse tal (specielt kan de

n> “n-1°

altsd veere reelle tal), a, #0 og nell,2,3,...}.

SATNING 5.4 (algebraens fundamentalscetning). Ethvert polynomium af n'te grad (n>1)

P(z) = anz”+an_1z”"1 +...+aq,

kan netop pa én mdde (nar der bortses fra faktorernes reekkefolge) oploses i n forstegradsfaktorer

P(2) = a,z-A)(z-A,)...(z-1)) .

Der er altsd netop n rodder Ay, A,, ..., A,, hvorafnogle kan veere ens.

NB: Hyvis en bestemt forstegradsfaktor z-A ; optreeder i alt m gange, siges A ; atvaere m

gange rod.

Eksempel: Az® + Bz + C = A(z - A)(z - A,), hvor A, og A, er polynomiets redder.

Eksempel: 2z%-8z3+14z2-12z+4 = 2(z-1)(z-1)(z-1-i)(z-1+i), hvor

1, 1, 1+i og 1-1i erpolynomiets redder.

Konjugering.
Lad a=a,+ia, (a,,a,€R) veare et komplekst tal. Ved spejling i de reelle tals akse fas a's

komplekst konjugerede tal a,-ia,, der betegnes a.

1= ca+1
’(1 (1 1(12

y

!
|
o (= - id,

v
“

Af definitionen folger, at a+a og a-a bliver reelle tal, og at

G b-ah ab-ab ab-ab (
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Polynomier med reelle koefficienter.
Ved de fleste anvendelser vil et polynomium

P(z) =az"+a, z"'+.. . +az+a, (a,#0,ne{l,2,3,...})

have reelle koefficienter a,,a

o _13++>0y, 0g sd gelder:

SATNING 5.5 (polynomier med reelle koefficienter). Hvis A er en kompleks (ikke-reel) rod i

P(2), sa er det kompleks konjugerede tal ) ogsd en rod. Dette betyder, at P(z) kan oploses i

et produkt af:
forstegradsfaktorer med reelle koefficienter og

andengradsfaktorer z* - (A +X)z + AL med reelle koefficienter.

Hvis A er p gange rod, vil ) ogsd veere p gange rod, sdledes at P(z) indeholder andengrads-
faktoren p gange.

Eksempel:  2z%- 1023+ 20z%2-20z +8 = 2(z-1)(z-2)(z2-2z +2) , hvor polynomiet

har redderne 1, 2, 1+i og 1-i

Bevis. Ifglge setning 5.4 kan P(z) opleses i forstegradsfaktorer
P@)=a,(z-A)(z-1A,)...(z-A,), hvor A ,A,,...,A, er polynomiets redder. Til de reelle redder svarer altsa

forstegradsfaktorer (z-A,) med reelle koefficienter.

n

Hvis A=x+iy (x,y €R) eren "kompleksrod" (y #0), har vi
a,(x+iyy+a, (x+iyy '+ +a(x+iy)ra, =0 .
Ved konjugering fas under brug af de ovennavnte regler for konjugering
a,(c-iyy'+ a,_x-iy)' "+ a(x-iy)+a, = 0
eller, da a'erne er reelle tal
a,x-iyy'+a,_(x-iy)' ' +...+a(x-iy)+a, = 0.

Heraf ses, at A = x-iy er en kompleks rod i P(z). Polynomiet P(z) ma derfor indeholde de to komplekse
forstegradsfaktorer (z-=A) og (z-A), og dermed andengradsfaktoren

(z-A)(z-L) = 22— (A +A)z+AA,
hvor A +A og AL erreelle.

Til sidst betragtes det tilfelde, hvor A er p gangerodi P(z). Ved division med andengradsfaktoren opnés et
polynomium @ (z), hvor graden er 2 lavere. Hvis p>1, er A ogdermed A ogsienrtodi Q (z). Ved fortsat division
indses, at A er p gangerodi P(z) og, at P(z) altsd indeholder andengradsfaktoren p gange.

Hvordan finder man redderne? I praksis kan redderne i et n'te gradspolynomium med reelle

koefficienter findes pa flere mder:
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5.8 Pol ynomi er

1) Hvis koefficienterne a,, a,_;, ..., a, er hele tal, proves med gat af typen =+ P hvor )4
giropi a,, og q giropi a,. Herved findes samtlige rationale rodder. 9

2) Kendes allerede nogle rodder A, A, ..., A vil polynomiedivisionen
P(z)

z-A)(E-1,)...z-4,)
findes.

give et polynomium @ (z) af lavere grad, hvis redder derpa skal

3) Benytte et program som Maple.

4) Alle radder (ogsa de komplekse) kan findes ved mere omfattende numeriske metoder.

Eksempel 5.9. Polynomium med reelle koefficienter.

Det oplyses, at 1+i erenrod i polynomiet
P(2) = 2z°-10z*+302%-5022+482-20.

1) Angiv alle redderne.
2) Oples P(z) i et produkt af forstegradspolynomier med reelle koefficienter og

andengradspolynomier med reelle koefficienter.

LOSNING:
1) Da A =1+i er en rod, og P(z) har reelle koefficienter, vil ogsa A =1-i vare en

rod. Derfor indeholder P(z) faktoren

(z-1)(z-1) = (z-1-i)(z-1+i) = 22-22+2 .

Da P(z) er af ulige grad og har reelle koefficienter, ma der vere mindst én reel
rod. Ved "2 metoden" eller numerisk rodsegning findes roden 1. Polynomiet
P(2) indeholger altsa faktoren (z-1)(z%2-2z+2) = z3-3z%+4z-2.

Ved polynomiedivision med denne faktor fas
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z3-322+42-2| 22°-102z*+3023-5022+482-20 [2z2-4z+10
2z5- 6z%+ 8z3- 4z*
- 42z%+222%-4622+482-20
- 4z*+122z3-16z%2+ 8z
1023 -30z2+40z-20
1023 -302z2+40z-20
0

De resterende redder i P(z) bliver da redderne i andengradsligningen
~(-£iy[(-4*-4-2-10]
2-2

Samtlige redder i P(z) er altsa 1+i, 1-4, 1, 1+2§, 1-2i.

2z2-4z+10=0. Disse rodder er =1+2i.

2) Afregningerne ovenfor fés

P(2) = 2(z-1D(z%-22+2)(z?-2z+5) .

Maple:
I “Math mode” :

Skriv 2z° — 10z% + 3023 — 5022 + 48z — 20

Seet Cursor pa udtryk, hejre musetast, valg solve, solve

Resultat: {z=1},{z=1+21},{z=2-21} ,{z=1+1},{z=1-1}
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Suppl enmrent 5A Al gebraens fundanent al sa ni ng

supPLEMENT: SA ALGEBRAENS FUNDAMENTALSAT-
NING

SATNING 5.4 (algebraens fundamentalscetning). Ethvert polynomium af n'te grad

P(z) =az"+a, z" '+

..t q
0
kan pd netop én mdde (ndr der bortses fra faktorernes reekkefolge) oploses i n forstegradsfaktorer

P(2) = a,(z-A,)(z-A,)...(z-1,).

Der er altsd netop n rodder Ay,Ay,...,A,, hvorafnogle kan veere ens.

Bevis. Vi vil opdele beviset i 3 dele. Idel 1) forudsattes, at ethvert polynomium (af grad > 1) har mindst én rod. Denne
pastand bevises forst i del 3).

1) Ethvert polynomium (af grad > 1) kan opleses i forstegradsfaktorer.
Lad P(z) have graden n, oglad A, vere enrod,dvs. P(A;) =0. Ved sedvanlig "polynomiedivision" med z-A,
kan vi én for én bestemme koefficienterne i et polynomium Q,(z), sdan at

P(Z) = (Z_ A'1)Q1(Z)"' r,
hvor r betegner divisionsresten (en konstant). Idet P(A,) = 0, fas heraf » =0 og dermed
P(2)=(z-1,)Q,(), hvor Q,(z) har graden n-1. --Pisamme made fortszttes med Q,(z), ogefter n skridter
vi feerdige.

2) Oplosningen af et polynomium i forstegradsfaktorer er entydig.
Lad

P(2) = a(z-A,)z-4,)...(z-A,) = b(z-K)z-HKy)...(z-B,) -
Da de to polynomier har henholdsvis az” og bz™ som hajeste led,er n=m og a=5b. Da A, errod pa venstre side,
og altsd ogsé pa hejre side, er A, etaftallene w,, W,, ..., |b,. Lad os antage, at deter u,. Ved division med x-A,
fas da

a(x-A,)...(x-1,) = b(x-p,)...(x-p,).

Efter n sddanne divisioner er pastanden bevist.

3) Ethvert polynomium P(z) (af grad > 1) har mindst én rod z,.
Lad P(z)= ay+a;z+...+a,z", hvor a,#0 og ne{1,2,3,...}. Idet |P(z)| = oo for |z| = 00, mé der eksistere
ettal z,, for hvilket den kontinuerte funktion |P(z)| har globalt minimum. Vi vil vise, at P(z,) = 0.
Beviset fores indirekte ved at antage, at P(z,) # 0, og indse, at dette forer til en modstrid.
Sattes z =z, + h, fas
P(zy+h) = ay+a,(zy+ h)+a,(z,+ h? +...+ a,(z,+ h)",
som kan omskrives til formen

P(zy+h) = by+b h+b,h*>+...+b h".
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Her ser vi, at b, = P(z,). Lad b, vare det forste af tallene b,,b,,...,b,, som ikke er nul (b, eksisterer, da
b,=a,#0). Sakan viskrive
P(zy+h) = P(z))+ b, h*+b, h*'+...+b h" .

Da komplekse tal adderes som vektorer, gelder |a+b+...+w| < |a|+|b]| +...+|w]|, dvs.

|P(zy+ W) < | Pzg)+ beh*| +| by (B[ +1 by ,h* 2 v+ bR )
Lad nu r vere et positivt tal, om hvilket vi blot forudsztter, at |b,|7*< |P(z,)| . Ladervi & gennemlobe en cirkel ¢,
med centrumi 0 ogradius » (se figur 5.16), vil tallet P(z,) + b, h ¥ gennemlobe en cirkel ¢, med centrumi P(z,) og
radius | b, | r* (endda k gange, figur 5.17). Det er derfor muligt at valge en sadan vaerdi af h pa ¢, at
| P(z,)+ b,k *| bliver mindst, dvs.

-
N

Fig. 5.16. Fig. 5.17.

P(zo)+bkhk bliver skeringspunktet mellem ¢, og linien fra 0 til P(z,). For denne veerdi af / har vi derfor, at
| P(zy) + b,h *| = | P(z,)| - | b,| 7 ¥. Afuligheden (1) fis nu

| P(zo+ 1) |P@)| - | byl ¥+ by [ P**t ] B, | 7
PE)|=rF (15l =1 by 7= = [ B, 7" ).

Sterrelsen i parentesen konvergerer mod | b,|> 0 for »— 0. Vikan derfor valge r, saledes at storrelsen i parentesen

A

er >0. Dafis |P(zy+h)|<|P(z,)| 1istrid med, at |P(z,)| er globalt minimum. Hermed er det indirekte bevis

gennemfort.
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suppLEMENT: SB  DEKOMPOSITION I DET GENERELLE
TILFALDE

I kapitel 3 har vi betragtet en brek P()
2@

2x* - 5x% +5x2+x - 10 Vi
(x-2)(x%-2x+2)
dekomponerede breken til en sum af et polynomium og de simplest mulige &gte breker, f.eks.

, hvor P(x) og Q (x) er polynomier, f.eks. braken

2 3x+1
+

2x +3 + .
x-2 x?2-2x+2

Vi vil nu se pa det generelle tilfeelde, hvor O (x) kan have nogle ens redder, sidan at der optreeder "gentagne" faktorer, nar
O (x) opleses i faktorer. Et eksempel herpa er broken
3x2+64x +8
(x-1)° (x+2) (x2+2x+2)

hvor faktoren x-1 optreeder 3 gange og faktoren x2+2x+2 (der ikke har reelle redder) optraeder to gange. Man kan

vise, at denne brek kan dekomponeres til den folgende sum af seks simple broker:

a b c d ex+ f gx+h
+ + + + +
(x-1® (x-1® =x-1 x+2 (x2+2x+2)  x%+2x+2
[ stammer alle tre fra faktoren (x —1)°] [ stammer begge fra faktoren (x2+2x +2)?]

hvor a, b, ¢, d, e, f, g og h er (entydigt bestemte) reelle konstanter. Herom handler den folgende satning.

P(x)

SATNING 5B.1 (dekomposition). Lad

0x) = (x-1"...(x%+ ax+ xP, 1)

veere en aegte brok. Efter at neevneren Q(x) er oplost i reelle faktorer:

kan broken g((x) pa netop én mdde dekomponeres til et udtryk af formen:
X
k, . k, .. k, . o . 0x+m, . Lx+m, - l,x+m, ,
x-r (x-r)? (x-r)" xZrax+ P (x2+ax+p)? (x2+ax+B)?
[ stammer alle fira faktoren (x-r)" ] [ stammer alle fra faktoren (x* + ax + B)P]

hvor kl,kZ,...,kn,...,ﬂl,ml,ﬂz,mz,...,Qp,mpe R.

D" Det forudsettes, at 7,...,0,pER, og at faktorer af typen x%+rax+ B ikke har reelle rodder.
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P&
0 (x)

Bevis. Beviset fores ved successivt at fraspalte simple braker fra

1) Vivil forst "fraspalte" breken

dvs. vise at der findes netop én konstant k,, sidan at

(x-r)"’
P(x) _ kn + Pl (x)
[0]69) (x-7r" 0,
P, (x)
hvor er en ny &gte brek med en nevner
0,

0,09 = (x- Py "o (x4 ax+ PP,
hvis grad er 1 lavere end graden af Q (x).

k
Vi vil derfor betragte differensen PO 5 . Lad os for kortheds skyld skrive Q(x) = (x-7)"-q(x). Vihar

0® (x-ry
da
Px _ Kk _ PO-kqk)
2®)  (x-nr 2
Py P(x) _ kn _ P(x) - kn. q(x) id _ . )
00 G- | Grmom L e@sEme®
Davi Px)-k, q(x) , . . o
a vi ensker, at ————————— skal vare et polynomium P, (x), mavivalge k,, sidanat x - r géropitelleren

x-r
P(x)- k, q(x), dvs.saP(r)- k" g(r) = 0. Idet g(r) # 0, eksisterer der netop én verdi af k,

(nemlig k,= MJ , som opfylder dette krav. Vi har hermed bevist, at der findes netop én konstant k,, sddan at
r
ref?) K, P®

o)  (x-n" 0,(x)°
hvor graden af Q,(x) er 1 lavere end graden af Q (x).

n-1 P,(x)

(x- ! " 0,
P (x) B k,_, _ P,(x)

Ql(x) (x—r)”'l Qz(x) ’

hvor graden af Q,(x) er 2 lavere end graden af Q (x). Fortsattes pa denne méde, fés

2) P& samme made fraspaltes , savifar

Px) _ ky k, . k, +Pn(x)

+ +

O x-r (x-r? -7y 0,x’

hvor graden af Q,(x) er n lavere end graden af Q (x).

3) Helt analogt til punkt 1) kan vi vise, at der findes netop ét par konstanter { , 0g m,, sadan at

P,(x) t,x+m, . P, .,(x)

0,(x [x2+ax+ Bl Qp®
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4)

5)

P,

Qn+2(x)
definerer Q,,,(x) ved ligningen Q,(x) = (x*+ax+P)-Q,,,(x), fas

hvor er en ny zgte brok med en naevner Q. ,(x), hvis grad er 2 lavere end graden af @, (x). Idet vi

P, (x) ~ Lx+m, _ P,(x)-(L,x+m,) q,x)
0,  (x*+ax+p)” @+ ax+p)-0,,,()

[idet 0, (x) = (2 + ax + B~ q,() 1.

Da vi onsker, at x2+ ax+ P skal ga op i telleren P (x) - (ﬂpx + mp)- q,(x), ma viserge for, at redderne ¢ og c
i xZ+ox+P ogsd er redder i telleren, dvs. P (o) - (Qp c+ mp)' q,(c)=0 (og dermed
Pn(z) - (apE + mp)'qn(z) =0). Ligesom i eksempel 3.7 eksisterer der netop ¢t szt vardier af {, og m,, som

opfylder dette krav. Vi har hermed vist, at

P, (x) _ pr+mp . P, ,x

9, (x2+ax+B)? 0,.,®°
hvor graden af Q

(x) er?2 lavere end graden af Q, (x).

n+2

¢ x+m_ P . (x
P4 samme mdde fraspaltes p1 p-1 w2 () , savifar
(x2+ax+p)r! Q,.,(
P, ., b yxm ) P,.,x

0,.®  (x2+ax+p)2l  Qps®’

hvor graden af @, ,,(x) er 4 lavere end graden af Q, (x). Fortszttes pa denne made, fas til sidst

m = i+ kz kn + + ﬂlx+m1 + 02x+m2 + + ﬂI’x-'-’nl’

o) x-r (x—r)2+m+(x—r)" xtrax+ B (x%+ax+ B)? (x%+ax+B)?

svarende til udtrykket i saetningen.

Hvis fraspaltningerne foretages i en anden raekkefolge, kan man vise, at resultatet alligevel bliver det samme. Beviset
kan foretages efter folgende retningslinier: - Antag, at der foreligger en dekomposition. a) Betragt en af de simple breker
B1 med n@vner af hejst mulig grad. b) Saml de gvrige led i dekompositionen pa faelles brekstreg. c) Indse som under

punkt 1) og 3), at Bl's teller er entydigt bestemt. d) Fortsaet pa lignende made som under punkt 2) og 4).

Eksempel 5B.1. Dekomposition

2x2-4x-10
(x-3)(x-2)*(x%-4x+5)

Dekomponér breken

LOSNING:

2x2-4x-10

Den @gte brok
(x-3)(x-2)* (x%-4x+5)

dekomponerer vi til en sum af de simplest mulige ®gte breker, dvs.
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2x2-4x-10 _ a b c_ ., dx +e N fx+g

+ +

1
(x-3)(x-2)? (x2-4x+5)? -3 x-2 (x-2)? x?-4x+5 (x2-4x+5)? O

Konstanten a findes ved at multiplicere ligning (1) med den til a herende nevner x - 3:

2x2-4x-10
(x-2)*(x%-4x+5)

= a + (x-3) (udtryk)

og derpd indsztte x =3, sd a stir alene pa hejre side:

2-3-4-3-10  _
(3-22(32-4-3 +5) 4

Analogt fas ¢ efter multiplikation af ligning (1) med den til ¢ herende nevner (x-2)?:

.92 _4.9 - -
EzFal 2222-42-10  _ . o ,.-10

(2-3)(22-4-2+5) -1

o
1]
—
S

Ogséd f og g kan bestemmes pa denne méde: - Forst findes de komplekse redder i den til / og g herende

navner:

./ 2 .
x2-4x+5=0 g x=4il |4°-4-5 | A4 x =2+,

2

Derpé fas f og g ved multiplikation af ligning (1) med (x2 - 4x +5)? og indszttelse af en af de komplekse

rodder:

— —  2(2+i)-4(2+i)-10 _ .
=2+ : = ~(2+1i)+
P PACRURS:

o ofigeif - —112_+i4i
(-12 +4i)(1+9)
(1-9)(1+3)

L= 2f+g+if=

<  2f+g+if = -8-4i

< f=-4 A 2f+g=-8 < f=-4 AN g=0.

Vi har hermed fundet

2x2 -4x - 10 -1 b 10 | dx+e -4x

= + +

(x-3)(x-22 (x2-4x+5)2 x-3 x-2 (x-2)0 x2-4x+5 (x2-4x+5)7

For at bestemme de sidste 3 konstanter indsattes 3 sma hele tal, som ikke tidligere har veret indsat:

-0 _-1_ b 10 ,e o -3p-14. @)
-3(-2)%5*2 -3 -2 (-2 5 2
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2-4-10 -1,b, 10 _ d+ve . 4

x=1 . =~ + -~ 4+

(-2)(-1)2(1-4+5)2 -2 -1 (-1 1-4+5 (1-4+5)?

< -2b+d+e=-16.
— , 2+4-10 -1 _ b 10 ~d+e 4
x—_]. . = _t — + + + .
(-H(3P(1+4+5P 4 -3 (23 14445 (1+4+5)
P=—1 —é—i+i=—l
3 10 10 5

For at lose ligningssystemet (2), (3), (4) indsxttes e fraligning (2) iligning (3) og (4):

—2b+d+%b—14=—16 o b+2d--4 b-_6

b_d ., 5, 14_

_b_4 2y

3 10 20 10 5

| <

< 5b+6d=0 d=-5.

Afligning (2) fasnu =1.

Vi har dermed fuldfert dekompositionen:

2x2-4x-10 -1 6 10, _-5x+1 -4x

= +

+ + .
(x-3)(x-2)*(x2-4x+5) -3  x-2 (x-2)* x?2-4x+5 (x?2-4x+5)

Edb-lgsning. I programmet Maple kan dekompositionen foretages saledes:
convert ( ( 2¥x2-4%x-10) / ( (x-3)*(x-2)"2*(x2-4%x+5)*2 ), parfrac, x ) ;

1 +10 1 46 1 -1+5x 4 x

x-3 (x—2)2 x-2 x2-4x+5 (x2—4x+5)2

a de

3)

4)
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OPGAVER

Opgave 5.1 (multiplikation og division)

Lad a have modulus 1 og argument L, og lad b have modulzu320g argument STn
Afscet i en kompleks talplan tallene a, b, i*b, a-b, ab°z .
Opgave 5.1a (regneregler)
Reducér udtrykkene
1) (1-i)-(7+8-i) 6) (2-i)+(-3-i) 9) 1
2) (1-i)+(7+8-Q) 7) 1 -2+i
3) (-3+i):(-14-i) 2+3-i 10) 1
4) (-3+i)-(-14-i0) 8) 1 -2-i
5 (2-i)(-3-9) 3-4-i
Opgave 5.2 (regneregler)
1) Reducér udtrykkene

@) (1+20)(-2+30) + (2-i)(4+i) g 2ri, 1417

1+i 10 - 4i
b 1+2i)! j
) (1 +20) g Im| L27i)
1+16i
2")  Los ligningen z_ _ 1xi , zeC .
l+iz 3-1i
Opgave 5.3 (regneregler)
1) Reducér udtrykkene
~3 . . ~  1+71 1+30i
a) (3-2i) ¢) Re(Im(3-21)) e) (2-3i)(2+1iQ)+ 30 + 30+
. + -30+1i
b) Im| L2161 4 Im(Im(3 -21))
16 -i
2) Los ligningen Zrt b , zeC.
z-i 4-i
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Opgave 5.3a (regneregler)
Reducér udtrykkene

T
1) 3-e*-(-2)-e¥ 2) 3-e%-4-e¥ 3) r-e'®f-ei® 4) n-e 4o

Opgave 5.4 (omregning R = P)

Foretag en omregning til polcer form af tallene

1) 1 2) i 3)  -5i 49  -1-i
5 -1-iy3 6) 3-i 7))  -4+i4 8) 5+iJ15
9) 1+2i 10) 1-2i 11)  -2-3i 1 2 )

cos(30°) + i sin(30°).

Opgave 5.5 (omregning P - R)

Foretag en omregning til rektangulcer form af tallene

. 1+i% m3-i%* _iZ_J'lZ s A0
1) ebP™ 2 e 2 3 e 4 4) 2¢ 3 5) 3ei7
6) SeiZ 7) 4ei-1.50 8) 4e—i'1.50 9) 2ei100t ]0) Vei“”.
Opgave 5.5a (regneregler)
Reducér udtrykkene
_ o . o _ o .
1) (4+3i)de’" 150 2) 8cos(-58 ).+zs1n( 58%) 3) 1+27
4e—1~1.50 -2-3;i
i+1007 i+1007 , .
9 2 5 2443 6) 4150, 5ci 064,
3e” 3e™”

Opgave 5.6 (beregning af modulus)

Lad R =8 ohm, L =10"% henry, C=10"* farad  (hvor ohm =sec™"- henry = sec - farad™") .

A
For apparatet ° A (000 4‘ ! .

er den komplekse impedans Z givetved z = R+ iwL + - c (jeevnfor eksempel 5.5) .
i
Find den (positive) veerdi af vinkelfrekvensen , for hvilken modulus | Z| bliver mindst.

5
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Opgave 5.7 (impedans)
1) Find den komplekse impedans Z for apparatet

udtrykt ved C, R og L (jeevnfor eksempel 5.5).
2) Idet R =8 ohm, L=10"2 henry og C =10"* farad, skal man finde den positive veerdi af
vinkelfrekvensen w , for hvilken Z bliver et reelt tal.

Opgave 5.8 (binom ligning)
Los hver af de folgende ligninger og afbild rodderne i talplanen

1) 22 = 2i 4) 29-9z3+8 = 0

27 z* = 16i 5) (z+V2)* = -16
1+iZ%

3) z3=¢e 4 6) g3zt =1+i.

Opgave 5.9 (andengradsligning)
Los hver af de folgende ligninger og afbild radderne i talplanen

1) z? = -4i 4) z4-2z2-2 =0
2) z2-8z+25 = 0 5) z28-z4-2 =0
3) 322+ z+2 = 0 67) z4-2z2+1 =0

Opgave 5.10 (andengradsligning)

Find losningerne z til ligningen
cosz =2,

idet cosinus-funktionen defineres for en kompleks variabel z ved Euler-formlen, dvs.

cosz = %(eiz+e'iz) (zeC).

(Vink: find f.eks. forst e'?).
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Opgave 5.11 (konjugering)
1) Reducér folgende udtryk

a +ia+2a (aeC)

e+ 2i-cosx (xeR)

Re(l +4i-(1 +4i))

|a|?+Im(a) + iRe(a)

17(1

(ae C\{0}).

2) Los ligningen
.9m

(1+3)z+iz+Im(z) = 2-¢ 2.

Opgave 5.12" (oplosning af polynomier)
Oplos polynomiet  z° - 9z* + 34z% - 66z% + 65z - 25 i forstegradsfaktorer og andengrads-

faktorer med reelle koefficienter, idet det oplyses, at 2 + i er en rod.

Opgave 5.13 (oplosning af polynomier)
Det oplyses, at polynomiet z" -3z%+9z° - 17z*% + 2423 - 2222 + 16z - 8 blandt andet har
rodder af formen qi, g€ R. Find alle polynomiets rodder.

Opgave S.Eksam39b (binom ligning, 15 point)
Der foreligger to komplekse tal a = 211 _.1 og b= l .
+1 i

1) Skriv a pd polcer form.
2) Find rodderne i den komplekse ligning z* = 2 . Rodderne onskes skrevet pa rektangulcer

form, idet real- og imagincerdel onskes bestemt med 2 decimaler.

Opgave 5.Eksam48b (polynomium, 15 point).
Findrodderne i den komplekse ligning z% - 2z + 5 = 0. Rodderne onskes skrevet pd rektanguleer

form, idet real- og imagincerdel hver angives med 2 decimaler.
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Opgave 5.Eksam62b (polynomium, 10 point).
Oplos polynomiet z8 +3z° +9z* + 1023 + 1322 + 7z + 5 i forstegradsfaktorer, idet det oplyses,

at z=1i og z=-1+2i errodder.

Opgave 5.Eksam79b (komplekse tal, 15 point).

I m’/ h — —a - s s —— | ] n]“ h

v

A 4

3 ; IR o
''m’ J'mr TTm I"'m

En koncentrationssvingning sin(f) passerer det viste system med ucendret fase, hvis
(1+iV)5 er et positivt reelt tal (i = imagincere enhed) .

Bestem v € ]0;00[, sd kravet er opfyldt.

Opgave 5.Eksam90b (komplekse tal, binom ligning, 15 point).
1) Lad Z,=-2-i, Z,=-1+i og Z,=1.

Lad endvidere Z veere bestemt ved
1 1 1 1

- = =+ =
z  z, z, Z,
Beregn modulus | Z| og argument U11(Z).

Forklaring (kan overspringen). I et vekselstromskredslob geelder Ohms lov U = Z+ I, hvor U, Z og I er komplekse
1 1 1

storrelser. Idet impedanserne Z,, Z, og Z, er anbragt parallelt, geelder 1.1 +—+—.
Zy Z, Z

2) Find roddernei ligningen z* = -2 +3i. Rodderne skal angives pd rektangulcer form (sumform)

med mindst 2 decimaler.

Opgave 5.Eksam137 (komplekse tal, uden brug af hjcelpemidler, 8 point).
-2V3 +2i -i2m/3

V3 +i

hvor a og o erreelletal, og [1>0.

Reducér det komplekse udtryk + 2e og skriv resultatet pd formen a €',

Opgave 5.Eksam171 (binom ligning, 20 point).

\/5 1+i\/§

der liggeri 2. kvadrant af den komplekse talplan (dvs. har negativ realdel og positiv imagincerdel).

Find pd formen a+ib de rodder i ligningen (z-1)% = 256'( -1 ) ,
l'_
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Opgave 5.Eksam187 (reduktion, binom ligning, 15 point).

Denne opgaves 2 sporgsmal er uafhceengige af hinanden.

a) Reducér det komplekse udtryk (-1 _\/El) i l( 1- \/E) + 716 og skriv resultatet pd formen
+1

ae'®, hvor a og o erreelletal og 0>0.

b) Find samtlige rodder i ligningen z®=8i, zeC, ogvisderes placering i den komplekse

plan. Rodderne onskes angivet pd formen U+ib (a,b€R) om muligt eksakt, ellers med 2
decimalers nojagtighed.

Opgave 5.Eksam197 (polynomium, 15 point).

Find samtlige rodder i ligningen z°+2z3+2 =0, z€C, og vis deres placering i den
komplekse plan. Rodderne onskes angivet pd formen U+ib (a,b €R) om muligt eksakt, ellers
med 2 decimalers nojagtighed.

NB: Numerisk ligningslosning med lommeregner er ikke acceptabellt.

Opgave 5.Eksam199 (reduktion, uden hjcelpemidler, 10 point).

a) Omskriv V3+i til polcer form.
324321, (V3 +i)

zZ+1i z—1i

b) Los ligningen =0 .

Facit skal angives pd formen z=a+ib, hvor a,be R.

Opgave 5.Eksam214 (reduktion, uden brug af hjcelpemidler, 10 point).
a) Skriv det komplekse tal -1+ i V3 pd polcer form.

.7 _ . 9
b) Skriv taller Y8 V2 i L ( 1+iV3)
-i 22 8(3 +1)

pd formen a +ib, hvor a og b er reelle tal.

€

Opgave 5.Eksam234 (binom ligning, 15 point).

Find samtlige rodder i ligningen (z-e'™*)® = 4(—\/E+ l\/E) og vis deres placering i den
komplekse plan. Rodderne onskes angivet enkeltvis pd formen a +ib (a,b €R) enten eksakt eller
med 2 decimalers nojagtighed.

NB: Numerisk ligningslosning med lommeregner er ikke acceptabelt.

Opgave 5B.1 (dekomposition)

4
1) Dekomponér broken 2 +2 .
(x*-1)(x-1)
4
2 Find [—22 gy
(x*-1)(x-1)
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Opgave 5B.2 (dekomposition)
2xt+x?-4x-3

(x-2)(x*+1)

Find f

Opgave 5B.3 (dekomposition)
4__3_ 3 9.4_3_

1) Dekomponér broken 2 oxToxdl . 2) Find f 2x " —x —x+1 dx .
x3(x-1) 2 x3(x-1)

Opgave 5B.4 (dekomposition)
-11x3+21x%-14x +3
(x2-2x+2)*(x-1)

dx.

Find f

Opgave 5B.5 (dekomposition)
2x8 -4x*+x3+9
(x-1)(x2-1)(x%2+1)

Find f

Opgave 5SB.Eksam33b (dekomposition, uegentligt integral, 35 point)

Find 2-f Vx+2+1 4

Benyt f.eks. den monotone substitution u =V x+2 .
2 (x+1)*-(x+3)

Opgave 5SB.Eksam35b (dekomposition, uegentligt integral, 25 point)

1) Find x-e V¥ dx.
0 n
Benyt f.eks. den monotone substitution u =+/x, og at X 50 for x—o00.
X

72(x2+3x+9) ©
(x*-81)(x+3)

2) Dekomponér broken

Opgave SB.Eksam50b (dekomposition, 15 point)

3 2_

1) Dekomponér broken X +dxT-21x+24 i en sum af stambroker.
(x-1Y(x*-9)

x> +4x2-21x +24

(x-1)*(x*-9)

dx .

2) Find derpa stamfunktionen f

Opgave 5B.Eksam216 (dekomposition, 10 point)
—6¢% + 20> - 15¢+ 8
(1-2)*(¢*+1)

Dekomponér broken
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6 DIFFERENTIALLIGNINGSPROBLEM
AF VILKARLIG ORDEN

6.1 INDLEDNING

Ved anvendelserne medes tit differentialligninger, hvori der indgar anden aﬂededezeller hojere
afledede af de ukendte funktioner. Eksempelvis er Newtons anden lov md—J; =F en

differentialligning, hvori der indgér den anden afledede af y. dt

Ved en differentialligning af n'te orden forstas en ligning, hvori der indgéar en ukendt funktions
n'te afledede, men ingen hgjere afledede. Eksempelvis er
d’
dr?
en differentialligning af anden orden.

dy -t
+ 5t== + 6y(t) = e
dt )

Ved en (partikuler) losning i et interval [ forstds en n gange differentiabel funktion y = y(#),
som er defineret i [ og i dette interval tilfredsstiller differentialligningen. Grafen for en
losning kaldes en lesningskurve (integralkurve). Et udtryk for samtlige lesninger vil normalt
indeholde n arbitreere konstanter. Eksempelvis fas for den folgende differentialligning af

anden orden

2
d—{=3t2 = % = f3t2dt + C, = £+(
dt
o y@ = f(t3+C1)dt + C, = %t4+clt+C2,

dvs. udtrykket for samtlige losninger indeholder netop to arbitrere konstanter C; og C,.
Derfor skal der ogsé to betingelser til at fastlegge en bestemt lgsningskurve. Det mest

almindelige er at benytte sékaldte begyndelsesbetingelser "

W)=y, og  »'(t)=p,
hvor y, og p, er givne tal. Et sidant begyndelsesvardiproblem svarer til, at et systems tilstand
kendes til et starttidspunkt #,, hvorpa differentialligningen praktisk taget altid fastleegger

systemets tilstand entydigt til ethvert senere tidspunkt 7. Herom handler den folgende satning,

der nevnes uden bevis.

D Ved nogle anvendelser moder man i stedet randveerdibetingelser: W(t,) =y, og Wt,)=y,.
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2

Fig. 6.1. Differentialligningen d—f = 3t2  har uendelig
dt

mange losningskurver gennem (t,,y,), men kurverne har

hver sin heeldningskoefficient.

SATNING 6.1 (eksistens og entydighed af losningskurve). Svarende til ethvert talscet
(ty»¥9>P0) €8 " har differentialligningen

d2

=3 = Sy

en og kun én losning y(t), som opfylder
¥(t) =¥, y! (%) = py ("begyndelsesbetingelserne”).

For en n'te ordens differentialligning gelder tilsvarende, at man ved at fastlegge
v, y" ..., y® D til tiden #, ved n begyndelsesbetingelser, netop far én lesningskurve
(Jeevnfer den folgende satning).

SATNING 6.1A (eksistens og entydighed af lgsningskurve). Svarende til ethvert talscet
(ty>Yo> Po1>Pogs+++>Pon1) €S v = Sy, y sy @)

" D har differentialligningen ~ dt™ én og kun én losning
(9), som opfylder Y(to)zyo’ y'(t0)=p01, y”(to)=p02, ey y(n_l) (to)zpo,n-l .

Scetning 6.1 forudscetter, at S er en dben sammenhcengende meengde i (t,y, p)-rummet, hvor f(t,y,p) er

kontinuert og har kontinuerte partielle afledede g—f og g—f .
y p

2) Scetning 6.1A4 forudscetter, at S er en dben sammenhcengende meengde i (t,Y,P1sPys--»Pp-1)"

rummet, hvor f(&,Y,p,,Dys---»D,_,) er kontinuert og har kontinuerte partielle afledede
of of of _of
9y 9p, 0p, 0Py
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6.2 Den honogene |lineaxe differentialligning af 2. orden
d2y _

. dt2 . . . . . .
6.1 en speciel 4. ordens Runge-Kutta-metode. For andre differentialligninger henvises til

Numerisk lgsning. For en 2. ordens differentialligning f(t,y,y") findes der i appendix

afsnittene 6.6 og 6.7.

6.2 DEN HOMOGENE LINEARE DIFFERENTIAL-
LIGNING AF 2. ORDEN MED KONSTANTE
KOEFFICIENTER

Differentialligningen
d%y
dt?

siges at veere af 2. orden, homogen og linezer med konstante koefficienter A,B,C € R. Da en

49, B% L Cp) = 0  # 0) (1)

eksponentialfunktion optradte 1 lesningen til den homogene line®re differentialligning af 1.
orden, er det naturligt at sege en losning af typen () = e* hvor A er en konstant.

At

Indsattes y(r) = e”’ i differentialligningen (6.1), fas

ANe* + BheM + Ce? = 0
< eMUN +BL+C) = 0
< AN +BA+C = 0 (idet et # 0) . (2)

Funktionen y(f) = e eraltsd en losning til differentialligningen, hvis og kun hvis A er en
rod i den sékaldte karakterligning (2). Polynomiet AA? +BA + C kaldes det karakteristiske

polynomium.

To forskellige reelle redder.

I det tilfelde, hvor karakterligningen har to forskellige reelle redder A,0g A,, ery,(f) = M’

A
og »()=e
differentialligningen (1) ses, at enhver linearkombination C;y,(®) + C, y,(f) da ogsa er en

2* abenbart to forskellige losninger til differentialligningen. Ved indsattelse 1

lgsning. Eftersom dette udtryk netop indeholder to arbitreere konstanter C,; og C,, er det

narliggende at formode, at vi her har samtlige losninger. Dette viser sig da ogsd at vare
tilfzeldet (se setning 6.2).
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To ens reelle redder.

Vi betragter forst tilfeeldet, hvor karakterligningen har to tetliggende reelle redder A og
A+AA.

Samtlige losninger er da

y@) = Cper + Ce®HAME C.,C,eR. 3)

Swttes C; = —+ og C,= -, f B @ - S e
xttes =—— 0 = — , fas en speciel losnin H= —— "
Ved hjelp af denne specielle losning kan (3) skrives pa formen
y(t) = Kl et 4 K2 yz*(t) > Kl > K2 eR. (4)
Det svarer til, at vi seetter C, = K, - 2 00 C, = 2%,
( R gy G

Da of er defineret ved 1O +A)L’Atg»_ 0.0, g—{ for AA-0,

At
fas y, (f) - % = tel for AA - 0.

Hgjresiden af ligning (4) har altsa greensevardien
KeM + K teM, K,K,€R

for AA = 0. Det er defor nerliggende at formode, at dette udtryk angiver samtlige lgsninger,
nar karakterligningen har to ens reeelle radder A . Dette viser sig da ogsa at veere tilfaeldet

(se s@tning 6.2).

To komplekse redder.

Har karakterligningen to komplekse redder r+iw, vil y, =e* ™ og y =e@ 7 yere

+
to komplekse losninger til differentialligningen. S& vil ogsa linearkombinationerne N1V

Vi

0g

vaere losninger. Vi finder

2i
Yty e(r+im)t+e(r—iw)t eiwt+e—imt
12 2 = 5 = e — - e’ cos wt
Y-y e(r+z'oo)t_ e(r—io.))t g 0t _ o ~i0? .
12.2 = Y = e"'T = e"-sinwt.
i i i

Da dette er to forskellige reelle losninger, er det nerliggende at formode, at samtlige reelle

losninger er

= t, . o1
y = Cie"-coswt + C,e”-sinwt, C,,C,eR.

Dette viser sig da ogsa at vere tilfeeldet (se satning 6.2).
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SATNING 6.2 (fuldsteendig losning). Samtlige losninger til differentialligningen

2
A% L BY L oy = 0 (A#0, AB,CEcR) (5)
dt? dt

bestemmes ud fra rodderne A, og A, ikarakterligningen
AM2 +BA +C = 0

pd folgende made:
Radder i karakterligning Fuldstendig losning til (5)
Ay # A, (reelle) Cle)“t + Cze)“zt C,,C, erreel-
i W le arbitrcere
Ay =4, (reelle) c,e’t +Cyte™ konstanter
roxiw, (komplekse) e [C,cos(w, #) + C,sin(w,7)] v
Bevis.

1) Reelle redder i karakterligningen. Idet redderne i karakterligningen er A, og A,, har vi
AN +BA+C = A@Q-A)(A-X) = A[A-(A, +A)A +AA,].
Vi far da
Ay" +By’ +Cy =0

< A[y//_(k1+kz)y/+k1xzy] =0

« y//_kzy/_kl(y/_kzy) 0

< -4y -A0'-Ay) = 0 (dvs. z/-A,z=0, hvor z=y'-14,y)

o yl-Ay = ke

(inhomogen, lineer, 1. orden)
oy = Ukle)'lte_)”tdt +C2}
et Ukle()'l_}”)tdt + C2] for A, # A,

M Ukldt + Cz] for A, =4,

D" Omregning af svingninger. Amplitude D > 0 og fase ®f +¢ er meget anvendt beskrivelse af svingninger.
I stedet for udtrykket C,cos wt + C,sin ¢ kan man si enten skrive

D-cos(wt +¢),  hvor De'® = C, -iC,

eller
D sin(wt +1), hvor De™ = C, +iC,.

Omregningen svarer til omregningen mellem rektangulare og polare koordinater (se evt. appendix 6.2 og beviset
for saetning 6.2).
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k. _
At —1e(}"1 At C, for A, #A,

P y = l1_12
e’ [klt + C2] for A, =4,
CeM v Cye for A, #A, (C.C,€R)
< ¥ =
C teM + Cet for A=A, (C,,C,€R).

2) Komplekse redder i karakterligningen. Da de komplekse redder A, og A, ikarakterligningen er forskellige, finder
vi ved de samme regninger som under punkt 1, at samtlige komplekse lasninger til (5) er

y(@ = Cle}”t + C2e)"2t

2

hvor C; og C, nuer arbitrare komplekse konstanter. Da vi kun er interesseret i at beholde de reelle lesninger, indsattes
Ay =rytio,, A,=r,-iw,, C,=a,+ib, og C,=a,+ib, (ry, 0y, a,,b,,a,,b, €R)
i udtrykket for y(¢):

y®

(@, +ib)e B 1 (a,+iby)e BT’

(a, +ib)e e’ + (a,+ib)e™e '

(a, +ib,) e [cos(w,?) + i*sin(w,0)]
+ (a,+iby e [cos(wyt) - i*sin(w,f)]
= e [a,cos(wy?) - bysin(wy?) + i bycos(@y?) + a;sin(w,f))]
+ e[ ayc08(wyt) + bysin(wyt) + i(b,cos(wy?) - a,sin(w,?))]
e [((a, +a)cos(wy) + (~b; +by)sin(wy?) )

+ i((by +bycos(wyt) + (a,-ay)sin(wy1))].
Da vi seger de reelle lgsninger, skal imagnizrdelen af y(f) vaere 0 foralle f€R, dvs. b, +b,=00ga, -a,=0.
Indszttes b, = -b, og a, =a, iudtrykketfor y(¢), fis
y(@) = e [2a,cos(w,) + 2b, sin(w,?)] .

Beviset for stningen er hermed fuldfert, idet 2a, og 2b, er arbitrare reelle konstanter.

Omregning af svingninger. Idet et komplekst tal kan udtrykkes savel pa polaer form D e *® som pa rektanguleer form
a, +ia,, fés
Deia - al+iaz PG Deiaeimt = (al+l-a2)eimt Py Dei(ﬁ)tﬂx) - (a1+ia2)eimt
©  DJcos(wt+a) +i-sin(wr+o)]
< D J[cos(wt+a) + i-sin(wf+a)]

(a, +ia,) [cos(wd) + i*sin(wF)]
a,cos(wf) - a,sin(wf) + i[a,cos(wf) + a,sin(wi)]
D-cos(wt+a) = a,cos(wf) -a,sin(wr) A

D sin(wt+a) = a,cos(wf) +a,sin(wf) .

Den sidste omskrivning folger af, at to komplekse tal er ens, hvis og kun hvis deres realdele er ens, og deres imaginerdele

erens. De to sidste ligninger for henholdsvis realdelen og imaginardelen er i vort tilfaelde ensbetydende, da de fremgar
af hinanden ved differentiation (pa neer en faktor £ ).
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Heraf folger, at ligningen D-cos(wt+¢) = C cos(wt) + C,sin(wr)
er sand, hvis og kun hvis Del® = C,-iC, (sesvedatsatte a,=C;, a,=-C, og a=¢).
Pa samme méde folger, at relationen D -sin(wz+yr) = C,cos(w?) + C,sin(ws)
er sand, hvis og kun hvis De'V = C, +iC, (sesvedatsztte a, =C,, a,=C;, og a=71).

. e d*y dy _
Eksempel 6.1. Differentialligningen A—2 +B7 +Cy(f) = 0.
dt 4

1) Find samtlige losninger til hver af differentialligningerne:

d’y _ dy
a) —= + — - 6)(¢ =0
) 2 a )
2
b L4 _od L3 <o
3 4r? dt
2
o TV 4 o0y -0,
dt? dt

2) Find for differentialligningen c) den partikulare losning, der opfylder begyndelsesbe-
tingelserne y(0) =-1 og y/(0)=2. Safremt losningen indeholder en svingning,
enskes losningen angivet pa sével formen C e”* cos(wf) + C,e” sin(wf) som formen

De cos(wt+).
LOSNING:
1) Karakterligningerne er a) A+ A- 6=0
b) %AZ S+ 3 =0
c) A2-41+20 =0
med redderne a) A =2 og A, =-3

b) A =4,=3 (dobbeltrod)
c) A =2+4i og A, =2-4i.
Samtlige losninger er da ifelge s@tning 6.2
a) y(@ = Cpe 2t Cze'“ , C,,C,eR

b) y@® = Ce3+Cpe’ , C,C,eR

c)  y() = e¥[C,cos(41) + C,sin(4r)], C,,C,eR.
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2) For tilfelde c) seges nu den partikulere losning svarende til begyndelsesbetingelser-

ne y(0)=-1 og y’(0)=2. Derfor mi vi differentiere y(?):

y'(® = 2e*[C,cos(41) + C,sin(4r)] + e*[-4C,sin(47) +4C,cos(41)] .
Ved indszttelse af begyndelsesbetingelserne i y(f) og y'(f) fis

y(©0) = -1 = ¢, =-1

yi(0) = 2 e 2C, +4C, = 2.

Heraf'ses,at C, =-1 og C, =1. Den spgte partikulare lgsning er altsa

y(@®) = e?[-cos(4f) +sin(41)].

For at omregne lesningen til formen De’ cos(wf+¢) benyttes relationen
Deid’ = C iC,, som i vort tilfelde bliver Dei® = -1-i. Heraffas D =v2 og
¢ =- T (benyt f.eks. figuren), sd den partikulare losning ogsé kan skrives

y() = V2 e cos(4t—3f)

Maple: “Math mode”

Skriv: L:= %%y( t)—4- d—y(t)+20 y()=0
Fuldstendig lesning: desolve( L) Resultat: y,(1) = Cle? sin(41)+_ C2e* cos(4t)
Partikuleer losning:M:=y(0)=-1D(y)(0)=0
desolve({L, M}) Resultat: y(t) = e sin(4¢) — e cos(4t)
En graf kan fas pa felgende made:
Cursor pa udskrift, hgjre musetast, right hand side Resultat .2 Gin4r) — e cos(4t)

Cursor pa udskrift, hgjre musetast, Plots, 2-D Plots

Cursor pa den fremkomnne figur, venstre musetast, hgjre musetast, veelg axes, Fjern flueben
ved “Use data ectents , vaelg “Vertical axes”, set “Range min” til -1 og “Range max” til 1
Nedenstdende figur fremkommer.




6.2 Den honogene |lineaxe differentialligning af 2. orden
Eksempel 6.2. Svingning med luftmodstand

Et legeme med massen m beveager sig pd x-aksen under pavirkning af en fjederkraft — k- x . Bevacgelsen dempes
af en luftmodstandskraft — c? . Opstil en differentialligning for systemet, og find de forskellige slags losninger.
t
LOSNING:

AfNewtons 2. lov, kraft = masse * acceleration, fis
dx _ d?*x d’x . _dx
—C‘E -kx = m=—= dvs m

2
Tk d2+cE+k'x=0 eller 4%, €%,k
t t

2
Karakterligningen A2 + £ + L2 0  har diskriminanten D = (iJ -4 k
m m m

Dampede svingninger. Dette tilfeelde indtreeffer, nir dempningen ¢ er sé lille, at (
Karakterligningen har 2 komplekse redder:
2
m_\m ) B = rtie .
2 2m m 2m

Samtlige lesninger til differentialligningen er x = C, e "cos(wf) + C,e "sin(wf),

SN

C,,C,eR,
Faktoren e ! bevirker, at svingningernes amplitude naermer sig 0 (deempede svingninger, se figuren):

14

0.5

op v/\\jl 6 8

Kritisk dempning. Dette tilfelde indtraeder, nir dempningen ¢ er ndet op pa en bestemt kritisk

2
starrelse, sadan at ( L) =

5 —, hvorved svingninger netop ikke kan forekomme.
m m
[4

__t ¢
x = Ce "

-y
Samtlige lgsninger er + Cyte m

C,,C,eR.
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0.5

-0 54

Overkritisk dempning. Dette tilfelde indtreffer, nir dempningen ¢ er storre end den kritiske veerdi, sddan at

(5]

( <1 > L3 . S4 har karakterligningen to forskellige reelle radder:

2m m
2
c c k
-— % — -4= 2 -r
m_ N\m) 'm _ ¢, |[c)_k _
2 2m 2m m -7, .
Samtlige lesninger til differentialligningener x = C, ey C, e, C,C,eR,

og x— 0 for t— 00 ligesom i de andre tilfelde.

6.3 DEN HOMOGENE LINEZARE DIFFERENTIAL-
LIGNING AF N'TE ORDEN MED KONSTANTE
KOEFFICIENTER

Differentialligningen

n n-1
an% +a, cjlt"'f +.LL 0+ aI% +a,yH) =0 (6)

siges at veere homogen og line@r med konstante koefficienter a,,a ..,a;,a, €R. For

n-1° -

homogene lineare ligninger gaelder folgende generelle satning:

SATNING 6.3 (linearkombination af losninger). Hvis
yl(t)9 yz(t)> LR ] ym(t)

er m losninger til en homogen, linecer ligning, sd er enhver linearkombination

Cyv@ + Gy, +...+C,y,0

ogsd en losning.

Bevis. Beviset gennemfores ved at indsette linearkombinationen i den homogene linezre ligning.

184



6.3 Den honogene lineaxe differentialligning af n'te orden

Vi har allerede omtalt lgsningsmetoden for ligning (6) i1 tilfeldet »=2. 1 det folgende
generaliseres denne metode til at geelde foralle n> 1.

A

Indsattes y =e* i differentialligningen (6), ses, at e’ er en losning, hvis og kun hvis A er

en rod 1 karakterligningen
n n-1 —
alN +a A+ ... +ral+a =0.

Ligningens venstre side kaldes det karakteristiske polynomium.

I det tilfeelde hvor karakterligningen har »n forskellige reelle rodder
Ay Ayy oo, A

n

€r
t

Mt A At
y@®=e", y@®O=¢%, ..., y(@=¢"
abenbart n forskellige losninger til differentialligningen. Man kan vise, at karakterligningen

ogsa 1 alle andre tilfelde bestemmer n forskellige "grundlesninger" til differentialligningen.

Ifolge setning 6.3 vil enhver linearkombination
C1y1(t) + 2y2(t) oot Cnyn(t)

da ogsé vere en losning. Det kan endda vises, at dette udtryk netop giver samtlige losninger
1 overensstemmelse med, at der netop optrader n arbitrere konstanter C,, C,, ..., C,.

Herom handler den folgende s@tning, som navnes uden bevis.

SATNING 6.4 (samtlige losninger). Differentialligningen

n n-1
anM + an_lu +ooL alﬂ + ayy) = 0 (a,#0)
dt" dr"! dt

har samtlige losninger givet ved

i) = Ciy,@® + Cy,(H+...+Cy @, C¢.,GC,...,C €eR.
"Grundlosningerne” 'y, (), y,(®), . . . , y,(f) kan bestemmes ud fra de n rodder
Ay Ayy oo, A, i@ karakterligningen

a A" +a AV +aqd+a =0
pd folgende mdde:
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Radder i karakterligning Tilhorende grundlosninger
Aj er 1 gang rod (reel) oMt
At At At 1 At
A, er p gange rod (reel) e, te, tPeV,..., tFle"

rotiw, og ry—iw,er I gangrod (kompleks) c r"tcos(wot) , er"tsin(wot)

e’ cos (wy0), € r°tsin((o0t),

. ; t ‘.
r,+tiw, og r,-iw, er p gange rod (kom- te 0 cos(w,?), te’® sin(w,?),

pleks) t2¢ " cos (), t%e r"tsin((oo f,

tPle r"tcos(wot), tPle r"tsin((oot)

n

d"y .
dt”

d
+a17‘r +a,y(@®) = 0.

Eksempel 6.3. Differentialligningen a,

Find samtlige losninger til hver af differentialligningerne:

3 2
2) d°y _,dy _dy

£y + 29(f) = 0

dr’ > dt YO

5 4 3 2

by &Y _gdY 349 544V ;3D 265 = 0.

dt’ dt* dr’ dr? dt
LOSNING:
Karakterligningerne er
a) A2-2A2-1+2 =0 b) A’ -8A* +34A3 -74A* + 734 -26 = 0.
Rodderne 1 disse ligninger findes pa samme mdde som forklaret i afsnit 5.9 om
polynomier.

Resultatet bliver a) A, =-1, A,=1 og A;=2
b) A, =2, A,=A;=1(dobbeltrod), A,=2+3i og As=2-3i.
Samtlige lesninger er da ifelge se@tning 6.4

a) y(® =Ce'+Ce’+Ce¥, C,C,CeR

By = Ce* +Cye '+ Cyte’ + Cie*cos(3f) + Cse*'sin(30), C,, C,,C;,C,,Cs €R .
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6.4 Den inhonogene |ineaxe differentialligning ned konstante koefficienter

6.4 DEN INHOMOGENE DIFFERENTIALLIGNING
MED KONSTANTE KOEFFICIENTER

Vi betragter forst den inhomogene differentialligning af 2. orden

2
422 4 BY o cyp) - g0 (4#0), ™)
dr? dt
hvor ¢q(#) er kontinuert i et interval / og A4,B,CeR. 1 afsnit 6.2 betragtede vi den
tilsvarende homogene differentialligning, hvor ¢(f)=0 foralle t€1.

Lesningens struktur
SATNING 6.5 (losningens struktur). Samtlige losninger til den inhomogene linecere differential-
ligning (7) har formen
y@ = y,@& + Ciy(®) + Gy, .
De fremkommer ved til en vilkarlig partikulcer losning yp(t) at addere samtlige losninger

Cy@® + Cy,(9 til den tilsvarende homogene differentialligning.

Bevis. For en vilkarlig lesning y til (7) kan der altid findes en funktion f, sddanat y = Vpt f. Ved indsettelse i (7) fas
da

AW, + B, + Co,+f) = q
= AyI:/+By1:+CyP+A”+Bf/+Cf=q
o qg+Af' +Bf +Cf = ¢ (da y, erenlosning til (7))

o Af +Bf +Cf=0.

Er differentialligningens hojreside q(f) “kompliceret”, fordi den er en sum af flere “simple”
led, er det ofte nemmest at finde en partikuler lesning yp(t) som en tilsvarende sum af
“simple” led.

Er saledes

ql(t)a Og
¥,2(?) en partikuleer losning til Ay" + By' + Cy = q,(t),

¥, () en partikuler losning til 4y’ + By’ + Cy

ses ved indsettelse, at

yp(t) = k, Vo1 @) +k, ypz(t) er en partikuler losning til

Ay" +By' + Cy = k q,() + ky g, (7).

Saetning 6.5 om lesningens struktur kan let generaliseres til at gaelde ogsa for differentiallignin-

ger af hgjere end 2. orden:

dny v a dn—ly

¢ ar" n gl

n

P aI% Fag = q0) (@ #0). (8)
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Partikulzer losning

Da vi let kan finde samtlige losninger til den homogene differentialligning, er problemet
reduceret til at finde en partikuler losning Y, til den inhomogene ligning (8). I det folgende
angives fire metoder til at finde Yy

"Gattemetoden" kan benyttes for differentialligninger af vilkarlig orden n, hvis ¢q(#) er et

rt

produkt af én eller flere af funktionerne sin(#), cos(f), e’" og polynomier.

"Integralmetoden" kan benyttes for differentialligninger af 2. orden, hvorved Y, udtrykkes ved

integraler (som forhabentlig kan udregnes).

"Tabelmetoden" kan benyttes under de samme betingelser som for gattemetoden med den
begraensning, at hvis ¢(f) indeholder et polynomium, mé differentialligningen hejst vere af

2. orden. Fordelen ved metoden er, at et tabelopslag ofte er hurtigere og sikrere.

"Matematik -programmer" , f.eks. Maple, vil sedvanligvis give samtlige lgsninger i de samme

tilfeelde, som det er muligt at finde dem ved de foregdende 2 metoder.

Gaettemetoden

Denne metode kan anvendes, nar hojresiden ¢(#) indeholder led af typen

P(?) e" cos(wi) eller P(?) e"" sin(w?),
hvor P(f) = k,t™ + k,_, L k.t + k, eretpolynomium. Specieltkan g(7) altsd
vaere én af funktionerne

k (m=0, r=0, w=0)

ke™ (m=0, w=0)

k- cos(wr) (m=0, r=0)

k- sin (w?) (m=0, r=0)

k t™ +k t"™ Lkt k (r=0, ©=0).

Ideen bag metoden er, at man skal gatte pd en partikuler losning Y, (H af lignende type som
hejresiden ¢(f). Er hejresiden eksempelvis g(f) = 3t2+1, gettes pa et andengradspolyno-
mium yp(t) = at? + bt +c. Den gattede funktion yp(t) indsettes derpd 1 differentiallignin-

gen (8) og de ukendte konstanter a, b og ¢ kan nu fastlegges. Andre eksempler pa get er:

for q(?) = 6e* gaettes pa ¥, = ae?
for q(f) = 4sin(37%) gaettes pa yp(t) = a-cos(3?) + b-sin(31)
for g = Bt?+1)e* gattes pa y,(8) = (at® +bt +c)e”

for ¢q(f) = Bt2+1)e* cos(3f) gamttes pa Y, = (at? + bt +c)e? cos(3f)
+ (dt? +et +f)e?sin(30).
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Grunden til at der ma gettes pa en sum bestdende af bade cosinus og sinus er, at ved

indsattelse af cosinus-led i1 differentialligningen vil der ogsd fremkomme sinus-led (og

omvendt).

I visse tilfeelde kan konstanterne (a, b, ¢ osv.) ikke bestemmes (bl.a. nar q(#) er losning til den

homogene differentialligning). I alle sddanne tilfelde kan man multiplicere det oprindelige geet

med ¢, og hvis det ikke hjzlper, kan man multiplicere med endnu et ¢, osv. V. I appendix 6.3

er anfort et skema over, hvordan gaet bedst foretages.

Eksempel 6.4a. Gattemetoden.

Find samtlige losninger til differentialligningen

2
Y LD 6y = 12t

dt? dt

LOSNING:

A) Homogen ligning. Differentialligningen har karakterligningen A2+ -6 =0 med

B)

rodderne A =2 og A =-3. Samtlige losninger til den tilsvarende homogene
differentialligning er da:
y(@®) = Ce* + Cye, C,,C,eR.

Inhomogen ligning. Da 12¢ er et polynomium af 1. grad, gettes pd et polyno-

mium af 1. grad:
ypl(t) = Kit+K,.
Dette geet vil med sikkerhed give en partikuler losning, da ingen af karakterligningens redder er nul.
Ved indsettelse af o, (» 1 differentialligningen fas

0+K -6(Kt+K)) =12t & [-6K,-12]z + [K,-6K,] = 0.
Ligningen er opfyldt for alle 7, hvis og kun hvis

6K,-12=0 A K,-6K,=0 < K =-2 A K,-= —%.

Hermed har vi fundet ypl(t) = -2t - %

Samtlige losninger til differentialligningen er folgelig

yO = -2t - % L Ce + e, C.,C,eR,

D" De @ndrede geet er nodvendige, ndr og kun ndr 7 +iw er enrod i karakterligningen. Hvis »+iw er netop p

gange rod i karakterligningen, sa vil netop det oprindelige geet multipliceret med #? fore til en partikuleer lgsning.
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Eksempel 6.4b. Gattemetoden.

Find samtlige losninger til differentialligningen

2
AV D6y = T8cos().

dr?

dt

LOSNING:

A)
B)

Homogen ligning. Se eksempel 6.4a.
Inhomogen ligning. Da vi skal gatte pa en funktion af lignende type som cos(37)
(og dens afledede), bliver vort gaet
ypz(t) = K-cos(3f) + L-sin(3¢).
Dette geet vil med sikkerhed give en partikuler losning, da ingen af karakterligningens redder er 31i.
Idet yiﬁz(t) = -3K-sin(3f) + 3L-cos(3?) og
yg2(t) = -9K-cos(3f) - 9L-sin(37),
fas ved indsettelse i differentialligningen
(-9K-cos(3f) -9L-sin(3r)) + (-3K-sin(3f) +3L-cos(3¢))
- 6(K-cos(3f) + L-sin(3%)) = 78cos(3f)
< [-9K +3L -6K -78]cos(3f) + [-9L -3K -6L]sin(37)
g [-15K +3L -78]cos (3t) + [-3K - 15L]sin (3¢)
Ligningen er opfyldt for alle 7, hvis og kun hvis
-15K+3L-78=0 A -3K-15L=0 < K=-5 A L-=1.
Hermed har vi fundet ypz(t) = -5cos(37) + sin(37).
Samtlige losninger til differentialligningen er folgelig

y(®) = -5cos(3f) +sin(3n) + Ce* + C,e™, C,,C,eR,

1l 1]
(= )

Eksempel 6.4c. Gattemetoden.

Find samtlige losninger til differentialligningen

2
Q + ﬂ -6y() = - 10e73.
d?  dt
LOSNING:
A) Homogen ligning. Se eksempel 6.4a.

B)

190

Inhomogen ligning. Da vi skal gatte pa en funktion af lignende type som e !,

ville vi umiddelbart gatte pa Yo, (H = Ke?'.
Dette geet kan imidlertid ikke give nogen partikulaer lgsning, da e~
til den homogene differentialligning. I sé tilfeelde skal man multiplicere gettet med

t. (Hjelper det ikke multipliceres med endnu et ¢, osv.). Vort gt bliver altsé

3 er en lgsning
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Yp, @) = Kte??.
Idet y;3(t) =Ke'-3Kte™! og y;/,3(t) = -3Ke*"-3Ke *"+9Kte ¥,

fas ved indsettelse 1 differentialligningen

(-6Ke3t+9Kte ) + (Ke¥-3Kte?) - 6Kte3 = -10e3
= (9K-3K-6K)te + (-6K+K+10)e™ = 0
<  (-5K+10)e3"=0.

Ligningen er opfyldt for alle ¢, hvis og kun hvis
-5K+10=0 g K=2.

Hermed har vi fundet  y, () = 2¢ e 3.

Samtlige losninger til differentialligningen er folgelig

(@) = 2te?" + Ce + Ce, C,,C,eR,

Eksempel 6.4d. Gattemetoden.

Find samtlige losninger til differentialligningen

2
ﬂ + Q - 6y(f) = 12t + 78cos(3f) - 10e”%.

dr?

dt

LOSNING:

A)
B)

Homogen ligning. Se eksempel 6.4a.

Inhomogen ligning. Da hejre side g(f) er en sum af et polynomium 12¢, en

trigonometrisk funktion 78cos(37) og en eksponentialfunktion -10e”3’, betragtes
disse funktioner hver for sig, som vist i eksemplerne 6.4a, 6.4b og 6.4c, hvorpa vi
danner summen af de partikulere losninger:

Yo = ¥, @) +y, (@) +y,(®).

Samtlige losninger til differentialligningen er folgelig

Y@ = -2t =< ~5c0s(3) + sin(3) + 2 + Cre¥ + Ce

b

C,,C, €R.
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Eksempel 6.5. Den komplekse metode for partikuleere lesninger.

Find partikulare losninger x, og y,til differentialligningerne

2 2
4% 69% | 13x(t) = e'cos(2h) og 4y 6 | 13y0) = e'sin2h).
dt? dt dr? dt
LOSNING:

I den sidste ligning er x og cos erstattet med y og sin. Selv om vi kun skulle lgse én af de to differentialligninger,
ville det alligevel vare lettere at benytte falgende komplekse metode, hvor begge loses samtidig.
Den sidste differentialligning multipliceres med i og adderes til den forste, og vi indferer z =x+iy :

x” - 6x’ + 13x+ i(y" - 6y’ + 13y) = e’cos(2f) + ie'sin(27),
G+i)’ - 6(x+iy) + 13(x+iy) = e’(cos(2) + isin(20) = e'e? = 12N
Z// _ 6Z/ + 13z = C(1+2i)t. (*)

Vi gaetter pa en partikuler losning z, = Ke*2) som indsattes i (*):

[(1+2i2- 6(1+20)+13]z, = 02, [4-8i]z, = €027,

1 eaen o 1 4480 g _ 4+8Q gw2pr _ (i+1_10) ¢*(cos(26) +isin(21))

ey 4-8i 4+8i 16+64 20
= ie'cos(2t)—ie"sin(2t) +i ie’cos(2t)+ie’sin(2t) = x_+iy .
20 10 10 20 L
xP yP
Eksempel 6.6. Gattemetoden.

. . . . . . . . dZy dy _ .,
Find samtlige losninger til differentialligningen — 47 + 13y(f) = e™.

dt !

LOSNING:
A) Homogen ligning. Differentialligningen har karakterligningen A2 + 4 A + 13 = 0 med

rodderne A =-2+3i og A=-2-3i. Samtlige losninger til den tilsvarende
homogene differentialligning er da:
y(®) = C,e*'cos(3t) + C,e *'sin(3¢), C,,C,eR.
B) Inhomogen ligning. Vi gaetter pa en funktion af lignende type some "' :
y(1) = Ke™.
Dette geet vil med sikkerhed give en partikuler losning, da ingen af karakterligningens redder er -2.
Ved indsettelse af );,(t) i differentialligningen fas
_ | .
(4-8+13)y,(1) =¥ o y,(1) = ' 2

Samtlige losninger til differentialligningen er folgelig

Y@ = ge™ +Creaos(3n) + CeMsin31), €.y eR,
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Eksempel 6.7. Gattemetoden.

dy

d%y 2 ,-3¢
—= + 6= +9y(f) = t°e".
y ()

Find samtlige losninger til differentialligningen >
dt

LOSNING:
A) Homogen ligning. Differentialligningen har karakterligningen A% + 6 A +9 =0 med

roden A =-3 (dobbeltrod). Samtlige lesninger til den tilsvarende homogene

differentialligning er da:
y() = Cie" + Cyte, C,,C,eR.

B) Inhomogen ligning. Vi gatter pa en funktion af lignende type som #%e 3/, men da

-3 er dobbeltrod i karakterligningen skal vi multiplicere gattet med #2.
v = Ktte™,

y'(#) = 4Kt3e™® - 3Ktte™¥,

y'(8) = 12Kt?e™" - 24K 37> + 9Kt e,

Ved indsettelse af Ji,(t) 1 differentialligningen fas

(1262 - 2413 + 914 + 2413 - 18¢4 + 914 ) Ke3' = t2e™

o 1202Ke™ =Y o K-L.
12
Samtlige losninger til differentialligningen er folgelig
@ = 1—12t4e'3’ +Cle?t + Cyre C,,C,cR.
Integralmetoden

For en lineer differentialligning af 2. orden med konstante koefficienter kan en partikulaer
losning udtrykkes direkte ved integraler. En fordel ved disse formler er, at de kan benyttes,

uanset hvilken funktion ¢(#) der star pd hejre side i differentialligningen (blot man kan

udregne integralerne).

SATNING 6.6 (integralmetoden). En partikulcer losning til differentialligningen

2
ALY L By cye) = q0), A #0) (9)
dt? dt

bestemmes ud fra rodderne A, og A, ikarakterligningen

AM +BA+C =0
pd folgende made:
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Radder i karakterligning Partikulcer losning til (9)
A#EM D e f Ayt _ f Ayt
——— |q(e " dt q(H)e " dt
A(A'l _)‘2) A(A' Az)
At
A=A, te™ f (t)eu Mt g
¥yt .
e’ sin(w,f _
# fq(t) e 0! cos(w,?) dt
ro i, 4w,
Tyt
e’ cos(w,? _
_&7 cos(ep) [a@ e sin(w, di
Aw,

I appendix 6.5 findes tilsvarende formler for en differentialligning af vilkérlig orden n, hvor

karakterligningen har n forskellige radder.

Bevis. Idet vi benytter samme omskrivning, som i beviset for satning 6.2, fis

Ay” + By’ + Cy = q(®
And A[y// - (2'1+A'2)y/ + A'12'23)] = q(t)

And y// - A'zy/ - A'1())/_A'2y) = 9

4
14
o0/ hY - L0y = 10
= z/-Az = %, hvor z = y'-A,y
o  z = exlt{f§ ehiar + Cl} (ifelge setning 4.2)

o y -y = e)"lt[f% e gy Cl}.

Da vi kun sgger en partikuler lesning  3(f), szttes C, =0:

/

Mt q® -t
- A e | 48 M gy
y P4 f 4

D' Ttilfeldet Ay # A, vil formlen for den partikuleere losning ogsd kunne anvendes, nir A, og A, er vilkirlige

komplekse radder.
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Ayt

¢
<

e fellt (J’% e_}'ltdt) e g+ Cz] . (ifolge setning 4.2)

Szttes C, =0, fas
y = e“’fe”l'w (f% e_)"‘tdt) dt.

Ved hjelp af delvis integration: ff(t)-g(t)dt = F@®)-g(@) - fF(t)-g/(t) dt med flY)-= e At

g0 = | % e M gr, fas

ROESY (Ao
D | A #A, y - f 70 . [ — qf(f) " gy
. -2, t _ -h, ,
- A()» = )f‘I(t) e —A(A : )fq(t) e (10)
2) | Ar=4, y = exltfl'(f§ e_)"‘tdt) at = M tf% eMar - ft % e_lltdt}

t t

3) | ro£iw, |. Daformel(10)ogsagalderfor A, = r +iw, og A,=r -iw,, indsettesdisse verdieri(10):

e(r0 +iw,)t

-(n+iw,)t
7) = He T dt
YO iy ~(re=iay) a0

glo i@ ~(7y - 6y )t
- : g e ar
A(ry +iwy - (ro-iw,))

Tyt 7t .
e cos(w,?) + ie sin(w, ) s .
L S < D [ ) 1 o)

e cos(w, 7) - ie™ sin(w, t)f (t)(
- q

COS(A)t+le smwt)
24iw, (©7) (0, 1)) d

- e""(cos(wo 1) + i-sin(@y7) - cos(@y 1) + i*sin(w, 1)) fq(t) e ' cos(w, 1) dt
24iw, 0

er"t(—cos(m0 t) - i*sin(w, t) - cos(w,?) + i*sin(w, t))
+
24im,

i [q) ' sin(w, 1) de

Tyt . 1t
e sin(w, ¢ _ e’ cos(w,t
= qu(t)e r°tcos(m0t)dt _ e cos(@, 1)

fHe " sin(w, 1) dr.
o 1o [ a0 ™ sinw, 1)
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Eksempel 6.8. Integralmetoden.

Find samtlige losninger til differentialligningen

d2y dy ¢
2=—= + 6= +4y() = cos(e’).
.2 " y(® ")

LOSNING:
Da karakterligningen 2A? + 6A +4 =0 har redderne A, =-1 og A,=-2, fas
folgende partikulaere losning Y, () ved hjelp af s@tning 6.6:

o2
]fcos(e’)e’dt - —fcos(et)e”dt.

70 - 2[-1-(-2)]

Substitueres u =e’, du=e'dt, fas
y () = le'tfcosu du - le"Z’fu'cosu du
P 2 2
= —elsinu - le'”(cosu + u - sinu)
2 2
= le"sin(et) - le'”cos(et) - le"sin(et) = —le_ZtCOS(et).
2 2 2 2

Samtlige losninger til differentialligningen er da

y@® = —%e'”cos(e’) + Cet + C,e¥, C,,C,eR.
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Tabelmetoden
Tabelmetoden kan benyttes under de samme betingelser som for gattemetoden med den begransning, at hvis g(7)
indeholder et polynomium, ma differentialligningen hejst vaere af 2. orden. I tilfeelde hvor gettemetoden forer til besvaerlige

regninger, kan det vere langt hurtigere at benytte tabelmetoden.

Eksempel 6.9. Tabelmetoden.
Find den partikulere losning til differentialligningen

1dy

+ 2y() = 2e3cos2t.
2 dr?

LOSNING:

1) Ligningen normeres ved division med %:

+ 4y() = 4e3cos2t.

d?y
2

2) Da q(f) eraftypen ke cos(wf), skalvii tabellen i appendix 6.4 benytte formlerne 26 - 29.

a) Benyttes formel 26 (losning med faseforskydning), fis: Idet »+iw =3 +2i ikke er en rod i det
karakteristiske polynomium H (A) = A% +4, skal vi benytte formel 22 for ¢ =0:

h = | H3+2i) |

0 = Arg( H(3+2i)).

Da H(3+2i) = (3+2i)*+4 = 9+12i-4+4 = 9+12i, fas
h=y9i122 =15 og 6 = Arctan1—92 - 0.9273

¥, = %e”cos(Zt—e) ,

4 3
) = —e’’cos(2¢-0.9273) .
3 = e cos( )

b) Benyttesistedet,at n=2 og a, # -2r (0 # -2-3), kan formel 27 benyttes:
b = 4¢3t 32103 +4-2%)cos(2h) + (0+2:3)2sin(21)
P (32 +0:3+4-22)2 + (0+2:3)%22

_ 4e¥ . s 16 . 4
(
= 37 (9cos2r + 12sin2t) = e* | — sin2¢t + — cos2¢
2 75 25
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Matematikprogrammer
Kan man finde samtlige losninger ved én af de foregdende 2 metoder, kan man sadvanligvis
ogsé finde dem ved hjelp af f.eks. Maple.

Det folgende eksempel illustrerer det.

Eksempel 6.9. Program-metoden.

Find samtlige losninger til differentialligningen

2
1dy |, 2y(f) = 2e3'cos2t
2 ar?

ved at benytte programmet Maple.

LOSNING:
Maple: “Math mode”

d d N
Skriv:E'EEy(t)Jrz'y(t) =2-¢”" -cos(2-1) anvend funktionerne 1 menuen i

“Expression”

Sat cursor pé udskrift, og tryk pd hejre musetast. Velg “Solvd DE*
Fuldstendig losning:

4
y(t) =sin(2¢t) C2+cos(2t) Cl+ =5 e’ (4 sin(2¢) + 3 cos(2t))
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Eksempel 6.11. Tvungen svingning.
I fortsaettelse af eksempel 6.2, der omhandler en svingning med luftmodstand, vil vi nu teenke os, at fjederens
fastspandingspunkt bevaeges frem og tilbage pa en sdidan méde, at afvigelsen fra det oprindelige fastspeendings-
punkt til tiden ¢ er B sin(wft) , hvor B,w, € R.

i— B sin (w/.r)
° 1\ B3 sin ((‘);/)
&

ligeveegts- %
stilling
I - x(7)
I (/)

Herved &ndres fjederens lengde med x(¢) -B sin(oft (jfr. figuren), og fjederkraften bliver
~k+(x(5) - Bsineo,t) .

Bevagelsesligningen bliver nu:

mx" (f) + ax'(f) + kx(f) = k- Bsin W/t

For at finde en partikuler losning til denne differentialligning anvendes gattemetoden.

Ved indsatning af x(#) = o, cos (wft) + oczsin((oft) fas

(k—mco;)ocl +aw, ocz]cos(wft) + a0+ (k—mwj%)ocz] sin(wft) = kBsin(wft)
< (k—mco;)ccl *raw o, =0 A —ae, 0, +(k—mw;)a2 = kB

-akBw kB(k-mo>)
< (051,062) = U !

(k—m(.)})2 + azw; (k—m(o;)2+ azw;

Da det er mere anskueligt at udtrykke svingningen ved aplitude og fase, omskrives

x(f) =, cos(o)ft) + 0, sin((oft) til x(7) = Af sin (wft +¢), hvor Afei") = @, + e, (setning 6.2's fodnote).
Som navnt i eksempel 6.2 vil bidraget fra den homogene losning efter en vis tid blive betydningslest, hvorefter
partiklen praktisk taget kun udferer svingningen x(?) = Af sin(mft +¢).

Resonans. Er gnidningen lille kan denne amplitude A4 P blive langt storre end B. Vi har nemlig

[ 2, 2 kB
Ay = o+, =

\/(k—mo);)2 +a2(o;

Da 4 # erstorst for naevneren mindst, kan man ved differentiation af (k-m (.0;)2 +a 2&)} finde, at 4 7 erstorst

f |k a? .
or W =, | —-— (resonanstilfzldet).

m  2m
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Dette er anskueliggjort i folgende figurer:

X - T S

ANANSY
VARVIRVERV/

Fastspaendingspunktets svingning Bsin 0.

Deempet svingning

A
VA

Tvungen svingning tegnet i resonanstilfzldet
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6.5 Den lineage differentialligning af 2. orden

6.5 DEN LINEARE DIFFERENTIALLIGNING AF 2.
ORDEN

Differentialligningen

d? d

o0 =L a0+ 0N = BO,  rel (11)
dr? dt

hvor @, (), o, (¢), &, (f) og P(¥) er reelle funktioner, er linezr og af anden orden (nar

o,

ikke er identisk 0).
Vi har i de forrige afsnit angivet lgsningsmetoder

Tilfzlde 1: o,,a, og «, er konstanter.
til (11) 1 det specielle tilfelde, hvor a,, &, og «, er konstanter.

Tilfelde 2: ay(r)=0. Er o, () =0 for alle 7€ I, er det ogsd muligt at angive en
losningsmetode. Ved substitutionen % =z fores ligning (11) nemlig over i en lineer
t

differentialligning af ferste orden:

o, (1 % s a0 z@) = BO).

Af denne ligning kan man finde z(f),o0g derefter kan y(#) findes ved integration af % = z(7).
t

Metoden er vist 1 det folgende eksempel.

Eksempel 6.12. Differentialligning uden et y-led.
Find den fuldstendige losning til differentialligningen

2
dy _ ldy _ 3 1>0.
dr? t dt
LOSNING: X

L z og ay _ & indsettes, og vi fir
dt drt dt

dz 1

— - —z(@{® = 3t.

dt t @

Af setning 4.2 fas z(f) = 3t% + C,t.
Idet % -z = 382+ C,t, fis

t
y@O - £+ %clﬂ v C,,  1>0 C,.C,eR.
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Tilfelde 3: Det generelle tilfelde. Det er ikke muligt generelt at angive en lgsningsmetode til

differentialligningen (11). Kan man imidlertid finde (gatte) én leosning til den tilsvarende
homogene differentialligning, sd kan de i den folgende sa@tning 6.7 angivne formler benyttes

til at finde den fuldstaendige losning.

I setning 6.7 er differentialligningen normeret, dvs. vi har divideret ligning (11) med
o, (f), sd differentialligningen kommer pa formen

d%y

dt?

d
2GR X URORERN [OF
Vi forudsatter endvidere, at p,(f), p,(f) og q(f) er kontinuerte funktioner i intervallet 1.

SATNING 6.7 (fuldstendig losning).

la) Den fuldstendige losning til den homogene, normerede differentialligning
d?y
dt?

: pl(t)% s py@® = 0, tel (12)

er bestemt ved
y(@® = C1y1(t) + C2y2(t), tel, Cl,C2 eER, (13)

hvor 'y, og vy, er tovilkdrlige, ikke-proportionale losninger til (12).

1b) Hvis y =f,(t) er en nulpunktsfri” losning til (12), da vil funktionen
B 1 —fpl(t) dr
L@ = /0 — ¢ dt (14)
(1)

veere en ny losning til (12), som ikke er proportional med f(%).

2a) Den fuldstendige losning til den inhomogene differentialligning

d? d
Y 4 p 0% + p0y® = 90, tel (15)
dr? dt
er bestemt ved
y@® = 3,0 + Cy (0 + Cx,0, tel, C,,C,eR,  (I6)
hvor 'y, og vy, erto ikke-proportionale losninger til (12), og y,, er en vilkarlig partikulcer
losning til (15).

D" Dvs. funktionen er forskellig fra nul for alle #€ 1.
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6.5 Den lineage differentialligning af 2. orden

2b)  En partikulcer losning Yp til (15) kan udregnes ved

1®q@ fyz(t) 10
) = f dt t, 17
7@ = 30 [*0 o[22 (17)
hvor Wronski-determinanten W(f) er defineret ved
N I
W@ = PR R 25 ZRaB Jh 2%
Yi 0N

0og 'y, 0g y, ertoikke-proportionale losninger til (12).

Bevis for s@tningen findes i Supplement 6A.

Eksempel 6.13. Samtlige lesninger.
Find den fuldsteendige losning til den inhomogene differentialligning
&y dy

2 o a3y = 13, >0,

idet det oplyses, at e eren losning til den tilsvarende homogene differentialligning.

LOSNING:
Af s@tning 6.7 punkt 1b fis:
- (-1
o = e L . f( ’)dtdt = e’sz e2! dr
Y2 (e(t2))2 6(212)
= e’zfe‘”zt a = | Lle2| o Ll
4 4
o) _ % e-1)
Idet W(t) = = t, fasafsatning 6.7 punkt 2.b:
20 Lier
2
1 -17) e(tZ) . t2 @) e(—tz) . t2
H = -—e" f—dt - € f—dt
»p0) 4 t -4t

1 e("z)fte(’z) dr + letzfte("z)dt
4 4

. Ly - 1oy o 1

8 8 4’
Ifolge setning 6.7 punkt 2a er den fuldstendige losning folgelig bestemt ved

W) = -Z+Ce(’)+Ce(’2)
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6.6 SYSTEM AF 1. ORDENS DIFFERENTIALLIG-
NINGER. NUMERISK LOSNING

Indledning
Vi har hidtil kun omtalt, hvordan man finder én ubekendt funktion y(¢¥) ud fra én differential-

ligning. Ved de praktiske anvendelser skal man imidlertid ofte finde flere ubekendte funktioner
y(f),z(f),w(t), ... ud fra et system af differentialligninger, f.eks.

d 1

dt t+y+z+w+l
é — e_toyozow

dt

dw _ tryrztw
dt 10 '

For simpelheds skyld vil vi indskranke os til at betragte et system af 3 differentialligninger af
1. orden, idet principperne naturligvis geelder for et system af et vilkarligt antal differentiallig-
ninger af 1. orden (differentialligninger af hejere end 1. orden kan omformes til flere

differentialligninger af 1. orden, som vist i afsnit 6.7).

Ved en (partikulaer) losning til systemet

Q = fi(t,y,z,w)

dt
dz
I = fL(t,y,z,w)
dw
E = fL(t,y,z,w)

forstas 3 funktioner y =y(f), z=2z(f) og w=w(f), som er defineret i et interval / ogi dette
interval tilfredsstiller differentialligningssystemet. Analogt til setning 6.1 kan man vise, at der
gennem ethvert indre punkt (#y,y,,z,,W,) af en mengde S gér én og kun én lesningskurve
k: (v,z,w) =(y(),z(t),w(f)) til ovenstiende system af differentialligninger.

Undertiden kan et system af differentialligninger loses eksakt (se f.eks. Bind 3 under omtalen

af Laplace-transformation). Er dette ikke muligt, kan en numerisk metode benyttes.

D Det forudszttes, at S er en ssmmenhangende maengde i fyzw-rummet, at f;, f,, f; erkontinuertei S, og at

dei § har kontinuerte partielle afledede med hensyn til y,z og w.
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6.6 Systemaf 1. ordens differentialligninger

Numerisk losning af et system af differentialligninger

Vi seger en (partikulaer) numerisk losning til differentialligningssystemet:

% = f.(t,y,2,W)
dz

E = f,(t,y,z,w)
dw

E =f3(t,y,z,w) )

Den sogte losning y =y(f), z=z() og w=w(f) skal opfylde begyndelsesbetingelserne
Wty = vy, 2(t,) =2z, og w(t,)=w,. For overskuelighedens skyld er det praktisk at skrive

problemet pa vektorform:

y(t) fi(f,y,Z,W) y(to) Yo
% Z(t) = fé(t,y,Z,W) s Z(to) = Zy
w () Lt y,z,w) w (1)) W

eller kortere

% Ky, v - v,

hvor y er en kort skrivemade for (y,z, w).

Det er nerliggende at generalisere nogle kendte numeriske metoder, f.eks. Runge-Kutta-

metoder, s& de kan anvendes pa systemer af differentialligninger.

Eulers metode. For en enkelt differentialligning

dy

— = t’ , t =

7 @) (&) =¥,
var Eulers metode givet ved

k= h-f(#,5;)
Yialr T J’i+k-
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For et system af differentialligninger (skrevet pa vektorform)

% - 7@, () = v,

kan metoden generaliseres til
ko= hft,y)
;,41 = J_’i + E’

dvs. (idet vi setter k = (k, 0, m))

k S 552, w;)
= h| L2 w;)

m VACUSIRAT

Yia Yi k

Zin = Z; + 0

Wi w; m

Skrevet helt ud bliver metoden altsa
k = h.fi(tisyjaziawi)
0 = h.fé(tjsyjazjawi)
m = h.f;(tiayjszjawi)

Vi = Yitk
Zip =zt
Wi+1 = Wl'+m.

P& grund af den ringe ngjagtighed kan Eulers metode ikke anbefales til praktisk brug. I

appendix 6.6 findes en algoritme for den mere ngjagtige Runge-Kutta-metode af 4. orden.
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6.6 Systemaf 1. ordens differentialligninger

Eksempel 6.14. Numerisk losning af system af differentialligninger.

Tabellér losningen til differentialligningsproblemet

dy 1

== = — 0)=0

dt try+z+w+l »)

% = elyzw , z0)=1 } re[0;1]
dw _ tryrziwo L 0)=0

dt 10

med mindst 1 betydende ciffer.

LOSNING:
Et delinterval (n=1). Velges skridtstorrelsen Af=h =1, gennemlobes hele

intervallet
[0;1] 1 ét skridt:

i=0
.
k J1 (8o Vo5 295 Wp) 0+0+1+0+1 0.5
0 = h- fé(t()ay(pzoawo) = 1 60010 = 0
m JACSENTY) 0+0+1+0 0.1
10

g Yo k 0 0.5 0.5

z = Zo | + | ¢ = |+ 0 = 1

w, W, m 0 0.1 0.1

To delintervaller (n=2). Velges skridtsterrelsen At= h =0.5, gennemlebes hele
intervallet [0;1] 1 to skridt:

i=0
1
k 0+0+1+0+1 0.25
= % e?-0-1-0 = 0
m 0+0+1+0 0.05
10
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N1 0 0.25 0.25
z = 1| + 0 = 1
w, 0 0.05 0.05
i=1
1
k 0.5+0.25+1+0.05+1
[ 0 = % € %%.0.25-1-0.05 =
m 0.5+0.25+1+0.05
10
Y el k 0.25 0.17857
Zy| =z | +] €] = 1 | +]0.00379]| =
w, w, m 0.05 0.09000

Flere delintervaller (n =2,4,8,16,...).

=

0.5.

or t

0.17857
0.00379
0.09000

0.42857
1.00379
0.14000

Beregningerne gentages - hver gang med en

dobbelt sa stor n-vaerdi (dvs. med en halvt sa stor h-vardi) som forrige gang - indtil

resultaterne skennes at vere nogenlunde stabile.

tabeller, idet der for overskuelighedens skyld for 4 =

Resultaterne er opstillet 1 folgende
1

T kun er medtaget 6 resultater.

Bemark, at alle mellemregninger er udfert med regnemidlets fulde nejagtighed.

Resultat med
) h=1 | h=05 | h=025 |h=0.125 | h=0.0625 |, betydende
y® | y® y(® y(® y(@®) ciffer

0 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0
0.125 0.063 0.061 0.06
0.250 0.13 0.12 0.12 0.1
0.375 0.17 0.17 0.2
0.500 0.25 0.23 0.23 0.22 0.2
0.625 0.26 0.26 0.3
0.750 0.32 0.31 0.30 0.3
0.875 0.35 0.34 0.3
1.000 | 0.50 0.43 0.40 0.38 0.38 0.4
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6.6 Systemaf 1. ordens differentialligninger

Resultat med
y h=1 h=0.5 h=0.25 h=0.125 h=0.0625 3 betydende
z() | z(® z(?) z(9) z(9) ciffer

0 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.00
0.125 1.000 1.000 1.00
0.250 1.000 1.000 1.000 1.00
0.375 1.000 1.000 1.00
0.500 1.000 1.000 1.001 1.001 1.00
0.625 1.002 1.003 1.00
0.750 1.003 1.004 1.004 1.00
0.875 1.005 1.006 1.01
1.000 || 1.000 1.004 1.007 1.008 1.009 1.01

Resultat med

h=1 | h=05 | h=0.25 h=0.125 | h=0.0625

t 1 betydende
w® | w(@® w(®) w(t) w(®) ciffer

0 0 0 0 0 0 0
0.125 0.0125 0.013 0.01
0.250 0.025 0.028 0.029 0.03
0.375 0.045 0.047 0.05
0.500 0.050 0.060 0.065 0.067 0.07
0.625 0.087 0.090 0.09
0.750 0.11 0.11 0.12 0.1
0.875 0.14 0.14 0.1
1.000 || 0.10 0.14 0.16 0.17 0.17 0.2

I Maple kan det tilsvarende problem loses pé folgende made:

>sys = diff(y(t),t) = 1/(t+y(t)tz(t)+w(t)+1),

> diff(z(t).t) = exp(-t) * y(t) * z(t) * w(t),

> diff(w(t),t) = (tty(t)+z(t)+w(t))/10:  fens = {y(t), z(t), w(t)}:

> dsolve( {sys, y(0)=0, z(0)=1, w(0)=0}, fcns, type=numeric, value=array( [0,0.25,0.5,0.75,1]) );

[[¢ w(t) 3(t) =z()]]

[

[0,0,0,1.]
[.2500000000000000 , .02994853778369001 , .1140485394885566 ,
1.000231270952563]
[.5000000000000000 , .06965943245807865 , .2108132517879904 ,
1.001628680668670]
[.7500000000000000 , .1190444734730584 , .2949540646905664
1.004813725790384]

[1.,.1781164772061103 , .3693779908092443 , 1.009962916572763]]
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6.7 OMFORMNING AF DIFFERENTIALLIGNINGER
AF N'TE ORDEN

Der er behov for at kunne omforme ét differentialligningsproblem til et andet differentiallig-
ningsproblem for at fi flere losningsmetoder til rddighed. I det folgende demonstreres

omformning ved nogle eksempler.

Omformning af 2. ordens differentialligning
En 2. ordens differentialligning, f.eks.

d’y 1

i

dy
t + 2y + =
Y

kan omformes til et system af to 1. ordens differentialligninger. Det gores ved at indfere en ny

betegnelse z =z(f) for den afledede % For den viste differentialligning fas da
t

o,
dt

z _ 1
dt t+ 2y +z°

som er et system af to 1. ordens differentialligninger til bestemmelse af de to ubekendte

funktioner y(f) og z(f). Herefter kan problemet loses numerisk, som vist i afsnit 6.6.

Omformning af 3. ordens differentialligning
En 3. ordens differentialligning, f.eks.

d3y d?y dy -t
—= + —= -t = +5y() = e
5 5 Vi Sy

kan omformes til et system af tre 1. ordens differentialligninger. Det gores ved at indfere nye

betegnelser z =z(f) og w =w(f) for de afledede % og izg For den viste differentiallig-

ning fas da : a
dy _
dt
dz
dt
ﬂ+tw—\/?z+5y = ¢!,
dt

som er et system af tre 1. ordens differentialligninger til bestemmelse af de tre ubekendte

funktioner y(#), z(f) og w(f). Herefter kan problemet loses numerisk, som vist i afsnit 6.6.
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6.7 Onforming af differentialligninger af n'te orden

Omformning af to sammenherende 1. ordens differentialligninger

Et system af'to 1. ordens differentialligninger, f.eks.

dy
= =1+ tyz (18
& y )
dz
— = t+y+z (19
7 y )
kan tit omformes til en enkelt 2. ordens differentialligning pa folgende made. Feorst findes y udtrykt ved #, z og %:
t
dz
= -t-z+ —, 19*
y 7 (19%)

Dernzst differentieres denne ligning:

ay _ —ﬂ+d—zz. (19%")
dt dt dt?

Til sidst skal y og % givet ved (19%) og (19*') indsettes i en af de givne ligninger (den ligning som har veret
t

"benyttet mindst"):

2
—1—£+ﬂ = 1+t—t—z+£z
dt dr? dt
2
PEN d—zz—(zt+1)%+t(t+z)z - 2.
dt

Herved har vi fundet en 2. ordens differentialligning for z alene. Safremt man kan lgse denne differentialligning, kan man
sé ved indsettelse i ligningen (19%*) ogsa finde den anden ubekendte funktion y(7).

Man finder
h=2 h=1 h=0.5 h=0.25
t y(® y(® y(® y(®

0.00 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.25 0.11405
0.50 0.21083 0.21081
0.75 0.29496
1.00 0.36959 0.36939 0.36938
1.25 0.43605
1.50 0.49638 0.49636
1.75 0.55136
2.00 0.60433 0.60207 0.60185 0.60183
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212

; h=2 h=1 h=0.5 h=025
z(?) z(?) z(?) z(®)

0.00 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000
0.25 1.00023
0.50 1.00162 1.00163
0.75 1.00481
1.00 1.00975 1.00995 1.00996
1.25 1.01696
1.50 1.02552 1.02553
1.75 1.03533
2.00 1.04397 1.04576 1.04595 1.04597

; h=2 h=1 h=0.5 h=0.25

w(?) w(®) w(?) w(?)

0.00 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.25 0.02995
0.50 0.06966 0.06966
0.75 0.11904
1.00 0.17821 0.17812 0.17811
1.25 0.24695
1.50 0.32566 0.32566
1.75 0.41438
2.00 0.51467 0.51338 0.51327 0.51327




Suppl enmrent 6A Bevis vedr. lineax differentialligning af 2. orden

suppLEMENT: 6A BEVIS VEDR. LINEAR DIFFEREN-
TIALLIGNING AF 2. ORDEN

SATNING 6.7 (fuldstendig losning).
la)  Den fuldstendige losning til den homogene, normerede differentialligning

d? d
2+ p0Z + gy = 0, tel
dt? at
(12)
er bestemt ved
y(t) = C1y1(t)+ 2y2(t), tel, CI’C2€]R’ (13)
hvor y, og y, er tovilkdrlige, ikke-proportionale losninger til (12).
1b)  Hvis y=f,(t) eren nulpunktsfii” losning til (12), da vil funktionen
1 -[p@at
L@ = fl(t)f—2 e fnod 4 (14)
(£®)
veere en ny losning til (12), som ikke er proportional med f,(2).
2a)  Den fuldstendige losning til den inhomogene differentialligning
d? d
2+ p0%Z + py® = q0), tel (15)
dt dt
er bestemt ved
y® =y, + Ciy@® + C,x,0), tel, C;,C,eR, (16)

hvor y, og y, er to ikke-proportionale losninger til (12), og Y, eren vilkarlig partikuleer losning til (15).

2b)  En partikulcer losning Yp til (15) kan udregnes ved

@90 . _ ()fyz(t) q()
1

W) 40 dt, a7

B@ = [ 2T

hvor Wronski-determinanten W(t) er defineret ved

% ! /
W = , T N2 T s
Nh N

og ¥, og ¥, er toikke-proportionale losninger til (12).

D" Dvs. funktionen er forskellig fra nul for alle #€ 1.

213



Differentialligningsproblemaf vilkarlig orden Suppl enment

Bevis. Ibeviset forudszttes, at der i intervallet I eksisterer en nulpunktsfri lesning y =f, (¢) til (12). Sztningens punkt

la), 2a) og 2b) er dog ogsa gyldige, selvom y=f (#) har nulpunkteri /.

Bevis for punkt 1b). Lad funktionen y vere en vilkarlig losning til den homogene differentialligning (12).

Vi indferer nu hjelpefunktionen / bestemt ved

h(t) = 29
® L

Da fi()#0 foralle t€l, er h(f) defineretihele I, og

h(t)=;L(’t)) = 30 - hO-f0).
1

Indszttes y = h*f], y!= h/f1 +hf1/ og y''= h”f1 +2h /f1/ +hf1” i differentialligningen (12), fas
W'+ 2 b (WA R ) + pyr by = 0
AadENOVARD RV ARS MV RSN EEIC/ARS RS A LR

=  fih"+2f +p, )R = (da f; erlosning til (12))

/
TS h”+[£+p1]h/ =0.
1

Substitueres A’ =z, fas:

2 /
z! o+ [i + pl] z =0 (homogen linezr differentialligning af 1. orden)
1
2 /
f[ "o +p1m) *
< z=C,e !
o gl - c, e—21n|f1|—fp1(t)dt
- d
o W=C () e [p@adt
- di
o =[P . ¢, C,,C, eR.

h®y

Indszttes det fundne udtryk for h(f) i (#) = h(#)-f,(f), fis aten vilkarlig lesning y(f) til differentialligningen kan

skrives

y@® = C/O+ ChHO, (), C,eR, (20)

hvor £(f) = £,(0) f ﬁe'fpl(t)dt 7
1

Da f % e_fp‘(t)dt dt ikke er en konstant, er f; og f, ikke proportionale.
(h®)

214
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Bevis for punkt 1a). Lad y, og y, vere to vilkarlige ikke-proportionale losninger til (12). Da enhver losning til (12)

kan skrives pé formen (20), eksisterer der fire tal a,,a,,b,,b,, sidan at

o= afitaf
Y, = bifi + b 0.

@1)

Idet y, og y, ikke er proportionale, er vektorerne (a,,a,) og (b;,b,) heller ikke proportionale. Heraf folger, at

a a
b, b,
disse udtryk i (20), ses, at den fuldsteendige losning y(#) kan skrives pa formen (13).

ligningssystemets determinant D = # 0. Vikanderfor udtrykke f; og f, ved y, og y,, oginds=ttes

Bevis for punkt 2a). Beviset er fuldstaendig analogt til beviset for setning 6.5.

Bevis for punkt 2b). Vi vil ferst at vise, at Wronskideterminanten er forskellig fra 0. Indsettes (14) i udtrykket for
Wronskideterminanten fés:

VAU AG)
VAUREAG

W1 (t) =

FAGINAG) f o7 :t))2 o [P 4
1

Ao f#o B Y 1O +f(t)#e—fp1(t)dt
1 1 f (fi(t))z 1 (fl(t))z

- dt
efpl(t) s tel.

Vi har folgelig, at W,(f) # 0.

Er y, og y, tovilkdrlige ikke-proportionale lesninger til (12), fis ved indsttelse af (21)

BTN af; + a,f, bifi + b1
W = / 2 / / / /
oo afi' *afy  bif +b,f,
a a| |h h a4 9
= by , = AGR
by b | £ b, b,
a, a
Da D = #0 og W) #0, er W) #0, for tel.
1 2

Vi har derfor, at funktionen

50 = 3,0 2040

B ¥, q())
7o t »® f =Tt

/40)

er defineret for alle ¢€ 1.
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Vimangler nu blot at vise, at Y virkelig er en losning til ligning (15). Dette gores nemmest ved at indsatte udtrykket for

% i ligning (15).

/ 1 Y14 »i'd 1| Y2 d Y2 d 1 Y149 1| Y24
Da y, = yzf 1W dt+y2-17—y1f 2W dt—yl-z7 = ny 1W dt—ylf 2W di

Vi 0l yi4 ) 14 0| Y29 ) ' d
og Y, = yzf 5 = f%dt—yl' =

/ /
nyi4q //fyz'q 25 2T 202 //fyl'q //fY2"I
= dr - dt +q22L 172 dr - dt+q,
Y2f W N W q w Y W N W q

fas ved indseettelse i (15):

yz”fy}q a3 [2-8dr g op, [ y{fy%,q -y [ 22 dt]

7 7
+p0(y2fylp;/th—y1fy21;,th) =q
nd %4
Aadi PR % +poy2]f - [y1”+p1y1’+p0y1]f —odi g = g

A q=4

(idet y, og y, er losninger til den homogene ligning).
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Opgaver til kapitel 6

OPGAVER

Opgave 6.1 (homogen, konstante koefficienter)

Find samtlige losninger til hver af differentialligningerne

2
n 9P 4.4y -0

dar? dt
2
) 39Y 64 30y -
dt? dt
2
D)
dt

Opgave 6.27 (homogen, konstante koefficienter)

Find den partikulere losning til differentialligningen
1d% ,dy
4 42 dt

der opfylder begyndelsesbetingelserne y(0) = V2 og y'(0) = 2v/2.

Losningen onskes angivet savel pd formen C, e cos(wf) + C,e" sin(wf) som pa formen

Ae cos(wt +).

+5y =0,

Opgave 6.3 (homogen, konstante koefficienter)

Find samtlige losninger til hver af differentialligningerne
D »"®-3y"@®)+3y'®-y® = 0
2) yO@+6y" () +5y"()) -24y'(5) - 36y(1) = 0

3) ¥OW -3y +3yP@-»"@) = 0.

Opgave 6.47 (konstante koefficienter)

1)  Find samtlige losninger til differentialligningen

2
Q+2ﬂ+5y = 5t+4e’+2sint.
dt2 dt

2)  Find den partikulere lasning, som opfylder begyndelsesbetingelserne y(0) = 0 og
y'(0)=1.
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Differentialligningsproblemaf vilkarlig orden

Opgave 6.5 (konstante koefficienter)

. . . I e d’y dy B ¢
1)  Find samtlige losninger til differentialligningen — i -2y = 6e' -4t.
dt !

2)  Find den partikulere losning, som opfylder begyndelsesbetingelserne y(0) =1 og
/
y'(0)=2.

Opgave 6.6 (konstante koefficienter)
1)  Find samtlige losninger til differentialligningen

d_zy_loﬂ

+26y = 2e’cost+e’sint + e cos(2).
dr? dt

2)  Find den partikulere losning, som opfylder begyndelsesbetingelserne y(0) = % og
1
y'(0) = 3

Opgave 6.7 (konstante koefficienter)

1)  Find samtlige losninger til differentialligningen Y@ -3y' (@ +2y@) = (t*+1)e>".

2)  Find den partikulere losning, som opfylder begyndelsesbetingelserne y(0) =1 og
y/(0)=-1.

Opgave 6.8 (konstante koefficienter)

Find en partikular lesning til felgende differentialligninger

2
) EY 4D g0y - _se
dt? dt
2
2) dy  dy -6y = 5te'cos(20)
dr? dt
2
3y Y 6D L9y - 2r+4)et
dt? dt
2
4) ay Ay _ 5.4y
a2 dt
2
5) 4y +4y = t-cos(2f).
dt?

Opgave 6.9" (konstante koefficienter)
2

dt

Find samtlige losninger til differentialligningen cost +costy =1, te€

(SRS
|3
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Opgaver til kapitel 6

Opgave 6.10 (konstante koefficienter)

2
Find samtlige losninger til differentialligningen  £3 ay 213 ., 3y = 2e!, t>0.

Opgave 6.11 (konstante koefficienter)
1) Find samtlige losninger til differentialligningen y” () + 4y’ (¢) + 5y(¢) = %'sinh(%).

2) Find den partikulere lgsning, som opfylder begyndelsesbetingelserne y(0) =0 og
/
y'(0) =0.

Opgave 6.12 (3. orden, konstante koefficienter)

Find samtlige losninger til differentialligningen

y" @ -5y"® + 11y’ - 15y = 32e¢7!-20sint.

Opgave 6.13" (generel, 2. orden)
2
Find samtlige losninger til differentialligningen  ¢2 % + t% -y = 5t*, t>0,
t t
idet det oplyses, at en af funktionerne ¢,¢2,¢#> eller ¢* er losning til den tilsvarende

homogene differentialligning.

Opgave 6.14 (generel, 2. orden)

1)  Find samtlige losninger til differentialligningen

2
t9Y ) 1)y = (P+t-1)e!, >0,
dt? dt

idet det oplyses, at y(f)=e’ er losning til den tilsvarende homogene differentialligning.

2)  Find den partikulere losning, som opfylder begyndelsesbetingelserne y(1)= e og
/
y'(h=e.

Opgave 6.15 (generel, 2. orden)
. . . g SETIPN 2 d 2y dy 2 _ 3
Find samtlige losninger til differentialligningen ¢ — 2t7 +({°+2)y = t°, t>0,
dt ¢

idet det oplyses, at  y(f) = - sint¢ er losning til den tilsvarende homogene differentialligning.
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Differentialligningsproblemaf vilkarlig orden

Opgave 6.16 (numerisk metode)

Tabellér losningerne til de folgende differentialligningsproblemer med mindst 1 betydende

ciffer:
lT) Q + ﬂ =
dt dt
dz _
y Ay ds
dt dt
2y
dt
3) ZQ + £
dt dt
dy _dz
dt dt

Opgave 6.17 (numerisk metode)

In[(1+») (1 +2)], y(©0) =0
In(1 +y)+1_102 , 2(0) = 1 te [0;0.5].
—y—z+t—12+t, y(©0) =0
- -1+ -t 2(0) = -1 te [0;0.25].
— y2z+2t+1 y(@) = 1
- (t-ley-z? 2(1) =2 te [1;1.25].

Tabellér losningerne til de folgende differentialligningsproblemer med mindst 1 betydende

ciffer (flere metoder kan anvendes, se appendix):

2
D 9239 9y - e , y) =0,y'(1) =1,
dr? dt
2
2) (2t+2)ﬂ—ﬂ+y= ! , y(3)=2,yl(3)=l,
dt*  dt V1+t 4
2
3y IV Wy s o1 y(0) =0,y'(0) =1,
dr? dt

Opgave 6.Eksam2b (konstante koefficienter, 25 point)

Find samtlige losninger til hver af differentialligningerne

D »'@+H@® = 0, te R.
@2 y"@®+4y@® = e'cos2t, te R.

() + .1 T
3 »yO+0 sz’ f€]0,2[-

te [1;1.25].
1€ [3;3.5].

t€ [0;0.25].

Find dernaest den partikulere losning til differentialligningen (1), som opfylder begyndelsesbe-

tingelserne y(0) =0 og y’/(0)=1.
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Opgaver til kapitel 6

Opgave 6.Eksam31b (konstante koefficienter, 20 point)

Lad et polynomium vzare givet ved P(z) = 2z3 +5z2+ 6z +2, zeC.
.3m

1)
2)
3)

4)

11—
Beregn P(z) for z = V2+-e *. Vardien enskes skrevet pa formen a+ib.

Det oplyses, at P(- —) 0. Find samtlige redder i polynomiet P.

I
(=]

2
Find samtlige lfasmnger til differentialligningen 2 —= dy +5—= d’y + 6ﬂ +2y
ar? dt? dt

3 2
Find samtlige losninger til differentialligningen 2 ay ., 5 ay 6 ay
> dr*  dt

+2y =te’.

Opgave 6. Eksam36b (konstante koefficienter, 25 point)

1)

2)

a) Fdikt R = 100 Ohm, L =20 Henry, E, =220 Volt @ o =

Find den fuldstendige losning til differentialligningen

d*y o dy

+8%2 +16y = S5sin2t+3e ¥,
dt? dt

(1)

I et elektrisk kredsleb med en vekselspaendingskilde E og en indskudt modstand R og

en spole med selvinduktion L - serieforbundne, jfr. figuren - galder for tiden #> 0,

idet I =1(f) betegner stromstyrken og den "patrykte" elektromotoriske kraft
E=E, cos(wt- g) , folgende differentialligning:

E
2 H LR L rgner.
& L 3

~ >

den fuldstendige losning til (2).

b) Find den partikulere losning til (2), for hvilken (0) = 0.

Opgave 6.Eksam44b (konstante koefficienter, 25 point)

Find samtlige losninger til hver af differentialligningerne

1y

2)

&y 3 Loy = t2—%.

dr3 dt
d’y , dy _ 10sin®z
dr? dt
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Differentialligningsproblemaf vilkarlig orden

Opgave 6.Eksam53b (konstante koefficienter, 15 point)

For en rorformet kemisk reaktor geelder differentialligningen

{ {
2 -= -2
dc_dc_§c=_7e4_662,

hvor ¢ er koncentrationen af et stof,

og ! er en stedkoordinat. /
/

1)  Find samtlige losninger.

2)  Find den partikulaere losning ¢(¢) for
hvilken ¢(0) =2 og %(O) = 6.

Opgave 6.Eksam56b (konstante koefficienter, 15 point)

Bestem samtlige losninger til hver af differentialligningerne

3 2 3 2
AV 692,99 _ o o 9y 4V .9 . _ppe¥,

dr3 dr? dt dr3 dr? dt

Opgave 6.Eksam57b (linear, 2. orden, 20 point)

ola
S

Givet funktionen f bestemt ved udtrykket f@®) = cos(In(®)), e “<t<e

1) Vis,at y =f(f) er losning til differentialligningen

2 T kd
dy, 1dy, 1, _ o ¢2<i<e?.
d? tdt 42

2)  Find samtlige losninger til differentialligningen.

3) Bestem den partikulere losning til differentialligningen, som indeholder linieelementet

Py _ _
.y, dt) (1,2,-1).

Opgave 6.Eksam65b (konstante koefficienter, 10 point)

Find samtlige losninger til hver af differentialligningerne

2 2
Q+5ﬂ+4y(t) = ef og ﬂ+5ﬂ+4y(t) = e,
dr? dt dr? dt

Opgave 6.Eksam66b (linezr, 2. orden, 15 point)
Find den fuldstendige losning til differentialligningen

dzy_ 2¢+3  dy _ 4

huld 1, t>-1
a2 (@+D)(+2) at
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Opgaver til kapitel 6

Opgave 6.Eksam71b (konstante koefficienter, 15 point)

Det oplyses, at z; = -1 erenrod og z, =i en dobbeltrod i polynomiet
z7+32%+62% +82z4+923+722+4z+2.

1) Find de andre redder.

2) Afbild alle redderne i den komplekse plan.

3) Find samtlige losninger til differentialligningen

7 6 5 4 3 2
dy+3dy+6dy+8dy+9dy+7dy+4ﬂ+2y = 0.
dt’ dt® dr’ dr* dt? dt? dt

Opgave 6.Eksam77b (liner, 1. orden, 15 point)
Koncentrationen y af et stof i en kemisk reaktor opfylder differentialligningen

d’y Sdy 8
—= -+ —y =/t > 0),
= a2 Vi (> 0)

hvor t ertiden. Find samtlige losninger til ligningen.

2

( Vink: en af funktionerne e’, sint, #? eller 2’ er losning til den tilsvarende homogene

differentialligning ).

Opgave 6.Eksam87b (konstante koefficienter, 10 point)

. . . o g e d? y d? y _3f
Find samtlige losninger til differentialligningen — +3—= = 3e .
dr’ dr?
Opgave 6.Eksam93b (konstante koefficienter, 20 point)
Find den fuldstendige losning til hver af differentialligningerne
2 2
y dX W, ged, ) 29V .3, . 2
at*  dt dr* dr ef+1

Opgave 6.Eksam97b (generel 2. orden, 20 point)
2
Find samtlige losninger til differentialligningen  ¢2 d—f + t% ~16y = t*\/t, t>0,
t

.at 4 . .
idet det oplyses, at funktionen f,(¢)=¢ 4 er en partikuler losning til den tilsvarende homogene

differentialligning.

Opgave 6.Eksam98b (konstante koefficienter, 20 point)

1)  Find redderne til polynomiet z® +2z3 +2. Redderne enskes angivet pa sumform.
6 3
ay +2ﬂ +2y = 0.

2)  Find samtlige losninger til differentialligningen
ar®  df’
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Differentialligningsproblemaf vilkarlig orden

Opgave 6.Eksam107 (numerisk integration, konstante koefficienter, 15 point)

2 .
1)  Foretag en numerisk beregning af f e**dx. Facit anfores med 2 betydende cifre.
1

(Husk at anfere mellemregninger).

3 2
2)  Bestem samtlige losninger til differentialligningen ay ., 3 ay, 3 ay

+y = sin2t.
dt? dt? dt

Opgave 6.Eksam115 (konstante koefficienter, 25 point)
1)  Find samtlige losninger til den komplekse ligning

z3-622+252+82 = 0. (1)
2)  Find samtlige losninger til differentialligningen

Ly 6dy+25dy+82y—0 @)
dar? dt? dt

3)  Find den partikulare losning til (2), som opfylder betingelsen

(ty,‘g;,dy) (0,0, -6, 13).

4)  Find samtlige losninger til differentialligningen
3 2

ﬂ -6 d Y 4 25 ﬂ

dr®  dt? dt

+82y = 29e°% -164t. 3)

Opgave 6.Eksam119 (konstante koefficienter, 20 point)

Find samtlige losninger til differentialligningen
l d_zy +2 Q

1 -3 -t
= = -1).
3 2 i +3y(7) tze +5e'cos(r-1)

Opgave 6.Eksam121 (graenseverdi, konstante koefficienter, uden brug af hj.midler, 10 point)

a) Find lim (e22@hlnx. (g72yr. jn(e* 1)),
x — O

2
b) Find den fuldstendige losning til differentialligningen d—f - 4% +13y(F) = 2e%.
dt

Opgave 6.Eksam132 (generel, 2. orden, 20 point)
d

) 122
a't

a) Vis,at y, (9= e’ er en losning til den tilsvarende homogene ligning.

+(1- 4r) y+(4r 2)y = e¥Int, t>0.

b)  Find samtlige lgsninger til (*).

c) Bestem den losning y(#) til (*) for hvilken y(¥)—>1 for t—0+.
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Opgaver til kapitel 6

Opgave 6.Eksam140 (generel 2. orden, 20 point)

2
Vi betragter differentialligningen 2 d—{ =2y +kt, t>0, hvor k eren reel konstant.
dt
a)  Vis,at p(f)=t? erenlosning, nar k=0.

b)  Find samtlige lesninger, nar k£ =0.

c)  Find samtlige losninger, nar k£ #0.

Opgave 6.Eksam144 (konstante koefficienter, uden brug af hj.midler, 9 point)

2
Find samtlige losninger til differentialligningen Zd—f + 16% +32y = e+t
dt t

Opgave 6.Eksam150 (konstante koefficienter, uden brug af hj.midler, 10 point)
Find samtlige losninger y(#) til differentialligningen y’ +4y’+6y = 5sint.

Opgave 6.Eksam152 (generel 2.orden, 20 point)
7t +5

t>-1)+2)

b)  Find samtlige losninger til differentialligningen
Te+S 0 _ 2(2+2)
t+2 t-1

a)  Dekomponér braken

2-1)Y . for te]-1L[
dt

Opgave 6.Eksam160 (konstante koefficienter, 20 point)

a)  Find samtlige redder i ligningen z>+27 =0, zeC.
Radderne enskes angivet pa formen a+ib, hvor a,beR.

b)  Afbild redderne i den komplekse talplan.

3

c)  Find samtlige losninger til differentialligningen d i’ +27y = e'+sint.
dt

Opgave 6.Eksam166 (konstante koefficienter, uden brug af hj.midler, 10 point)
d’y _,dy

+y = tet.
dr? dt Y

Find samtlige losninger til differentialligningen
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Differentialligningsproblemaf vilkarlig orden

Opgave 6. Eksam179 (omformning, 8 point)

Lad der vaere givet folgende differentialligningsproblem (begyndelsesvardiproblem):

2
4V 2D 35407 - Ssint, y2) =6, y'@)-1,
dt? dt
3 2 2
Az 64z g )" gD 9, - et z2)=9, 2/@2)=8, z"(Q2)=9.
dr3 dt? dt dt
Omform problemet til et nyt differentialligningsproblem, hvori der kun optraeder 1. ordens

differentialligninger med tilherende begyndelsesbetingelser ( for # =2 ).

Opgave 6.Eksam180 (konstante koefficienter, 15 point)
6 2
Find samtlige losninger til differentialligningen d—{ - 81 d—f = e'+18.
dt dt

Opgave 6.Eksam189 (konstante koefficienter, 10 point)

2
Find samtlige losninger til differentialligningen d—f + 4% +4y = e 21+ 8¢,
dt t

Opgave 6.Eksam191 (konstante koefficienter, uden brug af hj.midler, 9 point)
2

Find samtlige losninger til differentialligningen % +4y = 4sin(27).
Opgave 6.Eksam200 (konstante koefficienter, uden brug af hj.midler, 8 point)
Find samtlige losninger til differentialligningen 62—2} + 4% +13y = 13¢2,
Opgave 6.Eksam211 (generel 2. orden)
Betragt differentialligningen
(x) ty” -(1+20y’ +(+H)y = 2t2-¢' for t>0.
Den tilsvarende homogene ligning kan omskrives til
to” -29"+y) -0 -y = 0.

a)  Find samtlige lgsninger til  y” -2y’ +y =0,

og samtlige losninger til  y’ -y = 0.

Vis, at y, =e’ er en losning til begge disse ligninger.

b)  Find samtlige lgsninger til (*).
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Opgaver til kapitel 6

Opgave 6.Eksam213 (konstante koefficienter, uden brug af hj.midler, 8 point)
Find samtlige losninger til differentialligningen y” +4y’ +13y = 2¢7%'.

Opgave 6.Eksam221 (konstante koefficienter, uden brug af hj.midler, 9 point)

. . . o g C o d2y dy 3¢
Find samtlige losninger til differentialligningen — 6— +9y = e 7.

dt dt

Opgave 6.Eksam222 (generel 2. orden, 20 point)

Antag, at temperaturen y ien kemisk reaktor opfylder differentialligningen

2
dy_gﬂ_F 3_1 y = 12, t>0,
a2 tdt |\

hvor t er tiden. Find samtlige losninger til ligningen, idet det oplyses, at en af funktionerne

t,€', te”!, Arctant er lgsning til den tilsvarende homogene differentialligning.

Opgave 6.Eksam232 (konstante koefficienter, 15 point)

2
Find samtlige losninger til differentialligningen d—f + % -2y = 3-e¥+20-e¥.
dt t

Opgave 6.Eksam240 (konstante koefficienter, 20 point)
a)  Find samtlige losninger til differentialligningen
y" +10y" +32y" + 32y = t+7e73,
b)  Betragt nu differentialligningen y’” + 10y” + 32y’ + 32y = 6e7%.
Angiv den form en partikuler lesning ma have, dvs. angiv en ansats (et kvalificeret get).

Eventuelle konstanter skal ikke bestemmes.
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7 APPROKSIMERENDE FUNKTION

7.1 ANVENDELSER

En funktion f kan vere givet pad en ubekvem eller ufuldstendig facon, f.eks. ved et

kompliceret udtryk, en graf eller en tabel:
2

1

0
3 x [of1r]2]3]|
2 M [ ol2]o]-3]

x ¥ cosx + y/x - tanhx
x-Inx + 1

Nér f sé skal indgé i beregninger (integration, differentiation, edb-programmering m.m.) sam-
men med andre funktioner, ser man tit f erstattet med en bekvem approksimerende funktion
som f(x) =a0+a1x+a2x2+a3x3.

Konstanterne a,, a,, a,, a, seges bestemt sadan, at den numeriske fejl | f(x) - fN(x) | bliver

lille for de x-veerdier, der kommer i betragtning.

7.2 TAYLOR-APPROKSIMATION FOR FUNKTION
AF 1 VARIABEL r

A

Ofte onskes et polynomium f, som tilnaer-
mer f sarlig praecist for x-vaerdier ner et

bestemt punkt x,, se figur 7.1. For at fa

fN til at "ligne" f omkring punktet x, er

det nzerliggende at opstille kravene *0 X
Fig.7.1. Tilncermelse ncer x,,

FG)=f(x),  flxg) =f 1), fO) =G - oo s Fx) = Pxp).
Savil f og f ipunktet x, have samme vardi, samme tangentheldning, samme krumning

OSVv.
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7.2 Tayl or-approksimation for funktion af 1 vari abel

SATNING 7.1 (Taylorpolynomium). Lad f veere n gange differentiabel i punktet x,. Sd
findes der netop et polynomium f af hojst n'te grad, der opfylder kravene

(x) =7 x0)s F1G0) =7/Gy)s Fx0) = £ x0) s <ov s T Ax0) = ™(x,) -

Det er givet ved

f(xy) S(xp)
21

T (x-xp) + (x—x0)2 +

Polynomiet kaldes det n'te Taylorpolynomium for [ med udviklingspunkt X,.

S 0)
SR A

n:

f(x) = flx,) + (x-x,)".

Bevis. Ethvert polynomium af hejst n'te grad kan skrives pa formen
F(x) = ¢+ e,(x-x,) + ¢, (x-%5)% + 5 (x-x,)> +... + ¢ (x-x,)".
De afledede til og med n'te orden er
7x)
e)

0+c; +2¢,(x-x)) + 3cs(x—x0)2 oL+ ncn(x—xo)"'1

0+ 0+ 2c, +3'203(x—x0)+...+n(n—1)cn(x—x0)"'2
FOx) =0+ 0+ 0 + 32, +...+n(n-1)(n-2)c,(x-a)">?

fN(")(x)=0+ 0+ 0 + 0 +...+nlc, .

Kravene f(xo) =f(x4)» f/(xo) =f(xy), f//(xo) =f"x)s-- -, f(")(xo) =f™(x,) giver nu et system af
linezere ligninger med c'erne som de ubekendte

() =f(x) € ¢ +0+ 0+ 0+...40 =f(x)
flix) =f(x) © 0 +c,+ 0+ 0+...40 =flx,)
i) =f"x) & 0+0+2¢c,+ 0 +...+0 =f"x)

FO) = ) © 0 +0 +0 +32¢,+...+0 =1 (x)
FO) =fP(x) o 0+0+0 + 0 +...+nlc,=fM(x,).

Ligningssystemet har netop én lesning:

o ) O AN

c=f(x), ¢ =——, ¢ T 3 TR - .

I

Kravene 7(x0) =f(x,), f/(xo) =f(xy), f”(xo) =fx),- .., f(")(xo) =f™(x,) opfyldes altsi af netop ét

polynomium

(x-x,)* +

(x-x,)° +

= f'(x) f(xy)
2!

®3)
7 = £ + T xx) + £t

i ™ (x,)
3 o n!

(x-x,)" .

Hermed er s@tningen bevist.
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Appr oksi nerende funktion
Eksempelvis er det andet Taylorpolynomium for e* med udviklingspunkt x,=0:
fx) =e

°+e—0(x—0)1+e—0(x—0)2 laexe X
1! 2!

Feil ved Taylormetoden.

Vi kan ikke af
setning 7.1 se, hvor god en tilnermelse

f(x) er til f(x) i punktet x (se figur Y
7.2).  Fejlen

f(x)-f(x) kaldes restleddet. 1 supplement

7A er vist, at for ethvert x findes et tal £i

det dbne interval mellem x, og x (se figur

7.2), saledes at restleddet kan skrives

ne Fig.7.2. Fejl i x.
1) Fy = L720 (eogyen
(n+1)!

1

storrelsesorden, man er interesseret i, og den afhanger som regel mere af de andre faktorer
1
og (x-x))""".
(n+1)! 0

Sadvanligvis vurderes f**D (E) blot groft til den sikre side, fordi det mest er restleddets

. . x 0 eo eo
Eksempelvis har vi e

2 eg 3 . 1 .
=e +—x+—x“+—x". lintervallet |-—;— | kan fejlen
) 1! 2! 3! 1010
ved at benytte 1 +x+ xT fremfor e* wvurderes ved

£ -f(x)| =

1
(n+1), £ 3 10 3
720 exy P = | S w-0p = | S| xP « £ | L] <02- 102
3! 3! 6 6 \ 10
Her har vi indsat den sterst mulige verdi af ef for Ec —1—10;1—10 , og den vardi indtraeffer
for &= %, idet e er en voksende funktion af ¢ Faktisk gaelder endda
1.1

€ |-——;—| .

¢ 10 10[

Eksempel 7.1. Approksimation ved Taylorpolynomium.
Lad den optimale temperatur 7 i en reaktor vare bestemt ved 7T =3e* ! -Inx, hvor
x er en koncentration. I et interval omkring driftspunktet x;, =1 onskes funktionen
tilneermet ved et polynomium.

1) Find det 2. Taylorpolynomium f~ for
f(x) =3¢ -Inx

med udviklingspunkt x, =1.
2) Kontrollér, at  |f(x)-f(x)|<2-1073 foralle x€[0.9;1.1].
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7.2 Tayl or-approksimation for funktion af 1 vari abel

LOSNING:
1) Vi finder

flx) =3e*-Inx;  f(1)
flx) =3ex1-x71;  f(1) =2
f(x) =3e*1+x72;  f(1) = 4.

3

Ifolge s&tning 7.1 er polynomiet da

7 =£Q1) + ’%(x—l) ; %(x—l)z - 342(x-1)+2(x-1)°.

2) Fejlvurdering. Idet F®)(x)=3e*!-2x73, fas for restleddets numeriske vaerdi

) -7 = ‘f%(x—lf

®)
P ® ] 2 L zett o3| x-1 ]2
3! 6

[ stedet for at lave storste- mindste-vaerdiundersogelse pé hele udtrykket

3ef-1-2E73, er det lettere at maksimere hvert led for sig, selv om vi derved ofte
skyder over malet.

Idet |a+b| < |a|+|b|, forallea,b gzlder uligheden

|3e81-2873| < [3e871]| + 2873

b

dvs.  |f(x)-f(x)| < —([3e5 [ +]2872]) - [x-13.

1
6
Idet x,& €[0.9;1.1], gelder der

|3e£‘1|s3e“‘1, fordi e*7! er en voksende funktion af & ,
|2§‘3|32°O.9‘3, fordi &3 eren aftagende funktion af &, og
|lx-1]2<0.1°>, fordi |x-1|<0.1.

Altsé har vi

f(x)-F(x)| < %(3e1'1'1+2-0.9'3)-0.13 ~ 1.01-107 < 2-1073

Kontrol imod regnefejl. Der valges et punkt 1.01 neer udviklingspunktet 1. Derpa beregnes

£(1.01) = 3.02020017
7(1.01) = 3.02020000 .

Afvigelsen 0.17x107® er kun af samme storrelsesorden som den forventede

3)
fT(E) 0.01% = f®(£)x0.17x107%, sa polynomiet kan formodes at vaere korrekt.
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Maple: Det i eksempel 7.1 enskede 2. Taylorpolynomium fas pa felgende méde:
fix—>3 e’ —In(x) (benyt formlerne i menuen “Expression”)

taylor(f(x),x=1,3); x=1,3 betyder, at der udvikles efter x med 1 som udviklingspunkt og op
til 2. grad

Resultat : 3+2(x = 1)+ 2(x— 1) + 0((x - 1)3)
For at fjerne sidste led skrives ~ p:=convert(%,polynom);

Resultat: pr=3+2(x —1)+2(x — 1)?

For at bedemme fejlen tegnes differensen mellem f(x) og polynomiet:
plot(p-f(x),x=0.9..1.1);

J.00017

000054
0.90.92 0.94-096_038 1 102104 106 108 1.1

000057

J.00014

00015

1.00024

Det ses, at fejlen er mindre end ca 0.00025

7.3 POLYNOMIE-KOLLOKATION

Ordet kollokation betyder sammenfald. Man
siger, at to funktioner f og f, har kolloka-
tioni x,,%;,...,%,, hvisde har sammen-
faldende funktionsveerdi i1 disse punkter, se
figur 7.3.

Hvis man ensker en god approksimation over
et storre interval vil et kollokationspolyno-
mium  f, som regel vare at foretraekke
fremfor et Taylorpolynomium af samme
grad, da sidstnevnte forst og fremmest giver
en god approksimation i omegnen af et

punkt.

P~

Fig.7.3. Der er kollokation (sammenfald) i

Xp Xpy oo oy X,y
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7.3 Pol ynom e-kol | okati on

SATNING 7.2 (kollokations-polynomium). Der findes netop ét approksimerende polynomium
f af h@dst n'te grad, der opfylder kollokationsbetingelserne
x)=fGg)s  FE) 2fE)s een F) =15,
hvor X,,X%,...,x, alleer forskellige. Polynomiet kan skrives pd formen
F(x) = ay+(x-x))la; +(x-x)[ay+(x-x,)[a;+... +(x-x,_[a,]...11] .
Betingelsen f(x,) =f(x,) bestemmer a,, betingelsen f(x,)=f(x;) bestemmerderpd a,
osV.

Bevis. 1) Eksisterer der et kollokationspolynomium? Der henvises til eksempel 7.2, som tydeligt viser, hvordan

konstanterne a4, a,, ..., a, altid kan bestemmes, sidan at der opnds et polynomium f(x), som er af hejst n'te grad,

og som opfylder kollokationsbetingelserne f (x) =1 (%), f (x)=f(x), ..., fN(xn) =f(x,).
2) Er der mere end ét kollokationspolynomium? Polynomiet f(x) er det eneste polynomium af hejst n'te grad, som
opfylder kollokationsbetingelserne. For er f(x) og g(x) tosadannepolynomier,bliver f(x) -g(x) etpolynomium

med n+1 redder xp,x,,...,x,, dvs. f(x) -g(x) ernulpolynomiet (da et egentligt polynomium af n'te grad hejst

>Ny 2

kan have n forskellige redder). Derfor ma 7 (x) og g(x) vareens.

Valg af kollokationspunkterne x,,x;,...,X, p
Akvidistante punkter som pa figur 7.4 er de nemmeste at arbejde
med.

Fig.7.4. £kvidistante punkter.

Chebyshevpunkter som pa figur 7.5 giver en forholdsvis lille og
ensartet fejl i hele intervallet [a;b]. De er abscisserne for en
ekvidistant inddeling af en halvcirkel med intervallet
[a;b] som diameter

(henholdsvis x, = a+h + a_b'cosﬂ, i=0,1,...,n og
2 2 n
i+l
_a+b  a-b 2 . , i=0,1,...,n). X
i 2 n+1 o b

Fig. 7.5. Chebyshev punkter.

Fejl ved polynomie-kollokation

Antages det, at f er n+1 gange differentiabel i et interval, der indeholder x,,x;, ...,X, og x, si kan man vise, at

n

metodens fejl f-f kan skrives

~ (n+1)
F) -7 = L72C) (y ). (0%,
(n+1)!

hvor & er et ukendt tal i intervallet ]min{xo,xl, ve ,xn,x}; max{xo,xl, - ,xn,x}[ .
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Eksempel 7.2. Kollokation med polynomium
Fra en automatisk skriver i laboratoriet kommer den viste graf. Den til grafen svarende
funktion f er ukendt. Til brug ved indkodning pé en computer enskes et funktionsud-
tryk
f fundet, hvis graf ligger taet ved den viste graf.

a) Find et kollokationspolynomium # af tredie grad,
b) Giv en vurdering af, om |f(x)—]7(x) | <0.15 foralle x€[0;3] .

- N
2
N
\\ /'\\/'
NI
/ \\ |
N,
/ N
\\
4 / N
| \
/
/
/
/
/
0
0 1 2 > 3

LOSNING:
a) For nemheds skyld forseges med de akvidistante kollokationspunkter x,=0, x, =1,

x,=2 og x;=3. Pa grafen afleses de tilhorende verdier af f(x):
x o 1 2 3
f) o 2 2 1

Vi skriver nu f(x) = ay+(x-0)[a, +(x-1)[a,+(x-2)a;]], og krever kollokation
(sammenfald) med f for x-vaerdierne 0, 1, 2, 3:

0=f(0) < 0=g,+0 < q,=0

2=f(1) © 2=0+(1-0)a, < a,=2

2=f(2) © 2=0+(2-0)[2+(2-1)a,] < a,=-1
1=f(3) < 1=0+3-0)[2+(3-1)[-1+(3-2)ay]] & ay=
Dermed er der opnéet et polynomium af 3. grad

fx) = 0+(-0)[2+(x-1[-1+(x-2)=1] = +x
som har kollokation med f i de 4 punkter. 6 6

1
<
3.3 2,10

X +—x,

3
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7.3 Pol ynom e-kol | okati on

b) Man faretindtryk af fejlen ved metoden, nér  f(x) og f(x) sammenlignes midt mellem kollokationspunkter-

ne:
£(0.5) = 1.25 £(1.5) = 220 £(2.5) = 1.55
£(0.5) = 131 £(1.5) = 2.19 f(25) = 1.56.

Heraf skennes, at | f(x) - f(x) | <0.15 foralle x€[0;3] (ellers bruges flere kollokationspunkter).

Edb-lgsning. I Maple kan det enskede kollokationspolynomium fés ved folgende ordre:

>interp( [0,1,2,3], [0,2,2,1], x ) ;

13 32 10
61’ 2X+3X

7.4 SPLINE-KOLLOKATION
Figur 7.6 skal illustrere, at med et lidt hejere antal kollokationspunkter kan polynomier fa et

"vildt" forleb, mens splinefunktioner forbliver gode (giver dog sterre regnearbejde).

polynomium

kubisk splinefunktion

ig.7.6. Tilncermelser til e ? 7 kollokationspunkter).
Fig.7.6. Til L [ e

Ideen til splinefunktioner kommer fra et gammelt tegneredskab, der pa engelsk kaldes en
spline. Det er en elastisk fiber, f.eks. af bambus. Nar den tvinges gennem kollokations-

punkterne, men i gvrigt far lov til at indstille sig frit, dannes af sig selv en meget "glat" kurve,
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Appr oksi nerende funktion

nemlig ifolge elasticitetsteorien den kurve, der har mindst krumning som helhed.
Fysisk spline og matematisk spline

En fysisk spline indstiller sig, sddan at den potentielle energi bliver mindst mulig. Man kan vise, at det svarer til at

integralet

baseret den matematiske splineteori pa det princip, at

T _x)dx
5

X [1 +f/(x)2]5

bliver mindst muligt. Da naevneren i integranden ikke betyder meget, har man

[

n ~
( f ”(x))zdx skal veere mindst mulig.

X, |
SATNING 7.3 (spline-kollokation). Integralet f (f”(x))zdx bliver mindst, ndr
X

0

1) f i hvert delinterval  [x;3x,,,]1 mellem to nabo-kollokationspunkter er et polynomium

2)

08

3)

p; af hojst 3. grad (kubisk polynomiumy),

der i "knuderne” x,,x,,...,x,_, gelder
p,'-1(xi) =pi(xi)

Pl =plx) ¢t ie{1,2,...,n-1}
plLi(x) =p/(x))

f opfylder endepunktsbetingelserne

x)=0, f(x,)=0.

NB. Kendes f'(x,) og f(x,), borendepunktsbe-

tingelserne 3) erstattes med de bedre endepunktsbetin-

gelser  f(x,) =f'(x,),  fl(x,)=f(x,).

Betingelse 2 svarer til, at nabopolynomier medes umarkeligt, fordi de ved knuden har samme veerdi, tangentheaeldning og

‘/‘N'(x)

)
]0 p1 pn -1
I
] ]
| ! I ! :
I ! I | ! ]
L 1 L 1 1 ’ X
'XO X, Yo X1,

Fig.7.7. Kubiske polynomier, der modes meget glat, udgor

en kubisk splinefunktion.

krumning - akkurat som en elastisk fiber gennem kollokationspunkterne
Betingelse 3 svarer til at en elastisk fiber gennem alle kollokationspunkterne vil fi& krumningen 0 i de yderste

kollokationspunkter, hvis den far lov til at indstille sig frit. De bedre endepunktsbetingelser svarer til, at den elastiske fiber
ikke fér lov til at indstille sig frit gennem kollokationspunkterne, men bejes i enderne til der her opnas korrekt

tangentheldning.

DEFINITION (kubisk splinefunktion). Ved en kubisk splinefunktion forstds en funktion fN, der opfylder betingelserne
1) og 2) iscetning 7.3.

Bevis for satning 7.3.

Lad to forskellige funktioner f og g have kollokation med f i punkterne

XgsXys.eX,, lad f opfylde betingelserne 1), 2), 3), og lad g have en kontinuert afledet af 2. orden. Vi kan da vise,

at

fxn(f//(x))zdx < fx"(gj/(x)>2dx-
Xo

*o

Vi finder nemlig

0
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gl

7.4 Spline-kollokation
x, - ) n x; - - X, X[ X,
(g”x) -F(x)) e + 22; fxi_l(g”(x) - F(x)) Fx) v Uxo =fx0 +fx1 +...+fxn1]

0

- f " (gx) -7 Pt + 222 [(g'e0) -f/(x))f”(x)]z_l - 22"; f ey - 7)) 7 die
Yo i =1 9%

NB.

=fx"

(partiel integration)

- [Mlere-Fefa + 2llgw -F@) @] - 23 70 lso -7l

0
(f”’(x) konstant i [xi—l;xi[)

n ~ 2 ~ ~ ~
(87) - F)f e >0 (70 =75, =0, 8(x) =F(x))

0

I beviset kan vi dbenbart

erstatte endepunktsbetingelsen ]7”(x0) =0 med ]7/ (%) =f /(xO) A g/(xo) =f /(xo) og

erstatte endepunktsbetingelsen f7(x,)=0 med  f/(x,)=f"(x,) A g(x,)=f(x,).

Derfor har vi samtidig vist, at skal en kollokationsfunktion f have givne tangenthaldninger i endepunkterne  x,

Xn (|~ ~
og x,, savil f ( £ /(x))zdx blive mindst, ndr f  desuden opfylder betingelserne
1) 0g 2) i setning 73.

Eksempel 7.3. Spline-kollokation med zkvidistante x-veerdier.

Det onskes, at en kubisk splinefunktion f skal stemme med méleverdierne

X ||o 1 2 3
fo JLo 2 2 1

og opfylde endepunktsbetingelserne  f(0) =0, f7(3)=0.

Da en losning vil kreeve, at man lgser 12 ligninger med 12 ubekendte, vil vi i opgaver af denne art ofte opgive nogle
af polynomiernes koefficienter.
Her oplyses (skal ikke vises), at f(x) er givet ved

7 3 37
x) = ——x +—x for xe[0;1
Po(X) s T [0;1]

py(x) = %(x—1)3—%(x—1)2 + %(x—l)+2 for xe[1;2]

Py(x) = Ay(x-2)} +B,(x-2)% + C,(x-2) +D, for xe[2;3].

Find konstanterne  4,, B,, C,, og D,.
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LOSNING:
Kollokationsbetingelsen f (2)=2 giver p,(2)=2, dvs.
4,,0+B,)0+C,:0+D, =2 eller D, =

Glathedsbetingelsen p;'(2) = p)/(2) giver

2-14 _ eller B, - 22,
5 s
Endepunktsbetingelsen /7”(3) =0 giver pJ(3)=0, dvs.
_ 4 _ _ 2
64, +2B, = 0 hvoraf 64,-— =10 eller 4, = —.
5 15
Kollokationsbetingelsen ]7(3) =1 giver p,(3)=1, dvs.
4, +B,+C,+D, = 1 hvoraf
22 +C,+2 =1 eller C2=_—11.
15 5 15
Kontrol: ~Glathedsbetingelsen p/(2) = pJ(2) giver 1- 1—54 + % =C, eller C, = _1—151 , dvs. samme
verdi som for.
Vi har nu:
.
1 3 A
DPo(x) = E(_h +37x) , x€[0;1]
p,(x) = 1—15(5x3—36x2+73x—12), xe[1;2] . o
Py(x) = 1—15(2x3—18x2+37x+12), xe[2;3]. po
1 JARY
Midt mellem kollokationspunkterne sammenlignes med
f; 0 - . >\

1.55
1.55.

£(0.5)
P, (0.5)

Heraf skennes, at | f(x) - f (x)]| <0.15 foralle x€[0;3] (ellers bruges flere kollokationspunkter).

125 £(15) =220 £(2.5)
118 p,(1.5) =222 p,(25)

Edb-lgsning. 1 Maple kan den gnskede spline fas pa falgende made:
>readlib ( spline ) ;
>spline ( [0,1,2,3], [0,2,2,1], x, 3);

37._7 .3 473 12 2. 134 37 62 2.3
J.f[xﬂl,lsx 15% LX< 2, 5—1—1 Fogx +3x ,5+15x 5% +15x]
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Suppl enment 7A Mere om Tayl or pol ynomni um

supPLEMENT: 7TA MERE OM TAYLORPOLYNOMIUM

SATNING 7A.1 (Taylors formel). Lad f vereen (n+1) gange differentiabel funktion i et interval [a;b], oglad
fN veere det tilsvarende n'te Taylorpolynomium med udviklingspunkt x, € [a;b] .

Der findes da for et vilkarligt punkt x€[a;b] etpunkt & mellem X, og x, sdledes at

~ (n+1)
£ -Fx) = f(?ll(f!)(x—xo)"”. 0

Bevis. Satningen er klart sand for x =x,. Ladi det folgende x # x, vere et fast punktiintervallet [a;b].
I kapitel 3 supplement 3A har vi bevist den udvidede middelverdisetning. Den siger:

Ndr h(x) og g(x) er kontinuerte i det lukkede interval [a;b] og differentiable i det dbne interval la;b|, findes der mindst ét
punkt c i intervallet 1a;b[ , for hvilket (h(b)-h(a))-g'(c) = (g(b)-g(a))-h'(c).

Lad h(x) = f(x) -f(x)) og  g(x) = (x-x)".

Viharda h(x,) = f(x,) -f(x)) = 0,  h'(x)) = fl(xp) ~F(x) = 0, h"(xy) = (%)) -F(x;) = 0,
hP(x,) = [ (%) -F"(x,) = 0,

og tilsvarende  g(x,) =0, g'(x,)=0, g"(x)=0, ..., g®(x,)=0.

Ved indszttelse i den udvidede middelvardisatning fas

() -HGxp))-g(c)) = (8()-g(xp))-h(c))  eller  h(x)glc)) = g ke,
b _ He)

der igen giver
gx) g/ (cp

, hvor ¢, tilherer det dbne interval mellem x, og x.

Anvendes den udvidede middelvardisatning pi h’(x) og g’(x), fas tilsvarende
(c)-R'(xy))-g"(c) = (8'(c) &' (o)) h"(c,)  eller  hi(e,yg"(cy) = g'(cyh"(cy),
h'c) _ h'(c)

der igen giver - ~
g'c) ¢g'(c)

, hvor ¢, tilherer det abne interval mellem x, og c;.

Sadan kan fortsttes. Til sidst far vi, idet g®™V(x) = (n+1)!, at
h (n)(cn) h (n+1)(cn+1) -f(n+l)(cn+1)
£9C) ",y @)

, hvor ¢, tilhgrer det abne interval mellem x, og c,.

hx _ e,

Vi har nu vist, at dvs
ey £ ()
fn+ cn+ e _ " Cn+ n+
h(x) = Tl)!lng(x) g f(x) —f(x) = (n+7l)!l (x—xo) 1 .

Med c,,, = & ersatningen vist.
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Suppl ermrent

SATNING 7A.2 (Taylors greenseformel). Lad f veere n gange differentiabel i et interval [a;b], lad ™ vere
kontinuerti [a;b], oglad 7(x) veere det n'te Taylorpolynomium med udviklingspunkt x,€[a;b] .

Der geelder da
f(x) = F(x) +e(x-x,)" (x-%,)",

hvor &(x-x,) betegner en funktiontype, der gar mod 0 for x=>x,.

Ofie skrives i stedet  f(x) = f(x) + O((x -%)"), hvor O erafdeniafsnit 1.6 beskrevne funktionstype.

Bevis. Af Taylors formel fés, at der for ethvert xe[a;b] findesettal & mellem x og x,, siledes at

J(x) = flx) +

Restleddet omskrives:

f(x)

(n-1) (n)
(x-xp) + ... + f(n_il()x!o)(x—xo)”'1 + foz)(x—xo)".
n (n) (n) _ ¢£(n)
n! n! n!

Da f™(x) erkontinuert,og £ liggermellem x og x,, vil f™(E) > f"(x,) for x—x,.

Vi har derfor

Kendte Taylorpolynomier.

FOE) -1 ™(x,)
n

hvor

240

Cosx =

In(1+x) =

(x-x)" =

e(x-x,) (x-x,)", hvorved setningen er bevist.

Benyttes Taylors graenseformel med udviklingspunkt 0, fas

2 3
fx o+ X X
2! 3!
3 ) 7
XX Xy +
3! s! 7!
B S AR A
2! 4! 6!
x2 x3 x4
-z o+ 2 -
2 3 4
-x +x? - x3 4+ x
2 3
Y -
2 8 16
Xy 3520 54
2 8 16

a(a-1)(a-2)...(x-n+1)

n
e I g(x)x”
n!

(_1)n+1 x2n—1

(-1)"

7(2,1_1)' + g(x).xZn
(326:1; + e(x)-x?!

n
-1t s e(x) "
n

Yoo+ (D x" o+ e(x)x”

5x4
= 4
128

35 4

+ == x* -

128

n(n-1)(n-2)...2-1
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Eksempel 7A.1 Approksimation via kendte Taylorpolynomier.

Find for hver af folgende funktioner et polynomium af 4. grad, som tilnermer funktionen godt for t-veerdier ner 0:

n f(0)

1]

(]

(=]

w2
—
N =
-~

(]
~——

) () = 11

3)  f(t) = cos(t+t?) .

LOSNING:

2
1) Af cosx=1- J;—‘ +e(x)x3 fas ved indsattelse af x =

- 12=_i122+ 1.2).(1.2)°_ 1, 6
- eo ) -1 {20 oo ) (20 1S

1
1+x
af henholdsvis x=-¢ og x=12:

2) Af

2
=1-x+x2-x3+x*+e(x)x* og \/1+x=1+§—%+s(x)-x2 fis ved indsattelse

f() = %—\/IH‘Z = 1+t+t2+t3+t4+e(t)'t4—[1+%t2—%t4+e(t2)t4]

T P FPE I
2

9 4 4
=1 +e(t)t” .
g )

2 4
3) Af cosx=1 —% +% +e(x)x* fisved indsattelse af x =f+¢2:
cos(z+t?) =1 —%(tﬂz)2 +%(t+t2)4+s(t+t2)-(t+z‘2)4 .

Idet vi kun skal medtage led op til 4. grad, og led som kt3, kt® osv.eraftypen e(#)t*, fis

1 1
cos(z+¢2 1-=(@2+2t3+¢Y) + — (%) +e(O)r?
( ) 2( ) 24() )

1-—¢2-43 —%t“ +e(r).

1
2

Bemark, at ved hver tilnazermelse er der medtaget alle de led, som pa nogen méde kan bidrage til et 4. gradspolyno-
mium til slut. - I sddanne tilfeelde geelder, som det vises i den folgende satning 7A.3, at slutresultatet netop bliver
Taylorpolynomiet for f med udviklingspunkt 0.
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SATNING 7A.3 (Entydighed af Taylorpolynomium). Hvis en n gange differentiabel funktion f(x) har f™
kontinuert og kan skrives f(x) =Q(x)+e(x-xy) (x-x,)", hvor Q(x) er et polynomium af hojst n'te grad, sd
er Q(x) det n'te Taylorpolynomium med udviklingspunkt  x,).

Bevis. Det er givet, at
F(x) = O(x) +&,(x-x0)" (x-x0)" .
Idet f(x) er detn'te Taylorpolynomium for f med udviklingspunkt Xx,, harvi
f(x) = f(x) +&,(x-x,) (x-x,)".
Vi har derfor
O(x) +& (x _-xo)' (x _xo)n = flx)+ 82(x _xo)' (x _xo)n
eller
J(x)-0(x) = e(x-x)) (x-x,)".
Skrives
f(x)-0(x) = a,(x-x))"+a, (x-x)"""+... +a,(x-x,) + a,,
ses,atda f(x)-Q(x) = 0 for X X%, mi a,=0.
Divideres med x -x,, fas
a,(x-x)" '+a,_(x-x)"2+...+va = e(x-x)(x-x,)""".
Igen ses, at da hejre side gdirmod 0 for x = x,, md a4, =0. Divideresmed x —x,, sesved fortsettelse pd samme

méde, at alle koefficienter a,,a,,a,,...,a, mivare 0, dvs. de to polynomier er identiske.

Eksempel 7A.2. Bestemmelse af gransevaerdi ved Taylors graenseformel.

Undersog 1 +x2-xy1+x2 for x— oo,

LOSNING:

I eksempel 3.4 blev problemet lost ved hjelp af /'Hospitals regel, men det var ret besvarlige regninger. Det er
nemmere i sddanne tilfelde at benytte Taylors Igrz:nseformel med udviklingspunkt 0. For at fa problemet overfort
til en grensevaerdi mod 0 substitueres x = i

2.1 _.[72 2] 2
1+x2—x\/1+x2 = 1+i_l 1+i - t°+1 t°+1 _ 1+¢ 1+¢ .

2t t? t2 12

Da neevneren er af 2. grad, udvikles teelleren til 2. grad, hvorpd vi lader #— 0+ (x = o0):

1+t2—(1+%t2+8(1‘2)t2) 1+t2—1—%t2—e(t)t2

= = — —e(f d
2 2 5 ¢

for r—>0+.

1
2

Taylorreekker. For mange funktioner kan man finde et Taylorpolynomium af vilkarlig hej grad n. Hvis
f(xy) 1"(xp) ARIEN)
+
2! n!

lim m (x-x,) +

n— oo

Flxy) + (x-x)% +...

(x-x)"| = f(x)

foralle x€e[a;b] (dvs. restleddet gar mod nul for r—oc0), si skriver man

fa ) )
TR 2! 31

f(x) = f(x)) + (x-x,)* (x-x,)* +... , x€[a;b]

og siger, at f er udviklet i en Taylorrekke.
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Suppl enment 7A Mere om Tayl or pol ynomni um

Nogle nyttige Taylorraekker med udviklingspunkt 0 er:

X n 2 3 4 5
e” = XX = laex+ X cX X XL , X€R
0 p! 20 31 41 s
o 241 3.5 .7 9 1
sinx = N(-1y-2 = x-T 2 X X X , x€R
w1 2n+1)! 31 50 70 9 11
@ 2n 2 4 _6 8 10
cosx = U2 = 1-2 .2 X X X , x€R
70 (2n)! 20 41 6 8 10!

D T CEANNNE S S AN S 24 -1
In(1+x) 21( 1) - R A e RAEhl R EP , x€]-1;1]
1 = X(-1x" = 1-x+x2-x3+x*-x5+... , x| <1

1+x n=0
) 2 3 4 5
Trx = 0| Plar = qeX2-2 2 % x| , x| <1
n=0\ p 2 8 16 128 256
1 - X V2 ym - o2 0352 545,35 4 035, , x€]-1;1]
1+x n=0\ p 2 8 16 128 256

o — 3 n - R
(1+x) = g(:)x = 1+(T)x+(g)x2+(g)x3+(Z)x4+(‘;)x5+”. ,{|§IC|€<1

(a) _ o a(e-1D(a-2)(e-3)...(a-n+2)(a-n+1)
n(n-1)(n-2)(n-3)... 2 - 1

hvor

Der er flere Taylorreekker i Schaums handbog kapitel 22, ligesom de far en mere udferlig behandling i Bind 3.
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Appr oksi nerende funktion Suppl ermrent

sueeemient: /B RATIONAL KOLLOKATION

Figur 7B.1 skal illustrere, at nar asymptoter bliver en polynomieapproksimation som regel darlig, men en rational
approksimation derimod god.

»

A
! 4
: ? rational
approksimation
i 2
polynomium
0 v -
0 1 5 : .

Fig. 7B.1. Tilncermelser til %1 (4 kollokationspunkter).

Hvis man i polynomiet

ay +(x-xy) [a, +(x-x) [a,+(x-x,) [a;+ ... +(x-x,_;) [a,]...1]1]

erstatter gangetegnene ( - ) med divisionstegn (/), fas formen for en rational approksimation

ﬂx) = a, +

Eksempel 7B.1. Rational kollokation.

Los problemet i eksempel 7.2 ved rational approksimation.

LOSNING:
Vi skriver
fN'( x) = a, + L
. X- 1
% x-2
a, +
a,

og kraver kollokation med f for x-veerdierne 0, 1, 2, 3:
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Suppl enmrent 7B Rational kollokation

0=F(0) & 0=a+0 < a, =0

2-f1) o 2=0+al‘+((’) o a4 =05
1
2-72) & 2-0+2% o 4 -2
05+ 271
a,+0
1=73) & 1=-0+322 o ag=-2
05,371 6
5,32
a,

Dermed er der opnéet en rational approksimation

~ _ )
fx) = 0+ x-0 _ 3x“+11x

05 + x-1 x+3 ’

2—§(x—2)

Midt mellem kollokationspunkterne sammenlignes med f:

£(0.5) = 1.25 £(1.5) = 220 f(25) = 1.55
7(0.5) = 1.36 F(1.5) = 2.17 7(2.5) = 159 .

Heraf skennes, at | f(x) - 7(x) | < 0.15 foralle xe[0;3] (ellers bruges flere kollokationspunkter).

245



Appr oksi nerende funktion

OPGAVER

Opgave 7.1 (Taylorudvikling)
Find 1 hvert af de folgende tilfelde det 2. Taylorpolynomium med udviklingspunkt a. Vurdér

fejlen for x€[a-0.1;a+0.1].

D" a=0, f(x)=¢e* 4

2)  a=2, f(x):cosh(x—z)—%+x3—3x2—2x+8

3) a=1, f(x)=4yx-x3+x2+x-5

4) a=1, f(x)=Inx -e*1+x-3

5) a=1, f(x)=2Arctanx+x4—%

6) a=2, f(x)=1n(x—1)+ex'2—x—4+x3—4x2+5x—3.

|

Opgave 7.2 (Taylorudvikling)
Vis, at det n'te Taylorpolynomium for €* med udviklingspunkt 0 er

Vis, at | restleddet | < ( 31 foralle xe[-1;1].  Vurdér restleddet for n=15.
n-+

Opgave 7.3 (kollokation)
Find i hvert af de folgende tilfelde et polynomium, der stemmer med tabelvardierne.

1) x [[o 1 2] 4) x [0 1 2 3] 7) x [0 1 3 4
fx) o 2 1] fx)[[1 0 0 2] fx)[[ 1 2 2 135
2) x [0 2 4] HTI x [2 0 2 4 8) x | -1 12
fx)[lo 2 3] fx)[|3 1 00 fx) |3 4 0 -3
3) x [0 2 3] 6) x [[-1 o1 3 9) x [0 1 3 4
fx)[[1 0o of fx) 1 0 0 1 fx) 2 0 -1 1
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Opgaver til kapitel 7

Opgave 7.4 (kollokation)

Det onskes, at en kubisk splinefunktion f skal stemme med maleverdierne

x||012 3
fx)[1 0 0 2

og opfylde endepunktsbetingelserne  7(0) =0 og f/(3)=0.
Det oplyses (skal ikke vises), at f(x) er lig med

Py(x) = %x3+A1x +1 for xe[0;1]
p(x) =B3x3+%x2+le+% for xe[1;2]
Py (x) = Cyx3+ 2x +C, for xe[2;3].

Find konstanterne A4,, B,, B,, C, og C,.

Opgave 7.5 (kollokation)

Det onskes, at en kubisk splinefunktion f skal stemme med maleverdierne

X ||2 0 2 4
fx)[3 1 0 0

og opfylde endepunktsbetingelserne 7(-2)=0 og f/(4)=0.
Det oplyses (skal ikke vises), at ]7 (x) erligmed
2 3

3
x) = Axx3 +=2x?2-Zx+4, for xe[-2;0
po( ) 3 16 4 0 [ ]
p(x) = —ix3+ix2—B1x +B, for x€[0;2]
32 16
py(x) = 0 for xe[2;4].

Find konstanterne 4,, 4,, B, og B, .

Opgave 7.A1 (Taylorudvikling via kendte rackker)
Find i hvert af de folgende tilfelde et polynomium af hgjst 4. grad, som tiln@rmer f(t) for t-verdier nar 0.
(Vink: Benyt kendte Taylorraeekker).

) f(2) = yeost 4)  f(1) = 1+ +cos(yf)
i; (@) = 11++:3 + l+tt2 5)  f(t) = In(cos(y/tsinyt))
. 6)
_ oA+ sin(2¢) ;
O ) - cos( ¢ 12+tt—32t2] _
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Appr oksi nerende funktion

Opgave 7.A2 (Taylors grenseformel)

Ben;yt Taylors grenseformel til at undersoge 1) yYx*+x?-x? for x— o0, 2)
e¥-e*-2x
— = for x—0.
x-sinx

Opgave 7.Exam15a (Taylorudvikling, 20 point)

3

Lad en funktion f veere givet ved ~ f(x) = x2+(Inx - 1), <x <

»—AN|'_

Lad ]7 (x) vere det n’te Taylorpolynomium for f med udviklingspunkt 1.
Bestem den mindste vaerdi af n saledes, at det til fN (x) svarende restled er numerisk mindre

end 107 (altsd | restled | < 1072).

Opgave 7.Exam21a (Taylorudvikling, 25 point)
Lad en funktion f vaere givet ved f(x) = In(coshx) + (1 +x):In(1 +x) + 1 .
Lad f (x) vere det 2. Taylorpolynomium for f med udviklingspunkt 0.
1) Find f(x).
2) Undersog om uligheden |f(x) - f(x)| < 5-10™* er opfyldt for enhver x-vaerdi i intervallet
_ 1.1
[ 10° 10]'
3) Undersog, om udtrykket
. f(x) -¢*
bekraftende fald graensevaerdletlf.

x - sinx . :
—————  har en grenseverdi for x—0, og find i

Opgave 7.Exam66 (Kollokation, 15 point)

Fire laboratorieforseg har givet folgende sammenhorende verdier af en sterrelse x og en

starrelse y:
X 0 2 4 7
y 0.0 3.0 2.0 2.0

Beregn den til x = 3 svarende verdi y med 3 betydende cifre:

1) Ved lineer interpolation.

2) Ved kvadratisk interpolation (polynomial kollokation med benyttelse af tre verdier af (x,y)).
3) Ved kubisk interpolation (polynomial kollokation med benyttelse af alle fire vaerdier af

(x.y)).

Opgave 7.Examé67 (Taylorudvikling, 15 point)

Lad en funktion f vaere givet ved f(x) =In(3 +2x), x>-1.5.

Lad fN (x) vere det 2. Taylorpolynomium for f med udviklingspunkt 2.

1) Find f (x) (det er ikke nedvendigt at reducere det opstillede polynomium).
2) Bestem for x = 1.5 den begédede fejl f(x) - fN (x) med fire decimaler.

3) Undersog om uligheden |f(x) —f(x)| <2-1073

er opfyldt for enhver x-verdi i intervallet |x -2| <0.5.
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Opgaver til kapitel

Opgave 7.Exam112 (Taylorudvikling, 20 point)

T

1) Find det 2. Taylorpolynomium f (x) for f(x)=e""*"1 med udviklingspunkt Xo= —.

2
T, 2%

H

2) Kontrollér, at | f(x) - f (x)| < 6-1072 for alle x i intervallet

Opgave 7.Exam141 (Taylorudvikling, 20 point) ,
Lad en funktion f vere givet ved fx) = f
(Prov ikke at udregne integralet ! ) !

dt for x>el.
1 +Int
a) Find det 2. Taylorpolynomium f (x) for f med udviklingspunkt a=1.
b) Brug nu Taylors formel med Lagranges restled til at vise, at
|f(x) - f(x)| <107 for |x-1] < 0.1.

c) Find derpa f(1.1) med en fejl, hvis numeriske verdi er mindre end 107,

7
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Appendix 1.1

APPENDIX 1.1.
NUMERISK DIFFERENTIATION

AKVIDISTANTE X-VARDIER

1. Symmetriske formler

flx) = -y 2—1h fejl:  O(h?) '
%) = (-y,+8y, -8y, +y,) %h fejl:  O(h*)
£l = =9, 48y, 45y, + %,y ) = il 0()
) = (v -2y, +y_1)% fejl:  O(h?)
f6) = (-3, + 16y, =30y, +16y_ ~y_,) 1 21h2 fejl:  O(h*)
fx,) = @y, -27y,+270p, - 490y, +270y_, - 2Ty_, +2y_,) 18(1)h2 fejl:  O(h®)
[Ox) = (1, -2y, +2y ~¥,) ﬁ fejl:  O(h?)
1) = G =431+ 60 =4y Y il O()

2. Usymmetriske formler

Disse formler kan bruges, hvis kun  y,,3,,¥,,... kendes.

(Formlerne kan ogsd bruges, hviskun  y,,y_;,y_,,... kendes,

men sd skal man overalt erstatte  y, med y_, og h med -h).
) = O —yo)% fejl:  O(h)
O R fejl:  O(h?)
fix,) = (-3y,+16y, - 36y, + 48y, - 25y,) ﬁ fejl:  O(h*)
fix,) = (-10y, + 72y, - 225y, + 400y, - 450y, + 360y, - 147y,) Wlh fejl:  O(h®)
1) = (s 4y, =5y, - 290) il O()
fx,) = (-10y5 + 61y, - 156y, + 214y, - 154y, +45y,) fejl:  O(h*)

12h2

! Der gelder O(h") = konstant:h” for sma verdier af 4. (Mere pracist:

% — konstant for A—0 )
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Appendix 1.1 Numerisk differentiation

VILKARLIGE X-VARDIER

£t
1)
£
£
fG)
PALE)

hvor

v Vy=71(x)

= K, fejl: K, -leddet i nzste formel
= K, + (2x-x, -x,)K, fejl: K, -leddet i neste formel
= K, + (2x -x, -x,)K, + [3x2-2(x, +x, + X)X XXy + X, Xy + X%, ] K
= 2K, fejl: K, -leddet i naeste formel
= 2K, + [6x - 2(x, +x, +x;)]K;
= 6K,
V3=, _ K1

Yoy X, — X

, K, - 37 %
X, 7% X3 7%
Ya=V3 _ Y3=0,
Xy 7X X3 X

- K2
X, — X,
X, — X
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Appendi x 1.2

APPENDIX 1.2

NUMERISK INTEGRATION

Midtpunktsformel 7 - f bf(x)dx = h

Algoritme:
h e b-a
n
I <0
Gentag 1
for j = I<—I+f(a+(j——)h)
1,2,...,n 2

Trapezformel 171 - f bf(x)dx =~ h

h

Algoritme:
P b-a
n

7« f@+f(b)

2

Gentag

for j = I« I+f(a+jh
1,2,...,n-1 fla+ik)

I+ hI

252

a+lh

A3

f(a+(j—%)h), hvor h =

a+§h

2

J o0+ f

|

b-a
-

a+(n—%)h”

h

L=

1

J

Kommentarer:

Det forudsettes, at antallet n af delintervalleri [a;b] er givet.
Beregn leengden / af hvert delinterval i [a;b].

Initialisér summen 7 til 0.

Addér funktionsverdien i delintervallets midtpunkt til summen 1.

Multiplicér til sidst 7 med 4.

f—(“);f(b) +f(avhy+f(a+2h)+...+fla+(n-1)h)

n-1
f(a) +f(b) + Ef(a+jh) R hvor h = b-a .
2 = n
j=1
Kommentarer:
Det forudsettes, at antallet n af delintervalleri [a;b] er givet.

Beregn leengden 4 af hvert delinterval i [a;b].

Initialisér summen 7 til

f(@) +f(b)
2

Addér funktionsvaerdien i endepunkt af delinterval til summen 1.

Multiplicér til sidst /7 med h.



Simpsons formel 7 - f bf(x)dx

~
~

W >

(SR

j=1

hvor h=ﬂ, n=2p og p er hel

n
Algoritme:
h « M
2p
I « f(a) +4f(a+h) +f(b)
Gentag
for j = I I+2f(a+2jh) +4f(a+(2j+1)h)
L,2,...,p-1

p-1
f(a)+4f(a+h) +f(b) + E ( 2f(a~+2jh) +4f(a+(21'+1)h))

Appendi x 1.2 Nunerisk integration

[f(a) +4f(a+h) +2f(a+2h) +4f(a+3h) +2f(a+4h) +.... +4f(a+(n-1)h) +f(b)]

2

Kommentarer:
Det forudsattes, at antallet 2p af delintervaller i
[a;b] er givet.

Beregn leengden / af hvert delinterval i [a;b].

Initialisér summen [ til f(a) +4f(a+h) +f(b).

Addér to punkters bidrag til summen /.

Multiplicér til sidst / med g
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APPENDIX 2.1

STANDARDFUNKTIONER

X

a>0

" Def. Y Verdi- Graf ,
7G) Definition mengde | maengde y =) 7 [1eds Formiler
| In(xy) = nx +Iny
*1 In(x¥)=y-1
Inx f—dt x>0 R T 1 x-Inx - x ")y nx2 3 .4
1! > X In(lvx) = x- X+ 22X
/1 2 3 4
J for xe]1-1;1]
log 4 (x) E—x x>0 R T x.in x-log 4(x) - ]ni tog4(x7) = loga(x) *log, ()
a>0, a#1 a J a a log ,(x%) = y-log 4(x)
e¥=1n"lx, dvs. e¥ey =e**V
X _ x x
e’ = exp(x) R »>0 e e (e¥)? = e*¥
ex=y4=>x=lny ex:1+1+x_2+x_3+ ,xER
2t 3!
a”* a¥ = ex~1na
x _ x — (a# )
a” =exp,(x) xina R »>0 a*lna Ina a*a¥ = qg*ty
x (a=1) (a¥)? = a*¥
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y .
v Def. Veerdi- Graf
x Definition /
1) mangde | mangde y=f(x) 1) f J(x)dx Formler
x@xb = yatb
1 a+1 a\b _ _ab
. _ -1 (x =x
x4 ea]nx x>0 y>0 a-xal a+1x (a+ ) ) .
(1+x)7 =
. . ")
acR + udvidelse +udvidelse | + udvidel- In|x| (a=-1) al .l a] cof9] x2+ .
se 0 1 2
for xe]-1;1[ ,hvor
a|_a(a-1(a-2)...(a-n+1)
n n(n-1)(n-2)...3:2-1
sin(-x) = -sinx
2 .2
cos“x +sin“x = 1
(COs X, SIN ) R 0-1 ;1] T coS X -COS X 3 s 7
sinx * —> sing=> X X _X . xeR
a1 3] 1M 3 5 7
cos(-x) = cosx
. . S T
cosx * R 0-1;1] T -sinx sinx sinx = cos E_x]
— 2 44 .6
| =" on cosx=1-22, 5% 50, g
- 2! 41 6!
} / 1 _ tan(-x) = -tanx
tan x sinx x5 spm R = LT ’c052x -In|cosx| 1
cos x 2 ! i tanx =
1 +tan%x cotx
(p hel) i i !
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x y .
s Def. Verdi- Graf
Definition /
/() mangde | mangde ¥ =f(x) 1) f f(x)dx Formler
i | -1 _ cot(-x) = -cotx
cos x X#pm )
cotx sin x R E sin“x In| sinx| .
(p hel) jp= \\‘ \TE \»—l—cotzx tanx = cot E—x
%A ............... x£+1
_r.w 1
: -1 —_1- ~ Y A~ ] _ = - 1
Arcsinx sin~x [-1;1] 2’2 ; /1 L2 - Arcsing + V1 —x2 Arcsin(-x) Arcsin x
-1 |
7 x#+£1
1 [-1;1] [0;7] = [[.7| Arccos(-x) Ar
cos 'x -5 3T R 1 _.2 rccos(-x) = ® - Arccosx
ATCCOS X 1-x2 x-Arccosx —y{1-x
_] |
_______________ I
T.m : 1 ) In(1+x?)
Arctan x tan~'x R TSy L 2 * Amtanx_f Arctan(-x) = - Arctanx
2°2 7 I+x
______________ s
-1 e | T - 2
Arccot x cot™lx R 10; w[ \\\ _ 1 . x-Arccotx+% Arccotx = Arctan L (x>0)
1+x x
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" Def. Y Veerdi- Graf ,
76 Definition mangde | mangde ¥ =f(x) ') [1G)dx Formler
A
e¥-e7*¥ sinh(-x) = -sinhx
sinhx ) R R i coshx coshx
N VAR N cosh?x - sinh%x = 1
e¥+e’”
coshx 2 R [1;00] sinh x sinh x cosh(-x) = coshx
1
______________ | T S
tanh x sinh x R 1-1;1] V cosh? x N In(cosh x) tanh(-x) = —tanhx
coshx ’1 - tanh? x tanh x =
________________ R cothx
-1 _
cosh x \ inh2 x .
sinh x x#0 [y |>1 | ———=——4-> 17 5 In | sinh x | coth(-x) = -cothx
cothx »1 - coth“x
. L Arsinh(-x) = -Arsinh x
Arsinh x sinh ' x R R R 1 x-Arsinhx - /x2+ 1
‘ Jx2+1 Arsinhx=]n(x+\/x2+1)
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x y .
. Def. Verdi- Graf
f(x) Definition mengde | mengde y =f(x) (%) ff(x)dx Formler
x#1 ( )
. o2 - Jx2-
Arcoshr cosh-l x (1; oo [0 oo 1 x-Arcoshx - yx“-1 Arcoshx =In\x+yx“-1
] x2-1
| A I
! i Artanh(-x) = -Artanhx
-1 . i : : 1 Artanh x = l1n 1+x
Artanh x tanh™ ! x 1-1;1] R 1: 1: 1-x2 x-Artanhx+Eh1(1—x2) ) 1-x
-1 I
: I
! |
: I
| Arcoth(-x) = -Arcothx
L | k : Arcothx = 1 1n| 11
Arcoth x coth 1x |x|>1 y#0 -1 ! o 1-x2 x - Arcothx +%1n(x2—l) cothx = 2 x-1
=
|

CosXx

K al - a(a—l)(a—2)...(a—n+l)’ acR, n€{1,2,3,...}, 21 =1. T udenlandsk litteratur defineres csc(x)E;, sec(x) =
n n(n-1)(n-2)...3-2-1 0 sin x
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Appendi x 4.1. Nunerisk I gsning af 1. ordens differentialligning

APPENDIX 4.1
NUMERISK LOSNING AF 1. ORDENS
DIFFERENTIALLIGNING

RUNGE-KUTTA METODE AF 4. ORDEN

Tabellerer losningen y(?¢) til differentialligningsproblemet

%=f(t,y), y@ =y, telabl.

Metodefejlen pé et enkelt skridt er O(h°) =~ konstant - A>.

Algoritme: Kommentar:

Det forudsettes, at a,b,y, samt

antallet n af delintervaller er givet.

Skridtstarrelse At = h.

l, < a Startveerdi for ¢.

ki« B f(5,)

h 1
ky < h-f[ti+5,yi+5 1]

Gentag for h 1
k «— h- t,+—, y;,+—k
i=0,1, : f[’ 2271772 2)

nmlo e hf( e h, v k)

L, < t+h Naste ¢-vardi.

Vi © Vit t 2k v 2k v k) Naste y - vardi.
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Appendi x 4.2

APPENDIX 4.2
OVERSIGT OVER DIFFERENTIALLIG-
NINGER AF 1. ORDEN

Vigtigste forudsatninger,

Differentialligning betegnelser m.m. Losning
Adskille de variable: f
d Ligningen g(y) = 0 har rod- (y) proei A PAUL AR
& f®) gy) derne y,, ¥y, ---s V. - Desuden retlinede lgsninger
dt 1 2 n

Y=V1s Y=V eees V=V,

Homogen lineer diff.ligning:

- = -P@®)
d P() = [p()dt »(@) = Ce
i pd)y =0 /
dt
Inhomogen linear diff.ligning:
P() = [p()dr y(f) = e-P<'>( q()ePOds + c)
2+ p)y = () J J
dt
"Eksakt" diff.ligning: I et "rektangel" K galder u(t,y) = C, hvor
t
dy __Fi@®)) oF, _9F, u(ty) = [ Fi(ty)dt + [ Fy(t,y)dy
% Yo
dt F,(ty) oy ot
og (f:y) €K
o
y(@® =|eTO|(1-a) f q()efOdt + C)] -4
Bernoullis diff ligning: a#z0 A a#l (Hvis a= Z, hvor p og g er ulige hele
Q +p)y = q()y°® tal, fas endnu en lesning ved at skifte for-
dt PH=(Q1 —a)fp(t)dt tegnpd y(?).)

(Hvis a> 0, er y(f)= 0 [foralle 7] ogsa
en losning.)

t#£0, z=2 t=Cef@, hvor g(z) = dz
t fl@)-z
a . f ( X] Ligningen f(z)-z=0 har | ;o ,_ 1 Desuden retlinede losninger:
dt t roddeme  z,, z,, ..., 2,.
y—zlt, y=z,t, ..., y=z,1.
t=Cef®, hvor g(z)= f
; t#£0, z=yt Z[1+f(2)]
&Y = Y. fy1) Ligningen f(z)+1=0 har 0g z=yt.
1 rodderne z.. z.. ...z, Desuden andre lgsninger:
e e z, z, z
_ h
y=0, y=—" y=rs e =

7 .
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Appendi x 4.2. Oversigt over differentialligninger af 1. orden
Eksempel Lesning af eksempel
dy dy = = fztdt +C.
2 =2(y-1y -1
i)
Desuden en retlinet lesning: y =1.
1,0, >0 y(@) = Ce(l’), idet P(f) = fidt -1
dt 2 12 t
y(@) = e'l’“the'n’dt + Ce ™,
A Ly_3, 10 idet
dt t 1
P@® = f;dt = Inz.
Fi(ty)=t*+y og Fy(t,y) =y*+t
2 JF, oF.
@ —u, t>0 I "rektanglet” ¢>0 gelder —1=1=—2
dt y2+t oy ot
fo2 Yo 2
ut)=C = [+ + [ 2 +ndy=C.
1 _1
y(@) =+ e’(—Zf—te"dt+C” 2 og
dy 1, 1, 2
da 2 2 1
y(® =0, idet P(t)= (1—3)f5dt= -t.
dz
t=Ce29, hvor z=f— og z=2.
2V 8= 5=, - g ,
dy _ _t z-2
at Y _»o Desuden retlinede lgsninger: y = ¢ og y = 4¢, da
f 32°4 ;.0 o z-=1V z-4
z-2
— :{6) — dz =y
t=Ce®%, hvor g(z) = | ——————— og z=y-t.
( 32—4)
z[ 1+
dy _ y3ty-4 2_32
dt t ty-2 Desuden lgsningerne: y =0 og y=?t, da
1+ 3z-4 _ 0 o 2 _3
z-2 2
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APPENDIX 5.1 KOMPLEKSE STANDARDFUNKTIONER

Betegnelser: z og a er komplekse tal, p og n er hele tal.

f(2) Definition Definitionsmangde| Verdimangde 7(2) Formler
e? = exp(z) ex(cosy + i-siny) C C\{O} e’ Periode 2Bi
hvor z=x+iy (x,y€R) e’ el ="t [IP)? =g
Lnz mn |z| +i-Arg(2) z#£0 Im(Lnz) € -7 A 1 Ln(ab = Ln(a)+Ln(b) +n-27i
(hovedveerdi) | (Omvendt funktion til e* =z) - 000a®) =4 Lna + n2mi
o 0t oo oo BT T PN SEOTD S OOOS N OOT S OOT S sOPT TR EOOOT S oPO T OUOTOTOTOPOTN OFSROUOROTORENT- SO OPPTSOPRTEN NESOOT TR eossretosb e AP Osevorsht SN Sbos s AR
Inz In|z| +i-arg(z) (= Lnz+2pmi) Im(lnz) € 1 Veardien Inz er ikke entydig, da
4 z#0 ydig
(Omvendt funktion til €* =z) I=7+2pmn+2prn] - e” =e"™P" Regneregler som ovenfor.
log ,(2) Inz z#0 mellem to parallel- 1 Ikke entydig pé grund af Inz og Ina.
(a#0, a%l) Ina le linier z-lna
a?  (a#0) eZ'na C c\{o} a‘lna Ikke entydig pa grund af In a.
(nara # 1) Potensreglerne gaelder ikke altid.
oy ,a'hnz z#0 c\{o} a-z91 Ikke entydig pé grund af In z.
(nara # 0) Potensreglerne gaelder ikke altid.
sin z iz _ iz C C cosz Periode 2 7
2i
cos z iz 4+ ¢z C C -sinz Periode 2 7
2
tan z sinz 1 fpm (C\{:l:i} 1 Periode 7
cosz 2 cos z
cot z HEN’; z#pT C\{i} -1 Periode 7
sinz sinzz
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z efinition efinitionsmeengde erdimengde z ormler
f(2) Definiti Definiti gde| Verdimengd f'(2) Forml
1 . 1 ( [ 2) . .
. + =—1 +4/1- , ikke entyd
arcsinz sin”! z C P , z#*xl | arcsinz ; n| iz z ikke entydig
cos ™ z -1 1 [ 2 j : ;
+ =-1 -1 kke entyd
ArCCos 2 C =, z#+]1 | arccosz ; nliz+Vz , ikke entydig
1-z
arctan -1 45 1 1+
z tan 2 C\{ l} ! arctanz = — ln( i ZZ) , ikke entydig
1+ 22 i \l-iz
arccot z cot™! z (C\{ﬂ:i} 1 i [ 1+iz j
- arccotz = —In| ikke entydi
1+z2 2 \-1+iz/’ ikke entydig
sinh z Z-e? C C coshz Periode 2 7i
2
cosh z e’ te? C C sinh z Periode 2 i
2
tanh z sinhz . i-(E + p) (C\{:I:l} 1 Periode 71
coshz 2 cosh” z
coth z coshz Z#pmi (C\{:I:l} -1 Periode 71
sinh z sinh? z
arsinh z sinh™! z C 1 ) 5 .
- , Z# i arsinhz =In| z++vz" +1 , ikke entydig
z7 -1
arcosh z h! C 1
cosh 2 ; , z#xl | arcoshz = ln[z +/z% - 1) , ikke entydig
z7 -1
artanh z tanh ! z C\{zl 1 1 1+z
{ } 5 artanhz = —In| —— | | ikke entydig
-z 2 \l-z
arcoth z coth™ z C\{ﬂ:l } 1 1 1+z ]
2 arcothz = 5 In , ikke entydig
—z —1+z

263



Appendi x 5.2

APPENDIX 5.2 LOSNING AF ANDEN- OG TREDIE-
GRADSLIGNING.

I: Az?+Bz+C=0 (4+#0)

Diskriminant D =B2-4A4C.

1. Koefficienterne 4, B, C er reelle.

a) D>0 = - BxD
24
-B
b) D=0 = z=——  (dobbeltrod)
24
c) D<0 = z-= _Bizl;‘l” D]

2. Koefficienterne 4, B, C er komplekse.

ID[+ReD) , ; | ID|-Re(D) ¢ 1pys0
-B+Q hvor Q = \ 2 \ 2
Y IV BTSN
\ |D|+§C(D) - i\ M for Im(D)<0 .
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Appendi x 5.2. Lgsning af anden- og tredi egradsligning
II: az}+bz’+cz+d=0 (a#0)

_p2 _ 3
Beregn @<=3%0’  p_be-3ad b

samt diskriminanten =~ D =Q3+R? .
9a2 6a? 2743

De sogte rodder kaldes  z,, z,, z;.

1. Koefficienterne a, b, ¢, d er reelle.

3 3
a) D>0 Beregn S =4yR+/D og T=\/R—\/B .

z, -s+T-2b z, - _8+T b, iy3(S-D) ’ z = _8+T _ b _iy3(S-1
3a 2 3a 2 2 3a 2
b) D=0 2, =2R-L | -z -R-L
3a 3a
R

c) D<0 Beregn 0 = Arccos

@

7= 20" cos) -2 ’ 2, =2y~ cos212m b ; 23=2\/—_cose+4n _b
3 3a 3 3a 3 3a

2. Koefficienterne a, b, ¢, d er komplekse.

j Are(D) 3 j Are(0)
Beregn U=R+/|D|e 2 S=4|U|e 3
; A D)
V=R-\/|D]e 2 , T=31/|V|ei(Arg(-Q)-Arg(S))

Redderne  z,, z,, z; vil da for enhver veerdi af D vere de under punkt 1a) navnte.
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Appendi x 5.3

APPENDIX 5.3
LOSNING AF n’TE GRADSLIGNING
az'+...+az+a,=0 (a,6 #0)

I. KOEFFICIENTERNE
KOMPLEKSE

@,, ..., 4, @ ER REELLE ELLER

Redderne  g¢,,..., q,, q, bestemmes én ad gangen ved Newtons rodsegningsmetode tilpasset

komplekse polynomier (algoritme nedenfor): Hver gang enrod g, er fundet, divideres med z-g,
(gores af algoritmen).

Algoritme: Kommentarer:
Der skal benyttes komplekse vari-
able
4,97 u,a,,...,a, d,.
Velg (geet) startveerdi for g Start f. eks. med ¢=1+i.
r « 0, u <« 0 Find r=£(q)
Gentag Gentag | u <+« r+qu og u=f'(g), hvor
indtil for
r=0, i= =
(opnas i=k...0 ro«— a;+qr f@=azr+...+a, .
aldrig Skriv k,q,r
r=0,
Gentag for | si prov .
k=n,n-1, | ny start- % < 4 Gem g i g, .
veerdi , 1@
el for gq) q +« g--— Find ny tiln®rmelse g <« FAUR
! u '@
q
ved Newtons metode.
r < 0 Dividér
- r azk+... +a
Gentag k 0
for rooe a;tqgr med z-gq, .
i=k..0 : *
a, «~ u
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Appendi x 5.3 Lgsning af n'te gradsligning

II. KOEFFICIENTERNE a,,..., 4;, @ ER REELLE

Polynomiet P(z) = a,z" +...+a,z+a, oploses forst i andengradsfaktorer med reelle koefficienter
P(2) = (22 +p,z +qn)(22 +P, o2 +qn_2) . (b2z2 +b,z +b0)
(er n ulige, bliver sidste faktor dog af ferste grad, dvs. b, =0).

De reelle talpar  p,, g, bestemmes ét ad gangen ved Bairstows iterative metode (algoritme ses
nedenfor). Hver gang et talpar  p,, g, er helt bestemt, divideres med faktoren z2+ pz+q, (gores
af algoritmen).

Til sidst kan man selv beregne radderne i de enkelte fundne faktorer i P(z), f.eks. ved hjelp af appendix
5.2.

Algoritme (Bairstows metode): Kommentar:

Der benyttes kun reelle variable.

Velg (get) startverdi for p og g Start f. eks. med p=0 og ¢g=0.
r<0, t< 0, ve0, we 20 Dividér
Gentag |$ © @ ~PT~qV azk+... +a,
Gentag | for u < v-pt-qw med (z% +pz +q)’
indfil i=k...1 o
r=0 Ver, res, weit, teu for at finde divisionsresten
og s < a, - qv (tz+u)(Z*+pz+q) +rz +s.
s=0
(opnas uevogqw
Gentag | aldrig Skriv k
for rzO V ,p’q’r’s
k=n, .
2, |2, PP G4 Gem (p,q) i (P> 9y) -
n-4, .
za;reprs?;:rt— p « p+(ru-st)/{w-ptyu +qt*) Tving » og s mod 0 ved at
til .
med 4 ‘f’m‘h“ q « q+(@-pt)s+qn)l{(u-pHu+qt*) =ndre p og g med Ap og Ag,
eller 3 | O hvor
P ogq) ar or _
-——Ap-—Agq =
op 9q
as as
-—Ap-—Aq = 5.
op P dq 7
r<0, v< 20 Dividér
g:ntag S < a; - p,r - qv a,z¥+. .. +a,
i=k..0 |a; < v, ver, res med z2+p,z+gq,.
Skriv a,, a, og a, Skriv b,, b, og b, .
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Appendi x 6.1 Nunerisk | gsning af 2. ordens differentialligning

APPENDIX 6.1
NUMERISK LOSNING AF 2. ORDENS
DIFFERENTIALLIGNING

RUNGE-KUTTA METODE AF 4. ORDEN

Tabellerer losningen y(f) til differentialligningsproblemet

d2
;‘;} =f(t,y:%), J’(a) =y0’ y/(a) =y0/’ tE[a,b]

Metodefejlen pa et enkelt skridt er O(h°) = konstant-A>.

Algoritme: Kommentar:
Det forudsettes, at
a,b,y,, yO/ samt antallet

n af delintervaller er givet.

h « —= Skridtsterrelse At=h.

t, < a Startverdi for .

h /. h /1
k, <« hf ti+§’ Vit =y §k1’ Y; ZkI)
h /. h /1
k « h- L+ —, +—y. + =k, y +=k
Gentag for | ° 4 2 ity ity 2)
i=0,1, 1
l k, < hf|t+h, yi+h'yi/+ﬁk3’ yi/+k3]
e, -1 2
L, < ti+h Neste ¢-vardi.
YVian < Yith yi/+(k1+k2+k3)/6) Naste y-veardi.
yi/+1 < J’i/+(k1+2k2+2k3+ /6 Nzste y/-vardi.
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Appendi x 6.2 Omregning af svingni nger

APPENDIX 6.2
OMREGNING AF SVINGNINGER

Lad a,b,0,¢,w,2eR og A€[0;00].

1) For omregningen | a-cos(wt) + b -sin(wt) = 4-cos(wt + P)
a—ib=Aei¢, dvs. a=A-cosd, b=-A-sind
—Arctamé for a>0
a
A=v\a?*+b2, ¢ =4 —1'|:—Arctané for a<0
a
- I . sgnb® for a=0
2
2) For omregningen | a-cos(w?) + b-sin(w?) = 4 -sin(wt + §)
b+ia=Ae'V, dvs. b=A4-cosy, a=A-siny
Arctan% for b5>0
A =a?+b2, P =9 —11:+Arctan% for b5<0
E'sgna*) for 5=0
2
1 for x>0
sgnx = 0 for x=0
-1 for x<0

gaelder

gaelder
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APPENDIX 6.3 GATTEMETODE. PARTIKULAR LOSNING
TIL DEN LINEARE DIFFERENTIALLIGNING

n-1
ndy+an_l—d y+...+alﬂ +ayy = q().
dt" di" 1 dt

K'er og L'er er ukendte konstanter, som bestemmes ved indsattelse i differentialligningen.

a

Er nedenstaende forudsetning ikke opfyldt for en af redderne,
q(®) og er denne netop p gange rod i karakterligningen Et gt pa yp(t)
a,l"+a, A+ +ad+a;=0,
sé skal skemaets geet multipliceres med 7.
k redder # 0 K
ke™ rodder # r Ke™
k-cos(er) redder # iw K- cos(wr) + L sin(er)
O k-sin(wt) rodder # iw K- cos(wt) + L- sin(wt) |
k-t™ rodder # 0 K"+ K "1+ +Kt+K,
“I:t;t'”+ k, " e+ kit ky radder # 0 Ktm+K "1+ . +Kt+K, |
ke cos(wt) rodder #r +iw e (K cos(wt) + Lsin(w?))
- ke sin(wt) rodder #r +io e”!(K-cos(wt) + L-sin(w?)) |
(kmt'”+km_1t’”'1+...+ kjt+ ko)e” rodder # r (Kmt’” +Km_1t’”‘1+...+K1t+KO)e”
(kmt’” +o.+ ko)cos(wt) rodder #iw (Kmt”’ +o+ Ko)cos(wt) + (Lmt’” +o.+ Lo)sin(wt)
B (kmt'” o+ ko)sin(o)t) rodder # iw (Kmt'” o+ Ko)cos(o)t) + (Lmt'” ot Lo)sin(wt) |
(kmt’”+...+k0)e”cos(mt) rodder #r +iw (Kmt”’+...+K0)e”cos(mt) + (Lmt”’+...+L0)e”sin(wt)
_“(_kmt’”+ + ko)e" sin (w7) radder # r + iw (Kmt'”+...+ Ko)e"cos(mt)+(Lmt’”+...+L0)e" sin (wt) |
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Appendix 6.4

Eksempel 6.4 Tabelmetode. Partikuleer lesning til den linezere differentialligning

d""(») .\ dy
n—1 :
dt

n-1

- Ta E"‘ao)’(t) =q(1)

a;: Differentialligningens ukendte koefficienter ag,a;  ,  ;.erreelletal. Bemark, at a, = l.
sl

H(A): Differentialligningens karakteristiske olynomium A" + a nfl/lnfl +...+aA+a,. H 2 (A) er den p’te afledede.

A1, A, De to redder i karakterligningen A +a A+ay,=0

m, n: m = graden af polynomiet P(t), » er differentialligningens orden.

P(t): Polynomiet kmtm + km_ltm_l +...+kit+ky pY (¢) er den j’te afledede.

q(t): Haojresiden af differentialligningen. Hvis q(t) er en sum af forskellige typer funktioner, kan tabellen benyttes for hvert enkelt led (se afsnit 6.4).
q(t) Forudsatninger Partikulzer losning y (1)
0 erikkerodi H(A) k
k 0
0 er p gange rodi H(4) ko p
t# p!=1.2.3 p
ptap
rerikke rod i H(A) ko
ko't H(r)
rerp gange rodi H(A) k_port
HP )

k - cos(wt + @)

i-ow erikkerodi H(4)

i~o erpgange rodi H(A)

%tp cos(wt + ¢ —0) , hvor # :|H(p)(i : w)| 0g 9= Arg(]-](l’)(,' - w)) (polare koordinater)
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Appendix 6.4

q(t) Forudsaetninger Partikuler lesning y (t)
7 |i-w erikkerodi H(A) k . ) . ;
k -sin(at + @) Zsm(a)t +@—0), hvor h=|H(i-») 0g 6= Arg(H(i - )) (polaere koordinater)
8 eranerOlew ............................. e e
o crpgang %tp sin(at + @ — 6) , hvor # :|H(p)(i~w)| og 0= Arg(H(i - w)) (polere koordinater)
9 Benyt formel 5 eller 6 for =0
k-cos(w-t) 10, = 2. a, #0vay, #w (ao—a)z)cos(a)t)+a1'a)'sin(a)t)
2
(ao —a)z) +a12 -@?
11
n=2 al,:O/\aO:a) L-rsin(a)t)
20
12In=1 £ %0 cos(at) + o - sin(wt)
a02 + 6()2
13 Benyt formel 7 eller 8 for =0
14n=2: a, #0vay, #w (ao—a)z)sin(a)t)—al-a)-cos(a)t)
k-
2
. (ao—a)z) ra} o
k-sin(w-t)
15
n=2 al,—O/\aO—a) —i~t-cos(wt)
20
i 20 sin(wt) — w - cos(wr)
16|n=1 ' 2, 2
apg” +o
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Appendix 6.4

q(t) Forudsaetninger Partikuler lesning y (t)
—1) - -2\ e
2 a{n—[lln Jal 2-a0+[m jafn 4-a8+
17|n=2: ay =0 R P(t)—ﬂ'P’(t)wL%P”(th— A= P (p)
ao ag ag ay'
1 P(t) P'(t) P'(t P
18n=2: ag=0Aa;#0 —jp(t)dt— ()"' 0 _ §)+---+(_l)m+l (1)
al ay ai aj aler
P()
19(n=2: ap=0nra;=0 I(IP(t)dtjdt
n=1 ag #0 ' " " (m)
1 P'(t) P"(t) P"(¢ P t
20 —| P(t)- ()+ é)— 3()+.. +(—l)m—()
a0 a0 aj apy ay!
n=1 apg = 0
21 j P(t)dt
22| r+i-w erikkerodi H(4) k .
; —e'"cos(wt + @ —0) , hvora=|H( +i-w)| 0g 0= Arg(H(r +i- w)) (polere koordinater)
k-e" -cos(art + @) h
23| r+i-@ erpgange rodi H(1) ) .
P gang %tpe” cos(wt + ¢ —0) , hvorh = ‘H(p) (r+i- a))‘ og 0= Arg(H(r +i-w)) (polere koordinater)
t 24 r +i-w erikkerodi H(1) )
k-e" -sin(r + @) rr Ee” sin(wt + ¢ — 0) , hvors=|H@ +i-w)| 0g 0= Arg(H(r +i- w)) (polere koordinater)
25| r+i-w erpgange rodi H(A) k o . P i
;tp e sin(wt + @ — 0), hvorh= ‘H (r+i- 0))‘ og 0= Arg(H(r +i-w)) (polere koordinater)
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q(t) Forudsaetninger Partikuler lesning y (t)

26 Benyt formel 22 eller 23 for 6 =0

27 n=2: ay#-2rvag# "+ 0? (rz +ayr+ag — wz) cos(mt) +(a; +2r)- - sin(at)

k'ert

rt
k-e" -cos(w-t) ) )2 )
r +air+ag— @ +(a1+2r) X0l

2811:2 ay=-2rnag=r"+ o zi're”sin(wt)
w
29In=1 ke (ag +r)cos(at) + @ - sin(awt)
(ag + r)2 +o?
30 Benyt formel 24 eller 25 for 6 =0
31 n=2: ag#-2rvag#r + 0’ , (r2 +ar+aop —a)zj sin(wt) — (ay; + 2r) - @ - cos(wt)
A
ke sin(w-1) ke 2 5
(r2 +air+a —0)2) +(a +2r) - @?
1 0 1
32n=2 ay=-2rnag=r +o? ,ZL.,.e"tcos(w,)
0]
33In=1 ot (ag + r)sin(wt) — @ - cos(at)

(ag + r)2 + a)2
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q(t) Forudsaetninger Partikuler lesning y (t)
o _(m=1 "2 HG) + m=2 ay +27)" " (HP + ..
| PR T TR i A iy - (aﬁzr)}fz(alfzr) O prgey a1y o) 7(1 j(al ! H(; [2 j( ) P )
34 5 H(r) H(r) (H(r)) (H(r))‘ af
n=2: Hr)=r"+ayr+ag=0
’ " (m)
35ln=2: r= iy Az - 1/1 {J.P(’)d”f(t)ﬁ( P(t))2 +(P (t))3+...+( P )(;)Jr]]
2 27 ﬂz—r ﬂz—r ﬂz—r
t
, 36(n=2: =4 = 4y (] rorar)a
P(t)-e"
n=1: ap#-
37 ap r e”l Py P'(l) . P”(l‘) P”'(l) . ( l)m P (l)
ag+r QO+ (ag+rf  (ag+r) (ag +r)
n=1:ay=-r y
38 ¢ I P(t)dt
P(t) - cos(ar) Benyt en af formlerne 39 til 43 forr=0 (er = 1)
P(?) - sin(wt)

Benyt en af formlerne 44 til 48 forr =0 (er = 1)

P(t)- €' - cos(ar)

39|n=2: 4; og A, er forskellige rt
reelle tal /Ize— 7 (A -cos(wt) — Bsin(wt)) (se de naste sider)
40|n=2: 1 og A, er samme reelle tal e”(C~ cos(r) — Dsin(a)t)) (se de nzeste sider)
41|n=2: 1y og A, er komplekse tal rt
i tim p— (B -cos(awt) + A sin(a)t)) (se de naste sider)
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rxiw

(B -sin(ar) — Acos(a)t)) (se de naste sider)
S1—=52

q(t) Forudsaetninger Partikuler lesning y (t)
An=2: Yy =r+io Jy=r-io ¢ cos(ar) P”(z) o) ¢ sm(a)t) P”(t) L P90
—2Pt) — |t P(t) - —
Cw) (2(0) (Cw) (260) Cw)
43In=1 erf(_ E -cos(at) + Fsin(a)t)) (se de naeste sider)
44|n=2: A og A, er forskellige rt
reelle tal 226_ P (A -sin(wt) + Bcos(a)t)) (se de naeste sider)

P(t)-e'" -sin(wr) [45|n=2: 4j og A, er samme reelle tal ert(C -sin(ar) — Dcos(a)t)) (se de naste sider)

46|n=2: 1, og A, er komplekse tal ot

47

n=2: Y1=r+io lh=r-io

e sin(n) | iy PO PO |, ¢ cos(an cos(a)t) J‘ Pe) - P”(t) PP
2w)? Co)? Q) w)? (2w)4

48

n=1

—"(E-sin(@r) + F cos(er)) (se de naeste sider)
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JG=D-G=2)-.. '(j—k+1)
1-2-3-:

[ Uzl 232 4 sz At -
4

llzRe(ﬂl)_r’ 12=Re(}~2)—r slzlm(/ll)+a1, S2:Im(12)+a), (zj:

Appendix

pU l)(t)+
J- 5g§_
pU 1)(t)+

2 2 2 2 3 2 3 2
A: [ 211 - _ l 2]P(t)+ ll -8 - _ 12 ) - P'(I)+ Zl —3[1513 _ 12 —3[25‘23 P”(t)+...+ ;
I +si 12 +92 (112 +s12) (122 +s%) (112 +slzj (122 +s%) (112 +s1)
J),j-1 J)j-33 [J),j-5.5
W s — H77s7 + o8P —
20 3 a2 3 (Jl 1[3]1 i [5]1 i
B— 2S1 ~ ]P(t)+ 2051 - 2l sy . Pl(t)+ 3l 51 Sl3 _ 355y S§ P()+..+ ;
I +si 12 +3 (112+S12) (122+s%) (112+512) (122+s%) (112+512)
- 1{-(’)1{‘%12+(’j1{‘4sf—...
_| - i -3hst : 2 4 (j-2)
C= —2P(t) 2—P(l)+ A=) ; P (?)
(112 +312j (ll +slzj (112 +312)
J\,j-1 733 [J),i-5.5
2ls 3125 — 57 (Jllj ! _[3}1] °l +( jllj T ;
D= | —E_lpP@)+2 L —LIP )+ .. +(i-1) : PU=2 ()
2aisd 2y 242Y
1 +51 1 t9 1 1t9
5 i - @zl 2s? +[ ]l’ At -
E= 211 S P() + i -sf 5 P+ 311S13 P'(t)+..+ - PU D@y 4.
[ K 2 2 2 2
1+ (ll +S1) (ll +Sl) (ll +S1j
7 - j - j -
2 32 (Jllj 151_[3)1{ 3513{5% e
F = (l)+ 151 5 P,(l)+ 151 — Sl P”(I)‘F + 7 P(J_l)([)+...
ll +st (112 +s12) (11 + Vlz) (112 +S12)

6.4
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APPENDIX 6.5
INTEGRALMETODEN FOR DIFFERENTI-
ALLIGNINGEN

d” dr1 d
-1
dt" dt" dt
Lad a,,a,,4a,,...,a,€ C, og lad karakterligningen a, A" +an_1)»”'1 +...taA+a; =0 have n

forskellige redder ).1 , Az, cens An € C. En partikuler lgsning yp(t) til differentialligningen er da givet

ved

At as
n=1|: yp(t)-—fq(t)e it
1

A A
=2 0: y@ = (e Mar + q(fe ™' dr
" p Z(A Az)fq © z(x ) )f
n=3 |: (0 = il f e Mdr + Al f (e ' dt
o ay (A =A,) (A, —A3) 1 az(Ay=A)(Ay=A3) 1
st

[q@e ™" a

Y A, (A, k)

At

— . — €
| yp(t) a,(A=A) (A, -A3)(A,-1,)

Aot

[a@e™ ar

e
ay(Ay=A1)(A,-A3)(A,-2y)
e).3t
ay(A3=4)(A;=A,)(A;-4,)

Ayt

+ € —).4td
a4(}“4_l1)()"4_)“2)()“4_l3)fq(t)e '

[a@e ™ ar

[aye™ ar

OSV.
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APPENDIX 6.6 NUMERISK LOSNING AF
SYSTEM AF DIFFERENTIALLIGNINGER

Metoderne vises her for et system af 3 differentialligninger.
Metoderne tabellerer lasningen y(f), z(¢f), w(f) til differentialligningsproblemet

d

73; = fit,y,z,w), y(a) =y,

d.

7? =fé(t,y,Z,W), Z(a) =z, tE[a;b].
% - fl6yz,w),  w(@)=w,

RUNGE-KUTTA METODE AF 2. ORDEN
Metodefejlen pé et enkelt skridt er O(h>) = konstant-43.

Algoritme: Kommentarer:
Det forudsettes, at a, b,
Yo» Zg» W, samt antallet n
af delintervaller er givet.
h o« boa Skridtsterrelse Af =
n
t, < a Startveerdi for .
ky < hfi@s oz W)
4 < B LG Yz W)
m < hfit, v 2 W)
h 1 1 1
k, < hf ti+5’ yl-+§k1, Z,~+501, wi+5m1
Gentag for B 1 1 1
01, {2 T MRy gk syt wgm
h 1 1 1
eon—-1 m, < h-f ti+5’ yi+5k1’ Zi+501’ Wi+5m1
4 L+h Neaste 7-veardi .
Vi itk Nazste y-vardi.
Z;i z;+ 4, Nazste z-veardi.
7 w; + m, Naste w-veardi .
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RUNGE-KUTTA METODE AF 4. ORDEN
Metodefejlen pé et enkelt skridt er O(h®) ~ konstant-4° .

Algoritme:

Gentag for
i=0,1,

Lhn-1

280

h'fi (tia Yis Zj» Wi)
h'fz(fi, Yis Zjs Wi)
h'f3 (ti, Yis 25 Wi)

h’fl(tﬁg’ yi+%k1’
h-f, ti+g’ J’i+%k1’
k£ ti*% yi+%k1’
it
hf, ti+g’ yi+%k2’
h-f, t,-+g, ” %kz,

Kommentarer:

Det forudsettes, at a, b,
Yo» Zg» W, samt antallet n

af delintervaller er givet.
Skridtsterrelse At -

Startveerdi for ¢ .

1 w-+lm
i 2 1

1 1
Zi + Eﬂl, Wi + Eml
1 1
W- + —ml
2
|
2

1 1
z; + 502, w; +—m,

h-fi(t;+h, y;+ky, z;+0;, w;+my)

hifo(t;+h, y;+ky, z;+0;, w;+my)

hef,(t;+h, y;+k;, z; + 5, w; +my)

L+h

y;+(k +2k, +2k, +k,)/6

z;+ (0 +20,+20,+0,)/6

w;+(m +2m,+2m; +m,)/6

Neste ¢-veerdi.
Neaste y-verdi .
Neaeste z-verdi.

Naeste w-vardi.



Appendi x 6.7 Oversigt over differentialligninger af 2. orden

APPENDIX 6.7 OVERSIGT OVER DIF-
FERENTIALLIGNINGER AF 2. ORDEN

Differentialligning

Vigtigste forudsatninger,
betegnelser m.m.

Losning

Homogen lineeer diff.ligning
med konstante koefficienter:

2.
49V g oy -0, 4#0
> adt

Karakterligning
AA?+BA+C=0 med rodder

A #A, (reelle)

y(@) = er"t(C1 cos(wyf) +C, sin(mot))

Inhomogen linear diff.ligning
med konstante koefficienter:

2
49V B L0y gy, 420
dr? dt

Lad C,y,(® + C,y,(5) vare
den fuldsteendige losning til
den tilsvarende homogene
diff.ligning (se ovenfor).

Y@ =y, +Cy\(0) + Coy,(®), hvor y, (1)
kan bestemmes pa en af de felgende ma-
der:

1) Gaettemetoden (se appendix 6.3)

2) Tabelmetoden (se appendix 6.4)

3) Integralmetoden (se appendix 6.5)

d
W + PO = 49

R = [ q(De"Odt

Eulers diff.ligning: Omformes til en diff.ligning med konstan-
Ar? d_zy B tﬂ +Cy=q(t), A%0 t#0 te koefﬁciuenter ved hjeelp af substitutio-
dt? at nen f=xe¥:
2
402 B-a)% 1 Cy - gle")
du* du
o~ 0 P(®) = [p(tydt WD = C,[e P04t +C,
dr? dt
d% P() = [p()dt »0) = [R@ye P Odt + C,[e7Odt + C,

Homogen lineer diff.ligning:

d’ dy
+ py(f +p(Dy =0
e P>+ Py

P,(0) = [p (0t
¥1() er en kendt lgsning

y(@) =Cy(D+ 2{2(1‘), hvor
¥, = () e "4t
= oy

Inhomogen linear diff.ligning:

dy

d
o PO + po(0y = 900

Lad y,(?) og y(?) vere to
ikke-proportionale lgsnin-
ger til den tilsvarende ho-
mogene diff.ligning (se
ovenfor).

y(®) =y, +Cy,(0) + C,y,(®), hvor

G 20)] ylgz(tt])(t) at ‘yl(t)f %(3)@ dr
g W=\ 22 =yl -y
1 V2
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Eksempel Losning af eksempel
Ly dy_6, -9 W) =Ce*+Ce™, da A2+A-6-0 < A=2V A=-3
d?  dt
d_zf _6%+9y=0 W) =C,e¥ +Cyre¥, da A2-6X+9=0 < A=3
dt 4
d’y 44y 59, - f) = ¢ (C,cos(d) + C,sin(df), da A2-4A+20=0 < A=2:4i
a )y 44> y =0 nH=e ( 1 €05(47) + C,sin( t)), a i
dr® dt
y@=y,0+C e?’+ C,e” ,hvor Y,(#) kan bestemmes pé en af de
folgende mader:
R 1) Geettemetoden: yp(t) =ge™, hvor a bestemmes ved indsattelse af
dy 4y gy -pet (0  idiffligningen.
dt? dt 2) Tabelmetoden: Af formel (3) i appendix 6.4 fas
Y () = —————e™*
T (AP (46
3) Integralmetoden: Af appendix 6.5 fés for n=2:
2t -3t
) = ——— f 2ete g + S f 2e e (Digy
7T (32)
2
tzd_zy +2tﬂ 6y - 2 />0 Substitueres 7=e*, fas d—{ +(2—1)? -6y =2¢™*, der loses som
dr? dt Pl ovenfor. du u
2
Ay _1dy o 459 (i) = leel’"dt+ C,, idet P(f) =f Lt = -t
a2 t dt t
d_zy _1ldy_ 623, >0 (@) = f2t3eh“dt + leeln‘dt +C,,
dt2 t dt
idet P(f) = f ( —%] di=-Int og R()-= f 613e™idr =243
2 2 _(42 .
dy 1ldy ~4t29(1) =0, >0 y(t)=C1e(t )+ C,e @ idet
di? tdt , of 1 1 ]
Det oplyses, at y,(f) =e eren () =¢ f?e dt = ¢ og P(n)= f( ‘?) df = -Int
losning. (e(t ))
»® = G og y,(8) = e ) (se ovenfor)
dy 1d y(@) = _% + €+ C,e ), idet
ay _1ay _ 412 =42
y(t) t > t>0 2 (12
2 (7). 42 %), 42
dr> t dt 0 = e-(tz)f_e 4: dt - e(t2)f_e 4tt dt = -1
og W)= e e® = -4¢
206 27"

282



Appendi x 7.1 Approksimation af f(x)

APPENDIX 7.1 APPROKSIMATION AF f(x)

Taylorpolynomium for f(x) med udviklingspunkt x,
' " (n)
1 (xg)+ L0 S‘O) (x—xg) + L0 Z(TO) (x-xp)?+..+ L0 nfx()) (x—xp)"

Taylorraekke for f(x) med udviklingspunkt x,

' " (n)
f(xo)+%(x—xo)+%(x—xo)z +...+%(x—xo)” Yo

Kollokationspolynomium for f(x)

Kendes f(x) i to punkter:

X X0 X0 +h

fx)[ a b

er kollokationspolynomiet a + b z a (x—xp)

Kendes f(x) i tre akvidistante punkter:

X |xo-h b xg+h
fx)| e a b
er kollokationspolynomiet a + bz—he (x—xg)+ b-l—zeh—;2a (x—xp)°
Kendes f(x) i fire &kvidistante punkter:
X |xp—h b)) xg+h | xg+2h
f(x)| e a b k
er kollokationspolynomiet a + W (x—xy)+5 _22:; b (x—x9)* + % (x—xp)°

Kendes f(x) i fem akvidistante punkter:

X |xo—2h xXg—h X0 Xo+h | xo+2h

f(x) D e a b k

er kollokationspolynomiet
a+p—8e+8b—k —p+16e—30a+16b—k

12h 2447

» —p+2e-2b+k

(x—x) + 3+p—4e+6a—4b+k
0 12/

241 (=)’

(x—xp)+

(x—x¢)

Generelt kollokationspolynomium for f(x):

a+(x—xy)-|a; +(x—x1)-[a2 +(x—x2)-[a3 +...+(x—xn,1)-[an]... m
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FACITLISTE

KAPITEL 1
Lla (1) 4x, x+—, 24, 3
12 3 x+3
(2) x 10 , x 10 , x 10 , e10 , e1()x , 24x, x6 , e6x , 3x
2_
3) ex, 4x?%, 3x10, M, 3x0+x%+6x¢
3x+9
@) % %x, 157, % 2.4, x-(x+1)
(5) E’ é b &’ E’ x_2, 3x+1’ +1
4 9 42 3 10 x2
2
© L, EFIX o, X, @12, 27, x?
2x x+2 35
(7) 4x3’ x28, 4x, %, e3x, x8, 4x
1.1b (1) a,1,1,1,v, Vv, Vv, a 2)v,a,a,a,v,1,1,1
Lic (1) %,J’GR; y% 0<y; e, yeR; e7, yeR; (y-17 1<y
v
2) %,J’GR; Yy, yeR; e, yeR;  In(~y), y<0; 3 yeR;
1n(l—1), 0<y<1
Yy
1x+\/x2+4
Q ] 13 2 5 ) 2
5-1n2 In2
M ) 392; 2+ 1 ; -
2 x-2
13 -; 0,1; -, 2-2/4-x
u (1) 1_9_00; 150+’ %’%’ —00, 00, 1+9°°5 ]-_’0+; 0+9°°
(2) %90-‘-9 1 90+; 0- -0, 0+’°°9 %_’0-"9 _%93
14 o0, 0, 00, 0; O,%; 0
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Funktion af én vari abel

16 (x||x[>2); y=3x+2,x-2, =2
17 ja, ja, nej
1.8 {x|x20}, {x| x>0}, cosx — 2x- sinx
2vx
6
19a (1) 7x°, %x_7, 202, (1+2x)e*, wz—sinx’
-2x -2 x
(1+x2P ~ (4x+5)2
2) 2x , 1 é, M’ (1-x)e’*,
1+x? 2\ x %2
-1 1
23 (L5 ) 2y (Lo )
(3) M, —e™*, 3x2, lx%’ —e” ’ cosx +x*sinx
(x242)? 3 (1+e)? cos?x

2 _ _
19 3z, B2 xtl oy (6x+3),
2 (2x+1)? 2x\/x

1 . 5
2(x+1)m, -2-sin(2x+1), ;lnx, e
aftagende i [-1;3], voksende i [3;4];

sinx ,

COsXx

i
ok
=]

aftagende i [-2;-1], voksende i [-1;1];

voksende i [0;%], aftagende 1 {g;l];

voksende i [0;4], aftagende i [4;00]
0.023, 1.03, 0.102, 0.90

8.543820, -0.027260248, -0.477511

1.0-10°; 0.2:10%, 0.6-10°%, 1.4-10%, 1.8-10¢

[
[
(-

-y
-
N

-y
-
(]

3
1.14a (1) 15, %xz, x2+x5, Lx7 %x

(2) 29 ) 17 3

(3) 15, -4cos(2x) +2sin(3x), %sinsx, - cos(Inx)

@) 0, -4, %ln3x

x 2x 2x

+
2 In7 2In3
114 1n4 -1n(24/5-2)+2-(cos2 +2-sin2 - cos1 —sinl) = 0.52256

b
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115 22 -1n2 -2 = 1.8304;
2 2
2245 _i1n3+7‘/§ +lln2+7\/§ ~ 0.3721
18/10 27 2(3+/8) 2 3(2-y2)
116 > = 23811, tanl+In(cosl)-22+6,3 = 4.001
V2 3
117 (1) 17112 (2) 1738 og 17.3.7 (3) 17265 (4) 17.7.15 og 17.7.8
(5) 17.123 og 17.12.1  (6) 17.5.3 og 17.5.1 (7) 17.11.2
(8) 17.25.6 og 17255 (9) 17.13.1 (10) 17.19.2
118 (1) 172511 (2) 17.13.13 og 17.13.1 (3) 17.18.7 (4) 1751 (5) 17.19.2
(6) 1715 (7) 17.7.8, eller 17.12.8 og 17.12.1
119 (1) 4+mln% ~ 99453 (2) %m% ~ -0.0509
3)Z L2 =~ 04388 (4)2-3m3 = 0.0187
4 2 3 2
2 1
120 (1) L2 = 03964 (2) -1 +21n( *e) ~ 0.2402
(3) -1-In2-In(In2) +n2 = -0.05281 (4) %(1112)3 ~ 0.11101  (5) 2¢2
1.21 ln(3+2\/§)—§ = 1.06
122 (1) 1.61 (eksakt In5 =1.6094379...),

(2) 10.740 = 11 (3) 189671 = 19 (4) 1.92242 = 1.9
1.EksamS1b 33.3

1.Eksam63b 5.55

0.3
1.Eksam69 %(2&—1) , ?m( 1+2 ) ~ 0.364558
1.LEksam78 = 2.1 Mwh
1.Eksam84b = 11.7 eller 668°
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St andar df unkt i oner

KAPITEL 2
2.1a (Hh) 0,1, Inx, Inx, Inx; o0, -o0
2 2, %, ny, 2, 2Inx; oo, -oo
3 -1, 0, 0, Inx; oo, -o0
@ -1 omx, X, 00, B2,
2 2 Inx
(5) 2z, -In@%y), 1n§; o, -0
6 L. L1 2x X 7y, o, -
2 4 y
7 Inx, %lnx, n2; 2, In2

(8) _23 17 2: 27 2

[\°]
—
=x

(1) 0, 1, log,x, log,x; oo, -o0

(2) 0, logyx, 0, 2, logx; oo, -o0

3 2, 3, 5 2x, a, 2x, -6log,x; -o00, oo
4 3x, In2, 4, Inx, Inx; o0, -0
(5) 4’ x’ x, O, O; 03 0
(6) 2Inx, x, 12, log,x; oo, -oo
1 1
7 -, 0, 1, ———; 1, 1
QR T
1 log,,x
(8) ‘EIngx’ log,,x; o0, -oo
1n_3+1
©)  logx, logy(xy), =G _mx oy
In(5x) 111_5+1
Inx

(10) 1, log,,(xy), log,(2x); oo, -o0

.1 (1) D=10;e[Ule;oo[, positiv for 0<x<e, negativ for x>e, asymptote x=¢
voksende i ]0;e[ og Je;e?], aftagende i ]e%; oo
(2)0 3)V={y|y>0V y<-¢€?}

290



|!°
ko

N

o

)

(10)
(11)

(12)

Facitliste

7 = 10706, 8m2-L=~3218, 3, 1
9 3 8

3 2
1, 5, e—l, e6x, 262x’ le—Zx
2
o) , 9 , l , eZ3x, 2 C_ , le3x+3
2 12 3
8, _3’ 2, ele, -, 868x, _e—3x
7
25
3, 3%, 02, e 2, e, 9e°, eb*
25, 3, x, e ¥ = 3e3*
1 2 B
125’ —, sz, eSx, L a2
3 ) 25
9. 7. 1, ¢ , &, 1e2, Lo
2 24
e4x’ 1’ _i, Zx’ 26736’ le6x
2 2 6
e6x, ele, 18x, e, ex, _le 2, 168x+2
2 1 8
-X, e—x’ el3x’ (2x+1)62x’ Eer
-—x? =x
2. e 2, e, e?*, 302 , 1 182
2 18

1

(1) 7, =, -7, 49,8 Q) x& D (2-Inx+1), x<x">xx((1nx)2+1nx+l)

X

sande: 2, 10, 11, 13

(1)
(2)
€)
(4)
()

1, 3, 2%, 5% or grpy L g3
In8

3. 9v 1 g4r Lex o qarpqe o1 g2
6 In4

253, 107, 9%, 3*In3, 22
In4
6%, 3%, 2, 2%, 3*m3, 327
28 n8
1 I

1, 3%, —7% 3*2n3, — 5%
12 In5
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St andar df unkt i oner

S

2.6

N
]

|!°
<

292

_ 1 _ 1
6 2¥3 . 5% 6%, 1+x°In2)27%, — 27
©) 24 ( ) In2
7 62, 5¥, 2%, 3% Lo gargnge 1 g
15 In4
® 2551, 1072, 0, 12%, 2%In2, L 3%
In3
© 2%, L g gragpn _grne, L3
3 In3
1) R, 0 forx=0o0g x=1, positiv for x<0 og x>1, negativ for 0<x<
g P g g
lné lné
asymptote y =4, aftagende i |[-oco;—— |, voksende i |—— ;o0
In4 In4
2) 12 —4 = 14101
In16
36 - L
LML 1) = 012251, —2_ = 0.60683, 36 = 20.076
3le g8 ‘In3 In6
15 3 43 s -2
(1) x12, \/;9 x29 x209 5\/;9 _Ex >
1 -1 2
2 x2, x?, x O x7, 9x% In|x|
I 2,1,
(3) x6a x_6a 25=\/Za X 39 _x6a _xZ
6 7
2 3 4 27
@ x0, xB, 3 19 15 20 2
2 2 9 b 15 2 27
10 o !
(5) x12’ 58’ x30’ 11x10’ 7x6
definerede: 1,2,4,5,6,8,9
(1) [0;00] (2) [0;00]
X 0 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
€) fix)y |0 0.3940 [0.7300 [0.9415 |1.0000 [0.8857 [0.5831 [0.0791 [-0.6375
(4)0, 1782 (5) 0.9636 (7) 1.002, -0.6375 (9) 1.165



Facitliste

2.9 %ﬁz—1.8856, % %(2-3\/5—1)z1.1399,

3 (.3 ~
E(z;-ﬁ—l) ~ 2.7238

210 (1) ]0;00[, ]0;00[, €*+3"'In3+x*(Inx+1)

1 1 5
3.2.2.73 273
2 0;00 ) 0;00 , el + < _ <
( )] [ ] [ 2x 3x 3x
B){x|x#0Ax#2 Ax# -2}, D'=D, _-17x
(x2-4)?
(4) 10;10[, 10310, l+10gx+ 1 1-Inx _ 1
x

In10 x2 (11 -x)log(11-x)In1

(5) [0;1[, 10;1[,

1 3

3
(1-x2) 2+x2(1-x%) 2 +2x(1-x2)2

1 1
~3x3(1-x2)2 +%(3x—1) 2.3%n3

211 1.09, 0.0673
- 1688 _ 3887
212 -, 767 C (ca), p=5.19-10"-10 T =519-10"¢ T (ca.)
213 -; 3950; 1.68,3.15; 0, 7216 (alle ungjagtige)
2.14 0204/x
.\ . ¥ . Sm
215 f(x)=0 for x=m og ellers positiv, voksende i O;? og i n;T ,
aftagende i g;n og i STTE;ZTE; area1=1't+3Z§ = 4.4406
216 (1) f(x)=0 for x=0, x=3—'jT og x=m, positiv i 0; = og i E;3—“,
4 2 2 4
.. T . T . 1
negativ i |—;m|, voksende i 0;5 og i [n—ArctanE;n],
. T 1 13
aftagende 1 E;n —ArctanE , X= > er en asymptote ,
(2) areal = = + 02 4~ 013197
4 2
-T ® -1 1 -1
A _,_9_9_3,_90
6 4 4 2‘/— 2
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St andar df unkt i oner

4

.1 Korrekte: 2,4,5,7, 8

N
[
N>

(1) [0;4]
2 B B N NN A
@ 1o | 0 |0.3623| 1.1416|2.4567|6.2832|

(4)—)0, — o0

(1)]_11] ]_11[ _Sinx+ 1 _COSX+AI‘CSile
JI+x  (L+x)/1-x 2(1+x)y/1+x
1 1
1+(Inx)? x

1+x

\/1—x2

(4)D=_7n+p2ﬂ:;g+p2ﬂ: (phel), D’'=D,

[N
N
(]

(2) 10500[,  10;00],

3) [-1;1]1, [-1;1F,

cosx — 21X 4 etanr (1 4 (x+1)(1 +tanx))
cosx

) {x]-1<x<0Vo<x<1}, {x]-1<x<0Vo0<x<l1},
1 x 1 X
+ + -
[{_x2 |x| Arctanx (Arctanx)?(1+x?2)
@10 {1, j0n {2},
e e
1 ) _1_Arcsinx

\
1_x2 X

(1+Inx)?

(1+1nx)( 1+

+ (sinx)VZ - Insinx \/;°.cosx
2y/x smx

, ﬁ—ﬂ, iArctan(\/ftanx), X - Arctan =,

T
4° 2 6 3 4(x%+2) 42 V2

—g J1-x2+ %Arcsinx

[N
N
[

et+l
et-1

N
)
Y
w |

,e,e 1, 1,2 ,0, -In2

b

3
4
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Facitliste

223 (1)2209 (2) 02475, 1.444, 1.946, -2.113  (5) 2.250
224 3,3,1,5,4,2,5,5,2 (og 3)
225 Vb
226 (1) R, R, -sin(sinhx)- sinhx + SS(5100X)
cosh?x
inhx* cosx — sinx* coshx
(2) {x|x#0}, {x|x=o0}, 2
sinh?x
\
(3) 10;00][, 10;00[, (coshx)smh(h”‘)-( sinh (Inx)-tanhx + l-cosh(lnx)°1n(coshx)
X /
(4) 10;00[, ]10;00[, sinh(sinh(x*Inx))-cosh(x:Inx):(Inx+1)
(5) [i;oo[, ]i;oo[, 1 SR S p—
2 2 cosh? (In(x-y2x-3)) x-/2x-3 J2x-3
(6) R, R, cos(sinh(4x+3))-cosh(4x+3)-4
(7) [0, 1150,  coshx +—1
Vx2-1 |
4_ -
227 7, 4, e'%, ¢*, e!% 102, 2, 621, nej, 3", cosv, 27°
11 5.3 1
228 2°, 27, 72, 7, —, =, nej, 1, nej, 235, —, nej
372 49
220 mx*2,050 2. 1 _gpny, 41, 1, 26, po1, L
2\/x x xlnx 5 5\/5

2.Eksam64b 497“ - 100-e VB2 4 100-e V7 = 27.208
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Gramseunder sggel ser og integration

KAPITEL 3
31 1
5
32 2, 2,1, 0, 0, 1, o, 00, —L, 0
3 840
f
& 62’ O’ l’ 1’ e or x_>0+’ ’ 1’ 2’ 1’ ln_
2 -oo for x— 0-
M _]-9 \/69 2, 09 0, ly 0, 09 o, ©©
3.5 €, —0, Oa 1n2, 05 ]-’ 15 -00, 05 o0
4
5 _
3.6 10, %, divergent, divergent, %, 2043 + w =~ 37.420,
T 2 1 .
— + — Arctan— = 1461, divergent, 3w, 5 - 6In2
V7 V7
37 (1) 1+ 32 _ 1 ~ 1 L 2x-1
15(x-2) 4(x-1) 12(x+1) 10(x2+1)
2 41In3 + 2In5  62In2 iArctanl . 1 ~ 0.001726
20 15 10 2 2
38 (1) 1+2x+—2_ -3 372 "y o8
(x+1)  (x-1) x2+4
39 L-I3 ., v2, V2 o 047710
2 6 3
310 -1+In 5127 = 2.4520

3.Eksam40b In4 , divergent

3.Eksam49b e-1, divergent

3.Eksam51a - oo, e

3.Eksam70b % + In 16 + %Arctan% ton = 25.93 ton
_4 \/§
3

3.Eksam71la e °, 0
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3.Eksam76b

3Eksam85b

3.Eksam91b

3.Eksam96b

3.Eksam134

3.Eksam135

3.Eksam156

3.Eksam159

3.Eksam169

3.Eksam173

3.Eksam178

3.Eksam181

3.Eksam185

3.Eksam190

3.Eksam192

3.Eksam198

3.Eksam206

T
3

1 1 1 L
1 - + > @
O x+1D)  (x-1) x2-2x+2 @ 4
sin(In2) +cos(In2) 0.35205

4

3 1 . 2-x o
10(x+1)  10(x-1) 5(x2+4) 20 10
2
-, g(t) = z—t for >0 og g(O) =2 ’
In(?+1)

S, = 6.1707 og S, = 6.1627

1 x+1
x-2  x2-4x+5

1 x+3

x2+2x +5

- In3

27

Facitliste

—In== = 0.0354

8

, In((x+1)*x2-4x+5)) + C
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Gramseunder sggel ser og integration

3. Eksam210 %
3.Eksam226 0

3.Eksam227 o x+1

3.Eksam235 - + x+2 In
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Facitliste

KAPITEL 4
4.1
h t 0 |0.0625]0.1250| 0.1875| 0.25
() | o0.125 y 0.5 0.5313 0.5723
0.0625| 0.5 |0.5156|0.5337| 0.5543 | 0.5775
Resultat| 05 | 052 | 053 | 055 | 058
h t 0 |0.0625]0.1250| 0.1875| 0.25
(2 | 0.125 y 0 0.1250 0.2224
0.0625| 0 |0.0625|0.1177| 0.1667 | 0.2105
0.0313| 0 |0.0606| 0.1143 | 0.1622 | 0.2051
Resultat| v 0 0.061 | 0.11 | 0.16 | 0.20
h t 2 | 2.0625| 2.125 | 2.1875| 2.25
(3) | 0.125 y 1.2 1.2456 1.3039
0.0625| 12 | 1.2228]1.2487| 1.2782| 1.3118
Resultatf y 1.2 1.2 1.3 1.3 1.3
42 )y=3+Ce™, @y=3-¢D
4.3 (1)y=C\lg, (2)y=E
44 (1)y=0,y = 1_’Ct, Q) y=t t>0,y=ﬁ t>0,y=0 t>0
45 (y=lLy=1-——, @y=1,y=1-—"
t2+C \ t2+1
46 (1)y>=1+Clnt, (2)y-= 1—%1nt 1<t<ed, y=1 t>1
47 (e, -2 e

(t+1)* +3e*
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Differentialligninger af 1. orden 2
_3013 16
8 (k- Q-1 for 0<t<2 _ (32-3017)°> for t<15
— 0 for 2 ° 16
0 for t>—
15
. 4
49 N - _ 1710
1+ 169-e7%
40 Oy=rcS, @y=rea
410a (1) Ce®, (2) Ct2 (3) Ct3, (4 Ce™, (5 Ct, (6) gt— 94 +Ce™¥,
(7) e* +Ce™!, (8) 2cost —sint + Ce™, (9) %t 14 Sy Cent
(10) —¢' + Ce¥, (1) 2+Ct2,  (12) —%t"2+Ct
& &
411 ()y=-1+Ce®, @Qy=-1+e*
412 (1) y - %(4 - 9t2)Arcsin(%) L C@ - 917,
@)y = %(4 - 9t2)Arcsin(%) L (4 - 91
413 (D)y=-1+Cy1+2t, Qy-=- 1+ 2¢
t2
414 () y=2t+Cte 2, @y=2t, t>0
415 -3 — 17 in ~ 1043 min
In4 - In7
416 y = i
_Rt E
I 0 ,
417 I=Ce* + ——— (Rsin(wf) - wL-cos(w?))
R? + @?L?
418 57000010 5 ~ 18935 &
In2
4. Eksamé6b -1 + C , -1+ L
1-2 1-2
4Eksam52b (1) y =1 + C¢-1), CeR, @)y =1, y = /15¢- 14
3
4.Eksam86b (1) y = yK-(n#® -1, () -
4Eksam92b (D24 -1=4yt-1+C, y=1, (2)y——t+—\/t—1 +3
4.Eksam122b 2.00, 3.25
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Facitliste

3
20 +sinn? + C

4.Eksam129b (1) y = , (2) ingen
t+ T

4Eksam158 y = 8¢V - 1

4Fksam182 y=1- — > y-1-__1
In(z+1) + C In(#+1) - 1
2 2
4Eksam202 y---2._¢ -1 _2
33 o 33
: G2 =30 3 G2 -3
4.Eksam205 y =\ 1+ke? , k>0, >1, y=\1+7e? , 1>1
3
2,.1\2
4.Eksam217 y = 1, @+
3-8 2-t

4.Eksam239 (1) y=e“tan(e’+C), (2) y=e"tan(e’-1), ¢< 1n(g +1)

[

4B.1 (I)J’:_t+tan(t+c), (2)y=—t—Arctan[¥) og y=-t,
eC—Zt_l

(3) y=T-t+tan(z +C)

4B.2 (1) y=4y/10z-1%, (2) y =+ty/2sin(t?)
4B3 (1) y=t, (2)y=t-tan(%+lnt), () y=1+2t-/62+2¢+1
4
4B4 y-= Sl og y=0
Cc-2¢3
4B5 (1) y==xyt?+Ct, @) y=t
4B6 ()y=-—" og y=0, @) y==,|t-L+Ce
t-t'lnt+C 2
-1 +4/+7
() - _og y=0, @y=—2VE o5 y-0
(1+2¢+Ce’)? (C-4+5)4
4B.7 (1) y=t- . og y=t, (2)y=e“tanh(e’+C), y=-e’ og y=e’
t’+C
t2
B)y=l+———— o0g y=1
1+t+Ce’
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Kompl ekse tal

KAPITEL 5
51 - 51a  15+i, 8+7i, 43-11i, 11+2i, -7+i, -1-2i,
2 3.3 4. 2 1. 21
==, =+ —i, ~ ==, ~ S+
13 13°25 25° 5 5° 5 5
52 1-3i, L-2; 14,1, L.3,
5 5 10 10
. .2 4,
53 -9-46i, 1, -2, 0, 8-3i, =-2;
5 5
. . iwr-1)
53a -6¢&°, 12, R Re
i‘E —ZI'E _i.3_ﬂ _i-z_n —i-E i-3_ﬂ l"E
54 1¢% le 2, 5¢ 2, 2e 4, 2e¢ 3, 2e 6, 4y2e 4, 2/5e 3,
LT
2.2361 ei' 1.1071, 27236le” i 1.1071, 3.605661"0.9828, e 6
55 -1, ie, 5 -, -1-i/3, 1.0261 -i2.8191, -2.0807 +i4.5465,
V2 2

0.2829 +3.9900, 0.2829 - 3.9900, 2cos(1007) +i2sin(1008), Vcos(wf)+iVsin(w?)

5.5a

302

-10.838 +i16.809, -0.9822 +i1.1322, -0.6154 - i0.0769,
1.3333e7,  6.6667¢"0"08835) 42815+ /6.9920

1
VLC

: _ 2 _,3r2
R+z((.oL2 wCz'R wLZC) . 600 sec”!

1 - L R

(1-w’LC) +(wCR) = st o i3
M 1+i, -1-i 2)2e ®, 2¢ %, 2¢ %, 2¢ ®

. 177
i

T ;3
@) Vee 2, Yee *, Yee ©
@ 1, —%+i£, LB s iiiB -1-iy3

2 2 2
(5) l‘/f’ _2\/§+l‘/§’ _2\/5_1\/5’ _l\/i
n2 . & 1 2pm
6) — +i(— - — + =— hel
(6) 5 1(12 3 3 ) p

)

(1) ~VZ+iy2, V2-iy2, () 4£3i, (3) —%:l:iT

4) £/2, i, (S)i‘:ﬁ, ii‘t/f, ﬂ:(i+i), ﬂ:(i_i)

2 2 2 2

o Bl E BT
2 2 2 2



510 -i‘In(2+3) + 2p7m (p hel)
. — . : : 1 .9
511 (A +ida+2a, -iR+sinx), 0, ia-1, -—-i—
13 13
512 (z - 1)(z%2-4z+5)
513 1, -i, +£2i, 1+i
5.Eksam39b  1.58-¢?%2) 0.85+0.73i, -0.85-0.73i, -0.73+0.85i, 0.73-0.85i
5Eksamd48b 1.22+047i, -1.02+0.82i, -0.20%1.29;
SEksam62b  (z =)@+ +1-20E+1+20)G+ —’[)( . +’\/—)
5.FEksam79b 3
5.Eksam90b @, 2.1763 = 124.70° ,
1.18 +0.71i , -1.18-0.71i, -0.71+1.18i, 0.71-1.18i
5Eksam137b 2¢'"
5Eksam171 1-3+i
sn,
5Eksam187 e , +(1.37 +037i), +£(0.37+137i), +(1-i)
5Eksam197 0.794+0.794i , -1.084+0.291i, 0.291+1.084i
i
5Eksam199 2¢® , 2 -
27
3027, .
S5.Eksam214 2e° |, ?(3 o))
5.Eksam234 3[ i3y2  -/6 V6 V6 _iV6
2 2 2 2 2
5B1 () 2x+2+— +_2 3
x+1 (x+1)? x-1
@) x2+2x+In|x + 1] - 21 +3In|x - 1|
5B.2 In(|x-2|yx?+1)- + 2 Arctanx
x2+1

Facitliste
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Kompl ekse tal

1

sB3 L+l 1 o1 oym3e3 28347
x x?2 x3 x-1 (x—1)2 72
5B4 In(x-1))+—0%*"5 4 lin2 2x+2) - 8Arctan(x - 1)
2(x%2-2x+2) 2
5B5 x2+2x-— + 73 3 nx+ 1) - Lin(r- 1)) + Ln? + 1)
x-1 4G2+1) 8 8 8
+§Arctanx
2 51,5
5Fksam33b -T - LIn2 + 1+ Arctan2 = 0.2809
2 23
5FEksam3sh 12, —> -6 1 2x+6
x-1 (x+3)2 x+3 x2+9
SEksamsob L oL 1 1 1 le-nE-3)
(x-1¥ x-1 x-3 x+3 x-1 | x+3 ‘
5Eksam216 - —>_ + 2 3t

-2 (-2 t?+1

304



Facitliste

KAPITEL 6
61 (1)y=C+ Cue*, (2)y = Cie'cos(31) + C,e'sin(30)
y = Ce' + Ce”
62 y = 2e*cos(27) - 2e¥sin(Qe), y = 2e4’cos(2t+%)
63 (1)y = Ce" + Cyte' + Cyt?e’

)y = Cie¥ + C,e™ + Cye' + Cyte™
B)y = C, + Cyt + Ce' + C,te’ + Cst?e!

64 1)y =% t—%cost+%sint+t—% +C e "cos(2) + C,e”"sin(27)
1 1 2 . 2 1 - 2 ;.

2 —e'-—cost+Zsint+t-=+—e'cos(27) - e 'sin(2f

@y-= 5 5 5 s " 10 (29 5 29

65 (1)y=2te"+2t+1+Ce'+Cpe™

)y =2te" +2t+1 - %et N %6—21‘

66 (1)y %e’cost + eS’(—%cos(Zt) +C,cost + C,sint)

Lo

Q) y cost + eSt(—%cos(Zt) + %cost)

67 (1)y-= e-”t(%t2 -t + 1)+ Ce + Cye*

@)y = e3t(%t2 C 4 1) + 36l - 3

68 (1)y —%e”, @) —e (51 + —)cos2t R (t——)s1n(2t)]

1 5. - t t? .
Ny=(=t+-1)e’, 4 —t2+t—1, 5) —cos(27) + —sin(27¢
3y (8 16) ()2 ()16 (29) g (29

A
)

y = tsint + costln|cost| + C;cost + C,sint

t
610 y - % + Cpet + Cyre!
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Differentialligninger af vilkarlig orden

611 (Dy = %ezr - 1—876'” + e ¥(C,cost + C,sin?)
@y - %em - He_m + e'2t(200st—1sint)
612 y = -e' + cost + sint + C,e* + C,e’cos(2f) + C,e'sin(27)
613 y - 1rt+Cr+ Gl
N y = Et + lt + 27
el o 1 1 ‘ 2.1
614 (1) y =te'(zt” - —t + —tlnt + 1) + C e’ + C,t"¢
3 4 2
1 1 1 11
)y =te'(=t? - —t + —tlnt + 1) + —e' - t%¢
@ (3 4 2 ) 12
615 y =1t + C tcost + C,tsint
6.16
h t 0 0.06251 0.1250| 0.1875| 0.25
0.125 y 0 0.0741 0.1489
(1 0.0625 y 0 0.03711 0.0743 | 0.1117 | 0.1494
0.125 z 1 1.0125 1.0341
0.0625 z 1 1.0063 | 1.0148 | 1.0256 | 1.0387
Resultat| v 0 |0.037)] 007 | 0.1(1) | 0.1(5)
z 1 1o | 1.02) | 1.03) | 1.0(4)
h t 0 0.0625 | 0.1250 | 0.1875 | 0.25
0.125 y 0 0.1250 0.2207
(2) 0.0625 y 0 0.0625 | 0.1174 | 0.1661 | 0.2095
0.125 z -1 -0.750 -0.526
0.0625 z -1 -0.875 | -0.757 | -0.645 | -0.538
Resultat| 0 [0.062)] 0.12) | 0.16) | 0.2(1)
z 1| -0.8(8)| -0.7(6) | -0.6(5) | -0.5(4)
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Facitliste

h 1 |1.0625] 1.1250| 1.1875| 1.25
0.125 | 1 0.875 0.7656
0.0625| 1 ]0.9375|0.8789| 0.8240 | 0.7725
G | o125| = 2 2.0000 2.0156
0.0625| z 2 | 2.0000]2.0039 | 2.0115 | 2.0225
Resultat|  y 1| 094) | 0.88) | 0.82) | 0.7(7)
z 2 | 2.000) | 2.000) | 2.01) | 2.02)
6.17
Der benyttes Eulers metode (for #=1/64 er af pladshensyn kun angivet hveranden verdi)
ho| ¢ | 1]1.313]1.0625]1.0938|1.1250|1.1563| 1.1875[1.2188 1.25
1116| y |0 0.0625 0.1133 0.1543 0.1872
(M | 132 » | 0]0.0313] 0.0596 | 0.0852| 0.1084|0.1293| 0.1482|0.1652{ 0.1804
1/64 | y | 00.0305| 0.0582|0.0834|0.10610.1267| 0.1453|0.1621| 0.1773
Facit| » | 0] 0.03 |0.05(8)]0.08(3)| 0.1(1) | 0.1(2)] 0.1(4) | 0.1(6)| 0.1(7)
ho| ¢ | 3[3.0625) 3.1250 | 3.1875| 3.2500(3.3125| 3.3750(3.4375| 3.5
18 | y |2 2.0313 2.0615 2.0909 2.1194
@) | 16| » | 2|2.0156] 2.0310 | 2.0461|2.0611|2.0758| 2.0902|2.1045| 2.1186
132 | v | 2 [2.0156] 2.0309 | 2.0460 | 2.0608 [ 2.0755| 2.0899|2.1041| 2.1182
Facit| y | 2 [2.01)] 2.03) | 2.0(4) | 2.0(6) | 2.0(7)| 2.009) | 2.1(0) 2.1(2)
h | ¢ |0]0313]0.0625]0.0938|0.1250(0.1563| 0.1875[0.2188 0.25
1116 | y |0 0.0625 0.1211 0.1760 0.2275
() | 132 » | 0]0.0313] 0.0615 | 0.0909| 0.1193|0.1468| 0.1734|0.1993| 0.2243
1/64 | » | 00.0310 0.0611|0.0902|0.11840.1457| 0.1722]0.1979| 0.2227
Facit| » | 0]0.03(1) 0.06(1)]0.090)| 0.1(2) | 0.1(4)] 0.1(7) | 0.1(9)| 0.2(2)
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Differentialligninger af vilkarlig orden

6.Eksam2b (1) y=C, cos(2f) +C,sin(27),
) y= % e‘cos(2) + % e’sin(27) + C, cos(2¢) + C, sin(27),

3) y =%sin(2t)-1n | sin(27) | - é~cos(2t) + C,cos(21) + C,sin(20),

1.
—sin(2f
5 (29)

1
-—t
6.Eksam31b (1) 0, (2) —%, -1+i, 3)y = Cje * + C,e"‘cost + Cye”'sint
1
-t

@y=-@+2e" + Cle? + Cye'cost + Cye'sint

6.Eksam36b (1) y = C,e™* + C,te™ —% cos(27) + %Osin(Zt) + %tz-e"“

Q) I= %(sin(St) - cos(51)) + Ce™™, I= %(sin(St) - cos(5¢) + &%)

6.Eksamd44b (1) y = %tz + %t +2+Cpe'+ Cyte' + Cye™,

@y = %cos3t ~ sin®t - 3sint - 4cost + C +Cpe

( -1g -39
+16e * +30e 2,

{

3

1
2 2
Cie” +Cye

6.Eksam53b (1) y
1 1

() y=-14e 2 +16e * +3(e

1
2
6.Eksam56b (1) y =C, + C,&*" + Cyte*', y=-212e +C| + C,e*" + Cyte*

6.Eksam57b (1) -, (2) y = C,cos(In?) + C,sin(Inz) , 3) y = 2cos(In?) - sin(In?)

6.Eksam65b y

1—106’ +Celt+ Ce¥, y= %te" + Cet + Ce ¥

6.Eksam66b

<
I

1 + 2) + —l —l + 2)? + —l
3¢+ 2 (ln(t 2) 3) S+ (ln(t 2) 2)

3.2
=t + 2 + C
2 ) 2

1 3
+ C.(=¢t° +
G
6.Eksam71b (1) -1+i (2) - @B)y = C,e”* + C,cost + C,sint +
C, feost + Cstsint + Cge‘cost + C e 'sint
6.Eksam7Th  y - —%ﬂ L Cf? + Cytt
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6.Eksam87b

6.Eksam93b

6.Eksam97b

6.Eksam98b

6.Eksam107

6.Eksam115

6.Eksam119

6.Eksam121

6.Eksam132

6.Eksam140

6.Eksam144

6.Eksam150

6.Eksam152

Facitliste
y = %e'“ + C, + Cyt + Cye™

Dy = 2e73 + Cle“ + C, te’!
-1 z 1
(2) y = 4e ? Arctan(e?) - 2e*In|e’+1| + Cje™* + C,e 2

5
y = RLIPEIN Cit™* + Cyt*

(1) 0.7937+0.7937i , -1.0842+0.2905i , 0.2905+1.0842i

(2) y = "™7(C,c0s(0.79377) + C,sin(0.79371))

+ e277(C c0s(0.79371) + C,sin(0.79371)) + e %*(C,cos(0.2905.
+ C4sin(0.2905t)) + e2%!(C;c0s(1.08421) + Cgsin(1.08421))

(1) 2.6

111 .
- ——sin(2¢) +
125 @0

y = cos(2¢) + C,e™" + te" + t°e”
® ~cos(2n) + Cye + Gyre + Cre
(1) -2,445i, (2)y = Ce ¥ + C,e*cos(57) + C,e*sin(57)

(3) y = e - e*cos(59)

@)y = %66’ -2t + % + Ce”¥ + C,e*'cos(5f) + C,e'sin(59)
y = -3eIn|t] + 3efcos(t-1.9273) + Ce™* + C,te™™
@4, B)y - %e” + C e¥cos(31) + Cye'sin(31)

= et(Int - 2) + C,e*Int + C,e
b y 2t 1 2 Cl 2t1 C2 2t

() y = e¥(tlnt - 2t + 1)

®)y = Cr? + CZ% ©y = —gt L O 02%

1 1.1

_t—_+

32 64 4

—%cost + %sint + Ce cos(y28) + C,e ?'sin(y27)

@2+1 -3 @y-

-1 t+1  t+2

y

(t+2) C- 2

(t-17%@+1) 12
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Differentialligninger af vilkarlig orden

6.Eksam160 (a) -3, 3 i3—\/§i ©y-= Lot 27 Ging s cos?
2 3 28 5, 730
t
+ Cle™¥ + Cye cos(3[t) + Gy o2’ sin (=2 [
6.Eksam166 y = (%t + %)e" + C,e’ + C,tef
y p () 6
d P -2p -3y -44/z + 5sint rQ) 1
6.Eksam179 2 {z | = q . 1z@2) =19
dt | q r q7(2) 8
¥ -6r-7q°-8p-9z+e”" r2) 9
6.Eksam180 - —8—10e-t - %tz +C Gt + Cyett + Ce

+ Csco8(31) + Cgsin(31)

6.Eksam189 y = —¢%e™® + 2¢2 - 41 + 3 + Cje”H + Cyte™¥

1
2
6.Eksam191 y = -fcos(2¢) + C,cos(27) + C,sin(27)

6.Eksam200 y = t% - B8

13 169
6.Eksam211 (a) y = C e’ + C,te’, y=Ce’ (b) y = %

+C,e *cos(37) + C,e *sin(31)
t3e’ + Cie' + C,t2e!
6.Eksam213 y = Ze* + Ce ¥ cos(31) + C,e *sin(37)

6.Eksam221 y = —t?e 3" + Ce”¥ + C,te”™

6.Eksam222 y

-t> + Cjte” + C,te
6.Eksam232 y = -te? + 2&% + C,e¥ + C,e’
6.Eksam240 (a) y = 3—12(t— 1) - 7e¥ + Ce? + Cet + Cyre ™

(B) y = A%
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KAPITEL 7

Facitliste

(2) -4(x-2)+2(x-2)?, feks. 5.42-10"

71 (1) 1+x+%x2, feks. 1.84-107%,
(3) 2(x—1)—%(x—1)2, feks. 8.03- 1074,
(4) -3+(x-1)-(x-1)2, feks. 6.5-10°*
(5) 1+5(x—1)+%(x—1)2, feks. 4.8-1072,

(6) -1 +(x—2)+%(x—2)2, feks. 2.12- 1072

72 -, -, <1434-107%
7 3 2 5 1 2 5 1 2 7 1 3
73 (1) —x-=x 2) =x-—x 3)1 -=x+—x 4) 1 -—x+—x
() 2 2 2) 4 8 G) 6 6 ) 6 6
5) l—ix—lx2 (6) —ix+lx2—ix3 (7) 1+E —£x2+lx3
4 8 12 2 12 15 15 15
(8)4—§x—§x2+x3 (9)2—2x+lx2+ix3
2 2 4 6 12
7.4 A1=—%, B3=—%, Bl=—17f1, C,=0, C,--4
1 3
15 =5, Ay=1, Bi=-7, By=l
1 o 1 4 3 .4
7A1 (1) -1-=x°-—x*, (2)1+2t-2t>-¢
7.A1 (1) 2 % (2)
(3)2+t—£t2+lt3+£t4 (4)2—it2+ 1,5, 787 44
6 3 30 12 180 20160
5) -Le2e L3 19 a6y gogq -SRI, 2sinl
2 6 180 3 3
742 1, 2
2
7.C1 (1) Ex éx3’, 3 gx 2x2+3x3
4 4 2 4 2 4
(2) —ix3+2x, L5, 35, s (3) x +x?-2x?
32 8 2 8 8 32
4) -7 +12x - 6x% +x?3 (5) —lx+§x2 lxe’, —l+x lx2+3x3
8 8 2
(6) 1+lx+lx2+ix3, 1+lx+lx2—lx3
4 2 16 4 2 16
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Appr oksi nerende funktion

7.Eksam15a

7.Eksam21a

7.Eksam66

7.Eksamé67

7.Eksam112

7.Eksam141

312

4
(1) 1+x+x2, (2)JA, (3)0

(1) 2.50, (2) 3 (eller 2.40), (3) 2.74

(1)1n7+%(x—2)—4—29(x—2)2, (2) -0.0011, (3) JA

2
(1) 1—%(x—§) . (@) -

1 5 1, 3

a) (x-1) - —(x-1 =-——x“+2x-=

(a) x-1) 2( )| 5 2]
3+Inl.1

6-0.92(1 +1n0.9)3

(b) ‘103 = 0.89:103 <1073, (c) 0.095



Synbol li ste

SYMBOLLISTE
SYMBOL BETYDNING BEMARKNINGER
of partiel afledet af funktionen Se afsnit 1.4 .
—L f(x,y,z,..) med hensyn til x Hvis f(x,y) = x2y3, fés g=2xy3 .
ox ox
Ax A x er en tilvaekst for en variabel x:
A x =x-x, Se afsnit 1.4 .
Af A fer en tilvakst for en funktion f:
Af=f0tAx)-f(x)
fog den af fog g sammensatte funktion Hvis f(x)=sinx og g(x)=2x*+1,
foglx)=f(gx)) sder fog(x) =sin(2x’+1).
[ den omvendte funktion til £ e*=In"'(x)
y=rx < x=1"'0)
N Se kapitel 7. Hvis f(x)=e*, f.eks.
. . - 2 .3
f(x) en funktion der approksimerer f'(x) Fx) =1+ % . % . % for x ner 0.
n! n fakultet: »n (n-1) (n-2) ....2 -1 5!1=5-4.3-.2-:1=120
a summen a, +a,+...+a,
i=1
€ “er element i, “tilherer” aeM  (atilhgrer M)
{a,,a,,...} |mangde hvis enkelte elementer {1 ,5,1}
a,, a,,...opregnes 2
mangden af de elementer x Hvis M={1,2,3,4,5,6}, gelder
{xeM|p(x)} |tilherende M, for hvilke udsagnet {xeM|xeretligetal} = {2,4,6}.
p(x) er sandt
afkortet symbol, der anvendes nar
{x|p@)} det af sammenhangen fremgar, {x|xeretligetal} = {2,4,6}, hvisdeter
hvilken mangde M der laegges til underforstaet, at x e M.
grund
R mengden af reelle tal
mengden af alle ordnede szt af n
reelle tal: 1
n " 1,n}eR?, {2,-,/2}eR®
R R” = {(a,,a,,...,a,)| a,€R {,m}e { 2 V2)e
og a,cRog ... og a,cR}
[a; b] lukket interval: {xeR|a<x<bh} [1;5] = {xeR|1<x<5}
[a; b halvabent interval: {xcR|a<x<b} [1;5] = {xeR|1<x<5}
la;b] halvabent interval: {xeR|a<x<b} [1;5] = {xeR|1<x<5}
la;b| abent interval: {xeR|a<x<b} [1;5] = {xeR|1<x<5}
%) den tomme mangde {xeR|x% = -1} =0

313



Synbol li ste

SYMBOL BETYDNING BEMARKNINGER
max M det storste element i mangden M max {1,5 ,%} =5
min M det mindste element i mengden M min {1,5, %} = %
x vektor eller punkt med koordinater- ¥ =(1,2,6,/3,m)
ne (x;,x,,...,x,)
1 “er vinkelret pa”, “er ortogonal pa” alc : vektor a ervinkelret pad ¢
xy skalarproduktet: Hvis x=(2,3,-4) og y=(-1,5,-2), er
XY+ XYy e T XY, xy =2:(-1)+3-5+(-4)(-2) = 21.
r(?) vektorfunktionen (x(z),y(t),z(z))

ar vektorfunktionen @, Q,E

dt dt dt dt

= “tilnermelsesvis lig med”

e d 173 : kR [T S ” Sin(x) f

konvergerer imod”, “gar imod — 1 for x—0
lim £(x) .
x—>a grenseverdi af f(x) for x —>a lim sin@) 1
x>0 X

00 uendelig
udtrykket pa hgjre side af pilen ud-

« regnes, og vaerdien gemmes i vari- a«<x? betyder, at for en given x-vaerdi
ablen, der star pa venstre side af udregnes kvadratet x? og gemmes i a.
pilen
implikation: p=>q : hvis p ersand, sa er ¢ sand

= hvis udsagnet pa venstre side af pi-
len er sandt, s& er udsagnet pa hgjre p medferer g
side ogsa sandt
hvis udsagnet pé hgjre side af pilen

= er sandt, s& er udsagnet pa venstre p<=q : hvis g ersand, sé er p sand
side ogsa sandt
biimplikation:
udsagnet pa venstre side af dobbelt- p<q . pensbetydende med ¢,

A pilen er sandt, hvis og kun hvis ud- | dvs. p og ¢ er enten begge sande eller begge
sagnet pé hgjre er sandt ( de to ud- falske.
sagn er ensbetydende).

A “og“: udsagnet pAg erkun
sandt, hvis bade p og ¢ er sande
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Synbol li ste

SYMBOL BETYDNING BEMZARKNINGER

“eller “: udsagnet pVgq er sandt,
hvis mindst ét af udsagnene p og ¢
\% er sande

feellesmaengde: {x|xc4 AxeB}
ANB (de elementer der tilharer bade 4 og {1,2,3,4,5}N{3,4,5,6,7} = {3,4,5}
B)

foreningsmangde:

AUB {x|x€4VxeB}

(de elementer der tilhgrer mindst én
af mengderne 4 og B)

mangdedifferens: {x|xc4Ax¢B}
A\B (de elementer i 4, der ikke tilhorer {1,2,3,4,5}\.{3,4,5,6,7} = {1,2}
B)

mangdeprodukt:

AxB {(a,b)|acA NbeB}

(alle ordnede par (a,b), hvor a til-
herer A og b tilherer B)

{1,2,3}x{0,-1} =
(1,0),(1,-1),(2,0),(2,-1),(3,0),(3,-1)

A er en delmangde af B:
AcB alle elementer i 4 er ogsé elementer {1,2,3}<{1,2,3,4,5}
iB

A er en ®gte delmangde af B:
AcB A er en delmaengde af B, men der {1,2,3}<{1,2,3,4,5}
findes mindst ét element 1 B som
ikke tilherer 4

“for alle”
\v/ Vx€eN:... For alle elementer x i VxeR: x%2>0
mengden N gelder . . .

“der eksisterer”
3 dxeM:... Der eksisterer JxeR: x2=2
(mindst) et element x i maengden M,
sa ...

f b F(x)dx det bestemte integral af funktionen /| Se afsnit 1.5 .
a

fraatil b
f' f(x)dx det ubestemte integral fra a til b Se afsnit 1.5 .
F))a | Fb)-F@ Se afsnit 1.5
FOLT, | tim F(x) - limF(x) Se afsnit 3.4.
x—b x—a
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Synbol li ste

SYMBOL BETYDNING BEMZERKNINGER
~ konstant -~ ” for sma verdier

af & ( mere precist

O(h” n

(h7) or") — konstant for 7—0 )
h n
i den “imaginare enhed” for Se afsnit 5.2 .
komplekse tal
a reel:den numeriske veerdi \/? |5|] =5, |-5| =5
la| a kompleks: modulus af a, dvs. a’s Hvisa=3+4i,er |a| = 32+42=5,

afstand fra 0
argument af komplekst tal @, dvs. Se afsnit 5.2 . -

arg (a) vinkel fra reelle tals akse til sted- Hvis a=1+1, er arg(a) = —+p-2m,
vektoren hvor p er et helt tal. 4
hovedveardien af arg (a), dvs. Se afsnit 5.2 .

Arg (a) Arg(a) € ]-n;m] Hvis a=1+1i, er Arg(a) = % .

Re (a) realdel af komplekst tal @, dvs. ab- Se afsnit 5.2 .
scissen til a Hvis a=2+31i, er Re(a)=2.

Im (a) imaginardel af komplekst tal @, dvs. | Se afsnit 5.2 .
ordinaten til a Hvis a=2+31i, er Im(a)=3.

a komplekst konjugeret til a, dvs. Se afsnit 5.9 .

Re (a) - i Im (a) Hvis a=2+31i er a =2-3i.
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Sti kord

STIKORDSREGISTER

addition af komplekse tal 139
additionsformler 52, 62
athaengig variabel 1
aftagende funktion 3
algebraens fundamentalsatning 157, 161
andengradsligning 154, 264
approksimation af funktion 228
ved Taylormetoden 228
via kendte Taylorpolynomier 241
arbitraer konstant 18
Arccos 54, 257, 263
Arccot 54, 257, 263
Arcosh 59, 258, 263
Arcoth 59, 258, 263
Arcsin 54, 256, 263
Arctan 54, 257, 263
arcusfunktioner 53, 256, 263
areafunktioner 59, 258, 263
areal 20
arg, Arg 137
argument 137
Arsinh 59, 258, 263
Artanh 59, 258, 263
associativ lov 141
begyndelsesbetingelse 111, 175
Bernoulli’s differentialligning 125
Bairstows metode 267
bestemt integral 18
binom ligning 152
Cauchy's hovedveardi 93
Chebychev punkter 233
cosecant 52, 258
cosh 57, 257, 263
cosinus 51, 147, 256, 262
cotangens 53, 256, 262
coth 57, 258, 263
definitionsmengde 1
dekomposition 88, 163
differentialkvotient 9, 47, 55, 57
partiel 11
differentialligning af 1. orden 103, 260
begyndelsesbetingelse 111
Bernoulli 125
eksistens og entydighed 104
Eulers metode 106
fuldstendig lesning 104
geometrisk tolkning 106
homogen 117
integralkurve 103

lineeer 116
losning 103
losningskurve 103, 104
Maple losning 109, 114
normeret linezer 116
numerisk lgsning 105, 107, 109, 259
panserformel 116
partikuler losning 111
retlinet losning 112
Ricatti 125
Runge-Kutta metode 107, 109, 259
separabel 110, 122
differentialligning af 2. orden 177, 201,
213, 281
begyndelsesbetingelser 175
eksistens og entydighed 176
Eulers differentialligning 281
gaettemetoden 188, 270
integralmetoden 193, 278
karakterligning 177
linezer med konstante koefficienter 177
linezer, homogen 177
Maple 182, 198
numerisk lgsning 177, 268
omformning 210
programmetoden 198
Runge-Kutta metode 268
svingninger 179, 180, 183, 269
tabelmetoden 197, 271
Wronski determinant 203, 213
differentialligning af n'te orden 175
begyndelsesbetingelser 175
eksistens og entydighed 176
gaettemetoden 188, 270
integralmetoden 278
karakterligning 177, 185
konstante koefficienter 177, 184, 187
linezer, homogen 177, 184
lineer, inhomogen 187
numerisk losning 268
omformning 210
partikuler losning 175, 188
randverdibetingelser 175
tabelmetoden 197, 271
differentialligningssystem 204
Maple 209
numerisk lgsning 204, 279
omformning 210
Eulers metode 205
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Sti kord

Runge-Kutta metode 279, 280
differentiation 9, 47, 55, 57
Maple 14
middelverdisatning 14, 92
numerisk 16, 250
regneregler 12
distributiv lov 141
divergent uegentligt integral 85
division af komplekse tal 140
eksponentialfunktion 42, 49, 143, 146, 255,
262
Eulers differentialligning 281
Eulers metode 106, 205
Eulers formler 147
exp 42, 49, 143, 146, 255, 262
facitliste 292
forsterkning 148
funktion
af én variabel 1
athaengig variabel 1
aftagende 3
approksimerende 228
Arccos 54, 257, 263
Arccot 54, 257, 263
Arcosh 59, 258, 263
Arcoth 59, 258, 263
Arcsin 54, 256, 263
Arctan 54, 257, 263
arcus 55
area 59
Arsinh 59, 258, 263
Artanh 59, 258, 263
cosecant 52, 258
cosh 57, 257, 263
cos 51, 147, 256, 262
cot 53, 256, 262
coth 57, 258, 263
definitionsmengde 1
differentiabel 9
eksponentialfunktionen 42, 49, 143, 146,
255,262
exp 42, 49, 143, 146, 255, 262
funktionsbegrebet 1
grafisk fremstilling, én variabel 17
grenseverdi 5, 26, 78
hyperbolsk 57, 263
integrabel 20
kontinuert 7, 28
In 39, 255, 262
log 41, 255, 262
logaritme 39, 255, 262
monoton 2
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monotoniforhold 57
nulpunkter 57
omvendt 4, 12
potensfunktion 46, 49, 61, 255, 262
sammensat 12
secant 52, 258
sekant 10, 16
sgn 269
sinh 57, 257, 263
sin 51, 147, 256, 262
stykkevis kontinuert 19
symmetri 58
tabellering 17
tan 53, 256, 262
tangent 9
tanh 57, 257, 263
Taylor-approksimation 228
trigonometrisk 51, 256, 262
uathengig variabel 1
uniformt kontinuert 28
voksende 3
vaerdimangde 1
graf for funktion af 1 variabel /7, 57
grenseverdi 5, 26, 78, 242
I’Hospitals regel 79
regneregler 6
storrelsesforhold 84
ved Taylors greenseformel 242
gaettemetoden for diff.ligninger 188, 270
hele tal 135
hovedverdi 137
hyperbolske funktioner 57, 147, 257, 263
i138
imaginare enhed “i”” 138
imaginere tals akse 137
integralmetoden for diff. lign. 193, 176
integral
bestemt 18
middelsum 18
omformning 210
ubestemt 20
uegentligt 85
integralkurve 103
integralmetoden for diff. lign. 278
integraltabel 21
integrand 19
integration 18
indskudsregel 21
integrand 19
integrationsprove 18
integrationsregler 21
linearitet 21



Maple 24, 25, 86,93

middelverdisatning 21

midtpunktsformel 252

numerisk 24, 252

partiel integration 21

Simpsons formel 24, 253

stamfunktion 18, 47

substitution 21

trapezformel 252
inverst element 141
karakteristisk polynomium 177, 185
karakterligning 177, 185
kollokation 232

Maple 235, 238

polynomium 232, 233, 283

rational 244, 284

spline 235, 246, 285
kommutativ lov 141
kompleks konjuget 142, 157
komplekse tal 135

addition 139

andengradsligning 154

arg, Arg 137

argument 137

binom ligning 152

division 140

eksponentialfunktion 143, 146

Eulers formler 147

forsterkning 148

hovedvardi 137

i138

Im 137

imaginare enhed “i” 138

imaginardel 137

imaginere tals akse 137

konjugeret tal 142, 157

Maple 143, 145, 154

modulus 137

multiplikation 140

neutralt element 139, 140, 141

omregning mellem poler og rektangulaer

form 144

polynomier 156, 158

polar form 143

Re 137

realdel 137

reelle tals akse 137

rektangulaer form 141

rektangulaere koordinater 137

standardfunktioner 262

subtraktion 139

tallegeme 141

Sti kord

talplan 137

konstant, arbitraer 18

kontinuitet 7
definition 7
geometrisk betydning 8
uniform 28

kontinuitetssatning 9

konvergent, uegentligt integral 85

kubisk spline 236, 285

kadelinie 58

I'Hospitals regel 78, 92

linezr differentialligning af 1. orden 116
homogen 117

litteratur 284

In 39, 255, 262

log 41, 255, 262

logaritmefunktion 39
naturlig logaritme In 39, 255, 262
vilkarligt grundtal 41, 255, 262

logaritmisk koordinatsystem 49
enkelt-logaritmisk 49
dobbelt-logaritmisk 49

Maple
binom ligning 153
differentiation 14
differentialligning 109, 114, 182, 198
differentiatialligningssystem 209
grenseveardi 81
integration 24, 86, 93
kollokation 235, 238
komplekse tal 143, 145, 154
numerisk integration 25
optimering, én variabel 15
potensregler 47
rektanguleer til polaer form 145
rod i polynomium 159, 160
separabel differentialligning 112
Taylor approksimation 232
tegning af funktion af én variabel 17

middelsum 18

middelvaerdisetning (diff.regn) 14
udvidet 92

middelvaerdisetning (integralregning) 21

midtpunktsformel til num. integration 252

minimax princip 50

modsat element 141

modulus 137

monoton funktion 3

monotonisatning 14

multiplikation af komplekse tal 140

naturlige tal 135

naturlig logaritme 39
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Sti kord

neutralt element 139, 140, 141
Newtons rodsegningsmetode 266
n’te grads ligning 266
nulpunkter 57
numerisk differentiation 16, 250
numerisk integration 24, 252
omregning af svingninger 179
omvendt funktion 4
optimering med én variabel 15
partiel differentialkvotient 11
partiel integration 21
partikuleer losning 111, 175
polynomiedivision 160
polynomier 156
algebraens fundamentalsatning 157, 161
division 160
Maple 160
reelle koefficienter 158
polynomie-kollokation 232
fejl 233
poleer form 143
polere koordinater 137
potensfunktioner 46, 49, 61, 255, 262
potensregler 44, 47
radian 51
randverdibetingelse 175
rational kollokation 244, 284
rationale tal 135
reelle tal 135
regneregler
for differentiable funktioner 12
grensevaerdi 6
logaritmeregler 40, 41
potensregler 44, 47
regning
med differentiable funktioner 11
med kontinuerte funktioner 8
rektangulaere koordinater 137
rektangulaer form af komplekst tal 141
restled 230
Ricatti’s differentialligning 125
rod 9, 152, 157, 160, 161, 264, 266
Runge-Kutta's metode 107, 109, 259, 268,
279, 280
secant 52, 258
separabel differentialligning 110, 122
sgn 269
Simpsons formel 24, 253
sinh 57, 257, 263
sinus 51, 147, 256, 262
spline-kollokation 235
Maple 238
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ved tabel 246, 285
stamfunktion /8, 47
standardfunktioner 39, 254, 262
stykkevis kontinuert funktion 19
storrelsesforhold for log-, potens- og ekspo-

nentialfunktioner 84
substitution 2/, 56
subtraktion af komplekse tal 139
svingning

med luftmodstand 183

omregning af 179, 269

resonans 199

tvungen 199
symbolliste 313
symmetri 58
tabellering 17
tabelmetoden for diff.ligninger 197, 271
tallegeme 141
tangens 53, 256, 262
tangent 9
tanh 57, 257, 263
Taylor-approksimation 228
Taylormetoden 228

fejl 230

restled 230
Taylorpolynomium 229, 239, 283

Maple 232
Taylorpolynomier, kendte 240
Taylorraekker 242
Taylors formel 239
Taylors grenseformel 240
trapezformel til numerisk integration 252
trediegradsligning 265
trigonom. funktioner 51, 147, 256, 262
trigonometriske formler 51, 52, 62
uathangig variabel 1
ubestemt integral 20
uegentligt integral 85

divergens 85

konvergens 85
uniform kontinuitet 28
voksende funktion 3
verdimengde 1
Wronski-determinant 203, 213
ekvidistante punkter 233





