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FORORD

Leeserens forudsztninger. Bind 2 forudsatter blot kendskab til kapitel 1 og 2 frabind 1. Dog
forudsetter afsnittene 8.10-8.12 ogsa kendskab til afsnittene 7.1-7.3 1 bind 1.

Indhold. Bind 2 omhandler funktioner af flere variable.

Hovedemnerne er:

Grundleggende begreber for funktion af flere variable.
Kurveintegral. Stamfunktion.

Optimering.

Implicit given funktion.

Plan- , rum- og fladeintegral. Vektoranalyse.

Leesning. Nar man i bind 2 har laest kapitel 8, kan man lase de gvrige kapitler uathengigt af
hinanden, bortset fra, at

kapitel 13 forudsetter kapitel 12, og

kapitel 14 forudsetter kapitel 9, 12, og 13.
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8 FUNKTION AF FLERE VARIABLE

8.1 GRUNDLAGGENDE BEGREBER

Man siger, at der foreligger en (reel) funktion f af n variable x;,x,,...,x,, hvis der til

ethvert talsaet (x1 B S xn) 1 en definitionsmaengde D er tilordnet netop ét reelt tal
S(x;,%,),...,x,) ien mengde MCR.

Eksempelvis er f(x;,x,) = /4 —xl2 —x22 en X,

funktion af 2 variable x,, x, med definitions-

mengden D = {(xl,xZ) | xl2 +ch2 < 4}

A
D
B |
(cirkelskive med radius 2, se figuren). K/

For kortheds skyld vil vi ofte skrive f(x) i stedet

v

for f(x;,%,,...,x,), idet x = (X),%y,...,X,).

Nogle praktiske anvendelser. Eksempelvis kan navnes:

1) Trykket P af en bestemt gas athanger af temperaturen 7, rumfanget V' og mol-antallet n. Derfor skriver man

P =f(T,V,n) eller P =P(T,V,n).

2) Hastigheden — dd[H] af en kemisk proces 2H & H, er en funktion af temperaturen 7 og koncentrationerne
t

[H] og [H,]. Man kan sa skrive

~d[H]

i =f(T,[H],[H2]) .

3) En fabriks udgift U til en pasteurisering athanger af den kreevede temperatur 7 og af den tid 7, som temperaturen

T skal opretholdes. Dette udtrykkes ved U= f(T,t) eller U= U(T,t).



Funktion af flere variable

Mzngden R7”

Mangden af ordnede szt af n reelle tal (x1 13Xy, ..5X,) kaldes R” . Elementerne i

R” kaldes punkter, stedvektorer eller vektorer, og vi skriver kort x = (x1 3 Xy s xn) .

Z
A
2
| Z
Tallene x,,X,,...,%, kaldes koordinaterne. , x| =(1,3,2)
I
I
Eksempelvis er (1,3,2) et element i R3 , og P I 3 5y
tallet 1 er forstekoordinaten (se figuren). /
X
Regneoperationer i R". Nogle regneoperationer med elementerne i R”  vil blive benyttet. Lad
J_c,; €R” og ke€R. Regneoperationerne defineres da siledes:
kx= (kx;,kx,,...,kx,) er produktetaf X ogdetreelletal k.
Xx+t= (x,+t,x,+t,,...,X,+t,) er summen af X og f.
x't= X, *t +x,°t, + ...+ Xx,°t, er skalarproduktet af x og t.
|J_C | = \/x% + x% +...0t x% kaldes normen (eller "leengden") af x.



Karakterisering af mangder

8.1 G undl aggende begreber

Det er bekendt, at et interval kan karakteriseres som "en omegn af et punkt", "abent", "lukket",

b

"begranset" osv. Begreberne generaliseres intuitivt let til delmangder af R”, som det

fremgar af det folgende skema. Pracise definitioner findes i supplement 8A.

omegn aben mangde lukket maengde
(afstand < ¢) (lutter indre punkter) (indeholder alle randpunk-
ter)
e S—G N O O i —
R x-g \ Y+g a b a b
indre punkt
/ / o
R 2 Y rand-
®punkt
bearzenset beeraenset ikke begreenset
/ - -=" =~ ~q
7 N
N - 4 T ——
~~~~~~~~ L (‘W 3
\ o
R? g

S~ ———




Funktion af flere variable

8.2

FLERE VARIABLE

Funktion af 2 variable
Grafen for en funktion f af

neres som punktmangden

{(x,y,2) |z =f(x,)}.

Den vil typisk vare en

sammenlignes med en landskabsoverflade

med bakker og fordybninger.

En niveaukurve er en

{(x,)| f(x,9) =k}, hwor f(x,p) haren

konstant vaerdi £. Niveaukurver svarer til

2 variable defi-

flade og kan

punktmangde

X

GRAFISK FREMSTILLING AF FUNKTION AF

hejdekurver pa geodatiske kort. P& figur 8.1 er der vist niveaukurvediagrammer for en

funktion med et lokalt maksimum samt den samme funktions 3-dimensionale udseende. Pa

figur 8.2 er de tilsvarende figurer tegnet for et lokalt minimum, og pa figur 8.3 er der tegnet en

funktion med et saddelpunkt (et punkt hvor /' har minimum i én retning og maksimum i en anden retning -

som siddepunktet pad rygfladen af en hest: her har hgjden minimum i hestens leengderetning og maksimum pa

tveers af hesten).
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Fig. 8.1. Niveaukurvediagram og tredimensional graf for en funktion

f(x.y) =

De to billeder pa figur 8.1 fremkommer i Maple ved folgende kommandoer:

Cursor pa udskrift, hejre musetast, Valg “3D-plot”, “x,y”

Cursor pa figur, hejre musetast, Velg “Axes”

with( plots ) :

, “Range” s&t x fra -6 til 6, y fra 0 til 6.

- _7\2 Y
100 e \/(x 2)7+2(-3)°+xy med maksimum.
7= 100.e*m

Cursor pa figur, hejre musetast, Valg “Axes’

Cursor pa figur og drej figur passende.

contourplot( z,x=-6..6, y=0..6, grid=[49,49], contours=7, axes=boxed ) ;

’, “Boxed”



8.2 Gafisk frenstilling af funktion af flere variable
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Fig. 8.2. Niveaukurvediagram og tredimensional graf for en funktion
g(x,y) = (x-2)2+(y-3)2-x*y+10 med minimum.
De to billeder pé figur 8.2 fremkommer i Maple ved folgende kommandoer: z=(x— 2)2 +(y- 3)2 —x-y+10
Cursor pa udskrift, hejre musetast, Valg “3D-plot”, “x,y” Cursor pa figur, hgjre musetast, Valg “Axes”, “Boxed”
Cursor pa figur, hegjre musetast, Vaelg “Axes”, “Range” set x fra 0 til 10, y fra 0 til10.  Cursor pa figur og drej figur passende.
with(plots ) :  contourplot( z,x=0..10, y=0..10, grid=[49,49], contours=10, axes=boxed ) ;

-2 0

Fig. 8.3. Niveaukurvediagram og tredimensional graf for en funktion

h(x,y) = (x-2)2-(y-3)2-x'y + 10 med saddelpunk.

(v N2 _(1_22 _ .
De to billeder pé figur 8.3 fremkommer i Maple ved folgende kommandoer: z=(x=2)"=(y=3)" —x-y+10

Cursor pa udskrift, hejre musetast, Valg “3D-plot” , “x,y” Cursor pa figur, hejre musetast, Valg “Axes”, “Boxed”
Cursor pa figur, hgjre musetast, Vaelg “Axes”, “Range” seet x fra -2 til 6, y fra -2 til 6.  Cursor pa figur og drej figur passende.

with(plots):  contourplot( z,x=-2..6, y=-2..6, grid=[49,49], contours=20, axes=boxed ) ;



Funktion af flere variable

Funktion af 3 variable

Grafen for f(x,y,z) defineres som punktmangden {(x,y,z,u) | u=f(x,y,2) } Ved en niveauflade forstds en
punktmangde {(x,y,z) | f(x,y,2) Zk}, hvor f(x,y,z) har en konstant verdi k. Der kan ikke laves tegninger af
selve grafen, men godt af en niveauflade. Eksempelvis er en sikaldt orbital eller bglgefunktion Y (x,y, z) for et atom
anskueliggjort ved en niveauflade for | ¥ | pa figur 8.4. (Orbitaler spiller en stor rolle for forstaelsen af atomers og
molekylers egenskaber).

Som et andet eksempel er nogle kugleformede niveauflader for tyngdepotentialet __a omkring jorden vist

32432+ 72

pa figur 8.5.

VA
7
' £
y
)
g N
X
X
Fig. 8.4. Anskueliggorelse af en atomorbital Y(x,y,z) Fig. 8.5. Niveauflader for tyngdepotentialet

ved hjcelp af en niveauflade for | ) | . omkring jorden.

Funktion af n variable

Grafen for en funktion f af n variable defineres som punktmangden

{(xl,xz,...,xn,u)|u =f(x1,x2,...,xn)}.



8.2 Gafisk frenstilling af funktion af flere variable

Eksempel 8.1. Grafisk fremstilling af enkel funktion af to variable.

Der onskes en grafisk fremstilling af funktionen

f(x,p) = Vx2+y?, (x,y)eR?.

LOSNING: v

A
Lad Z=\/x2+y2.

1) Niveaukurver. For niveauet z=a (¢>0) fas // m > X

0/1 J2 /3
\/xTyz=a o xt+yl=qg? \KJ

(cirkel, se fig. 8.6).

Fig. 8.6.

2) Slutninger ud fra niveaukurver. Fladen ma vere af form som en "rund skal".

Minimum 0 indtraffer i punktet (0,0).

Z
3)  Fladens skaringskurve med lodrette planer .
For at fa et "tvaersnit" af "skdlen" skeres fladen med xz- x|
planen ved at inds@tte »=0 1 ligningen z = \/x2 + y2 . > X
Vifirda: z=yx2 & z=|x| (sefig 8.7).
Fig. 8.7.

4) Tredimensional tegning. Afpunkt 3) ses, at

"skalen" er en kegle (se fig. 8.8).

Fig. 8.8.



Funktion af flere variable

Eksempel 8.2. Grafisk fremstilling af kompliceret funktion af to variable.

Lad t = f(v,p) = é(p+i) (V—%), hvor p€[0;2] og ve[0.5;2]. Der onskes

8 v?

en grafisk fremstilling af funktionen f.

(Den givne ligning mellem ¢, v og p er van der Waals' tilstandsligning for reale gasser. Variablene 7, v og p er

"reducerede" variable for temperatur, volumen og tryk).

LOSNING:

I. Niveaukurve-diagram for f

Saedvanligvis vil man foretraekke 1 et pv-koordinatsystem at tegne niveaukurver - 1 dette
tilfeelde "isotermer", dvs. kurver gennem punkter med samme temperatur. Efter lidt
eksperimenteren finder man i dette tilfeelde en god fremstilling ved at tegne de isotermer
(niveaukurver), der svarer til temperaturerne =0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 1.0, 1.1, 1.2, 1,3 og
1.4, se figur 8.9.

\I\ \L S .. ""-._H '2
- "'\.‘_\_-\- ‘\-._\_H
\ \ ~. — —
\ ", e . Hx“"“-._ 'm‘_‘_k\
. — e —
. . S T115
qﬁh""‘---\.\ —— — ., —
e T —_ 1 p
T Fig. 8.9. Niveaukurver (isoter-
T mer).
\\H__(_ - e los )
z”fﬁf T e —
7 T 10

v__
3

I Maple fremkommer ﬁgl( 8.9 Ve3d jﬂli%nde 1ommandoer:
\%
contourplot(t,, v=0.5..2, p=0..2, grid=[49,49],contours = [0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 1, 1.1, 1.2, 1.3, 1.4], axes=boxed )

with(plots) : £:= g p+ —



8.2 Gafisk frenstilling af funktion af flere variable

II. Tredimensional tegning
I visse tilfelde kan det vere af betydning at anskueliggere grafens udseende i et
tredimensionalt koordinatsystem. Det er vasentligt, hvorfra man ser fladen, s man ma

eksperimentere med forskellige stasteder ("viewpoints").

Fig 8.10. ¢ = f(v,p) = %(p+i) (V—%) , hvor pe[0;2] og ve[0.5;2].

I Maple:
3 3 1
Figur 8.10 fremkommer i Maple ved folgende kommandoer: #:= g p+ — V— 3
\4
Cursor pa udskrift, hejre musetast, Valg “3D-plot”, “x,y” Cursor pé figur, hgjre musetast, Velg “Axes”, “Boxed”

Cursor pa figur, hgjre musetast, Velg “Axes”, “Range” szt x fra 0.5 til 2, y fra 0 til 26.

Cursor pa figur og drej figur til der fremkommer en god tredimensional figur.



Funktion af flere variable

8.3 GRANSEVARDI

Grenseveardi for en funktion af flere variable defineres analogt til graenseverdi for en funktion
af én variabel. Lad f(x)=f (x;5%,,...,X,) vare en reel funktion af n reelle variable, og
lad f have definitionsmaengden D. Lad endvidere a vare et reelt tal, og lad
J_CO = (X, ,X5 5...,X, ) vere et punkt i R”. Hvis f(x) er vilkarlig tet pd a, blot x er
tilstreekkelig taet pa x, (og x €D), siger vi, at f(x) har grensevaerdien a for x gaende mod
)_co. Vi skriver da

f(J_c)—> a for J_c—>3_co eller  lim f(J_C) =a.

x-’xo

Preecis definition af granseverdi. Visiger,at f(x) = a for x— J_CO, hvis og kun hvis felgende gelder:

For ethvert &> 0 eksisterer et &> 0, saledes at det for alle x€eD geelder, at
0<|x-%|<b = |f()-a|<e.

For regning med graensevardier gelder folgende regler:

SATNING 8.1 (regning med greenseveerdier). Lad der veere givet to funktioner f og g, og antag,
at lim f(x) = a og lim g(x) =b.

Sd’gaeldeor 3 3 0 3 3
lim (f(x)+g(x)) = a+b lim (f(x)-g(x)) = a-b
lim (f(x)g(x)) = ab im L&) -2 s beo0.
X = X, x—x g(x) b

Satningen anvendes i det folgende eksempel.

Eksempel 8.3. Regning med graensevardier.
Undersog 7V for (x,y)— (2,1).
Xy
LOSNING:

Af reglerne for regning med greenseverdi fas

i A N Ry
Xy -1 2

10



8.4 Kontinuitet

8.4 KONTINUITET

DEFINITION af kontinuitet. Lad f(x) = f (X15Xy,...,X,) vereen reel funktion af n
reelle variable, og lad )_CO veere et punkt i definitionsmeengden D. Vi siger da, at f er

kontinuert i )_CO, hvis
f(J_c) —>f(3_co) for J_c—>3_co.

Eksempelvis vil funktionen f(x,y) = ? veere kontinuert i punktet (x,,¥,) = (2,1), idet

feD=7 o fep~3k=d o @y~ @,

Hvis f er kontinuert i hele sin definitionsmangde, siger vi kort, at f er kontinuert.

Geometrisk betydning af kontinuitet.
Intuitivt kan man forestille sig kontinuerte funktioner som funktioner, hvis graf er "ubrudt".

Pé figur 8.11 er vist nogle ikke-kontinuerte funktioners grafer.

z

Fig. 8.11. Nogle ikke-kontinuerte funktioners grafer.

Regning med kontinuerte funktioner.

f

Ved "sedvanlig regning" ( f+g, f-g, g, rE fog, se eventuelt den folgende s@tning
8.2) med kontinuerte funktioner fas atter kontinuerte funktioner, og da alle "standard-
funktioner" (exp, In, potens, sin, cos, osv.) er kontinuerte i deres definitionsmengde, vil ogsé
enhver funktion, der ved "sadvanlig regning" kan dannes ud fra standardfunktionerne, blive
kontinuert i sin definitionsmeangde. Eksempelvis vil funktionen
In(y -x)

yt+x

f(x,y) = sin(x?y) +

11



Funktion af flere variable

veaere kontinuert i sin definitionsmangde

D = {(x,y)e]R2 |y>x A y#-x}, |

se figur 8.12, hvor D er vist skraveret.

SATNING 8.2 (regning med kontinuerte funktioner).

Fig. 8.12. Kontinuitetsmengden
vist skraveret.

a) Hvis f og g er to funktioner (af n variable), der er kontinuerte i ;0, sd er funktionerne f+g, f-g og f-g ogsa

kontinuerte i xy. Hvis g(xy) # 0, sderogsd § kontinuerti x.

b) Ladfunktionerne g,,8,,-.

f (af k variable) veere kontinuert i punktet

- * *
-» 8y (afnvariable) veere kontinuertei Xy = (% ,% ,..

. x; ), ogladfunktionen

Yo = 8(x) = (8,(%0), 82(3).-- .8k (%))
Sa er fo§, dvs. f(gl(J_C), gz(J_c),...,gk(J_c)), kontinuert i J_CO.

Beviset for setningen udelades.

SATNING 8.3 (kontinuitetsscetning). Lad en

funktion fveere kontinuert og have definitions-

meengden D. Sd gceelder:

a) Er D en sammenhcengende meengde, sa er
veerdimeengden et interval.

b) Er D en lukket og begreenset meengde, sa
har f bdde et globalt minimum m' og et
globalt maksimum M.

¢) Er D en sammenhcengende, lukket, begrcen-
set meengde, sda er verdimeengden lig med

intervallet [m; M.

Beviset for setningen udelades.

'dvs. f(x)=m foralle xeD.

12

m <

DG
v

X

Fig. 8.13. Er D sammenhcengende, lukket
og begreenset, bliver veerdimeengden et
lukket interval.



8.5 Partiel differentiation

8.5 PARTIEL DIFFERENTIATION

Indledning

Partielle afledede kendes pa tegnet @ . De dukker op nasten overalt, hvor der arbejdes med funktioner af flere variable,

f.eks.
D ifysiskkemi: Cp = [2H| . ¢, =|%E] oP| |oT) (ar) _ _q
or) \ov),\ap),

oT ) p oT ),
2) ved tilnzermelse af  f(x,y) med et polynomium P(x,y) (Taylorpolynomium),
3) ved bestemmelse af maksimum og minimum for  f(x,y) .

Emnet vil forst blive illustreret pa en bestemt funktion af 2 variable, derefter angives de generelle definitioner og satninger.

Partiel differentiation i 2 variable
Vi betragter funktionen givet ved

1 1
f(xay)=2x2y2+5y2+§a (xay)ERz'

Opfattes ¥ som en konstant (f.eks. y=1), er f en funktionaf x alene. Denne
funktion af x har differentialkvotienten

L (xy) = Sxy? a0+,

2 2’

som kaldes f s partielle differentialkvotient (eller partielle afledede) med hensyn til x
Hvis viistedeti f(x,y) opfatter x som en konstant (f.eks x=0), er f en funktion

af y alene. Denne funktion af y har differentialkvotienten
)
f( X,y ) E x y tY,
som kaldes f s partielle differentialkvotient (eller partielle afledede) med hensyn til y.
De partielle afledede i punktet (x,y)=(0,1) er

o1y =1L Y 0.1) =
ax(O,l) 5 og ay(O,l) 1.

Safremt det af sammenhangen klart fremgér, hvilket punkt (x,y) der er tale om, udelades det

S o I

ofte af betegnelserne, sdledes at man kun skriver —=— o0g
ox oy
Af de partielle afledede af og af kan dannes en vektor g R g , som kaldes gradi-
ox oy ox Oy
o ) . of of) (1
enten af f. Eksempelvis vil /i punktet (x,))=(0,1) have gradienten Flled 5,1 .
x 0oy

13



Funktion af flere variable

Tegnet @ lzses "bledt d" og markerer, at funktionen har flere variable. Det indebarer nemlig, at if ikke

X
uden videre kan opfattes som en brek i beregninger.

Andre skrivemAder. I stedet for o skrives ofte £/, eller % ndr z =f(x,y).
X

X x>
( %J og ( %J , hvor der forneden er angivet, hvad de andre variable er. Eksempelvis kan energien E af en gas enten
x Y
y X
opfattes som en funktion af tryk og rumfang eller som en funktion af tryk og temperatur. Derfor ville a—E vaere et

tvetydigt symbol, mens 9E og 9E er entydige.
oP )y T

Undertiden skrives

oP

Geometrisk tolkning. De partielle afledede kan geometrisk tolkes som haldningskoefficien-
ter til tangenter. Pa fig. 8.14 er tegnet grafen for

F(x,») =%x2y2+%y2+§ for xe[0;1] og ye[l;2].

AZ

» X

Fig. 8.14. De to partielle differentialkvotienter i (0,1) er heeldnings-
koefficienterne for de to tangenter T, og T,.

P& figuren er k1 skeringskurven mellem planen )=1 og grafen for f, mens k2 er
skeringskurven mellem planen x=0 og grafen for f. Den plan, som er bestemt ved

tangenterne 7, og 7, kaldes tangentplanen for grafen for f i punktet (0,1).

14



8.5 Partiel differentiation

f (0 1) = = er haeldningskoefficienten af tangenten T tilkurven k, for (x,y)=(0,1).

g—f (0,1) =1 er haeldningskoefficienten af tangenten T , til kurven k, for (x,y)=(0,1).
y

Den geometriske betydning af gradienten omtales senere.

Partielle afledede af hgjere orden. Har f particlle afledede af forste orden i definitions-

mangden D, kan %f (x,y) og g—f (x,y) igen opfattes som funktioner af to variable i D.
X
Hvis disse nye funktioner selv har partielle afledede, siges f at have partielle afledede af

anden orden i D. Vihar

2

Ff (o) _ @ 1xy2+1) 1,2

Ox 2 ox \ Ox ox \ 2 2 2

2

ox oy ox \ oy ox\ 2

2

% a(y) _ af12,1)

dy ox dy \ ox ay \ 2 2

2
¥ _ af¥) _ 8 1x2y+y) _ 12
8y2 oy \ oy ay\ 2 2

Heraf fés, at de partielle afledede af anden orden i punktet (x,y)=(0,1) er

2 2
9 Two,n=1, af( 0,1) = af(01) 0, Lon-1.
8x2 2 ay2

For ovennavnte funktion f var de sikaldte "blandede aﬂedede" f (x,) og

af(x

Dette V11 praktisk taget altid veaere tilfeldet for ingeniermaessige problemer, jevnfor setning
8.4.

,) ens .

Analogt defineres partielle afledede af hgjere end anden orden, og ogsd for disse kan

differentiationernes raekkefolge normalt vaelges vilkarligt, f.eks.

a3 _ Fr _ &
Oxdydx  Ox 2 dy  Jdyox 2

9%f

! Symbolet M betyder, at der forst differentieres med hensyn til y og derefter med hensyn

til x. Visse leerebeger definerer dog den modsatte reekkefolge af differentiationerne.

15



Funktion af flere variable

Maple:

Cursor pé udskrift, hejre musetast, Velg “Differentiate”

o
Velges “x” fas S lxy2 +l
ox 2 2
(1)) 2 1 2
Velges “y” fas —Xx“y+y
oy 2
Seet cursor pa udskriften fra , hgjre musetast,
X
e, Q &Zf 1 2
Vealges “x” fés 0"@(2 Ey
Velges “y” fas J Xy
2
Saet cursor pa udskriften fra El hejre musetast,
y
(13} ﬂzf 1 2

Velges “y” fas Ex +1

0}2

Partiel differentiation i » variable

For en funktion f af n variable :,x,,...,x forleber partiel differentiation efter ganske de
samme retningslinier som for 2 variable (jevnfer det folgende eksempel 8.4). En pracis
definition findes i supplement 8C.

For de "blandede" partielle afledede kan differentiationernes rakkefelge normalt valges

vilkarligt:

SATNING 8.4 (differentiationernes reekkefolge). Hvis

2 2
1) fhar "blandede" partielle afledede oY og o i en dben meengde D, og
ox; axj ax]. ox,

2) disse er kontinuerte i D,

of _ _9f

ax,.axj axj ox,

da er de ens i D, dvs.

Et bevis findes 1 supplement 8D.

Analogt med s@tning 8.4 galder for de partielle afledede af hgjere orden: Hvis f har
kontinuerte partielle afledede af p'te orden (og dermed af lavere orden), sd kan

differentiationernes raekkefolge velges vilkarligt til og med p'te orden.

16



Eksempel 8.4. Partielle afledede.

8.5 Parti el

differentiation

Find de partielle differentialkvotienter af forste, anden og tredie orden i punktet

a=(1,1,3) for f(x,y,z) = x2e¥7%,

LOSNING:
Afledet 1 (1,1,3) Afledet 1 (1,1,3)
3
K/ 2xe’r? 2 9 . 0 0
ox ox 3
3
g = 3x263J"Z 3 ﬂ — 27x263y—z 27
dy dy 3
a_f = —x2e3vz -1 3_3f = —x2e3yz 1
0z oz 3
2 3
ﬂ = 2e3J"Z 2 d f — 6633’_2 6
Ox 2 ox 29y
2 3
ﬂ = 9x233J"Z 9 d f — _2e3y—z )
dy 2 ox 20z
2 3
9T = x2e3 1 9T - 1gxe¥ 18
oz 2 dy 2ox
2 3
a f = 6xe3y—z 6 a f — _9x263y—z _9
Ox Oy dy 20z
2 3
0 f — _2x63y—z 2 o f _ 2xe3y_z )
Ox 0z 0z 20x
2 3
8 f — _3x263y—z 3 8 f _ 3x263y_z 3
dy 0z oz 2y
—83f = -6xe> -6
Oxdy oz

Partiel differentiation af vektorfunktion.
ved at differentiere hver af koordinatfunktionerne  g,,8,,. ..

(% w  a,
v (o o o o
For vektorfunktion g(x,y) =(2x +3y, xy, x2+y?) fasaltsa a—g=(2,y,2x) og 5g=(3,x,2y).
X

Man differentierer en vektorfunktion é =(g - A
»8m partielt, f.eks.

» &y ) Dpartielt,

M

17



Funktion af flere variable

8.6 DIFFERENTIABILITET

En funktion f" af én variabel siges som bekendt at veere differentiabel i X, hvis der findes et reelt tal & , sddan

fGorAD-fGxry)
Ax

at

for Ax - 0.

Dette kan skrives
S(xp+Ax)-f(x,) - - Ax
Ax

Den sidste skrivemade vil vi generalisere til funktioner af flere variable.

-0 for Ax —» 0.

Lad f veare en funktion af n variable med definitionsmengden D, lad ;0 = (xlo, Xogs v+ e an) eD,

og lad 3_CO+A3_C € D, hvor A)_c=(Ax1,Ax2,...,Axn).

DEFINITION af differentiabilitet. Funktionen f siges at veere differentiabel i .;0, hvis der
findes en vektor & = (o, Oy, oony @), sddanat
FGo+A%) - f(p) - - A%
| Ax|

-0 for Ax—0.

I s& fald mé der gelde ;= g (;0) (det ses ved at vaelge alle Axi pa ner ij lig med nul).

Vektoren & ma derfor vare gradienten af f. Vi ser altsd, at hvis fer differentiabel i ;0 , medforer det, at

f har partielle afledede i ;0 . Det omvendte er ikke altid tilfaeldet, men der geelder dog felgende

SATNING 8.5 (praktisk betingelse for differentiabilitet). Har en funktion f kontinuerte partielle afledede i en dben

meengde D, da er f differentiabel i D (og dermed ogsd kontinuert).
Et bevis findes i supplement 8E.

Af sztning 8.5 i forbindelse med satning 1.3 i kapitel 1 folger, at alle de funktioner, der "pa sadvanlig vis" (dvs.
ved anvendelse af regneoperationerne f+g, f-g, f*g, “g , f°g) kan dannes ud fra standardfunktionerne, er
differentiable i det indre af deres definitionsmaengde - hgjst med undtagelse af de punkter, hvor de benyttede

standardfunktioner ikke er differentiable.

Eksempel 8.5. Differentiabilitetsmaengde.

Funktionen f givetved f(x,y) = —0082( X _;;)

D={@»)|G») 20,0} ¥V
Ifolge s@tning 1.3 i kapitel 1 har f kontinuerte partielle afledede i D.

+e*Y har definitionsmengden

18



8.7 Differenti al er

Af satning 8.5 fas derfor, at f er differentiabel i D.
8.7 DIFFERENTIALER

Differential for funktion af 1 variabel
Folger vi grafen for en differentiabel funktion y =f(x) fra et punkt med abscissen x, til et

punkt med abscissen x,+Ax, bliver funktionstilvaeksten Ay =f(x,+Ax)-f(x,),
jevnferfigur 8.15.

AY
AxgtAx)
A
v :
Af & Ay
!
dy |
e Y |
TN — Taner_ v
>
X Ax X Ax X
< >
Fig. 8.15.

[ stedet for at folge grafen fra x,, til x0+Ax , kunne vi som en tilnermelse folge tangenten
i

X,. Iséfaldbliver y-tilveksten f ! (x,)* Ax, som kaldes differentialet.

DEFINITION af differential (1 variabel). Differentialet df (xO,Ax) af funktionen f i et
punkt X, for tilveeksten Ax defineres ved

df (x,,Ax) = f'(x,)- Ax.

Man skriver ofte blot df i stedet for df(x,,Ax). For den uafhngige variabel x, gaelder
Ax =dx (betragtes den identiske funktion f(x) =x, far vi nemlig
df(x,Ax) = dx(x,,Ax) = 1-Ax, dvs. dx =Ax ). Vihar derfor

df = f'(x,)dx
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Funktion af flere variable

a _
dx
dividere med dx, ndr blot dx # 0. Navnet differentialkvotient betyder netop en kvotient

Divideres med dx, fis den kendte sammenhang f /. Bemark, at man altid gerne ma

mellem differentialer. Ofte skelnes ikke mellem variabelnavnet y og funktionsnavnet f, si
man

meder ogsa skrivemédden dy = % dx .
Som et eksempel pa et differential kan navnes, at funktionen f(x)=x> har differentialet

df (x,,dx) =3x. dx ellerkort df=3x. dx.

Differential for funktion af 2 variable

Lad z =f{(x,y) have kontinuerte partielle afledede i punktet (x,,y,). Gér vi fra punktet
(x4,5,) til punktet (x,+Ax,y,+Ay), bliver funktionstilvaksten

Az =f(x,+Ax,y,+Ay)-f(x,,y,), jevnfor figur 8.16. 1 stedet for af folge grafen for f,
kunne vi som en tilnaermelse folge tangentplanen i (x,,y,), d.v.s. den plan der udspzndes

af tangenterne AB og AD pa figur 8.16. I sd fald bliver z-tilvaksten
s) s)
_f(xoayo) Ax + _f(xoayo) Ay .
ox oy

-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

|
|
l
A
l
:dz
A
A
y
I
|

i
I
:— 3 (xo-i-Ax,yO +Ay)
I
A :' 7 | e
| / | 4
1.7 1,7
______________ v
(X vo) (xo+Ax, v )
» X
Fig. 8.16
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8.7 Differenti al er

Bevis. Affigur 8.16 fas

AC = AB+BC = AB+AD

(Ax, 0, %(xo,yo)-Ax) . (o, Ay, %(xo,yo)-Ay)

a 3
(Ax, Ay, a—f:(xo,yo)'Ax + a—j:(xo,yo)'Ay) ,

dvs. z-tilveeksten er g—f(xo ,yo) ‘Ax + %(xo ,yo) ‘Ay.

Denne z-tilvaekst, som fas ved at folge tangentplanen, kaldes differentialet.  Settes

r=(x,), ;0 =(xy,Y,) > Ar = (Ax,Ay), kan definitionen udtrykkes pé folgende made:

DEFINITION af differential (2 variable). Differentialet df(r,,Ar) af funktionen f i

punktet ;'0 for tilveksten Ar defineres ved

A(rytr) = L () Ax + g—fv"(?o>Ay.

Man skriver ofte blot df eller dz i stedet for df(l_'O,Al_”) . Ligesom for funktioner af 1
variabel gelder, at man kan erstatte Ax med dx og Ay med dy, hvorved differentialet kan

skrives

df = %dws—ﬁdy.

Som et eksempel pa et differential kan neevnes, at funktionen f(x,y) = lx2 y2+ 1 y2+ lJc

_ 4 2 2
i punktet (x,,y,) har differentialet
1 2 1 | )
af = (Exoyo +E) dx + (Exoyo +y0) dy .

Edb-lgsning. I programmet Maple kan differentialet findes pd folgende méade:
with(difforms):

— —0)- Ky Ak A *
defform(x=0,y=0); d(1/4*x"2*y"2+1/2 (%xzyﬂJ de+(%xyz+%) dix)
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Funktion af flere variable

Differential for funktion af n variable
Lad u=f(x,,x,,...,X,) have kontinuerte partielle afledede, og lad

Fo = (X105 X505+ +»%,0) 08 Ar = (Ax,,Ax,,...,Ax).

DEFINITION af differential (n variable). Differentialet df(ry,Ar) af funktionen f i
punktet ;0 for tilveeksten Ar defineres ved

df(ry, AF) = g(;o)ml . %(?O)sz A g(;o)Axn.
1 2 n

Ligesom for kan man erstatte Ax; med dx;, Ax, med dx, osv., hvorved formlen for

differentialet kan skrives

df = L+ L+ + Ly

ox, ! ox, ax, " )

Ofte skelnes ikke mellem variabelnavn og funktionsnavn, s man skriver

for 1 variabel: y = y(x) og dy = %dx
. 0z 0z
for 2 variable: z = z(x,y) og dz = —dx+—dy
ox dy
fornvariable: = w(x,,%,,...,x,) og du= Pde + Pae v+ Ma
X, ox, ox,,

Eksempel 8.6. Fejlvurdering.
Teori. Lad z =f(x,y), hvor de uafhaengige variable x og y har absolutte' fejl dx og
dy. Den absolutte fejl Az pd z er datilnermelsesvis dz = %‘dx + %dy .
X Y

(V1 har her forudsat, at dx og dy numerisk er s sma, at man kan erstatte grafen for /' med

g og a—f kaldes z’s felsomhed over for fejl pa
ox oy

tangentplanen). Koefficienterne

henholdsvis x og y.

' Den absolutte fejl A x pé en talvaerdi x defineres ved Ax=x,-x, hvor x, betegner den sande
veerdi. I modsaetning hertil defineres den relative fejl ved & = & .
X, X
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8.8 Differentiation af sammensatte funktioner mm

Praktisk problem. Et cylindrisk hul med radius r og hejde 4 bores i en metalblok. Lad

de absolutte fejl pa » og h vare dr og dh. Den absolutte fejl pd hullets volumen
V=nr2h erda tinermelsesvis dV = nr2dh+2nrhdr.
Er ¥ =2cm og h=5cm, bliver dV =12.57dh +62.83dr. Heraf ses, at V' har

storst folsomhed over for fejl pa .

Regneregler for differentialer

Lad der vaere givet to funktioner f og g, som begge har kontinuerte partielle afledede i punktet ;0 . Der gzlder da

regnereglerne
d(f+g) = df+dg d(fg) = g-df+f-dg
d(f-g) = df-dg d(z) _gdf-fdg
g g2

Bevis. Da beviserne for de fire regler er ganske analoge, gennemfores beviset kun for differentialet af et produkt.

Ifolge definitionen pa differentialer fas

d(fe) = a(fg)dxl + a(fg)dx2 P a(fg)dxn

ox, ox, ) ox,
= i + g dx. + i + g dx., + + i + @ dx
[ ox, g faxl ] ' ox, g f8x2 27| ox, g faxn "

=g idxl+idx2+.“+idxn + f- de1+$dx2+“.+$dxn
ox, ox, ox X, ox, ox

n n

=gdf+fdg.

8.8 DIFFERENTIATION AF SAMMENSATTE
FUNKTIONER M.M.
Differentialkvotienten af en sammensat funktion y=£(g(¢)), er f(g(¢))g'(¢), som
navnt
i kapitel 1. Settes x=g(¢), bliver differentiationsreglen
b dy e
dt dx dt
Lad os eksempelvis betragte funktionen y =sinx, hvor x=3¢%. Viharda
dy _ dy . dv _ d(sinx) d(3t?)

= cosx* (6¢) = 6t~cos(3t2) .
dt dx dt dx dt
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Funktion af flere variable

For en funktion af to variable geelder

SATNING 8.6a (kwderegel). Lad f(x,,x,) have kontinuerte partielle afledede, og
lad x,(t),x,(t) vere differentiable. Sd vil den sammensatte funktion

u(t) = f(x(2),x,(2))
veere differentiabel med differentialkvotienten
du _ Of dx . of dx,

dt Oox, dt ox, dt

I anvendelsesfag benyttes normalt samme betegnelse for u og f:

du audx1+8udx2

dt ox, dt ox, dt

Formlen fremkommer formelt ud fra differentialet

du = e + oy

ved division med dt. I supplement 8F uddybes og bevises kadereglen.
Keadereglen kan generaliseres til et vilkarligt antal variable:

SATNING 8.6b (keederegel). Lad f(Xx;,%,,...,x,) have kontinuerte partielle afledede, og

lad x,(t),x,(t),...,x,(t) vere differentiable. Sd vil den sammensatte funktion

U(t) = f(xl(t)axz(t) s 7xn(t))
veere differentiabel med differentialkvotienten
a_ of Iy o dy,  of
dt ox, dt ox, d& = ox, dt

I anvendelsesfag benyttes normalt samme betegnelse for u og f-

du ou dxl . ou dx2 N . ou dxn

d  ox, dr ox, d ox, dr

Formlen fremkommer formelt ud fra differentialet

du = ﬂdx1+ﬂdx2+...+ﬂdxn

ox, ox, Oox
ved division med dt.

n
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8.8 Differentiation af sammensatte funktioner mm

Lad c(x,y,z,t) betegne koncentrationen af et stof

Partiel afledet og "total afledet".
A ipunktet (x,y,z) til tidenz. Hvis en flue sidder stille i punktet (x,y,z), vil den opleve,

at koncentrationen @ndres med en hastighed, der er givet ved den partielle tidsafledede:

dc
or
Hvis fluen derimod flyver langs en banekurve givet ved (x(?),y(¢),z(t)), vil den ifolge

keedereglen opleve, at koncentrationen c¢(x(?),y(#),z(t),t) @ndres med en hastighed givet

ved den "totale" tidsafledede:
de _ dcds  dcdy  dcd e
dy dt Az dt At

dt Ox dt
Symbolerne % og % har altsa helt forskellig betydning.
t

Eksempel 8.7a. Differentiation af sammensat funktion (kaederegel).

3 2
Lad # =x;x,, hvor
x =cost+1, x,=2sint+1 .

Vi gnsker at finde % for =0.
t

LOSNING:
Indszttes =0, fas (x;,x,) =(2,1). Idet
dx, _ dx,
— = —-sinf, —= =2cost?,
dt dt
ou _ 3x.x;, Ou _ 2x13x2,
ox,

ox,
fas ved indsaettelse af =0 og (x;,%,) =(2,1)
de

dx,

—1 -, — =2 og

dt dt

% — 3.4.1 — 12’ ﬂ = 2'8'1 = 16
ox, 0x,

Ved indsettelse 1 kedereglen fas nu for =0

dx dx
du _ Ou % 0w 504162 = 32,
dt ox, dt ox, dt =
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Funktion af flere variable

Eksempel 8.7b. Differentiation af sammensat funktion (kaederegel).
Lad u = Jc2x33x42 + x1x22x3 + x2x3x42, hvor
x, =cost+1, x,=2sinf+1, x;=tant+cost og x,= t3-1+1 .

Vi gnsker at finde % for =0.
t

LOSNING:

Indsettes =0, fas (x;,X,,%;,%,) =(2,1,1,1). Idet

dx dx dbx dbx

—1 - _sint, —2=2cost, - = 1 —sint, —2=3¢2-1,
dt dt dt cos?t dt

ou _ 2 ou _ 3.2 5 2

P Xy X35 F X3 Xy +2X Xy Xy + X3 Xy s
X1 X,

ou _ 3o + 3 x2 4 xl ou _ 2 x3x. 49

Y XpX3 Xy T XXy T XXy, S T XXz Xy T AX) X3 Xy,
X, ox,

fas ved indsaettelse af =0 og (x;,%,,%;,%,) =(2,1,1,1)

dx, dx, dx, dx,

Zioo,  Z2oo, Zoq, Do o
dt dt dt dt

ﬂ:l’ ﬂ:@ ﬂ:@ ou _

ox, ox, Ox, ox,

Ved indsettelse i keedereglen fis nu for =0

0462461 44(-1) = 14.

dt

Satning 8.6a om kedereglen kan umiddelbart udvides til at behandle sddanne tilfzlde,
hvor x,,x, er funktioner af flere variable, f.eks. af 3 variable 7,%,,f;. Viharda
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8.8 Differentiation af sammensatte funktioner mm

SATNING 8.7a (keederegel). Lad f(x,x,) have kontinuerte partielle afledede, og lad

xl(tptz,tg,)’ xz(tptz,t3)

have partielle afledede. Sa vil den sammensatte funktion

u(tptz,t3) = f(xl(tlat29t3)axz(tptz’t3))
have partielle afledede:

wu _ o ox, Lo ox,

ot, Ox, ot; 0Ox, o
du of ox, . of 0ox,
ot, Ox, ot, Ox, Ot
Au of Ox, . of Ox,
ot, Ox, ot, ox, ot,

I anvendelsesfag benyttes normalt samme betegnelse for u og f:

ou _ du 0x, . du ox,
o, Ox, ot, 0x, O

, 1=1,2,3.

Seaetning 8.6b om kadereglen kan umiddelbart udvides til at behandle de tilfelde,

hvor x,X,,...,x, er funktioner af ¢ variable ¢,,£,,...,¢ e Vi har da

SATNING 8.7b (kcederegel). Lad f(xl’ Xy.. .,xn) have kontinuerte partielle afledede, og lad

X(ttyseeisl)s Xp(tplyseaisl)s s X(ttyseest)

have partielle afledede. Sd vil den sammensatte funktion

u(tyyty,.. 51, =f(xl(tl,tz,...,tq),xz(tl,tz,...,tq),...,xn(tl,tz,...,tq))
have partielle afledede:

%z<’9f8x1+af8x2Jr +a_f8xn

o, Ox, Ot; Ox, of ox, of;
I anvendelsesfag benyttes normalt samme betegnelse for u og f-

i=1,2,...,q9.

ou ou ax] ou axz ou axn
+ + +

o, ox, o, ox, o,  ox, ot

i=1,2,...,9 .
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Funktion af flere variable

Eksempel 8.8. Differentiation af sammensat funktion (kaederegel).
Lad u =;vc13x22 -21x,x,, hvor
X = 6L-6, x, =t +itt,-5.

Vi ensker at finde g_u for (¢,,t,,t,) =(2,1,1).
h

LOSNING:

Indszttes (#;,%,,4;) =(2,1,1), fis (x ,x,) =(2,1). Idet
Gu 3x12x22 - 21x,, Su 2x13x2 -21x,,

ox, ox,

ox ox.

L =260tt, =2 =tt,

ot, ot,

fas ved indsaettelse af (#,,,,%) =(2,1,1) og (x;,x,) =(2,1)

O _3.41-21-1=-9, M _3.81-212= -2,

Ox, ox,

ox, ox,

2-8:1-1 = 16, =21=2.

Kedereglen giver nu

2 2
Ou _ o T, 0T _(_9)16+(-26)-2 = ~19 .

oz, Ox, ot, Ox, Ot,

Benyttes Maple, bliver de tilsvarende beregninger:

X1 = tIN3*¥2"2%t3 - 6 ¢ x2 :=t172 +t1*2*3 - 5 :
u = x113*x2/2-21*x1*x2

cursor pa udskrift, hejre musetast, Differentiate” Velg t2

Cursor pa udskrift “Evaluate at a point”, Indst 2,2 og 1 Resultat -196

I supplement 8G og 8H er kaedereglen anvendt til henholdsvis variabelskift i en differentiallig-

ning og variabelskift i et differential.
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8.9 Retningsafl edet. G adi entens geonetri ske betydni ng

8.9 RETNINGSAFLEDET. GRADIENTENS GEO-
METRISKE BETYDNING

Som det fremgér af keedereglen (satning 8.6) har den sammensatte funktion
u(s) = u(xl(s),xz(s) ey xn(s)) differentialkvotienten

du au.dx1+au.dx2+ +8u.dxn

au e — (1)
ds Ox, ds Ox, ds ox, ds
Idet gradienten er gradu = ﬁ R ﬂ yeees ﬂ , 2 og visztter
ox, 0Ox, ox,,
r(s) = (xl (8),%,(8),... ,xn(s)), kan (1) omformes til
du _ou ou  ou| | A
ds axl’dxz’.”’axn ds ' ds’ T ds
du —— dr
M _ gradu- & . )
ds s ds
Ladnu 7(s) veare en parameterfremstilling for
en ret linie / (se figuren): ‘{( 3
(
a; € _
a, € .
I_"(S) = "l +s| 7|, sE€ER, / q 7(s)
: : -4
an en
X
€
)
hvor e =| * | eren enhedsvektor, dvs. |E| =1, saledesat s bliver "vejleengden".
e

2 TIstedet for skrivemdden grad # benyttes ofte skrivemaden ﬁu, der leeses "nabla u".

Nabla-symbolet V kan opfattes som "differentialoperatoren” [i 9 i] .
n

ov B, B
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Funktion af flere variable

Idet dr _ E, fas ved indsettelse 1 (2), at
ds
du _ gradu- e
ds

€)

Differentialkvotienten % i punktet med stedvektor #(s) kaldes den retningsafledede af

A

u 1 retningen e. et givet punkt P angiver den retningsafledede af u, "hvor sterkt"

funktionen u e@ndrer sig 1 vektoren e's retning, f.eks. tilvaeksten pr. meter. Specielt ses, at

hvis e er parallel med en af koordinatakserne, sa er %
Er eksempelvis e =(1,0,0,...0), bliver du _ Ou .
ds Ox,

Eksempel 8.9. Retningsafledet.

Find i punktet P =(2,1,-1) den retningsafledede af funktionen
u(x,y,z) =x2+2y2+3xyz iretningen v=(2,1,-2).

LOSNING:
[ punktet P er gradu =(1,-2,6). Enenhedsvektori v°‘s retning er
=Y - (2,1,-2) .
E 1
Den retningsafledede er da % =gradu- e = | -2
S 6

Fortegnet angiver, at i punktet P "falder" u i den angivne retning.

I Maple bliver de tilsvarende beregninger:

with( linalg): v :=vector([2,1,-2]) : u = XA242¥y 243 *x*y ¥z
w = unapply( dotprod( grad( u, [X,y,z] ), v/norm(v,2) ), X,y,Z ) :
w(2,1,-1);

30
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8.9 Retningsafl edet. G adi entens geonetri ske betydni ng

SATNING 8.8 (gradientens geometriske betydning). I et punkt P, hvor gradienten
grad u(P) ikkeer 0, gelder
1) gradienten er normalvektor til u’s niveaukurve (niveauflade) gennem P,

2) gradienten peger i den retning, hvor u vokser mest.

7 gﬁd(P)

AY u=30
1=30 —] u=20
1=20 L grad(P) w10
=10 \/—\ > Y

» X
A X
Fig. 8.17. Niveaukurver og gradientvektorer Fig. 8.18. Niveauflader og gradientvek-
for funktion u af to variable. torer for funktion u af tre variable.

Nogle anvendelser.

1) Temperaturgradienten VT = grad T stdr vinkelret pd isotermerne og peger modsat den retning varmen vil vandre
(varme vandrer fra hgjere temperatur mod lavere).
2) Er den potentielle energi E > vil F= ﬁ( -FE p) =-grad £ p VEIE den dertil svarende kraft, og std vinkelret pa

xkvipotentialfladerne.

Bevis. For kortheds skyld bevises sztning 8.8 kun i det tilfzelde, hvor u er en funktion af 2 variable.
1) Lad 7(s) =(x(s),y(s)) vere parameterfremstillingen for en niveaukurve k til u, dvs.

u(x(s),y(s)) =c foralle veerdier af s. Vi har da, at % =0 (en konstant differentieret er 0).

- Ay
Af (2): %=gradu'% fis nu
0 = gradu- 4.

Da skalarproduktet er nul, ma gradientvektoren grad u st vinkelret pd niveaukurven ks tangentvektor ? . Altsa
A)

er gradu normalvektor til niveaukurven.

2) Af formel (3): % =gradu - e ses, at det skalzere produkt er storst, nir enhedsvektoren € er parallel
s

med gradu. Gradienten peger altsé netop i den retning, hvor u vokser mest.
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Funktion af flere variable

Eksempel 8.10. Gradientens geometriske betydning.
En punktladning er placeret i begyndelsespunktet O. Lad det elektriske potential i et

punkt P vere givet ved

u(P) = 1 eller u(x,y,z) = 1

| OP| Vx2+y2+z2

Niveaufladerne for u er bestemt ved

u(P)=c (c>0) < 1 =c © xz+y2+zz=i2

/x2+y2+zz c

dvs. fladerne er kugler med centrum i (0,0,0).

Vi har
ﬁu= -X ’ -y , -z
Wazeyzez? | (fxmey?ez? ) (¢x2+y2+z2)3)
_ _(-x,-y,-z) _ __OP

((x7eyZez2 )P |OP|*

Ifolge setning 8.8.1 er OP derfor en normalvektor til
niveaufladen gennem P, og ifolge s@tning 8.8.2 vokser det
elektriske potential steerkest i retningen grad #, dvs. ind

mod begyndelsespunktet.

8.10 TAYLORPOLYNOMIUM 1 2 VARIABLE

Det 2. Taylorpolynomium f (x,y). Foren funktion f(x,y) ensker man ofte at finde

et andengradspolynomium f~ (x,y), som tilneermer f(x,y) godt nar et punkt (x,,y,) .
Ligesom for en funktion af 1 variabel er det nerliggende at kreeve, at  f og f skal have
samme verdi f (xy,¥,) =f(%,,y,) o0g samme partielle afledede til og med 2. orden i punktet

(x0 R yo) . Ved at opstille kravene 1 ligninger og lose dem, findes folgende s&tning.
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8.10 Tayl orpol ynomumi 2 variable

SATNING 8.9 (2. Taylorpolynomium). Lad f have partielle afledede af 1. og 2. orden i

punktet (xo,yo) . Sd findes der netop ét polynomium f af hojst 2. grad, der i punktet
(xo,yo) har samme veerdi og samme partielle afledede af 1. og 2. orden som f selv.

Polynomiet er givet ved

Fxy) = £(xp.) + f L (50200)"(x%0) + %(xo,yo)-(y —yo)]

+

2
f
2' 3¢

2 2
O,yo)'<x—xo)2+—a L (xgd0) -70)2 + 22L (3 (- 2) (7-3,)
Ay 0x0y

Polynomiet kaldes det 2. Taylorpolynomium for f med udviklingspunkt (x,,y,) -

Bevis. Ethvert polynomium af hgjst 2. grad kan skrives

f(x,y) =q + b1(x_xo) + bz(y _yo) + C1(x_x0)2 + 02(y _yo)2 + c3(x_xo)(y _yo) .
Ved differentiation fas

o7
% = by +2c(x-xp) +c;(¥-y,)
&7

L = byr2esmw) reslxx)
e

oF . 2¢,

ox 2

N

E;—j; = 2c,

y

e

oF . ;.

ox dy

~ of 3 of 3 .
Kravene  F(5o3) = FGod)s (o) = Lxpde)s L Gioodi) = L (xguvy)s osv.givernuved
ox ox dy dy

indsettelse i ligningerne ovenfor

f(xoayo) =f(x0’y0) N a, = f(xoayo)

of 9 3

T v = L (xoo3) o b= Ll

85 ox ox

b5} 0 0

a—’;(xo,yo) - a—ﬁ (Fo-¥) o 8- 7 (o)

92f 92 a2 1 32
—2(x0,y0) = ;f(xoyyo) - 201 = ;f(xoyyo) g ¢ = 2! axf( osyo)
3*f _ 9 _ 9% _ 19
y(xoayo) = ayz(xo,yo) N 202 = ayz(xo,yo) = c, = 2' oy 2( ano)
3% f Rk 9 _ 1,9
?ay( 0 Yo) = ?ay(xo,yo) g c = Tay(%’y") N Cc; = o 8 Y (x4>30) -
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Funktion af flere variable

Kravene opfyldes altsé af netop ét polynomium:
= ) d
F o) = Saom) + L) (x-x0) = L () 0-70)

o*f 2 o*f
+ —2(x,, (y- +2
ayz(x" Yo) (v -¥) xdy

1| 92
"o &C—f;(xo,yo)-(x—xo)2

(xoayo) ) (x_xo) (y _yo) .

Eksempel 8.11. Taylorudvikling i 2 variable.
Lad den optimale temperatur 7" i en bestemt reaktor vere bestemt ved
T=3e*7"1-In(x+y-2), hvorxogy er to koncentrationer. I et rektangel omkring
driftspunktet (x,,¥,) = (1,2) enskes funktionen tilnermet ved et polynomium.
Problemet kan formuleres:
Find det 2. Taylorpolynomium f~ for f(x,y) = 3e* 7! -In(x+y-2) med

udviklingspunkt (x,,y,) =(1,2).

LOSNING:
Vi finder | for (x7y)=(1’2)
f(x,y) = 371 -In(x+y-2) | = 3-0= 3
af —-y+1 1
T = el - = 3-1= 2
ox x+y-2 |
I o gexwro 1 | - 3-1=-4
oy x+y-2
O L gewn 1 - 3+1= 4
Ox 2 (x+y-2)2
O L gewn 1 - 3+1= 4
ay? (x+y-2)?
2
OF - et 1| 341222
oxoy (x+y-2)*

Ifolge satning 8.9 bliver polynomiet da

= 1

f(x,y) =3 +F[2(x—1)—4(y—2)]
1 (41 V2 42 (=Y (-1 (-
r o4 14 -2)P 42 (-2) (- 1)(p-2)

3+2(x-1)-4(y-2)+2(x-1)2+2(y-2)*-2(x-1)(y-2) .
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8.10 Tayl orpol ynomumi 2 variable

Detn'te Taylorpolynomium f (x,y). Denforrige seetning omdet2. Taylorpolynomium kan generaliseres til folgende

setning.

SATNING 8.10 (n'te Taylorpolynomium). Lad f have partielle afledede til og med n'te orden i punktet
(x9,¥y) - Sd findes der netop ét polynomium fN af hojst n'te grad, der i punktet (Xy,¥,) har samme veerd

i og samme partielle afledede til og med n'te orden som f selv. Det er givet ved

Fxp) = fGiprvy) + ( F (x0:39) (x-35) + %" (xo,yo)-(y—yo)J

1 2)

+2.( f(xo,yo) “(x- x0)+ f(xoayo) 6% yo))

L ( Y () (r-x0) + L ACRORE yo))””,

som kaldes det n'te Taylorpolynomium for f med udviklingspunkt (xo ,yo) .

NB. I formlen indgér "symbolsk potensopleftning” ( ~~ )(p ), Den udferes ganske som en sadvanlig
potensopleftning, bortset fra at potenser og produkter af de afledede erstattes med den tilsvarende afledede af p'te
orden.

Af (a+b)?=a?+b?+2ab fis cksempelvis
(2)

Fx-y+ Xy
5 *72) 3 -1

02 92 92

- &L -2 -2 2L -2y,
ox oy ox dy

ogaf (a+b)®=a3+b3+3a%b+3ab? fis

(2)orn-(g o]

L2+ LLo o1y 03 2L o2y +3 2L o2y
ox 3 oy3 ox 20y ox dy 2

For fejlen  f(x,y) —fN(x,y) galder folgende setning.

SATNING 8.11 (Taylors formel). Lad f(x,y) have kontinuerte partielle afledede af (n+1) te ordenien dben
meengde, der indeholder forbindelseslinien mellem punktet (xo ,yo) og punktet (x,y), og lad f veere det n'te
Taylorpolynomium med udviklingspunkt (Xy,y,). Der findes da et punkt (E,M) pd forbindelseslinien mellem

(xoyyo) og (x9y)9

1 (n+l)

Jx,y) - f(x,y) m

Ly (x-x) + LEm) 0-x)
X oy
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Funktion af flere variable

8.11 TAYLORPOLYNOMIUM I 3 OG FLERE VARIABLE

Med de samme forudsatninger som for Taylorpolynomium af 2 variable gelder tilsvarende resultater.

Det 2. Taylorpolynomium f (x,y,z) er

f(xoyyoyzo) [af(xoyyoyzo) (x- x0)+ f(x()’y(pzo) (6% yo)"' f(xoyyoyzo) “(z- Zo)

+ _[ 9 f( X05Y05%) * (x_xo)2 f(xo:yoszo) 6% yo)2 f(xo:yoszo) (z- 20)2
2! dy? dz?

29 (o y0r70) - -3 -30) + 2L (030020 - (- ) (2~ 20)
aa 0°70°<0 0 0 aa 027020 0 0

+2 aZf

32 o (xo,yo,zo) (z _Zo)(x _xo)

Det n'te Taylorpolynomium f(x,y,z) er:

F(2.9,2) = f(%:¥0520)

+ % g(xo,yo,zo) “(x-xy) + g(xo,yo,zo) -y + if(xo’yo’zo) . (Z_ZO)J
A oy oz
2)
+ % g(xo,yo,zo) “(x-xy) + if(xo,yo,zo) “-y,) + if(xo,yo,zo) . (Z_ZO)J
T\ X oy 0z
(€]
+% %ﬁ("o’yo’zo)'(""‘o)+ Y (x0:30:20) (7 -3) + f(xo,yo,zo) (z- zo)]

Alt om Taylorpolynomier galder helt analogt for funktioner af flere end 3 variable.
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8. 12 Pol ynom ekol | okation i 2 variable

8.12 POLYNOMIEKOLLOKATION I 2 VARIABLE

Polynomium af 1. grad. Polynomiet f (x,y) af 1. grad, som opfylder de 3 kollokationsbetingelser

f(xpyo+k) =c

f(xo’yo) =a f(x0+h,y0) =b

er givet ved

b-a
h

c

2 (y-»,) -

Feew) = as _

(x-x,) +

(Formlen bevises ved at indsatte de 3 givne punkter.)

Hermed kan der foretages "linezr interpolation" i en tabel med 2 variable.

Polynomium af 2. grad. Polynomiet f (x,y) af2.grad, som opfylder de 6 kollokationsbetingelser

FGoyerB)=c || Fxorhy,+k)=d

~ ~ ~

f(xo_hayo) =e f(xoayo) =a f(x0+h,y0) =b o o

fGxgspe-k) =1 '

er givet ved

= b-e c-
Faewy =a+ECix)+ £ Loy
b+e-2a c+f-2a a-b-c+d
+ 7(35_350)2 + #(J’ —y0)2 + T(x_xo)(y ~¥o) -

(Formlen bevises ved at indsatte de 6 givne punkter.) Hermed kan der foretages "kvadratisk interpolation" i en &ekvidistant

tabel med 2 variable.
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Funktion af flere variable

Eksempel 8.12. Interpolation med 2 variable.

38

Enthalpien H =H(T,p) afetstofer givet ved tabellen

1 4.294 4.661 5.011
0 4.103 4.417 4.715

-1 ] 3.919 4.190 4.444

-1 0 1 T

Find H(0.4,0.5).

LOSNING:

1) Ved interpolation med et lineart kollokationspolynomium fis

(0.4—0)+M(o.5—0 i

4.417 +0.1192 + 0.122 = 4.6582 = 4.658

2

4.417 +

7(0.4,0.5) 4.715;4.417

2) Ved interpolation med et kvadratisk kollokationspolynomium fas et nejagtigere resultat: .

7(0.4,0.5) = 4.417 + (0.4-0) +

4.715-4.103 (05-0
2%

4.661 -4.190
2x
LAT15 +4.103 -2x4417 (4 _gy2 , 4661 +4.190 -2x4417 5 ¢y
2x12 2x1?
4417 —4.71i —411.661 *5011 (4 0)(0.5-0
X

= 4417 +0.1224 + 0.1178 - 0.0013 + 0.0021 + 0.0104 = 4.6684 = 4.668

Fejlvurdering: se opgave 8.13.



Suppl enmrent

8A Praxise definitioner for mengder

sUPPLEMENT: SA PRALCISE DEFINITIONER FOR

MANGDER

omegn aben mangde lukket maengde
(afstand < &) (lutter indre punkter) (indeholder alle randpunkter)
indre punkt
/ T > ->
R2 4 i >
rand- : >
® punkt -
begraenset ikke begraenset

bearanset

Lad x€R” oglad ScR”. Videfinerer da:

D

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

(Kugle)omegn af x

Udprikket omegn af

Indre punkt x i S:

Randpunkt x for S:

Rand af S:
Aben mengde S:

Lukket mangde S:

Begranset mangde S:

med radius € : {;‘ eR” | | t-x | < e} (se figurer i skemaet under
omegn).
x: {E‘ER” |0<|;‘—3_c|<e} samme figurer som for, men

nu tilherer X (centrum) ikke omegnen.

der findes en omegn af x , hvori alle punkter tilharer S.

enhver omegn af x indeholder bade punkter, som tilherer S, og
som ikke tilherer S.

mangden af randpunkter for S.
ethvert punkt i S er et indre punkt.

randen af S er en delmangde af S (specielt kan randen vere hele

s).

der findes et positivt tal M, sdledes at |J_C| <M for

alle x€ 8.
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Funktion af flere variable Suppl enment

9) Sammenhzngende mangde S: der findes til ethvert par af punkter @, b€ S en
a _
kurve ' i S, som gér gennem og b.

10) Kompakt mengde S: S er lukket og begranset. ®®

«

11)  Abent interval I I er en sammenhengende, dben delmengde af R, f.eks.

]-m;8[ 1/2;00] 1—oo;§[ R .

12)  ibent n-dimensionalt interval K = {x| x,€1a;;6,[ A x,€lay;b,[ A ... Ax,€la,;b,[}

(dben kasse) K:

feks. {(x,%,) | 1<x,<4 A 1<x,<3} 2

eler {(x,,%,) | x>0 A x,>0} ‘

(forste kvadrant). . Y
| 4

13)  Lukket interval I: I er en sammenhengende, lukket delmeengde af R, f.eks.

: : 2
[—TI:,S] [\/E,OO[ ]_oosg] R .

14)  ukket n-dimensionalt interval K = {; | x€la;;b,] A xyelayb,] Ao A xne[an;bn]}
(lukket kasse) K:

f.eks. {(xl,x2) | l<x;<4 A lsxzs3} 2

eller {(xl,x2)|x120/\x220} . il

' Kurven skal vare givet ved en parameterfremstilling x = (xl(t), x,(0), . .. ,xn(t)) , o<t<P, hvor

funktionerne  x,(£), X,(%), . . ., X,(f) er kontinuerte.
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Suppl enment 8B Gramsevardi for f(x,y)

suppLEMENT: 8B GRZANSEVARDI FOR f(x,y)

Eksempel 8B.1. Grznseverdi.

2
a) Undersog f(x,y) = X for (x,y)— (0,0).
x2+y2

b) Undersog g(x,y) = sin(xy) for (x,y)— (0,0).
y

LOSNING:
a) Viviser,at f(x,y) ikke har nogen grensevardi for (x,y) — (0,0).

Forst lader vi punktet (x,y) naerme sig til (0,0) ad en bestemt kurve, f.eks. ad linien y =x. S4fds

Dernest lader vi punktet (X,y) nerme sig til (0,0) ad en anden kurve, f.eks. ad linien y=0. S& fas

2
f(x,0) = ud =1—>1 for x—-0.
x2+02

Da graensevardierne % og 1 langs de to kurver er forskellige, har  f(x,y)

ingen grenseverdi for (x,y) — (0,0).

b) Det er velkendt, at S , 1 for u— 0.
u
B for w0
Funktionen h givet ved h(u) = u vil da veere kontinuert for alle # € R.
1 for u=0

sin(xy) _ sin(xy)
xy

For x #0 geldernu g(x,y) = ‘x = h(xy)x.

I hele definitionsmengden for g(x,y) (dvs.for y#0) gelderaltsa g(x,y) = h(xy)-x.

Ved hjelp af reglerne for regning med graenseverdi fas, idet / er kontinuert:

xy—0-0 =0 for (x,y)—(0,0)

1l
[

h(xy) = h(0) for  (x,y) = (0,0)

g(x,y) = h(xy)=x—>1-0=0 for (x,y)—(0,0).



Funktion af flere variable Suppl enment

suPPLEMENT: SC PARTIEL DIFFERENTIATION I N
VARIABLE

DEFINITION af partiel differentiation.
Lad wu =f(x1 5Xp5enns xn) veere en reel funktion af n variable = (x1 »Xy 5 -y X, med definitionsmeengden D,

oglad ' = (al,az, ...,Qa, vereetindre punktiD. Funktionen (xi) =f(a1,a2, RN~ P #N ] .,a erda

110
for en given veerdiaf i€ {1,2,3,...,n} en funktion af én variabel X,, defineretien omegnaf a,.
Hvis g(x;) er differentiabel i a;, siges f(x) at veere differentiabel med hensyn til X, ipunktet a, og

differentialkvotienten kaldes f’s partielle differentialkvotient (eller partielle afledede) med hensyn til x; i punktet a, og

skrives if (E) .
ox;,

Hvis u=f (J_C) er differentiabel med hensyntil  X,X%, , ..., X, iethvertpunktaf D, siges fat have partielle afledede
of of of

ox, ox, o

S F S

s e,
x,  Ox, ox

n

af 1. orden i D. Disse bencevnes kort

n

Vi kan nu opfatte som n funktioner af n variable. Hvis disse funktioner har partielle afledede i D,

siges f at have partielle afledede af anden orden i D:

2 2
ﬂ, ie{1,2,...,n} og of , i#j, i,7€{1,2,...,n}.
8x2 ax,.axj

i

Analogt defineres partielle afledede af hojere end 2. orden.
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Suppl enmrent 8D Differentiationers rakkef gl ge

sUPPLEMENT: 8D DIFFERENTIATIONERS RAKKE-
FOLGE

SATNING 8.4 (differentiationernes reekkefolge). Hvis

o%f o%f
1) fhar "blandede" partielle afledede ——— og ——2— i en dben mengde D og
ox; axj axj ox;
2) disse er kontinuerte i D,
of __9f

ox, axj 8xj ox,

da erde ensi D, dvs.

2 2
O oy O

Bevis. Da vi ved dannelsen af
ox, ij axj ox,

skal holde alle variable undtagen X, og X; konstante,

o’ _ 9
er det nok at vise satningen for en funktion f afto variable x og y. Vi skal altsa vise, at = .
Oxdy  dyox
Lad rektanglet {(x,y) | xy<x<x, A y,<y<y} vereindeholdtiD.
Y
A A
(;(0 % l) (x 1Y ) (x() Y 1) (x] ' V1 )
i
1
s (§n)
i
1
1 N i -
; (1)
x0:)) (x1,0) 0, %0) (X1,20)
> X » X

Der gaelder ligningen

[fCepsy) —F ey 1 - [ Gooyy) ~f(x9539) 1 = [ Cepsy) = (xooy) 1 = [ (x153) —f (3950) 1-
Indfores funktionerne g (x) = f(x,y,) - f(x,¥,) og h(y) = f(x,,¥) - f(xy,y), kan ligningen skrives

g(x)-g(x) = h(y)-h(y).
Ved at anvende differentialregningens middelvardis@tning bade pa ligningens venstre side og hejre side fés, at der eksisterer
cttal E€]xyx [ ogettal M, €]yy;y, [, sidanat
(x;-x)g (&) = Oy —y)h (my).
of

Da g'(x) = %’(x,yl)—%’(x,yo) g h'(y) = 5(xl,y)—é‘;’—;‘(xo,y),

kan ligningen nu skrives

(x1_x0) g(é’yl)_%(g’yo)] = (y1_.)’0)[§_§(x1:r|1)_%(xoynl) .
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Funktion af flere variable Suppl enment

Ved endnu engang at anvende middelvzerdiseetningen bade pé ligningens venstre og hejre side, fas, at der eksistererettal 1) € J¥5¥; [
og et tal El €1xy;x, [, sadanat

2
(xl—x())(yl—yo)%(s,n) 01 70) (3 30) oL f &ony).
)y Ox
Heraf fas
P, m = 9 f - &n).
Oxdy v

hvorbade (&,m) og (El ,M;) tilhorer det indre af rektanglet. Vi betragter nu et vilkarligt punkt (x,y) € D, og

2
veelger en folge af rektangler, som indeholder (X,y), oghviskantlengder konvergerer mod 0. Séses - da aa éf
2 xoy
og of er kontinuerte - at
dyox
2 2
d 0
L) = 2L ey .
Oxdy Oy ox
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Suppl enmrent 8E Praktisk betingelse for differentiabilitet

sUPPLEMENT: SE  PRAKTISK BETINGELSE FOR DIF-
FERENTIABILITET

SATNING 8E (praktisk betingelse for differentiabilitet). Har en funktion f kontinuerte partielle afledede i en dben meengde
D, da er f differentiabel i D (og dermed ogsad kontinuert).

Bevis. For simpelheds skyld ferer vi beviset for en funktion f af to variable x og y (beviset kan gennemfares
efter de samme retningslinier, hvis fhar mere end to variable).
Lad fhave kontinuerte partielle afledede i en 4ben meengde D. Hvis vi kan vise, at breken i definitionen pa differentiabilitet

F(xo*Ax,y0+ Ay) ~f(x0530) - (];/(xo’)’o) ) ];/(xo,yo )) *(Ax,Ay)

Y (Ax)? +(Ay)?

har greensevardien 0 for (Ax, Ay) = (0,0), sa er setningen bevist.
Ved at indskyde  f(x, + Ax,y,) omskrives til

[f(xo +Axa)’o +Ay) _f(xo +Ax,yo) 1+ [f(xo +Ax’yo) _f(xo,yo) ] _.7;/ (xo,yo) Ax _fy/ (xoayO)Ay

V (Ax)% +(Ay)?

Den forste parentes kan her opfattes som tilvaeksten i en funktion af én y

variabel y (idet x er konstant X, + Ax) ogden anden parentes som 4 (N gy 1™ A
tilveeksten 1 en funktion af én variabel x (idety er konstant y, ), jeevnfor
figuren. Idet vi benytter middelvaerdisatningen pa de to funktioner, bliver (v Axm)
breken
)
(¥ 1) (.\'l'r Av. i)
/ / / / >
fJ‘; (xo +Ax:"'I)Ay +f;; (E’yo)Ax _-/;c (xo:yo)Ax _j:; (x()’yo)Ay >\
2 2
YV (Ax)“+(Ay)
hvor & er et tal mellem Xy 0g Xy + Ax, og 7 erettal mellem Yo 08 Yyt Ay.
Denne kan igen omformes til
/ / Ax / / A
LA (B.y0) ~£ (%5,39) ] = = LG+ Aem) <A G Zy -
(Ax)“+(Ay) (Ax)“+(Ay)

Da de to broker er begraensede (mellem -1 og 1), og de to parenteser gar mod nul for (Ax, Ay) = (0,0) (idet j;/
og ];/ er kontinuerte), vil hele udtrykket g& mod nul, dvs. f er differentiabeli (X,,¥,) -
At f ogsé er kontinuert i (x0 , yo) ses nu sdledes: Da f er differentiabel, folger af definitionen pé differentiabilitet, at

f(J_CO"'AJ_C)‘f(?_Co)‘a'A)_‘ - 0 for Ax - 0. Heraf ses, at

f()_CO+AJ_C) - f(J_co) for Ax — 0, dvs.f erkontinuert i (x95¥p) -
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Funktion af flere variable Suppl enment

supPLEMENT: 8F UDDYBNING AF KADEREGLEN

SATNING 8F (keederegel). Lad f (x1 1 N xn) have kontinuerte partielle afledede, og
lad x,(t),x,(t),...,x,(t) vere differentiable. Sa vil den sammensatte funktion

U(t) :f(xl(t)axz(t)a'--axn(t))

veere differentiabel med differentialkvotienten
@z<'9fd"1+afd"2Jr +idxn
dt ox, dt Ox, d&¢ = Ox, dt

I anvendelsesfag benyttes normalt samme betegnelse for u og f-

du_audx1+8udx2+ +8udxn

dt  ox, dt ox, ¢ = ox, dt

Da u pa venstre side i formlen opfattes som en funktion af #, mens den pa hejre side opfattes som en funktion af

XXy, ..,X,, madviprecisere forudsetningerne og udledningen nermere. Forudsetningerne er

1) at funktionerne
X = gl(t), Xy = g2(t), ceey X, gn(t)

alle er differentiable i en delmaengde S af de reelle tal,
2) at funktionen f har kontinuerte partielle afledede i en dben delmangde 7 af R” s

3) atforalle t€S8 gelder
(gl(t)ygz(t)"--ygn(t)> ET'

Bevis. For nemheds skyld gennemfores beviset kun for n=2. Undervejs benyttes differentialregningens
middelvaerdisetning, der som bekendt siger, at F(x+Ax)-F(x)=F (£)-Ax, hvor & ligger mellem x
og x+Ax.

Sattes Ax, =x,(t+Af) - x,(t), Ax,=x,(t+At) -x,(t) og Au=f(x,+Ax,,x,+Ax,) - f(x,,%,), fis
efter omformning Au = [f(x, +Ax1,x2 +Ax2) —f(x1 +Ax1,x2) 1+ [f(x1 +Ax1,x2) -f(x,x,)] .

Benyttes middelvardisatningen pa hver af de kantede parenteser, fas

Au = i(x1+Axl’E2)Ax2 * if(zil’xZ)Axl'
ox, ox,

. Au _ o Av, . of Ax,
Vi har d 2% 9 (x, v AxE)—2 + D(E x) L,
e At ox, (v Anly) ox, &m)
dx dx
hvoraf folger Au i(xl,xz)—2 + i(xl,xz)—1 for Ar—0.
At ox, dt ox, dt

Hermed er s@tningen bevist.
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Suppl enmrent 8G Variabelskift i differentialligning

supPLEMENT: 8G  VARIABELSKIFT I DIFFEREN-
TIALLIGNING

Eksempel 8G.1. Variabelskift i partiel differentialligning.

I differentialligningen

Gu_,9%u _y,

o oy
hvor u =f(x,y), ensker man at indfere to nye variable r og s bestemt ved, at r=y-2x og s=y+2x.

Anvendes kadereglen, fas

@:au g+@-é:%-(—2)+%‘2
S

ox or ox Os Ox or
@ au or oOu Os ou ou

= —*+—— = —1+—1.
dy or dy Os oy or os
ou au_o

Indsattes dette i differentialligningen, fis den simplere differentialligning —4- a— = 0, dvs. a— =
r r

Eksempel 8G.2. Variabelskift i differentialligning.
I differentialligningen

29 y+5tdy+6y =0, >0
#2  dt

ensker man at skifte uafhaengig variabel fra 7 til x, hvor x er bestemt ved, at x =Int <> ¢t =¢”*

Afkedereglen for n=1 fas

dy _dy dc _dy 1

= = e = ¥ e __ og
dt de dt dx t

d’y _d(dy| _d(1.dy| _df1. dy). de |1 d>» 1 dt dv|1
&2 a\ at dt\ t dx ax\t dx) dt t g2 2 dv dx |t
_1l.dy 1. &
12 dg? f2 dx’

som ved indsettelse i differentialligningen giver den simplere differentialligning

2
d’y dy+5dy+6y-0 o 9P .6 .
et ot &



Funktion af flere variable Suppl enment

suppLEMENT: 8H VARIABELSKIFT I DIFFERENTIAL

Lad u=f(x1(t1,t2,...,tq),xz(tl,tz,...,tq),...,xn(tl,tz,...,tq)).

Vi kan da finde differentialet af # med hensyn til z-variablene  du = _ Ou dt, + ou —dty+..+ ou dt
ot ot, ot
%
. . . . _ Ou Ou ou
ved forst at finde differentialet af u med hensyn til x-variablene du = —dx, + —dx, +... + —dx,
ox, ox, ox,,

og heri indsatte differentialerne af x’erne med hensyn til #-variablene

ox ox; ox,
dx. = ’dt +—Ld, ...+ Ldr, jel{1,2,...,n}.
7o at, or, 1

Bevis. For kortheds skyld sttes n=3 og g=2.

I differentialet du = ou —dx, + ou —dx, + — ou dx, indsattes
ox, ox, 0ox;
ox, X, ox, ox, ox; ox,
dx, = —dt,+—dt,, dx, = —=dt,+—=dt,, dx;=—dt,+—adt,.
t t, or, ot, or, ot,

Sé fas

a a 3 a 3 a
du = Prg Tg |0 Pag  P2g | L T T
ax | an a2 T | e e, ) e ot

ou ax] ou ax2 ou ax3 ou axl ou ax2 ou ax3
+ — + — dt1+ + - =+ = dt2
ax1 ot, oOx, ot Ox; ot E)x1 ot, ox, ot, Ox; Of,

— dt kaederegel benyttet) .
o, 8t2 , ( g yttet )

Eksempel 8H.1. Variabelskift i et differential.

For et fysisk-kemisk system benyttes symbolerne E=energien, 7=den absolutte temperatur, S=entropien,
p=trykket og V=rumfanget. Energien E kan opfattes som en funktion afSog V,dvs. E = E(S,V), ogder gelder

da dE = TdS-pdV . (1)
Energien E kan imidlertid ogs& opfattes som en funktion af p og 7, dvs. E=E(p,T).
Find differentialet af E=E(p,T) medhensyntil p og 7, idet der gelder

C
S = —aVap+7pdT )
dvV = -BVdp +aVdT, (3)

hvor &, 3 og C, er kendte storrelser.

LOSNING:
Ved at indsatte differentialerne (2) og 3)i (1) fais dE = (PpV-aTV)dp + (Cp -apV)dT .

48



Suppl enmrent 8l Differentiation under integraltegn

suPPLEMENT: 81 DIFFERENTIATION UNDER INTE-
GRALTEGN

SATNING 81.1 (differentiation under integraltegn). A
Lad funktionen  f(x,y) vere kontinuert i et rektangel
K={(x,y)eR? | a<x<b A c<y<d} K
. , . of .
Lad endvidere f have en kontinuert partiel afledet —>- (x,y) iK.
Lad endelig en funktion g(x) veere givet ved

gx) = [“fy)dy = —

a b

idet x er fastholdt under integrationen. Si er g(x) differentiabeli [a;b] med differentialkvotienten

g @ = ['Laya.

Bevis. Man kan undersege om g(x) er differentiabel ved at undersoge % - 8(6+h-g() for h—0.

h
Vi finder
28 - (g(r+h)-g(x)
_ 1 do . _rd
- [irenna - [ e a)
- o [ hy) ~Fx)dy
_ fdf(x’fh,y) w(CHIPN
c h
= f ¢ g—f (x+th,y)dy te]0;1[  (differentialregningens middelvardisetning) .
c OX
Heraf fas

Ag _radf _
‘h /. ax(x’y)dy‘

d
g
[4

< [*e(myay (da % er ligelig kontinuert)

fj( T (xth.y) —g—f(x,y)] dy‘

g—f (x+th,y) - g—f (x.5) ‘ & (ulighedsregel, kapitel 1)
X X

= (d-c)e(h) > 0 for h— 0.
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Funktion af flere variable Suppl enment

Eksempel 8I.1. Differentiation under integraltegn.
En funktion g(x) er givet ved

g(x) = fo“’eSin(2x+J’)dy, xe[0,10].

Find g'(x).

LOSNING:

Irektanglet K ={(x,y)|0<x<10 A 0<y<10} erfunktionen f(x,y)=¢ Sin(2x+¥) kontinuert med

en kontinuert partiel afledet

g—f = e SIN(2X +Y). cog(2x +y) 2 .
x

Ifolge s@tning 81.1 har g derfor en afledet:
)= 4 (10, sin(2x+y)
g(x)= = [Pesin()) g
dx Jo

= (109 ¢sin(2x+y) gy
0o Ox

= f 10 sin(2x +y). cos(2x +y)-2dy  substitution: u=sin(2x+y), du=2cos(2x+y)dy
0

_ psin(2x+10) _ sin(2x +10)
= f e'du = [eu]sin(Zx)
sin(2x)

_ Sin(2x+10) _ osin(2x)
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Opgaver til kapitel 8

OPGAVER

Opgave 8.1 (niveaukurver)
Lad fveere en reel funktion af to variable givet ved  f(x,y) = x2y.
1) Skitsér i et xy-koordinatsystem f’s niveaukurver svarende til niveauerne 0, £, +1 og +2.

2) Har funktionen noget lokalt minimum? - lokalt maksimum? - saddelpunkt?

Opgave 8.2 1 (grafisk fremstilling)

Man er interesseret i grafisk fremstilling af funktionen f(x,y) = x*+y2-1. Der onskes

hovedsageligt betragtet punkter, hvor f(x,y) <3, ogderlegges ikke veegt pd najagtighed, men

pd principielle treek. Savel positive som negative x- og y-veerdier betragtes.

1) Skitsér i et xy-koordinatsystem f’s niveaukurver svarende til niveauerne 0, 1,2 og 3.

2) Har funktionen noget lokalt minimum? - lokalt maksimum? - saddelpunkt?

3) Skitsér i et yz-koordinatsystem skeeringskurven mellem f’s graf {(x,y,z) | z=f(x,y)} og
planen x=0.

4) Lav en skitse, der giver et indtryk af grafens 3-dimensionale udseende.

Opgave 8.3 (grafisk fremstilling)

Lad fveere en reel funktion af to variable givet ved — f(x,y) = 4 9-x2-y?

1) Angiv f’s definitionsmeengde (skitsér den i xy-planen). 3

2) Skitsér i et xy-koordinatsystem f’s niveaukurver svarende til niveauerne 0, 1,2,3 og 4.

3) Skitsér i et xz-koordinatsystem skeeringskurven mellem f’s graf {(x,y,z) | z=f(x,y)} og
planen y=0.

4) Skitsér grafen for f i et xyz-koordinatsystem, sdledes at man far et indtryk af grafens 3-

dimensionale udseende.

Opgave 8.4 (grafisk fremstilling)
Man er interesseret i grafisk fremstilling af funktionen f(x,y) = y2-x2. Der enskes

hovedsageligt betragtet punkter, hvor x €[-22]Ay €[-22]A f(x,y) €[-2:2], og der leegges
ikke veegt pd nojagtighed, men pd principielle treek.
1) Skitser i et xy-koordinatsystem f’s niveaukurver svarende til niveauerne -2, -1,0, 1 og 2.

2) Har funktionen noget lokalt maksimum? - lokalt minimum? - saddelpunkt?

3) Lav en skitse, der giver et indtryk af grafens 3-dimensionale udseende.
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Funktion af flere variable

Opgave 8.5 (grafisk fremstilling)
Man er interesseret i grafisk fremstilling af funktionen
1
f(x.p) = ,  (x,»)#(0,0).

x2+y2

1) Skitser i et xy-koordinatsystem f’s niveaukurver svarende til niveauerne 2, 1,2,4 og 16.

2) Skitsér i et xz-koordinatsystem skeeringskurven mellem f’s graf {(x,y,z) | z=f(x,y)} og

planen y=0.

3) Skitsér grafen for f i et xyz-koordinatsystem, sdledes at man far et indtryk af grafens 3-

dimensionale udseende.

4) Har funktionen noget lokalt maksimum? - lokalt minimum? - saddelpunkt?

Opgave 8.6 (grenseveerdi og kontinuitet)

Lad en funktion f veere bestemt ved

f(x,y) = zxy 5> med en definitionsmeengde D.
X -+
1) Find lim f(x,y), g nar D ={(x,y)| x>0 A y>0}.
(x.y)— (1,2)
2) Find lim f(x,y), ndar D={(x,y)|y=x}.
(x,y) = (0,0)
3) Find lim f(x,y), ndr D={(x,y)|y=-x}.
(x,y)— (0,0)

Lad funktionen g veere bestemt ved

) xzxyyz for (x,y) #(0,0)
g(x,y) = *

0 Jor (x,y) = (0,0) .
4) Angiv den meengde, for hvilken g er kontinuert.

Opgave 8.7 (grenseveerdi)
Undersog, om lim f(x,y) eksisterer for folgende funktioner

(x,y) > (0,0)
2_.,2 2 4N2
D f(x.y)= xz yz ARACH % 3) f(x,y)= 2x 2
xX“+y x2+y x2+y
_v)2 _ 332 2,332
9 Sy = Ty = O gy s BT
oty yo+x x*+y
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Opgaver til kapitel 8

Opgave 8.8 (partiel differentiation)
Find de partielle afledede af forste og anden orden for folgende funktioner

1 f(x,y) = x3p2+2x2y+4 2 f(xy) = | =2  (x>y)
x+y

3 flxy) = exY Y f(x,y) = Iny1+x2p*

5 f(x,y,2) = x3y?z2+xyz> 6) f(x,y,2) = y-sin(xz) +2%*

4.3 2
7) f(x),Xy,x5,%,) = X Xy X5 %, + 17x, .

Opgave 8.9 (partielle afledede)

2
1")Van der Waals’ tilstandsligning for n mol gas er P = nRT al , hvor R, aog b er
V-nb |
konstanter. Find udtryk for ( a—P ) R ( a—P ) og ( a—P ) .
ov),, \oT ), on ),
2
2) Redlich-Kwong-tilstandsligningen for nmol gaser P = nRT _ an , hvor

V-nb /T V(V+nb)

ov oT on
3) Idealgasligningen for n mol gas er PV = nRT, hvor R er konstant.

oT 1(av oP
Find udtryk oLl 212 e £ .
ind udiryk for (an)” V(GT)P’n & (GV)T’,,

R, a og b er konstanter. Find udtryk for ( a—P ) , ( a—P ) og ( a—P ) .
T,n V,n vV, T

Opgave 8.10 (partielle afledede)

Lad virkningsgraden for en motor veere givet tilneermet ved — f(x,y) = x>-y3-3xy-0.2,
hvor x og y er to variable.

1) Find de partielle afledede af 1. og 2. orden af f.

2) Find de partielle afledede af 1. og 2. orden af fi punktet (-1,1).

3) Af et senere kapitel vil det fremgad, at et punkt, hvor der geelder

2 2 2 2
O % -9 AN B-44c=[22L|"-491. 9T <,
ox dy dxdy ox? dy?

er et lokalt ekstremumspunkt for f. Er dette tilfeeldet for punktet (-1,1)?
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Funktion af flere variable

Opgave 8.11 (differential)
Find differentialet af funktionen

1) f{x) =3x*+2x+4 2) f(x) =2"+x? i punktet x,=3
3) f) = €™ +3 9) fxy) = dxty+y?
5) fixy) =257 +4 i punktet (1,0) 6) fixyz) = (Inx)O? i punktet (e,1,0)

_ 4 2 3
7) f(x) = f(X)5Xy,%5,X,) = XXy X3X, +35.

Opgave 8.12 (fejlvurdering)

For 1 mol af en ideal gas geelder tilstandsligningen PV=RT, hvor P er trykket i N/m? V er
volumenet i m®, T er temperaturen i grader K, og R=8.3143 J/(K-mol) er en konstant.
Af tilstandsligningen kan P beregnes, ndr T og V er mdllt.

Angiv ved hjeelp af et differential et tilncermet udtryk for, hvor meget den beregnede P-veerdi bliver
for stor, hvis T=500K og V=0.15m" er mdlt henholdsvis AT og AV for store.

Opgave 8.13 (fejlvurdering)
En kugleformet tank har radius r. Med en pejlestok

mdler man veeskehajden h for at kunne beregne
veeskerumfanget 'V = % nh?(3r-h).

Angiv ved hjcelp af et differential et tilncermet udtryk
for, hvor meget V bliver for stor, hvis h~0.1lm og

r=1m er madlt henholdsvis Ah og Ar forstore. \

Opgave 8.14 (fejlvurdering)
Bredden b af en kloft beregnes, ved at man afscetter stykket

a,

og maler vinklen v, se figuren. b

Angiv ved hjelp af et differential et tilneermet udtryk for, v

hvor meget b bliver for stor, hvis a= 10m og v=30° er P
malt henholdsvis A a og AV for store.
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Opgaver til kapitel 8

Opgave 8.15" (fejlvurdering)
En bunke har form som en kegle med hajde h og grundfladeradius r. Man mdler h og r, for at
kunne beregne rumfanget V = 1 nrh.

1) Angiv ved hjeelp af et differential et tilncermet udtryk for, hvor
meget V bliver for stor, hvis h= 10m og r=~10m er malt hen-
holdsvis Ah og Ar forstore.

2) Lad A h=0.1m og A r=0.2m. Find den relative fejl pa V.

Opgave 8.16 (fejlvurdering)

En tank har form som en cirkulcer cylinder med radius
r og leengde L. Idet cylinderaksen er vandret, mdler
man veeskehajden h med en pejlestok for at kunne

beregne rumfanget

- LrZArccos(r—‘h) LG —h)2rh-h2. Q
r >

Angiv ved hjeelp af et differential et tilncermet udtryk
for, hvor meget V bliver for stor, hvis r=2m, L~ 10m
og h=1m er mdlt henholdsvis Ar, AL og Ah for

Store.

Opgave 8.17 (regneregler for differentialer)
For en funktion f(x,y) og en funktion g(x,y) har man i punktet (x ,,y,) fundet f(x,,y,)=2,
g(xy.y0)=3, df=3dx+4dy og dg=2dx-5dy. Find d(fg) ipunktet (x,,y,).

Opgave 8.18 (regneregler for differentialer)
Find differentialet af hvert af de folgende udtryk i punktet (x,y,), idet f(xy,y,)=3,
g(Xo,Yo)=-2, h(xy,y,)=2, df=-dx+2dy, dg=3dx-dy og dh=dx+dy.

h fh f+2g f2+3
1) 3f+2h 2) 2 h 3) —+27 4) £— 5) L—=& 6) ——
)3 ) e ! f+ ! g / g+3h ) h+2

Opgave 8.19" (keederegel)
Lad u=2x%%’z+xyz*, hvor :=2t-1, y=-3t+2 og z=t>-2¢t+1
Find % for t=1.

55



Funktion af flere variable

Opgave 8.20 (keederegel)
Vi betragter en boble, der sidder pd en plan

flade. Boblens krumme overflade har form af en
kuglekalot med arealet A= (r* +h? ), se

figuren.
1) Idet bade r og h er funktioner af tiden t, skal

man finde 7‘? udtrykt ved
dr dh
r, h, 7 %% g

2) Find % for t=1, idet r(1)=2, h(1)=5,

dr dh
—(1)=3 — (=1 .
dt() og dt()

Opgave 8.21 (keederegel)

Lad u = x2yz2+4xz? +2xy? +4y%z | hvor

2 2
X =t 41, +3t bt + 1, -2, + 21,

3]+t 1) + 11, + AL, 41, -5

y
_ 422
zZ =L, vty +, 5 +2t -1 .

Find 9% for (t,t,t,1,) =(-1,1,-1,1).
o,

Opgave 8.22" (kewederegel)

Det arlige overskud fra en virksomhed er beregnet til

[(1+0.2x)z +(3.1+z)y +(2.1-p)x -9.0] x 105,

u =
x= 07+ 2s -0.3¢
y= 06+04s - ¢

z=-03+0.5s-0.8¢.

Her betegner s og t dimensionslose variable for henholdsvis markedsprisen pa produktet og
arbejdslonnen ved fabrikationen.
Idet (s,)=(1,1), skal man beregne overskuddets folsomhed % over for cendringer i

arbejdslonnen.
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Opgaver til kapitel 8

Opgave 8.23 (Taylorpolynomium i flere variable)
Find i hvert af de folgende tilfeelde det 2. Taylorpolynomium med udviklingspunkt i a

1) a=(2,1) , fx,y)  =x%y’
2) E:(lal) s f(xay) :xzy—xyz
3) @a=(0.0) ., fery) =
+X+Y
4) a=(2,1) , f(x,y) = cos(x+2y-4)

5) a=(2,1,-1) , f(x,y,2) =x2%y3z3

6) a=(1,1,1) , f(x.,y,2) =xyz-xyz’

7) a =(0,0,0) , f(x,y,z) =

8) a=(1,1,1) , f(x,y,z) ="V =1,

Opgave 8.24 (kollokation med 2 variable)

Find i hvert af de folgende tilfeelde et polynomium, der stemmer med tabelveerdierne

1) y 2) y 3) y
112 - 10 10 - 2 3 -
713 5 711 5 1 2 4
1 2 1x 2 4 |x 0 I ]x
4) y 5) y 6) y
2 - 3 6 1 - 1 2 21- 3 2
1 2 1 3 0|13 2 2 110 2 0
0 - 0 - -1 - 01|- 4 -
0 1 2|«x -1 0 1|x 0 2 4|x
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Funktion af flere variable

Opgave 8.25 (interpolation med 2 variable)

Find ved linecer interpolation:

1) £(2483) af

233 245 2.56
223 236 248
212 2.26 2.39

N o o [

X (In(1.3x+y))

2) £(1.2,2.8) af

261 279 297
226 247 2.66
1.84 2.10 232

[NCLUVEE N o

0 1 2

X (Vx+1.7y)

Opgave 8.26 (interpolation med 2 variable)
Find ved kvadratisk interpolation:

X (In(1.3x+y))

1) f(2483) of y
9 2.3321 24510  2.5572
8 2.2300  2.3609  2.4765
7 2.1163 22618  2.3888
1 2 3
2) f(1.2,2.8) af y
4 2.6077 27928  2.9665
3 2.2583 2.4698 2.6646
2 1.8439  2.0976  2.3238
0 1 2

x (Vx+1.7y)

Opgave 8.27 (interpolation med 2 variable)
I eksempel 8.5 blev H(0.4,0.5) beregnet med tilncermelse
pd samme mdde beregne

1) H(lLI) ved den linecere interpolation
2) H(-1,-1) ved den kvadratiske interpolation
og sammenligne med de korrekte veerdier.
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Opgaver til kapitel

Opgave 8.H1 (variabelskift i differentialform)

Lad u=f{x,y) oglad x=r-cos @, y=r-sin 0, dvs. r=\/x2+y2, 0 = arctan 2 (x#0).
X

Wi ou |2 ou |2 | Ou 2 1 (ou)?
) Vis, at — +| — = = — | == )
ox dy or r2\ 00

. 0w 0% 0% 10u_ 1 0%
2) Vis, at + = +- e 2=
ox? ady2 9r? r or r? 36?

Opgave 8.Eksam27a (greenseveerdi, differential, 17 point)
1

1) Undersog (1-x2)B0"9 o x>1 .

(x-1)'Inx

2) Undersog
(77-7)?

for x—>1.

3) Lad en funktion f vceere givet ved

x1+x3

£ =5/

x2+x4

Find differentialet af 1. orden i punktet (1,4,3,0).

Opgave 8.Eksam32a (greenseveerdi, keederegel, 17 point)

X_ o X 2
1) Undersog e-e” +dx” - 2x for x— 0.

x%+x3

2) Lad u = 3xy?z3 +x%y%z? +yz? + 2x,

hor x = t2-t+1, y =2t2-2t+1, z = t?+¢-1.

Find % for t=1.

Opgave 8.Eksam40a (Taylorpolynomium, 20 point)

Lad en funktion fveere givet ved  f(x) = Arctan(x +y - /z)

1) Find differentialet df i punktet (1,1,1)
2) Find det 2. Taylorpolynomium med udviklingspunkt i (1,1,1).

x>0 A x,>0 A x,>0 A x,+x,>0).

8
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Funktion af flere variable

Opgave 8.Eksam50a (differential, 5 point)

Lad en funktion f vere givet ved f(x,y,2) = Arctan X _; . Find differentialet af
zZ+

1. orden i punktet (X,,Yy,2,) = (8,2,1) .

Opgave 8.Eksam52 (keederegel, 10 point)
3
Lad  u = (x%2+xy+y?)2Y "*Y  hwor x =2t2-2t, y =t3-1t2+2¢-1.
Find @ for t=1.
dt

Opgave 8.Eksamé61la (differential, 10 point)
En olietank er kasseformet med leengden L =3m, bredden B =1m og hojden H = 1m.

Tanken er nedgravet vandret, men ejeren fdar mistanke om, at den heelder en vinkel u (se figuren).

For at finde u, heelder han 'V = 1m 3 olie i den tomme tank og mdler oliestandens hajde h til
2V 2_h

B-L? L ) '

Find u, og angiv ved hjcelp af et differential et tilncermet udtryk for, hvor meget u bliver for stor,

his V=1m?> og h =0.20m er mdlt henholdsvis AV og Ah for store (alle resultater med

3 betydende cifre).

0,20 m . Vinklen u kan sd findes af formlen u = Arctan(

Opgave 8.Eksam164 (differential, uden hjcelpemidler, 5 point)
Find differentialet af funktionen f(x,y) = 12 -In ( X ) + e~ DO+

y y?
i punktet (x,,y,) = (1,-2).
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Opgaver til kapitel 8

Opgave 8.Eksam?228 (differential, uden brug af hjeelpemidler, 5 point)
Find differentialet af funktionen f(x,y) = 2xe® ™2, (x,y) € R?, i punktet (xy,¥,) = (1,2).

Opgave 8.Eksam241 (keederegel, 15 point)

Lad funktionen f veere givet ved — f(x,y) = Arcsin(xy) + y2 + y-sinx.
Lad endvidere g veere en differentiabel funktion af én variabel med g(0)=1 og g(0)=7.
Find ved hjeelp af keedereglen for funktioner af flere variable h /(O) , nar h er givet ved forskriften

h(t) = f(3t,8()).

Opgave 8.Eksam256 (Taylorpolynomium, 12 point)
Find det 2. Taylorpolynomium for f(x,y) = In(xy) + X med udviklingspunkt (Xy,Y,)= (1.1).
y

Opgave 8.Eksam280 (Taylorpolynomium, 15 point)

Find det 2. Taylorpolynomium for f(x,y) = €* 2 —xy? +/1+x+y
med udviklingspunkt (xy,Y,)= (2,1).

Opgave 8H.Eksam74a (variabelskift, 20 point)
For en funktion u = f(x,y), y> 0 gelder differentialligningen

(xwi)%_yzﬂ _o.

y2) 0x dy
I denne differentialligning onsker man at erstatte de variable x og y med to nye variable s og
t, bestemtved x =8t, y= % . Find den nye differentialligning.
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9 KURVER, KURVEINTEGRAL
OG STAMFUNKTION

9.1 KURVE 1 PLANEN

Parameterfremstilling

Lad to funktioner x(#) og y(?¢) veare defineretiet interval /. Nar ¢ gennemleber 7, vil

punktet (x(?),y(#)) gennemlebe en kurve k. Denne siges at have parameterfremstillingen

(x,y) = (x(0),y(1)),  tel

I praksis er ¢ ofte tiden.

Eksempelvis kan en partikels banekurve vere den
pa figur 9.1 viste ellipse med parameterfremstil-
lingen

(x,y) =(3cost,2sint), te[0;2n[

Vektorfunktion

Stedvektoren til kurvepunktet (x(?),y(?))
betegnes 7(z). Stedvektoren 7(#) kaldes en
vektorfunktion, fordi den er en vektor, som

athanger af ¢.
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Regulaer kurve og tangent

Hvis funktionerne x(#) og y(t) er differentiable i

1, kan vi definere den afledede 7 (¢) ved
r()=x"),y (1), tel.

Hvis der eksisterer en parameterfremstilling for kur-

ven, sadanat x(?) og y(t) er differentiablei 7,

r(¢) # (0,0) overalti/, og x (?)

og ¥ (t) erkontinuerte, kaldes k en reguleer kur-

I ethvert punkt Py (x(7,),y(%,)) har kurven da

en tangent, som er den linie, der gar gennem P,

ve.

oghar 7 ( f,) som retningsvektor.

Hastighed og acceleration
Er ¢ tiden, kaldes # (f) for hastighedsvektoren

og () =(x"(1),y (t)) for
accelerationsvektoren. Eksempelvis vil banekur-

ven fra figur 9.1 givet ved

() = (3cost, 2sint), te[0;2n

have hastighedsvektoren

() =(-3sint,2cost), te[0;2m

og accelerationsvektoren

- “(t) =(-3cost, -2sint), te[0;2n]

se figur 9.2.

Differentiationsregler for vektorfunktioner
Lad 7,(?) og r,(?) vare vektorfunktioner,oglad ¢, og c, verekonstanter. S&

geelder _ _
d - — dr, dr,
E(Cl’ﬁ teyr,) = “vgr T2gr
d, - - B d;l._ —.d;z
an) St g
o dr, - _ dr,
a\nn) gt gy

9.1 Kurve i planen
4
0!
(1)
» X
Y
A -1
W 7 (f)
I(T),/’
/, / "(t)
7 ; X

Fig. 9.2. Hastigheds- og accelerationsvektor.

Bevis. Indsettes ;1 =(x,(1),y,(£),2,(t)) og ;2 =(x,(1),y,(t),2,(t)) iformlerne, finder man ved

udregning, at de stemmer.
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Kurver, kurveintegral og stanfunktion

Eksempel 9.1. Differentiationsregler.

Lad der for to tidsafhangige vektorer @ =a(t?) og b =b(t) gelde

%:E+2§. Find %(EXZ) udtryktved a og b.
LOSNING:

i(}xZ) _da,p.ax9b = bxb+ax(a+2b)
dt dt dt

9.2 KURVE I RUMMET

Alt hvad der er nevnt om kurver i planen, gelder pé tilsvarende méde i rummet, nar der tilfgjes

en z-koordinat.

Parameterfremstilling
For en rumkurve skrives

k: (x,y,z) =(x(1),y(2),z(2)), tel.

Eksempelvis kan en partikels banekurve vere den pé figur 9.3 viste skruelinie med parameter-
fremstillingen

k: (x,y,z) =(6cost,6sint,t), te[0;67]. I
Den tilsvarende vektorfunktion er <
r(t) = (6¢ost, 6sint,1), te[0;6m]. ¢
Skruelinien er reguler, da C
r () = (-6sint, 6¢cosz,1) #(0,0,0) Y

foralle 2€[0;67].
Kurven har derfor i ethvert punkt

P, = (6cost, 16, sinf, f,) en tangent med ret- Fig. 9.3. Skruelinie.
ningsvektoren 7 (%,).
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9. 3 Kurvei ntegral et kol(x,y,z)dx +F,(x,y,z)dy + Fy(x,y,z)dz

Hastighedsvektoreni P, er
r (t,) = (-6sint,, 6¢costy, 1),

og accelerationsvektoreni P, er
r “(#,) =(-6c0st,, -6sint,,0),

fig.9.4. A ——
se f1g M \ . U\\\
nn;n R \'\6
©

0 \\‘(\‘&%&\

\2{(\“;

(1)

2

X

Fig. 9.4. Hastighed og acceleration.

9.3 KURVEINTEGRALET f F,(x,p,2)dx + F,(x,y,7)dy
* +Fy(x,p,2)dz

Anskuelig indledning 1
Vi betragter en partikel og en kraft

F = (Fl(x,y,z),Fz(x,y,z),F3(x,y,z)),
som pavirker partiklen, nar den befinder sig i punktet (x,y,z). Vi vil prove at finde det
arbejde, som kraften F udferer, nir partiklen gennemleber kurven k.
I en "uendelig kort" tid dr vil de differentielle tilvaekster i partiklens koordinater vare

(ds,dyde) = | Zar, D ar, Z ar

dt ~dt dt

dr
dt

eller kort dr = dt

I tiden dt vil arbejdet (= kraft - vej) blive

F-dr = F- % dt  (se figur 9.5).

Ved opsummering over hele tidsintervallet
[,5¢,] fas det samlede arbejde Fig. 9.5. Arbejdet F-dr.

der=fto

dr
dat

dt—ftl FERY . FE\ g,
W\ Vde Ydr dr
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Kurver, kurveintegral og stanfunktion

Anskuelig indledning 2
Vi betragter et fysisk-kemisk system, hvis tilstand er givet ved to variable 7=temperaturen og
p=trykket. Systemets tilstand @&ndres pa en sddan méade, at
tilstandspunktet (7,p) gennemleber en kurve

start: 7=¢,
k: (Tsp) = (T(t)’p(t))’ slut: l‘=fl . ,_/

Svarende til en "uendelig lille" @ndring dr vil tilstandspunktet > T

Fig. 9.6. Kurve.
(T,p) faen differenticl @ndring (dT,dp) = ( %dr, %dt) . 8

o

Antag, at den tilsvarende differentielt tilforte varme kan skrives
Fl(Tap)dT+F2(Tap)dp :

Ved opsummering fra #, til # féds den i alt tilforte varme langs &

: dr d
F,dT +F.,d =f1 LR dr .
fkl 24P to(ldt 2dz‘)

DEFINITION (kurveintegralet f F dx+F,dy+F,dz). Lad kurven k have en
k

parameterfremstilling (1) =(x(2),y(1),z(t)), telt,;t,], og lad der eksistere en

dr dc dy dz
det — = =, =, = lle te[t,;t].
afledet 4 (dt d dt) foralle 1€lto3]
Ved kurveintegralet

[ Fedr = | Fiey e+ Fyey, )y + Fy oy )
k k

forstas da

ftl
4

0

— t
(ﬁ.ﬂ)dr - j;1(F1(x(t),y(t),2(t))%+F2(x(f),J’(f),Z(’))%

0
+F3(x(t),y(t),z(t))% dr |
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9. 3 Kurvei ntegral et kol(x,y,z)dx +F,(x,y,z)dy + Fy(x,y,z)dz

Uddybning af definition. Skrivemaden F’ dr eller f F,dx + F,dy + F,dz er berettiget, fordi man kan vise,
k
at kurveintegralets verdi ikke afhenger af, hV1lken parameterfremstilling der benyttes for kurven k.
Er slutpunktet for en kurve k&, lig med startpunktet for en kurve k,, defineres

Llukzl_?~d? - L1F~d?+Lzﬁ~d?.

Eksempel 9.2. Kurveintegral.
Naér en partikel befinder sig i punktet (x,y,z), péavirkes den af kraften

= (2xy+z,x%,x) .

Find det af kraften udferte arbejde, nér partiklen gennemleber kurven & givet ved parame-
terfremstillingen

ki (x,y,2) = (t,t,t%), t€[0;1] .

LOSNING:

Arbejdet er givet ved kurveintegralet

A=fﬁ»d;.

Ifolge definitionen pa kurveintegralet, kan det beregnes ved at erstatte dr med

ﬂdt , og indsette greenserne for # som integralets grenser:
t

A =f F —dt —f (2xy+z,x2%,x) (1,1,2t)dt
0

1
= f (2t-t+t2,¢2,1)-(1,1,20)dt
0

1 1 6 1
= (3t2 +12+2t%)dt = 6t2dt = 5r3 =2.
0 0 o
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Kurver, kurveintegral og stanfunktion

Eksempel 9.3. Kurveintegral langs stykkevis kurve.
Lad

F = (xy,2xy +z,yz), (x,y,2)€R3 .

Find kurveintegralet f F-dr, hvor k eren "stykkevis akseparallel" kurve, idet k er
k

sammenstykket af 3 retlinede delkurver k,,k,,k;, som hver er parallel med en af

koordinatakserne: ,
kl: (xayyz) =(t,0,0) ’ te[osl] i
k2: (xayyz) =(1,t,0) ’ te[osz]
k3: (xayyz) = (1,2,’) ’ te[093] .
ks

K » Y
LOSNING: ‘
Vi finder / k)
[Fedr = [ Fedr+ [ Fdr+ [ Fedr X
k k, k, ks

fﬁﬂdt fF@dﬁfF@dt
0 dt 0 dt 0 dt
1 2 3
= foF-(l,O,O)dt+f0F-(O,I,O)dt+f0F-(O,0,1)dt
1 2 3
= F dt det fF dt
fo at + 02 + 03
1 2 3
= foxydt+fo (2xy+z)dt+f0yzdt

1 2 3
= fot-Odt+fO(2-1-t+0)dt+f02-tdt

1 2 3
det+f 2tdt+f 2tdt
0 0 0

0+ [£205 +[£2] = (4-0) +(9-0) =
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9.4 Stanfunktion af 2 variable

9.4 STAMFUNKTION AF 2 VARIABLE

Ved en stamfunktion F til f ietinterval / forstds som bekendt en differentiabel funktion, der
opfylder betingelsen F “(x) =f(x) foralle xel. Eksempelvis vil en stamfunktion til
f(x)=2x vere F(x) =f2xdx =x2.

Definitionen pa stamfunktion kan ogsa formuleres ved hjelp af differentialer (idet
dF(x) =F (x)dx):
F(x) er en F (x) har differentialet
stamfunktion } And { dF (x) =f(x)dx
til f(x)dx for alle xe1.

For en funktion af 2 variable indferer vi nu en tilsvarende definition.

DEFINITION (stamfunktion). Lad S veere en dben sammenhengende meengde i planen.

Sa defineres
u(x,y) er en stam- u(x,y) har differentialet
funktion ftil < du =F (x,y)dx + F,(x,y)dy
F(x,y)dx + Fy(x,y)dy i S for alle (x,y)€eS.

Eksempelvis er # =xy2 +2y enstamfunktiontil y2dx +(2xy +2)dy i R?, idet u har

differentialet di = %dx+%dy - y2dx +(2xy +2)dy i R2. Etudiryk af formen
x oy

F,(x,y)dx + F,(x,y)dy (en"differentialform")

har 1 det ydre samme form som et differential, men behover slet ikke at vare et differential -
behover altsé slet ikke at have nogen stamfunktion. (Men nér udtrykket lige netop er et
differential, bliver det for tydelighedens skyld tit kaldt: eksakt differential, totalt differential,
eksakt differentialform, differentialform med stamfunktion). Differentialformer spiller blandt
andet en fremtraedende rolle i den fysiske kemi, idet beregninger med funktioner (energi,
enthalpi m.m.) foretages ud fra kendskab til deres differentialer.

Antagelser: I dette afsnit om stamfunktion vil vi gere to Y

antagelser:

a) K er et rektangel {(x,y) | a<x<b A c<y<d}, dy

se figur 9.7 (specielt et udartet rektangel: a og ¢ ma K

gerne vere —oo, ligesom b og d mé vere +o). .|

b) F, og F, erreelle funktioner med kontinuerte : , > X
a b

partielle afledede af 1. ordeni K.
Fig. 9.7. Rektangel K.
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Kurver, kurveintegral og stanfunktion

SATNING 9.1 (krydsdifferentiationsreglen). Med antagelserne a) og b) har man

Le.y)ds + Fy(x.p)dy F oF
er et (eksakt) And — =2 foradle (x,y)eK.

Ay
differential i K

Bevis. Forst bevises implikationen == . Vigaraltsi ud fra,at F,dx + F,dy er et (eksakt) differential

2 2
%dx+%dy, dvs. F1=% og F2=%. Af o'u _ 9u fas nu O(%u}_0f0ou eller
ox dy ox dy dydx Oxdy dy\ ox ox\ oy
OF, OF,
dy Ox
o A o oF, OoF,
Dernast bevises implikationen €= * Vi skal altsd ud fra ligningen rm =8— vise, at der findes en
ly X
funktion u, sadan at %u _ | ? =F,. Vivilpreveatlade wu(x,y) vere kurveintegralet langs en
akseparallel knzklinie fra (x,,y,) til é/c,y), ( )
Y X,y
se figur 9.8: A o
x S P,
uGey) = [ Fy(typydes [ Fyendt, Grpp)ek. P
%o Yo [ Integration
\\'c\isz ///

X
Da f F,(t,y,)dt eren funktion af x alene, fas
%o

Y A
%= O Fy.ndt | = Fyx.p) - (x.00) 7 ()
oy Y\ Y% —— > X
~Tnte gl‘ati(;ﬁ N
\af /"l J
Endvidere fas S~ -7
Fig. 9.8. Akseparallel kneeklinie.
Ju 0 f * 0 f Y
— =—| | Fi(t.,y))dt| +—| | F,(x,t)dt
EW ax( . 1 (1.30) J Gx(yo 5 (%,1) )

y oF.
= F(x,y,) + f 8—2 (x,t)dt (setning 81.1 om differentiation under integraltegn)
Yo X

F (x) fy oF, (e.t)dt (b . oF, OF, )
= XY, +| —(x, enyttet — = —=
1% e Oy it dy Ox

= F](x’yo) +F1(x’y) _Fl(x9yo) = F1(x’y) .

Eksempelvis er (2xy+2)dx +x2dy et (cksakt) differential i "kassen R2", da F, og

_ . o oF, oF,
F, har kontinuerte partielle afledede i R*, og v =2x = el
y x
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9.4 Stanfunktion af 2 variable

Néar man, f.eks. efter brug af krydsdifferentiationsreglen, ved at F,dx + F,dy er et (eksakt)

differential 1 K, kan en stamfunktion u(x,y) bestemmes. Herom handler den folgende

s@tning.

SATNING 9.2 (bestemmelse af stamfunktion).
Kurvemetode: Lad (x,,y,)€K. Er F,(x,y)dx+F,(x,y)dy et differential i K, sd er
samtlige stamfunktioner u givet ved kurveintegralet langs en akseparallel kneeklinie fra

(x9,¥9) til (x,y):

u(x,y) = f"Fl(t,yo)dt+fny2(x,r)dt+c, CeR,
Xo (

hvor (xo,yo) kan veelges efter behag i K. (Kneeklinien kan erstattes af en vilkdrlig kurve fra

(x05¥9) til (x,y), som visenerevil se af scetning 9.3.)

Integrations —differentiationsmetode: ~ Forst integreres =F,(x,y) med hensyn til x, hvorpd vi krcever, at

resultatet u(x,y) = fFl (x,y)dx + h(y) skal opfylde betingelsen g— =F,(x,y).
y

Bevis for kurvemetoden. Af beviset for setning 9.1 fremgar, at hvis  F,dx + F,dy er et (eksakt) differential

i K, sder funktionen u *(x,y) = f F(t,y,)dt + f F,(x,t)dt énaf stamfunktionerne. Lad u vare en vilkérlig
at

stamfunktion til F,dx + F,dy . Vi mangler da blot vise, at wu-u"* er en konstant. Det ses,

u-u" mé have de partielle afledede 0, fordi % = aaLx =F, og g—; = aaL; =F,.  Heraf folger, at

u-u" erkonstant langs linier parallelle med akserne, og da to punkter i et rektangel altid kan forbindes med en
akseparallel knaklinie, der helt ligger i rektanglet, s er #-u* konstant i hele K.

Bevis for integrations-differentiationsmetoden.  Metodens rigtighed fremgar af eksempel 9.4.

Eksempel 9.4. Stamfunktion.
1) Underseg, om arbejdet 2xydx - xydy er et (eksakt) differential i meengden

K =R?, og find i bekrzftende fald samtlige stamfunktioner.

2) Undersog, om arbejdet (x - Lz)dx + (% +2 y)dy er et (eksakt) differential i maengden
X
={(x,y) | x>0 A yeR}, og find i bekreftende fald samtlige stamfunktioner.

Anvendelse. Flyttes en partikel et infinitesimalt stykke dr = (dx,dy), _

— — A
udforer kraften F  arbejdet F-dr =F,(x,y)dx + F,(x,y)dy. Erdette et
(eksakt) differential Ot gy 4 Ou dy, dvs.er F= (@ ,@ ) =grad u, kan
Ox dy ox  dy
man indfere en potentiel energi " E, = - u(x,y). JF
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Kurver, kurveintegral og stanfunktion

LOSNING:

1) Antagelserne a) og b) er opfyldt.

oF, oF,

Idet F,(x,y)=2xy og F,(x,y)=-xy, fis a—=2x og a—=—y. Da
y x

oF, OF, : .

— # ——, kan F,dx+F,dy ifolge s&tning9.1

oy ox

ikke veare et (eksakt) differential i R2.

Derfor findes der heller ingen stamfunktion.

2) Antagelserne a) og b) er opfyldt.

.Y _1 . OF -1 oF, -1
Idet F,(x,y)=x-—=— og F,(x,y)=—+2y, fds —=— =
x? X y  x? ox  x?
oF, OF, . , , . 1
Foiew K, er Fdx+F,dy ifolgesatning9.1 et (eksakt) differential i K.
y x

Kurvemetode: Idet (x,,y,) =(1,0)eK, fas

X

x y 2
u(x,y) = f -0 dt+f Loolar = || +[2ap2f 2Ly,
1 12 o \ x 2], |x 0 2 2 x
i i X2, ¥,
Samtlige stamfunktioner er da u(x,y) = o) +Z+y“+C, CeR.
X
. Ou _ y _ ou _ 1 _
(Kontrol mod regnefejl: — =x-—=-=F,(x,y) og —=—+2y=F,(x,y).)
ox x?2 day x
Integrations - differentiationsmetode: Forst integreres ? =x—% med hensyn til x:
X x
u_._y f y X2,y
—=x-=— < ulx,y)=|{x-=—)dx+h(y)=—+=+h .
R @)= | xz) =2+ +h(y)
Derpé kreever vi, at resultatet  u(x,y) ved differentiation med hensyn til y opfylder betingelsen
au _ ]. ]. Ve _ 1 7 _ a2
—==+2y, dvs. O0+—+h(y)=—=+2y & h'(y)=2y <= h(y)=y*+C, CeR.
dy x X x
2
Samtlige stamfunktioner er da u(x,y) = %+X +y2+C, CeR .
x

(Kontrol mod regnefejl: ou —x-L =F (x,y) og 9 _1 +2y =F,(x,y).)
ox x2 dy

X
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9.4 Stanfunktion af 2 variable

Uafhengighed af vejen.

Kurveintegralet af F,dx + F,dy siges at vere 'uafhzengigt af vejen" i S, hvis det for
vilkérlige punkter (x,,y,) og (x;,y;) 1§ gelder, at kurveintegralet langs alle kurver med
startpunkti (x,,y,) ogslutpunkti (x,,y,) harsamme veerdi. Kurveintegralet skrivesisé fald

(cpy) — — (x1:31)
f "V Fedr eller f o F,dx+F,dy . Der gelder nu felgende satning
( (

X05¥0) X9>Yo)

SATNING 9.3 (uathengighed af vejen).

F dx + F,dy kurveintegralet af
er et (eksakt) < Fdx + F,dy er uafhen-
differential i S gigt af vejen i S.

Bevis. 1) Forst bevises implikationen == : Vi gér altsa ud fra, at der eksisterer en stamfunktion wu, sé

du=Fdx+F,dy, dvs. % = F(x,y) og % = F,(x,y) .  Forkurveintegralet finder vi da
X y

kol(x,y)dx+F2(x,y)dy = f

%

Y ou.d ou dy),
Ox dt 0oy dt

f 9% gt (kaedereglen)

= [u(x(0).p(0)]g = u(x(4),9(1)) - u(x(1,).7(1y)) ,

dvs. kurveintegralet er uathaengigt af vejen (athenger kun af start- og slutpunkt).

2) Dernast bevises implikationen <= ! Vi gér altsd ud fra, at kurveintegralet f F,dx + Fydy eruafhengigt
k

af vejen. Vi kan derfor definere en funktion u ved

.
u(x,y) = f F,dx +F,dy ((xp>vp) er et vilkérligt fast punkt i S) .

(x053)

For at vise at % = F,(x,y), foretages folgende regninger:
x

x+Ax,
Au _u(x+Ax,y)-u(xy) | 1 f( y)F dx+Fydy - f F,dx +F,dy
Ax Ax Ax (xo:}’o) xl)y()
1 (x+Ax,y) .
= — f F dx+F,dy (se tegningen) y
Ax Vi) A
(x+Ax) (vov ) (vHAv)
_ 1 f & D) 4 /
Ax J, dt Y
()
» \
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Kurver, kurveintegral og stanfunktion

1 (x+Ax)
Ax fx (F,F5)-(1,0)dt (integration langs den rette linie

(x+Ax

B~

) . = = =
F(ty)dt Ky (0,9 (1)) = (1), 1y =%, 13, = %+ AT)

X

&

i “F(E,y) (integralregningens middelveerdisetning, £ ligger mellem x og x +Ax
= Fi(x,y) for Ax—>0 (F, er kontinuert, og £ = x for Ax = 0) .
Altsa har vi % =F (x,y). Heltanalogt fis % =F,(x,y), s& Fydx+F,dy eret/(eksakt) differential
X Y

is.

Ifolge s@tning 9.3 kan vi i stedet for at integrere langs en akseparallel knaklinie lige s& godt

finde u(x,y) ved at integrere langs en vilkérlig anden kurve, der gir fra (x,,y,) til (x,y).

(x,»)
Vi har derfor  u(x,y) = f Fidx+F,dy+C . ldet u(x,y,)=C, fés
(xo’J"o)
(xlayl) (xl’yl)
f; ) Fldx +dey = [”(X,J’)}(xo,yo) = u(xlsyl) _u(xoay()) . (91)
X0:Yo

Anvendelse af formel (9.1). For et fysisk-kemisk system kan differentialet dH af enthalpien H vere givet ved

F (T,p)dT + F,(T,p)dp. Foressystemetnu fraéntilstand (T,,p,) tilenandentilstand (T,,p,), bliver enthalpieendrin-

(T1,P1)
gen AH = f( F,(T,p)dT +F,(T,p)dp .

To,Po)

Eksempel 9.6. Uafhzngighed af vejen.
Find kurveintegralet af
(x_l) dx+( l+2y) dy
x? X

In(1+1)

langs kurven  k: (x,y) = 1+3tsin| Z¢ +1,
2 In2

), te[0;1].

LOSNING:

Kurveintegraler kan ofte udregnes pa flere mader.
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9.4 Stanfunktion af 2 variable

Metode 1. Integration langs given kurve. Man kan altid forsege at beregne integralet

direkte langs den givne kurve, se eksempel 9.2. 1 vort tilfelde er kurven sa kompliceret, at

vi forst underseger, om andre metoder kan anvendes.

Metode 2. Integration langs akseparallel knzklinie.

I eksempel 9.4 har vi allerede vist, at

x-L)av+(La2y)d er et (eksak) differential i
X X

(={(x,y)| x>0 A yeR} Ifolge s®tning 9.3 er (3.1

kurveintegralet da uathangigt af vejen, sa i1 stedet for at

integrere langs den givne kurve & kan vi benytte en akse- (1.0) (3.0)

parallel knaklinie fra kurvens startpunkt (1,0) til dens slutpunkt (3,1):

—_  _ G.H_ _ 3 1
fF-dr = f F-dr = f Fl(t,O)dt+f F2(3,t)dt
k ( 1 0

1,0)

3 1 3 1
=f -9 dt+f Loot|ar=|Lez| +|Lag2| = 21,1116
. £2 o \ 3 2,13 J, 2 2 3 3

Metode 3. Brug af stamfunktion. I eksempel 9.4 har vi allerede vist, at
x—%)dx + (% +2y>d_ er et (eksakt) differential i 1'2= {(x,y) | x>0 A yeR} ogvi
fandt, at en af stamfunktionerne var ((x,y) = % + % +y2 Vi kan derfor udregne

kurveintegralet fra kurvens startpunkt (1,0) til dens slutpunkt (3,1) ved hjeelp af formel
(9.1):

N

" - GnH_ _
F-dr f Fodr = [u(x,y)|20 =
. (1.0) [ ( y)](l,O)

2 2
3_+l+12— 1_+9+02 =16
2 3 2 1
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Kurver, kurveintegral og stanfunktion

9.5 STAMFUNKTION AF 3 ELLER N VARIABLE

Det foregédende kan nasten ordret generaliseres til funktioner af 3 variable (eller n variable).

DEFINITION (stamfunktion). Lad S veere en dben sammenhcengende meengde i rummet. Sd
defineres

u(x,y,z) er en stamfunktion til u(x,y,z) har differentialet
Fy(x,y,2)dx +Fy(x,y,2)dy + Fy(x,y,2)dz ¢ < { du =F|(x,y,z)dx +F,(x,y,z)dy +Fy(x,y,z)dz

i S Jfor alle (x,y,z)€S.

Eksempelvis er u =x2y+2z en stamfunktion til 2xydx +x2dy +2dz i R?3, idet u netop
har differentialet du =2xydx +x2dy +2dz i RS2,

Antagelser:

a) K eren"kasse" {(x,y,z)]|a,;<x<b; A a,<y<b, A a,<z<b,} (specielt en udartet

kasse: a,,a,,a; migeme vere —oo, ligesom b,,b,,b; gerne mi vare +oo).

b) F,,F,,F; erreelle funktioner med kontinuerte partielle afledede af 1. orden i K.

SATNING 9.4 (krydsdifferentiationsreglen). Med antagelserne a) og b) har man

oF,  OF,
oy ax
oF. oF.
F (x,y,2)dx + F,(x,y,z)dy + Fy(x,y,z)dz o a_zl = 8_x3 og
er et (eksakt) differential i K oF, oF,
0z oy
for alle (x,y,z)eK.

Eksempelvis er y2z3dx + (2xyz3+1)dy + 3xy2z2%dz et (eksakt) differentiali "kassen R3",
idet F,,F,,F; har kontinuerte partielle afledede i R3, og

oF. oF. oF oF. oF. oF
—1=2yz3=—2, —1=3y222=—3 og —2=6xyz2=—3.
oy ox 0z ox oz dy

Bevis. Viudelader beviset for setning 9.4, da det er ganske analogt med beviset for setning 9.1.
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9.5 Stanfunktion af 3 eller N variable

Mangden K. Ifelge setning 9.1 og 9.4 gelder krydsdifferentiationsreglen, hvis K eren
"kasse". Reglen galder dog ogsd for mange andre mangder, f.eks. for alle &bne, enkelt-
sammenhgengende mangder.

Enkelt-sammenhangende meengde. En pracis definition gives ikke her, men last sagt geelder:

En plan sammenha@ngende punktmangde er enkelt-sammenhangende, hvis den
er uden "huller". En plan cirkelskive er séledes enkelt-sammenhangende, mens
en cirkelskive, hvor centrum er fjernet, ikke er enkelt-sammenhangende.

En rumlig ssmmenhangende punktmangde S er enkelt-sammenhaengende, hvis
der til enhver lukket kurve £ i S findes en kontinuert flade F, som har £ som
randkurve og helt tilherer S. En kugle og en kugle, hvor centrum er fjernet, er
saledes enkelt-sammenhangende, mens en torus (en cykelslange) ikke er enkelt-
sammenhangende.

Fig. 9.9. Flade F med randkurve k.
SATNING 9.5 (bestemmelse af stamfunktion,).
Kurvemetode. Lad (xy,¥,,2,) EK. Er F (x,y,z)dx + F,(x,y,z)dy + F;(x,y,z)dz et
differential i K, sd er samtlige stamfunktioner u givet ved kurveintegralet langs en akseparallel
kneeklinie fra (xy,¥4,2,) til (x,y,z), feks. (sefigur5.10)

x y z
u(x,y,z) = Fl(t,yo,zo)dt +j; Fz(x,t,zo)dt +f F3(x,y,t)dt+ C, CeR,
Xo () 2y

hvor (xO ,yo,zo) kan veelges efter behag i K.  (Knaklinien kan erstattes af en vilkirlig kurve fra
(%9:¥952) til (x,y,2).)

Integrations -differentiationsmetode. Metoden er ganske analog til den i s@tning 9.2 angivne metode, og vises i eksempel
9.7.

» N

Bevis. Vi udelader beviset for kurvemetoden

i setning 9.5, da det forleber ganske analogt

med det tilsvarende bevis for stning 9.2. / . N
< Integration

\\\af }j’; ///
Ve : N Y
/ Integration \ d
L
\\\afFl ///
o VI
(“\ 3)/072[)) /,/"I‘\\\\ (X,/V, Z())
X / Integration ",
/
\\\\afP'Z ///

Fig. 9.10. Akseparallel knceklinie.
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Kurver, kurveintegral og stanfunktion

Eksempel 9.7. Stamfunktion.

78

Undersog, om differentialformen - lzdx + (% +1 )dy +2zdz er et (eksakt) differential i
x
mengden K = {(x,y,z) | x>0 A yeR A zeR}, og find i bekreftende fald samtlige

stamfunktioner.

LOSNING:
Antagelserne a) og b) er opfyldte.

Idet F,(x,y,z) = —%, F,(x,y,z) = l+1 og Fy(x,y,z) =2z, fas
x

Ifolge setning 9.4 er F,dx + F,dy + F;dz derfor et (eksakt) differential i K.

Kurvemetode. Idet (x,,y,,2,) =(1,0,0) €K, fis

) x 0 y 1 z
u(x,y,z) = -— |dt+ —+1|dt+ | 2tdt
2
1 t 0o\ X 0

y
Ll e - 2o,
x| X
Samtlige stamfunktioner er da u(x,y,z) = 24 +y+z2+C, CeR.
X
(Kontrol mod regnefe;jl: u__y =F,, Ou _1 +1=F,, Su _ 2z=F,).
Ox x2 dy x oz
Integrations —differentiationsmetode. Forst integreres %u _ —lz med hensyn til x:
x x

d
e e u(x,y,z)=f -2 eg(n,2) = L g(2)
X

Derpé differentieres u(x,y,z) med hensyntil y ogsztteslig F, = 1 +1:
x

l+%=l+1 =N %:1

= g.z) =y+h(2),
x dy x oy

dvs. u(x,y,z) = b4 +y +h(z).
x

Endelig differentieres #(x,y,z) med hensyntil z og sattes lig F, =2z:

0+0+% -2 e h(z)=z%+C.
zZ

Samtlige stamfunktioner er da u(x,y,z) = 24 +y+z2+C, CeR.
X




9.5 Stanfunktion af 3 eller N variable

Uafthangighed af vejen

Alt er helt analogt til situationen for 2 variable, eksempelvis gelder:

Fidx + F,dy + Fydz er et kurveintegralet af F,dx + F,dy + F,dz er
o
(eksakt) differential i S vathengigt af vejen 1 S.
0g
(xl’yl’zl)F dx + F. F.dz = (oyz)
Georyor20) 1 + Zdy + 39z = [u(x’y’z)](xo,yo,zo) - u(xl’yl’zl) _u(x(),yoaz())°
X0>Y05%0

Supplerende bemarkninger

Gradient - konservativt kraftfelt. Som naevnt i kapitel 8, afsnit 8.9 er gradienten til en funktion

u defineret ved

Ty - ou Ju Ju
u= ——,— | .
ox dy oz

Dette "gradientfelt" har ifelge det ovenstaende den egenskab, at kurveintegralet (arbejdet) er
uathengigt af vejen. I fysikken kalder man ogsa et kraftfelt af denne type for et konservativt
kraftfelt.

Cirkulation.  Er kurven £k lukket (startpunkt= slutpunkt), skrives kurveintegralet ofte
4/: F-dr, og vardien af kurveintegralet kaldes F’s cirkulation rundt langs k.

Numerisk metode til beregning af kurveintegral. Da kurveintegralet altid kan omskrives til et

sedvanligt integral f bg(t)dt, henvises til numeriske metoder for sddanne integraler (f.eks.
a

midtpunktsformlen eller Simpsons formel).
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SUPPLEMENT: 9A MERE OM 7/ (r)

Man kan vise, at differentialkvotienten g = ( %, % J ogsa fremkommer som en granseverdi for forholdet mellem
t t ar

tilvaeksteri 7 og ¢ dvs.

dr .. r(t,+An) -r(t)
= =1lm — - -7
dt pmo At

eller kort
dr _ i Ar
— = lim — .
dt Lo At

Dette betyder, at tangenten kan opfattes som gransestil-
lingen for den pé figur 9A.1 viste sekant gennem P, for

At— 0.

Fig. 9A.1. Tilveekst og sekant.
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supPLEMENT: 9B KURVELANGDE OG KRUMNING

Kurvelzengde

9B Kurvel angde og krummi ng

DEFINITION (kurvelengde). Lad en kurve k have parameterfremstillingen

k: r(f) = (x(0),5(0),2(1)),  tela;b] .

Leengden af kurven defineres da ved

@
dt

b
leengde(k) = f

a =[]

Forklaring.  Intervallet [a;b] inddelesi n delinterval-
ler. Hertil svarer en inddeling af kurven k& i n delkurver.
Vi betragter  det i"te  delinterval [%:%.4]
med
lengden At =1, ,-t;|. Leangden af den tilsvarende
delkurve kan approksimeres med kordens langde
r(t,,,)-r(t)| = |Ar,| nHele kurvennk’s ga_mlede leengde
erderforapproksimativt », |Ar,| =Y, ilAt Geores

. . :T An1=l At
inddelingen finere og finere, gir mod E ogman
t
n 7. bl i
kan vise, at Y, -|At; gar mod f ar dt.
o1l A ti a2 | dt

Dette begrunder definitionen.

Eksempel 9B.1. Kurvelengde.
Find leengden af skruelinien givet ved

(x,y,z) = (6°cost,6sint,t), te[0;6m] .

LOSNING:

Fig. 9B.1. Kurvelcengde.

6m 67
lengde =f V(-6-sinf)? + (6- cosr)® + 12 df =f J/37dt = 6377 .
0 O ]

81



Kurver, kurveintegral og stanfunktion Suppl ermrent

Krumning

Vi onsker at fa et talmassigt udtryk for, hvor meget en

kurve krummer i et kurvepunkt P. Lad P vare et narlig-

\'%
gende kurvepunkt, og lad A & vare vinklen mellem AO
retningsvektoren v =(ﬂ) _ for tangenten i P og v

_\dti?
retningsvektoren v" = (_r) for tangenteni P". Lad . .

dt'P” Fig.9B.2. Krumning.
endvidere A s vere lengden af kurven mellem P og P”

(se figur 9B.2).

DEFINITION (krumning). En kurves krumning K i et punkt defineres ved
AO

K = lim
As—0

(se figur 9B.2).

Man ser umiddelbart, at en ret linie har krumningen 0, og at K er desto sterre, jo mere en kurve krummer.

SATNING 9B.1 (krumning). For en kurve med paramterfremstillingen v =r(t) kan krumningen K i et punkt
beregnes af formlen

dr, d’r
at  dr?
3

@
dt

Forklaring. Vi indferer betegnelserne
v =v(t) =r(#) ("hastigheden")
v(t+A?) (Ar>0)

AV =V
| dF
dt

<
1l

dt = ft|§(t)|dt (den til

"tiden" ¢ gennemlebne kurvelengde)

AO = vinklen mellem v og v* .

Vi finder |sin(AB)| = ||_;|x|\__/1|| = |;)|<_(|;+_€;)| = ||Y|XA;|
V||V VIV A\ N

x
A\

82



Suppl enmrent 9B Kurvel angde og krummi ng

vx v
A8 A®  sin(AB) A6 ] Ar
A6 At | | sin(A®)  A¢ | sin(A8) |||+
og dermed — | =—] = =
As| [ as A s
At At At
vV X a _ _
dr y: ‘ dr  d*r
> —2 VX — - T
VRS PR 1 _di| _ |’
s [vP @[
dt P
Krumningsradius

Til ethvert kurvepunkt P herer der en "krumningscirkel”, som i en omegn af P tiln@rmer kurven sarlig godt.

5
Krumningscirklen ligger i planen givet ved P, (?) (d—; . Dens radius p kaldes krumningsradius, og man
4 dat* 'P
kan vise, at = —. (Enret linie opfattes her som en cirkel med radius 00 svarende til kK =0).

K

Fig. 9B.3. Krumningscirkel. Fig. 9B.4. Cirklen c.

Forklaring. Gennem kurvepunkterne P og P* gir én cirkel ¢ med et centrum C, der ligger i retningen
(vxPP*)xv udfra P. Krumningscirklen defineres som ¢’s graensetilling for P*—P. Nir P" ertetved P kan

kurven mellem P og P° approksimativt erstattes med det tilsvarende stykke af cirklen c. Af figur 9B.4 fis si

As 1 1 . o 1
=ptr| == = —, ogigrensestillingen (P*—P elder eksakt =p*=—.
PP\ Re | Tan] " % 8 gen ( ) g p=p"=—
As
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Eksempel 9B.2. Krumning, krumningsradius.

Lad en kurve vaere givet ved parameterfremstillingen
(x,y,z) = (3t,1,2¢*"), teR.

Find krumningen K og krumningsradius p© for ¢=0.

LOSNING:
3 0
< dt  dt? 4e* 8e ¥
_ 3
dr 2.02 2 ]2
— 37+0° + (4e
= [ )]
3 0 0
0 x| O -24
Indsattes =0, fas K = n4) ‘81 - N0 | A
3 125 125
[32+42]2 ——
ool 125
x 24

Kurve givet ved y=f(x).

Lad en kurve i xy-planen veere givet ved y =f(x), x€[a;b]. Denkan opfattes som en rumkurve med parameterfrem-

stillingen  (x,y,z) = (¢,f(¢),0), t€[a;b] , idet parameteren ¢ vealges lig med x. Eksempelvis er grafen for

sinusfunktionen givet ved y =sinx, men grafen kan ogsd opfattes som rumkurven med parameterfremstillingen
(x,y,z) = (¢,sint,0), zeR .

Lengde og krumning af kurve givet ved y =f(x). Ved indsattelse af parameterfremstillingen

r(t) =(t,£(¢),0) i formlerne for lzengde og krumning fas

lengde = fb,/1+(f'(x)$2dx

krumning = x = |f”(x)| ’
3
[1+(r @)

hvor x er genindsat for .
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Suppl enment 9C Kurvei nt egr al et fkf(x,y,z)dg

supPLEMENT: 9C KURVEINTEGRALET fk f(x,y,z) ds

Vi vil nu betragte en lidt simplere type kurveintegral, som man ogsd meder ved anvendelserne.

Anskuelig indledning. Lad der veere givet en massefordeling af form som kurven & og med den 1-dimensionale

massetathed

f(x,y,z) = massen pr. lengdeenhed af kurven pa stedet (x,y,z).

Vi vil prove at finde den samlede masse.

Svarende til en "uendelig lille" @ndring dt vil det lebende punkts koordinater fi en differentiel endring

(dx,dv,de) = | B, D g % 4
a " a

eller kort

dr -4 g
dr

Punktet har alts& gennemlebet den differentielle vejleengde

ds = \[(de) + (dy)? + (d)” = J (%)(@)(i] dr

dt dt

eller kort
dr

ds = |dr| = ¥

dt,

se figur 9C.1.

Fig. 9C.1. Differentielle tilveekster for kurven k.
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Den tilsvarende gennemlobne masse bliver

f(x,p,2)ds = f(x(),y(2),2(1)) |~ dt .

dr
dr

Ved opsummering over hele tidsintervallet [#,;¢,] fas den totale gennemlebne masse

£y = [ £ e0.90,20) S ar.

DEFINITION (kurveintegralet fkf(x,y,z)ds) . Ved kurveintegralet fkf(x,y,z)ds Sforstds

dt = Ltlf(X(t)’y(t)’z(t))J(ﬁ)z’f(dy)i(@)zdt.

f dr
NCICRICRO) d)* () [ d

Den korte skrivemade f . f(x,y,z)ds er berettiget, fordi man kan vise, at kurveintegralets verdi ikke athenger

af, hvilken parameterfremstilling der benyttes for kurven «.

Kurvelengde. Det ses, at lengden af kurven k kan skrives

lengde (k) = fklds .

Eksempel 9C.1. Beregning af kurveintegralet fk f(x,y,2)ds. Kurveleengde.

1) En flyvemaskine gennemflyver skruelinien
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Suppl enment 9C Kurvei nt egr al et L]Txﬂ“z)ak

k: r = (x,y,z) = (3-cost,3sint,t), te[0;2m] (leengder mélt i km) .
Find leengden af banekurven.

2) Under turen indsamles stovet fra en tynd luftpelse med
tvaersnitsarealet 1078 km?.
Hvor mange gram bliver det til, hvis koncentrationen af

. 108 3
stov i lufthaveter ————  [g/km”] ?

l+x2+y2+z

LOSNING: ]
1) Ved opsummering af den differentielle leengde ds fés hele A
leengden:
2n o 2n 2 2 2
lengden(k) = flds = f dr dt = f dx + dy + dz dt
k 0 dt 0 dt dt dt

27 2%
f V(-3-sint)2+(3-cost)>+12 dr = f /10 dt
0 0

2110 = 19.9 [km] .

2) Langs et kurvestykke med den differentielle leengde ds indsamles massen

8
10 1078 ds = 1 ds . Ved opsummering fas hele massen:
1+x2+y2+z 1+x2+y2+z
. f 1
masse = —_—— dfs
kEl+x?+y?+z
2n i~
= f 1 ﬂ dt
o 1+x(£)* +y(£)* +2z(r) | dt

[ (3) (2] (5]
o 1+x(2)? +y(£)? +z(?) dt dt dt

2n
f 1 J(“3sinf)? + (3cost)? + 12 dt
o 1+9cos?s+9sin’s +1¢

2n
- f L _Jioa = J10[m(10+n]>"
0 10 +¢

10+2¢
= 4/10In
F 0

. - M1n(1+%) ~ 1.54 [g] .
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SUPPLEMENT: 9D DIFFERENTIALLIGNINGEN
F,(x,y)dx + F,(x,y)dy =0

SATNING 9ID.1 (differentialligning). Hvis F,(x,y)dx + F,(x,y)dy er et differential med stamfunktion u
i K, savil differentialligningen
Fi(x,y)dx + Fy(x,y)dy = 0, (x,y)eK

(der nu kan skrives ?dx + %dy =0 eller du=0) haveden fuldstendige losning givet ved niveaukurverne
X

foru:
{(x,y)eK | u(x,y)=C}, CeR.

Hvis venstresiden af F,(x,y)dx + F,(x,y)dy =0 ikke er et differential. Napkan forsege at gange med en passende

funktion A(x,y), s& venstresiden af

h(x,y) Fy(x,y)dx + h(x,y) F,(x,y)dy = 0
bliver et differential. Det kan vises, at en sadan funktion k(x,y) eksisterer, hvis F,dx + F,dy ikke har sikaldte

singulaere punkter i K. Disse punkter omtales nedenfor.

Definition af lgsning. Ved en losning (ogsa kaldet en lesningskurve eller en integralkurve) til differentialligningen

F (x,y)dx + F,(x,y)dy =0 forstds en reguler kurve i K bestemt ved en parameterfremstilling
(x(),y(t)), tel, som opfylder
dy

Fl(x(t),y(t))% +F2(x(t),y(t))% -0 foralle rel.

Teenker man sig parameteren ¢ elimineret af ligningssystemet x =x(#), y =y(¢), fremkommer en ligning i

x og y, som naturligvis ogsa siges at bestemme lgsningskurven.

Bevis for setning 9D.1. Hvis parameterfremstillingen for en reguler kurve

kr (x,y) = (x(0),y(0)), tel
indsettes i u(x,y), safremkommer den sammensatte funktion u(x(#),y(#)). Ved benyttelse af kzedereglen

fas
du _ ouds oudy

- dx(t) , dy(1)
dt ox dt 0dy dt Fl(x(t)’y(t)) dt Fz(x(t),Y(t))—dt

Heraf ses, at & er en lgsningskurve (jeevnfer definitionen), hvis og kun hvis der for alle #€l gelder du 0, dvs.

u(x(2),y(2))=C, CeR. Enlosningskurve k er folgelig karakteriseret ved, at funktionen u er konstant langs k.

Eksistens af lgsninger.  Et punkt (x*,y ") kaldes et singulzert punkt, hvis F,(x",y*)=0 og

Fy(x*,y*)=0. Mankan vise, at der gennem ethvert ikke-singulert punkt (x,y) af K gér netop 1 lesningskurve til
differentialligningen F,(x,y)dx + F,(x,y)dy =0. (Gennem et singulert punkt (x *,y *) kan der derimod ga 0,
1 eller flere losningskurver, ligesom fortsattelsen af en losningskurve ud over et singulert punkt ikke altid er entydigt

bestemt).

Eksempel 9D.1. Differentialligning.

1) Underseg, om venstresiden af differentialligningen
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Suppl enment 9D Differentialligningen F(x,y)dx+F,(x,y)dy=0

(3x%y +2xp)de + (x* +x% +2)dy = 0,  (x,y)eR? ,
er et (eksakt) differential i R 2.

2) Find i bekraeftende fald den fuldstendige losning til differentialligningen.

En anvendelse. Varmestromlinier i et homogent fast stof gar paral-

lelt med temperaturgradienten grad T = (ﬂv , or ) og dermed

ox 0
or arn U

vinkelret pd tvervektoren - P | Derfor er varmestremlinier

@@?EQ

karakteriseret  ved ( )=0, dvs. ved

dt’ dt dy ox
. e oT or , _
en differentialligning -—dx +—dy=0.

dy ox

LOSNING:

oF, ) oF, ) o,
1) Antagelserne a) og b) er opfyldt. Da 8_ =3x2+2x og a_ =3x2+2x erensi R2, er
Y x

F,dx + F,dy ifelge stning 9.1 et (eksakt) differential i R2.

2) Idet (0,0)eR?, finder vi en stamfunktion
x y
u(x,y) = f (3t%:0 +2t'0)dt+f (x3+x2+20)dt = x3y+x2y+y?.
0 0

Den fuldstendige losning til differentialligningen er niveaukurverne givet ved

x3y+xly+y?=C, CeR.

Pé figuren er lgsningskurverne illustreret.
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OPGAVER

Opgave 9.1 (plan kurve)

2-1?
Lad en kurve k vere givet ved parameterfremstillingen &: 7(¢) = [ j, teR

a) Vis, at k er en regulaer kurve.

b) Find en parameterfremstilling for &’s tangent i kurvepunktet P, svarende til =2

c) Lad ¢ vere tiden. Find hastighedsvektoren Vv og accelerationsvektoren a til tiden =1
d) Find alle verdier af ¢ for hvilke k’s hastighedsvektor stir vinkelret pa accelerations-
vektoren.

e) Skitsér kurven.

Opgave 9.2 (plan kurve)
t2-2

.2 —2t)’ teR.

Lad en kurve k vare givet ved parameterfremstillingen k: r(z) = (

a) Vis, at k er en reguler kurve.

b) Find en parameterfremstilling for &’s tangent i kurvepunktet P, svarendetil f=2.

¢) Lad ¢ vere tiden. Find vinklen mellem hastighedsvektoren v og accelerationsvektoren a
til tiden #=1.

d) Skitsér kurven.

Opgave 9.3 (differentiationsregler for vektorer)

Den kinetiske energi for en partikel er givet ved udtrykket E, = %m v-v , hvor v=v(¢)

er hastighedsvektoren til tiden ¢, og m er partiklens masse.

E - _
a) Udtryk 7" ved hastigheden v og accelerationen a = dv
t

dt’

b) I mange situationer er den kinetiske energi i konstant i tiden. Hvad er da vinklen mellem v

og a?
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Opgaver til kapitel

Opgave 9.4 (differentiationsregler for vektorer)

da - 7 db _— % — - . d -+ d, - 1
Lad —=a+b, —==2a-b o al=|b|=3. Find —=(a*'b) og —(axb).
” ” g |al=1b] o (a7b) og — (axb)

Opgave 9.5 (rumkurve)
En partikels banekurve k er bestemt ved

k: (x,y,z) = (¢*-t3+t2+8¢, %tzﬂ‘—%, t3-6t2-t), te[0;00[ .

a) Find hastigheds- og accelerationsvektoren til tiden #=1 .
b) Find farten til tiden #=1 .

Opgave 9.6 (beregning af f F,dx+F,dy +F,dz)
k

Find fﬁ-d;, idet F-dr=2ydx+(@z+)dy+xdz og k: r=(t,t2,2t-1), te[0;1].
k

Opgave 9.7 (beregning af fFldx+F2dy +F,dz)
k
Find fzdx+3xdy+(z—y)dz, idet k: (x,y,2) =(¢t%,1,3t), te[-1;0].
k

Opgave 9.8 (beregning af f F dx+F,dy+F,dz)
k
Find fndp+3ndT+(3p+n)dn, idet k: (p,T,n)=(t%,t+1,t), te[0;1].
k

Opgave 9.9 (beregning af fFldx+F2dy)
k
Find f(x+y)dx+(1—x)dy, idet k: (x,y)=(2t,t%), te[0;1].
k

Opgave 9.10 (beregning af fFldx+F2dy)
k
Find fl_?-d;, idet F=(x+y,y-x) og k: r=(x,y)=(cost,sint), te[0;2n].
k

Opgave 9.11 (beregning af fFldx+F2dy)
k
Find f Aydx+(x+1)dy, idet
k
k:y=x2, startpunkt = (x9>¥0) =(0,0), slutpunkt = (x,,y,) =(1,1).

9
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Opgave 9.12 (beregning af fFldx+F2dy +F,dz)
k
Find f 2zdx +3x%dy-ydz, idet
k
k:y=1-x, z=2x, startpunkt =(x,,y,,2,) = (0,1,0), slutpunkt =(x,,y,,z;)=(2,-1,4).

Opgave 9.13 (beregning af f F,dx+F,dy+F,dz)
k
Find f 2Tdp +dT +3pdn, idet
k
k: T=p, n=p?, startpunkt =(p,, T, 1) =(0,0,0), slutpunkt = (p,,T},n,)=(1,1,1).

Opgave 9.14 (stamfunktion)

Undersog, om
a) 3x2ydx+x3dy , (x,y)eR2.
b) 2xydx-x%dy , (x,y)eR2.

0 ~d-Ed , y>0.

y y
o Lac-lay  , x>0Ay>0.
x

er (eksakte) differentialer, og find i bekreftende fald samtlige stamfunktioner til hver af disse.

Opgave 9.15 (stamfunktion)

Undersog, om

a) (2xy+1)dx +x2dy, (x,y)eR? .
b) Inydx + Zdy, y>0 .

y
c) (e® +yx)dx + (x+Iny)dy, x>0 Ay>0.

d) (Arctany +2xy)dx +( +x2) dy, (x,y)eR?.

1+y2
) (¥2*In2+y?)dx + (2" +2xy)dy, (x,y)ER? .

er (eksakte) differentialer, og find i bekreftende fald samtlige stamfunktioner til hver af disse.

92



Opgaver til kapitel 9

Opgave 9.16 (stamfunktion)

Undersag, om

la) Y - * &, x>0 .
x2+y2 x2+y2dy

1b) Y d-—X g, x#20Ay#0.
x2+y2 x2+y?

2a) X e+ 2 , x>0 .
x2+y2 x2+yza§}
x y

2b) dx + dy, x#0Ay#0.
x2+y2 x2+y2

3a) Y &+ @ x>0Ayp>0.
/x2+y2 /x2+y2

3b) Y ax+—2 @, xz0Ay#0.
x2+y2 x2+y2

er (eksakte) differentialer, og find i bekraeftende fald samtlige stamfunktioner til hver af disse.

Opgave 9.17 (beregning af koldx +F,dy)

En funktion H(p,T) har differentialet dH =(3p2+2pT)dp +(4T+qp?)dT. Kan man

finde f . dH, ndr q erenukendtkonstant, og k eren ukendt kurve med startpunkt
(py,T,) =(1,1) ogslutpunkt (p,,T,)=(2,3)? Findi givet fald vardien.

Opgave 9.18 (beregning af fFldx+F2dy)
k

Kan man finde f(ail) dp+(ai{) dT', nar (ail) =T2p, mens (ail) er
k ap T oT p ap T oT »

en ukendt funktion, og k er en ukendt kurve med startpunkt = slutpunkt = p,T,) =(2,4)"

Opgave 9.19 (beregning af f F,dx+F,dy)
k
Kan man finde f T?pdp +3TdT, nar k er en ukendt kurve med startpunkt = slutpunkt
k
= (py,T,) =(1,2)? Findi givet fald veerdien.
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Opgave 9.20 (stamfunktion)

Enthalpien H =H(T,p) = H(temperatur,tryk) for et system har
oH
T
1) Find q.
2) H(2,3)-H(1,0).

= 12+p+pT og (Z)i[ = T+2p+qT?, hvor q er en konstant.
P

Opgave 9.21 (stamfunktion)

Undersag, om

a) xdx +ydy -zde, (x,y,2)€R? .

b) zeFdx +2yzdy + (e*+y?)dz, (x,y,2)eR? .

¢) z-lnydx+2dy +yidz, x>0Ay>0Az>0.

d) e¥%dx + (xy+z)dy +e¥ 7 dz, (x,y,z)eR3 .

e) (2xyz+z?)dx +(x z+2y)dy (x2y+2xz)dz, (x,y,z)€R3 .

f) I . 2% dy + y? dz, x>0Ay>0Az>0.
x+y?z x+y?z x+y?z

er (eksakte) differentialer, og find i bekraeftende fald samtlige stamfunktioner til hver af disse.

Opgave 9.22 (beregning af f F,dx+F,dy+F,dz)
k
a) Kan man finde f T*ndp +2pTndT +pT?dn, nar k er en ukendt kurve med startpunkt
k
(py>Ty,ny) =(0,1,2) ogslutpunkt (p,,T;,n,)=(1,2,3)? Findi givet fald veerdien.

b) Kan man finde f Tdp +pdT +Tdn, nar k er en ukendt kurve med startpunkt
k
(py>Ty,ny) =(1,1,0) ogslutpunkt (p,,T;,n,)=(2,0,1)? Findi givet fald veerdien.

c¢) Find f2xydx+x2dy+22dz idet
k: (x,y,2) = (sm( 137, \/_ Arctan(tg)) te[0;1] .
d) Find fF dr, idet F=(2x+y+z,x+4y+z,x+y+2z) og
k: r=(x,y,z)= (\/; sin(my/1+¢), cos(n—)) te[0;8] .

e) En funktion H(p,T,n) har differentialet
dH =n(T?+2p)dp + n(apT+1)dT + (epT? +bp? +cT)dn. Kan man finde f dH, nar
k
a, b, ¢, e er ukendte konstanter, og k er en ukendt kurve med startpunkt

(py,Ty,my) =(0,1,2) ogslutpunkt (p,,T;,n,)=(1,2,3)? Findi givet fald vaerdien.
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Opgave 9.Exam53a (stamfunktion, kurveintegral, 10 point)
Lad en partikel beveage sig i et kraftfelt F givet ved

_ 2x +y-2z+2
F(x,y,z) =| -4y+x+2z |, (x,y,2)€R? .

2y -2x +1

1) Undersog, om F har en stamfunktioni R3 , 0g angiv i bekreftende fald en stamfunktion.

X 14
2) Partiklen gennemleber en kurve k givetved  k: [ y] =| e |» tel[0:1].
z t+1

Det af kraftfeltet udferte arbejde er da lig med f F-dr .
k

Find vaerdien af dette kurveintegral.

Opgave 9.ExamS57a ( kurveintegral, 20 point) Yy
En kurve k, der forer fra punktet (0,5) til
10 -x
2+x

punktet (4,1) er bestemt ved ligningen y =
(se figuren) . Beregn folgende kurveintegraler
1) fk(ny2 +3x2)dx + (2x% +4y)dy

D) [ (x+2)ydx+(x +Ddy : — .y

Opgave 9.Exam68a ( stamfunktion, 20 point)
1+yz 1 2x +yz dz

dx+—dy+

(x - 1)’z (1 -x)z (x-1)z3
er et (eksakt) differential.

1) Vis, at , x>1, 20

2)  Find samtlige stamfunktioner til dette differential.
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Opgave 9.Exam81a ( kurveintegral, 15 point)

2—t

X

En partikel gennemlgber en kurve k givet ved  k: ( yJ = f/; , te][0;1].
z In(z +1)
10

1et kraftfelt F = (F,,F,,F;) givetved F = 6Inx

z2In(y3 +1)
1) Undersog, om F,dx + F,dy + F;dz er et (eksakt) differential for x>0,y >0

(d.v.s.om F er et konservativt kraftfelt).
2) Find det af kraftfeltet udforte arbejde f F-dr .
k

Opgave 9.Exam142 ( stamfunktion,uden brug af hjelpemidler, 8 point)
Vis, at differentialformen (2xe” +siny + 3x2)dx + (x2e” + xcosy +2y)dy ereksakti t ,

og bestem samtlige stamfunktioner .

Opgave 9.Exam161 ( kurveintegral, 15 point)

a) Undersog, om udtrykket (3x2y +e” +2)dx + (x> +xe” +3y?)dy er en eksakt differential-
formi R? .

b) Find kurveintegralet fk(3x2y +e” +2)dx + (x3 +xe” +3y2)dy ,

2
_| 4cos t) ’ te[£;3—n].

hvor kurven k er givet ved parameterfremstillingen (x) .
y 2sint 2° 2

Opgave 9.Exam167 ( stamfunktion, 15 point)

a) Vis, at udirykket ('—1 + 2xy)dx . (;
ifferential i RZ . 1 ¥ 070 L+ (-x)?

b) Lad H(x,y) betegne en af stamfunktionerne til differentialet i spergsmal a.
Find H(3,2) - H(1,1)

+ x2 )dy er et (eksakt)

Opgave 9.Exam175 ( kurveintegral, uden brug af hjelpemidler, 6 point)

a) Vis,at “(x,y) = %x2+yx + %y er stamfunktion til differentialet x +y)dx + (x +y?)dy

b) Find kurveintegralet f (x +y)dx +(x +y?)dy hvor kurven k er givet ved parameterfrem-
k

o ¥ 2 Arcsint
stillingen y 1 , te[0;1].

t/8 +t?
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Opgave 9.Exam207 ( kurveintegral, uden brug af hjelpemidler, 10 point)

Differentialformen sinydx +xh(y)dy (hvor h er en ukendt funktion) vides at vaere eksakt
i R%.

a) Find h(y) foralle yeR ,ogbestem dernast en stamfunktion til differentialformen.

b) Find vardien af kurveintegralet f . sinydx +xh(y)dy , nar kurven k er givet ved

3\/7t2 +1

arameterfremstillingen x) =
P s (y gcos(t2 - 1)

, te[0;1].

Opgave 9.Exam223 ( stamfunktion, 15 point)

a) Vis, at — Y i4x|dx+| —F 43 y2|dy er et (eksakt) differential i R? .
1+ x2y2 1+ x2y2

b)  Find samtlige stamfunktioner.

Opgave 9.Exam236 ( stamfunktion, uden hjelpemidler, 8 point)
a) Vis, at differentialformen (2x +Iny)dx + X +2y?|dy er eksakt for y > 0, og find
y

samtlige stamfunktioner.

Opgave 9.B17 (hastighed, acceleration, kurvelengde, krumning)

Lad en banekurve k for en partikel vaere bestemt ved parameterfremstillingen
(x,y,2) = ( t,t2,§t3 ] . te[0;2]

a) Find hastigheds- og accelerationsvektoren til tiden t=1.
b) Find kurvelengden.
¢) Find krumning og krumningsradius til tiden t=1.

Opgave 9.B2 (kurvelengde, krumning).
Lad en banekurve k vere bestemt ved parameterfremstillingen
(x,y,z) = (e'cost, e'sint, e') , te[-2m;2n].

a) Vis, at k livver pa keglen med ligningen z=4yx2+y? .
b) Find kurvelengden.
¢) Find hastigheds- og accelerationsvektoren til tiden t=0.

d) Find kurvens krumningsradius i det til t=0 svarende punkt.
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Opgave 9.B3 (kadelinie)

Grafen for funktionen

f(x)=a-cosh[£+b) +c )A

4 51 0

hvor a,b og c er konstanter (a>0) kaldes en keedelinie. N ..‘.

Man kan nemlig vise, at en fuldsteendig bejelig homogen p ..o.

snor (kede) mellem ophangningspunkterne vil have et 3t °o.. o elinic
stykke af keaedelinien som ligevaegtsstilling. Lad en keede op! ..‘0......0‘.‘_.: > Liilt(l(? ;\’ N
med lengden 8m vare ophangt i to punkter ol ‘ k

P, og P,, der er beliggende i en hgjde af 4m over

jorden, og har en indbyrdes afstand pd 6m. (:7
J

1o

o

=1
N

0 ll
a) Vis, at i et koordinatsystem, hvor P, =(-3,4) og

P, =(3,4), vilder gelde folgende

a
b) Beregn a med 4 betydende cifre, og find afstanden mellem kadens laveste punkt og jordoverfladen.

ligning til bestemmelse afa:  a- sinh( 3 - 4.

Opgave 9.B4 (rumkurve)

En partikels banekurve k er bestemt ved

k: (x,y,2) = (t*-t3+t2+8¢, %t2+t—%, t3-6t2-1), te[0;00] .

a) Find hastigheds- og accelerationsvektoren til tiden ¢ =1
b) Find farten til tiden #=1 .

¢) Find krumningsradius til tiden #=1 .

Opgave 9.B5 (rumkurve)

En partikels banekurve k er bestemtved k: (x,y,z) = ( l, Inz, \IE ) , te]0;0°[ .
t t

a) Find hastighedsvektoren og farten til tiden t.

b) Find leengden af kurven mellem det til # =1 svarende kurvepunkt og dettil ¢ =€ svarende kurvepunkt.

¢) Find krumningsradius til tiden # =1

Opgave 9.B6 (plan kurve)
2 2

x_ + y_ =1
2 2

a
a) Find krumningsradius i punktet (x,y) = (0,b).

Vi betragter ellipsen med ligningen

b) Find krumningsradius i punktet (x,y) =(a,0).
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Opgave 9.C1 (kurveintegralet fkf(x,y,z)ds)

Opgaver til

kapit el

9

Find i hvert af de folgende tilfaelde, hvor stor en straledosis malt i rentgen, der modtages af en person, som bevager sig langs

kurven k med farten 2 m/sec. Det vides, at en person pa stedet (x,y) modtager stralingen g(x,y) malt i rentgen/sec.

a) ki (x,p)=(1,t?)
b)  k: (x,y)=(3t,4r)

c) k: y=Inx

d) k: (x,y)=(cost,sint)

2

E

b

b

te[0;10] ;

te[0;10] ;

te[1;10] ;

te 0;E ;
[ 2]

Opgave 9.C2 (kurveintegralet f . f(x,y,z)ds)

g(x,y) = !
y1+4y
1
g(x.y) = 5
9+x
glx,y) = —=—.
Y1+x?
g(x,y) = 2xe”

Find i hvert af de folgende tilfeelde leengden og massen af et legeme af form som kurven k og med den 1-dimensionale

massetethed f(x,y,z) mélti kg/m.

a) k: (x,y)=(t,21)

b) k: (x,y)=(cosht,t)

b

b

¢) k: (x,y,z)=(3t,4t,5-cosht) ,

d) k:(n»n=0¢a§ﬂ)

Opgave 9.D1 (differentialligning)

2

te[0;1]

te[0;1]

te[0;1]

te[0;1]

ws

3

f(x,y) =y.
fy) =2
X
fxp,z) = 2.
V4
fuwx)=j%§.

Find den fuldsteendige losning til hver af differentialligningerne
, (x,y)eR?

a) (x*+y?)dx +2xydy =
b) xdx + ydy

0
0

’ (x,y)€R2'

c) (y+2xp)dx +(x+x*-y*)dy = 0 , (x,p)eR?
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Opgave 9.D2 (differentialligning)

Find den fuldsteendige losning til hver af differentialligningerne og skitsér lesningskurverne.

a)

b)

9

d)

g2

)

7

k)

)
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2xdx +2ydy = 0

10x°dx + 10y°dy = 0

xdx +ydy = 0

ydx +xdy = 0

dx+dy =0

de =0

(2xy+1)dx +(x2+2)dy = 0
-2xdx +dy = 0
(3y2+y+1)dx + (6xy+x+1)dy = 0

ax-Ydy =0
X

(x2+1)dx - (x2+1)dy = 0

e*dy = 0

(-y+x%e*)dx +xdy = 0
(6x2+3y2-4x-2)dx +(6xy-6y)dy = 0
(3x2y2+4x3)dx + (2x3y+3y2)dy = 0
(27x2+4y2-36x-36)dx + (16y-8xy)dy = 0

(3x2+3y2+6xy)dx + (3x2+6xy+2y2-1)dy = 0

, (x,y)eR?

, (x,y)eR?

, (x,)eR?

, (x,y)eR?

, (x,y)eR?
, (x,y)eR?
, (x,)eR? (ingen skitse)
» (x,p)eR?

, (x,»)eR? (ingen skitse)

, x>0 Ay>0

, (x,9)eR?
, (x,y)ER?
, (x,y)eR? (ingen skitse)
, (x,9)€R? (ingen skitse)
, (x,y)eR? (ingen skitse)
, (x,y)eR? (ingen skitse)

, (x,y)eR? (ingen skitse)

(4x3+8x%y+4xy?)dx —%(8x3+1 -12x%2-y)dy = 0 , (x,9)eR? (ingen skitse)



10 OPTIMERING

10.1 PROBLEMSTILLING

I det folgende betegner f en reel funktion af »n variable. I eksemplerne er » som regel 2 eller
3. Ved optimering soges den "bedst"mulige losning i en given situation. Ferst md man
udtrykke, hvad der menes med "bedst", dvs. opstille en funktion f af én eller

flere wvariable

"y

Xy3Xy,...,X,, sddan at f’s sterste eller mindste verdi i definitionsmangden S angiver

den bedste losning pé et problem.

Optimal produktionsplan. Skal man f.eks. finde en produktionsplan for en fabrik, séledes at man far den sterste
fortjeneste f, m& man forst udirykke, hvordan fortjenesten afh@nger af de variable x,x,,...,x, i
produktionsplanen.  Dernast ma man udtrykke de begrensninger i produktionsforholdene, som skal overholdes
(begranset arbejdsstyrke, begrenset kapacitet af produktionsapparatet, visse kvalitetskrav til produktet osv.). Disse
begrensninger giver visse ligninger eller uligheder, som de variable x;,x,,...,x, skal opfylde, og derved er

definitionsmengden S fastlagt.

DEFINITION (globalt minimum). Hvis funktionen f har en funktionsveerdi, der er mindre end

eller lig alle andre funktionsveerdier i S, sd kaldes denne veerdi for f’s globale minimum og

skrives kort I_'Ili‘rgl f(x). Ethvert punkt X* i S med denne funktionsveerdi kaldes et globalt
x€

minimumspunkt for f.

Analogt defineres globalt maksimum og globalt maksimumspunkt. Som en fzllesbetegnelse
for globalt minimum og globalt maksimum anvendes udtrykket globalt ekstremum. Er misfor-
stdelser udelukket, stryges ofte ordet globalt, ligesom man tit ser betegnelserne mindstevardi
og stersteverdi. Begrebet lokalt ekstremum omtales i afsnit 10.8.  Da maksimumspunkter
for f(x) er minimumspunkter for (— f ()_C)) , kan minimums- og maksimumsproblemer
behandles helt parallelt. Funktionen f kaldes for objektfunktionen. Figur 10.1 leder os ind
pa, at det som et led i1 ekstremumsbestemmelser kan vare nyttigt at se pa punkter, hvor grafen
har "vandret tangent(plan)" - sékaldte stationare punkter.
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Fig. 10.1. f (og g) har stationcere punkter i X()_cl), x, ()_62) 08 X4 (J_C3), globalt
maksimum i X, (3_53) og globalt minimum i X, (J_c4). Endvidere er alle punkter

mellem a og b stationcere punkter for f.

DEFINITION (stationcert punkt). Lad f vere kontinuerti S.  Et indre punkt x* i S
kaldes et stationcert punkt for f, hvis grad f(x*) eksisterer og

grad f(x") = 0,

dvs.
I -0 ¥ (z9- (7 -
axl(x) 0, 8x2(x) 0, ..., axn(x) 0.

Eksempel 10.1. Stationzre punkter.
En funktion f er givet ved
f(an’)=x2y_x3_2x2+3y2+8y_2, (x:J’)eRz-

Find de stationere punkter for f.

LOSNING:
De stationare punkter for f findes af ligningssystemet

LC/Ay 2xy-3x%-dx =0 (1)
ox PN

K/ x216y+8 =0  (2).
dy

For at finde alle losninger omskrives venstresiden i den ene ligning (1) til et produkt af

faktorer, sa vi far
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10.1 Problenstilling

x(2y-3x-4)=0 < x=0V y=§x+2.
Tilfeelde 1: indszttes x =0 1ligning (2), fas

O+6y+8=0 A y=_§, (x,Y)=(O,‘§) .

Tilfeelde 2: indsettes y = %x +2 1ligning (2), fas

x2+6(%x+2)+8=0 o x249x+20 =0
= x=-4V x=-5
A (x9y) = (_49_4) V (X,y) = ( _57__)

Funktionen har altsa 3 stationare punkter.

Edb-lgsning. 1 Maple kan de onskede stationzre punkter fas ved falgende ordre:
> f = xMFy - x"3 - 2¥xM2 + 3FyM2 + 8*y -2 :
> solve( { diff(f,x) =0, diff(fy) =0 } ) ;

{x= U,y=?}, {x= -5,y=%}, {z=-4,y=-4}

SATNING 10.1 (de mulige globale ekstrema). Lad f veere kontinuerti S. Globale ekstremums-
punkter for f skal soges blandt

a) stationcere punkter for f,
b) randpunkter for S og

c) punkter, hvor grad f ikke eksisterer.

Bevis. Lad x" vare et globalt ekstremumspunkt for £, Det er si muligt at gradienten ikke eksistereri x*  (tilfzelde
¢). Det er ogsd muligt, at x* er et randpunkt (tilfzlde b). Endelig er det muligt, at x* er et indre punkt, hvor
gradienten ﬁ f eksisterer, og vi vil vise,at x* daer et stationart punkt (tilfelde a): - For en funktion af 1 variabel
er det velkendt, at  f(x") =0 i et indre globalt ekstremumspunkt x* (vandret tangent). Er f en

funktion af n variable og x* = (xl*,xz* yeens xn*), vil koordinatfunktionerne
FOX3 T a )y fQ XX X)) s e f X %1,
veere funktioner af 1 variabel med globalt ekstremum i x*.  Heraf folger, at
ﬂ(}*)q), i(;*) =0,___,i(;*)=0,
ox, 0x, ox,

dvs. x" er et stationzrt punkt.
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10.2 OPTIMERING I LUKKET, BEGRANSET

MANGDE

I dette afsnit betragtes problemet

Seg globalt minimum for en kontinuert funktion f(x) ien
lukket,

begraenset maengde S.

Af s@tning 8.3 punkt b) folger, at f har et globalt minimum (og et globalt maksimum).

Det folgende eksempel 10.2 viser, hvordan det globale minimum findes.

Eksempel 10.2. Optimering i lukket begranset maengde.

104

En retvinklet kasse uden 1ag skal have et rumfang pa 32m’. Kassen skal konstrueres
séledes, at dens overflade bliver mindst (mindst materialeforbrug), idet dog ingen af
kassens kanter ma overstige 10m. Find kassens optimale dimensioner.

LOSNING:
1) Optimeringsproblemet opstilles. Lad leengde, bredde og hejde af kassen vare x, y

og z. Viharda

Seg globalt minimum for g(x,y,z) =2xz+2yz+xy imangden S givet ved
begransningerne

xyz =32

x<10, y<10, z<10, 0<x, 0<y, 0<z.

antallet af variable, indsattes z = 32 g(x,y,z) ogde gvrige begrensninger.

2) Problemet reduceres. For at fjerne beéraensningsligningen xyz =32 og reducere
Herved bliver problemet reduceret til Xy

Seg globalt minimum for

64 64
fx,y) = —+—+xy
y X

i maengden

(x,»)eR? | 0<x<10 A 3.2 <y<
x

Fig.10.2. Mceengden S,.



10.2 Optinmering i |ukket, begramset nengde

3) De mulige globale ekstremumspunkter bestemmes. Péfigur 10.2 sesmangden S,

som er lukket og begraenset. Fra setning 4.3 ved vi derfor, at den kontinuerte
funktion f(x,y) har et globalt minimum. Ifelge s@tning 10.1 er der 3 muligheder:

3a)

3b)

Stationzere punkter:

of _ _64,
_ = = — = 0 1
- 2? (1)
/A S 2).
ay y2

Afligning (1) fas y = 6—‘;, som indsat i (2) giver
X
4 3
0 o x|1-X -0 o x-0V x-4.
642 64

Tilfeeldet x =0 giver os ingen stationare punkter, da ingen punkteri §; kan
have x =0, se figur 10.2.

Tilfeldet x =4 giver ved indsettelse 1 (1) y =4. Af figuren ses, at det
fundne punkt (x,y) =(4,4) er et indre punkt i §;. Samlet har vi altsd
fundet 1

stationzrt punkt (4,4). Funktionsvardien i dette punkter f(4,4) =48 .

Randpunkter: Randenaf §; opdelesi3 dele R, R, og R,.

R,: Randdel R,’s ligning y = 32 benyttes til at eliminere y (eller x).
3

X
Forst indsattes y = 72 i f(x,y), sdviféren funktion f(x):

3.2 64
= =2 =2 == +3.2.
fl(x) f(x, . ) Ox + ; +3

Dernzst ses af figuren, at nar vi gennemlober rand R,, vil x gennemle-
be intervallet [0.32;10]. Vi kan altsd undersoge randdel R, ved at

finde globalt minimum for funktionen
fi(x) = 20x+%+3.2, x€[0.32;10] .

: , 64 -4 4
Vifinder f;°(x) =20-2 =0 for x=—F= V x =1
1 x? /s /s
Tilfeeldet x = _—\/g falder udenfor intervallet [0.32;10].
Vi sammenligner nu

fl(i) - 32/5+32 = 748 og
75

/1(0.32) = 209.6 veerdi 1 intervalendepunkterne
f1(10) = 209.6 x=032 og x=10.
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106

Heraf ses, at pd randdelen R, er den mindste verdi af f(x,y) lig
med
cirka 74.8.

R,: Randdel R,’s ligning x =10 benyttes til at eliminere x fra f(x,y):

64
L) = f(10,y) = 5 +6.4 +10y .

Af R, pafigurenses,at y€[0.32;10].

Vi finder globalt minimum for f,:

L) = —%uo -0 for y-+/64.
Da -6.4 ¢[0.32;10], sammenlignes blot
£, (/64) =20/64+64 = 57.0

£ (032) =209.6

f,(10) = 112.8 .

Heraf ses, at pd randdelen R, er den mindste veardi af f(x,y) lig
med
cirka 57.0 .

R;: Randdel R;” ligning er y=10. Helt analogt med tilfeeldet R, fas,

at

pd randdelen R, er den mindste9 verdi af f(x,y) lig med cirka

57.0 .

3c) Punkter hvor grad f = (%,?) ikke eksisterer: ingen.
Ad

4) Konklusion. Nu sammenlignes de fundne mulige globale minima 48, 74.8, 57.0 og

57.0. Da 48 er mindst, har f(x,y) globalt minimum 48, som indtreffer i
minimumspunktet (x,y) =(4,4). Den optimale kasses overflade er altsi 48m? som
indtreffer for lengden x=4m, bredden y=4m og hgjden

z=2m (idet 2=L’”3).
Xy

Edb-lgsning. I Maple kan et minimum findes ved folgende ordre :
minimize(64/x+64/y+x*y,x=0.32..10, y=0.32..10,location)
Resultat  48., {[{x=4.,y=4.},48.]}



10. 3 Andre opti nmeringsprobl ener

10.3 ANDRE OPTIMERINGSPROBLEMER

Optimering i mangde, der ikke er lukket og begrenset. Er mangden S ikke lukket og

begranset, forteller setning 4.3 ikke, om f har globale ekstrema. Ofte ved man dog af fysiske
grunde, at f har globale ekstrema, som sé kan findes ved hjelp af setning 10.1. Ellers m& man
desuden sgge at bevise (eller modbevise) eksistensen af globale ekstrema ved "funktionsvur-

deringer". Problemet er uddybet i supplement 10A.

Lagranges metode. Denne metode benyttes til at optimere 1 en mangde S, der er bestemt ved

ligninger. Eksempelvis: Find minimum for  f(x,y)=x2+2y?, idet

S={(x,y)|x%+y?2=1}. Metoden er naermere omtalt i supplement 10B.

Linezr programmering. Denne metode benyttes til at optimere en linear funktion af f* i en

mangde begrenset af linezre uligheder og ligninger. Eksempelvis: Find minimum
for  f(x,y)=3x-4y, idet S = {(x,y) |x-y20Ax+y<2 Ax-2y< 0}.
Metoden er nermere omtalt i supplement 10C.

Numeriske metoder. Bliver de hidtil angivne metoder for besvaerlige, kan en numerisk metode

ofte anvendes. Emnet er nermere omtalt i supplement 10D og i appendix 10.1 og 10.2 findes

formler og algoritmer.

10.4 MINDSTE KVADRATERS METODE

Problemet at skulle lose et ligningssystem, f.cks.
xy-e*? =0
2x3-xy-y3 =0

kan altid formuleres som et optimeringsproblem:

Bestem (x,y), s&summen af kvadraterne
(xp-e*)? + (22 -xy-y?)?
bliver mindst mulig.

Hvis der ikke findes nogen eksakt lgsning til det givne ligningssystem, sd fas 1 hvert fald den
verdi  (x,y), der er optimal i den forstand, at summen af kvadraterne pa ligningsfejlene
bliver mindst.
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Eksempel 10.3. Bedste bestemmelse af funktion ud fra méledata.

Der foreligger folgende méledata

t 1 2 3 5 7 10
c 1.2 1.0 0.8 0.5 0.4 0.3

for, hvordan en koncentration ¢ athanger af tiden ¢. Det forventes, at sammenhangen
er givetved c=e*"+e™", hvor x og y er ukendte konstanter. Opstil et optimerings-
problem, der bestemmer x og y "bedst muligt".

LOSNING: 71
Malingerne giver
12 =e*l+e!

1.0 = e ™2 +eg7? 11

Dette ligningssystem er opfyldt "bedst . .
muligt", ndr summen af kvadrater S 10

» /

fp) =(12-e*1-e? 1P 4(10-e*2-e? 2% ... +(03-e= 1010

er mindst. Vi har altsd felgende optimeringsproblem: "find de vardier af x og »,
hvor
f(x,y) har globalt minimum".

Edb-lgsning. Den numeriske optimeringsalgoritme i appendix 10.2 finder globalt minimum 0.015 for
x=095,y=012, dvs. ¢ = e %" +¢ %2/ Hermedkan c(f) indga i beregninger pa lige fod med

andre funktioner.

Skalering af ligninger. Ligninger som
20x; - 10x, -20 = 0 , 3%, -2x,-26 =0 , 0.01x; +0.01x, -0.02 = 0
ber afstemmes indbyrdes, f.eks. ved divisionmed M; =1, M,=0.1 og M,=0.001, sa vifar
20x; - 10x, -20 = 0 , 30x; -20x, -26 = 0 , 10x, +10x, -20 = 0 .
Generelt kan man bestemme skaleringskonstanterne M, , M, og M, sidan: Kan man acceptere fejlene
1, 0.1 og 0.001 pade givne ligninger, velges M, =1, M, =0.1 og M; =0.001.

Edb-lgsning. Med programmet Mathematica lases problemet i eksempel 10.3 séledes:

In[1] := FindMinimum([(1.2-Exp[-x]-Exp[-y])"2+(1-Exp[-2*x]-Exp[-2*y])"2+(0.8-Exp[-3*x]-Exp[-3*y])"2+
(0.5-Exp[-5*x]-Exp[-5*y])"2-+(0.4-Exp[-7*x]-Exp[-7*y])*2+(0.3-Exp[-10*x]-Exp[-10*y])"2,{x,1},{y,0}]

Out[1]= {0.0153383, {x ->0.945675,y -> 0.124184}}

In[2] := FindMinimum([(1.2-Exp[-x]-Exp[-y])"2+(1-Exp[-2*x]-Exp[-2*y])"2+(0.8-Exp[-3*x]-Exp[-3*y])"2+
(0.5-Exp[-5*x]-Exp[-5*y])"2+(0.4-Exp[-7*x]-Exp[-7*y])2+(0.3-Exp[-10*x]-Exp[-10*y])"2,{x,1},{y,1}]

Out[2]= {0.155793, {x ->0.304377,y -> 0.304377}}

Bemerk: Forskellige startpunkter kan give forskellige vaerdier - man udvaelger da tilfeeldet med den mindste funktionsveerdi.

108



10.5 Lokal e ekstrema

10.5 LOKALE EKSTREMA

Skal man skaffe sig et overblik over en funktions "udseende", kan det vere nedvendigt at
kende arten af de stationzre punkter, dvs. vide om de er lokale maksima, minima eller

saddelpunkter.

DEFINITION (lokalt minimum). Funktionen f siges at have et lokalt minimum i et indre punkt X
af definitionsmeengden S, hvis der findes en udprikket omegn af [I', sdledes at
f(x")<f(x) foralle xew’. Punktet X" kaldes isd fald et lokalt minimumspunkt. Gelder
uligheden strengt, dvs. 0(x*)<f(x) uden lighedstegn, kan man fremheve, at f har et egentligt

lokalt minimum.

Analogt defineres lokalt maksimum og lokalt maksimumspunkt. Som en fallesbetegnelse for

lokalt maksimum og lokalt minimum anvendes udtrykket lokalt ekstremum.

SATNING 10.2 (de mulige lokale ekstrema). Lokale ekstremumspunkter skal soges blandt de
stationcere punkter for f. samt punkter hvor grad f ikke eksisterer. Scetningen illustreres ved
figur 10.6.

Beviset for s@tningen svarer ganske til beviset for saetning 10.1.

Fig. 10.6a. Fig. 10.6b.

Lokalt minimum’ i DX, Lokalt maksimum' i : X, 0g xs,
lokalt maksimum' i DX, lokalt minimum . ingen

lokalt maksimum i ethvert saddelpunkt i : iz

punkt af intervallet [a;b],

vandret vendetangent i : X, .

der er endda tale om et egentligt lokalt ekstremum.
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Som regel kan man afgere arten af et stationzrt punkt ved at betragte de (partielle) afledede af

2. orden i punktet.

Funktion af én variabel

Lad x* vare et stationart punkt for en funktion' f (dvs. f(x*) =0). Der gelder da:

(x>0 = x* eretlokalt minimumspunkt*

f7(x*)<0 = x* eretlokalt maksimumspunkt*

f7(x*) = 0: Nearmere undersggelse ma foretages.
Det er dog tit simplere at lave en -0+ [ + 0 - £
fortegnsdiskussion af £ "(x): W e < N
lokalt minimum lokalt maksimum

Funktion af to variable

SATNING 10.3 (undersogelse af arten af et stationcert punkt). Lad (x,,y,) vere et stationcert

2 2 2
punkt for en funktion” f, og scet A=ﬂ(x0,y0), B=2- a—f(xo,yo) og C =ﬂ(x0,y0).
ox 2 oxdy oy ?

Der geelder” da

f har lokalt minimum? —
la) B2?2-44C<0 A A>0 = . '
l (xO ’yO) //,//7 "”/’;::7

J f har lokalt maksimum? - 7
Ih) B2-44C<0 A A<0 =
i (x()ay())

f har intet lokalt

2) B2-44C>0 = < ekstremum i (x,,y,)
[ saddelpunkt |
3) B2-44C=0 : Nermere undersogelse ma foretages .

vi antager her, at f er 2 gange differentiabel med en kontinuert 2. afledet /™",
der er endda tale om et egentligt lokalt ekstremum,
vi antager her, at f har kontinuerte partielle afledede af 2. orden.

2. |2 20 2
* Eventualtkan B2-4A4C erstattes med fxi, ~fify = 9f| _9f.8f beregneti  (x,,¥,) -
> oxdy ox? 9y?
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Bevis. For nemheds skyld antages, at f har det stationzre punkt (0,0), ogat f(0,0)=0. (Koordinatsystemetkan
altid parallelforskydes, s& begyndelsespunktet falder i (xo, Voo [ (%, ,yo)). Vi skal da blot undersgge fortegnet for
f(x,y) ner (0,0). Vitinermer f(x,y) vedTaylorpolynomiet f(x,y) af 2. grad med udviklingspunkti (0,0):

F(x.y) = %(Ax2+Bxy+Cy2) (benyttet, at £(0,0) =0, %(0,0)=0, %(0,0)=0) .

Det omskrives til

Fxy) =
for x+0.

I begge tilfelde indeholder den kantede parentes et andengradspolynomium med diskriminanten D = B2 -44C.

1) Er D<0, harandengradspolynomietiden kantede parentes ingen redder, dvs. f (x,y) méhave samme fortegn for
alle (x,y) #(0,0), nemlig
a) positivt for A>0, sa f har egentligt lokalt minimum i (0,0)
b) negativt for A4<0, sa f har egentligt lokalt maksimum i (0,0) .

2) Er D>0, harandengradspolynomietiden kantede parentes 2 redder, séledes at 7(x, y) vil antage savel positive
som negative verdier i en selv nok sa lille udprikket omegn w~ af (0,0), dvs. 7 har ikke lokalt ekstremum

i (0,0).

2
c=2" for 420
3) Er D=0, haves B2-44C=0 < 44

B=0 for 4=0.

Heraf folger
2 2
L Ax2+Bxy+B_y2 = lA x+£y for A#0
o 2! 44 2 24
fxy) =
1 2 -
o Cy for A4=0.

Ibeggetilfzelde ses, at pd en bestemt linie gennem  (0,0) ( nemlig x = ;—jy eller y= O) vil Taylor-polynomiet 7 (x,)
af anden grad vaere nul. En nermere undersegelse er derfor nedvendig (da 7(x, y) =0 ikke ngdvendigvis medferer

at f(x,y)=0).
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Fuldendelse af beviset. Beviset er nu fuldfort, hvis resultaterne for 7 under punkt 1) og 2) kan overfares til at

geelde for f.  Idet Taylorpolynomiet af 1. grad er 0, fas

2 2 2
Fxy) = restleddet = | 9L (£, £ )22+ 298 (£ )y + SL(E E)y? |, hvor B2 +Ei<x4y?.
2! ox2 oxdy oy?

Da i{ er kontinuert, haves
(k8 = 2L(0,0)+¢,(5,.E,), hvor e,(E,E) = 0 for (E,E) > (0,0) .
Ox? ox?

d . o%f o%f )
et analoge relationer gaelder for —=(§,,§,) og ——(§,,§,), fis
dy? oxdy

Fy) = o[B8 x? + (B8 (68w + (Crey By ?]

Sattes
x=r-cos®, y=r-sinB, g(0)=4-cos’0 +B-sinb-cosb +C-sin’0,
0og
R(E,.£,,0) = &,(E,,E,)cos?0 +2¢,(E,,E,)cos0sin0 +&,(E,,,)sin’0 , 0e[0;2n],

kan udtrykket for f* omskrives til

Fx.) = %ﬁ[g(e)ue(&l,ape)] .

1') Er D<0, harvivist,at Ax2+Bxy+Cy? har samme fortegn for alle (x,y) # (0,0). Heraf folger, at
g(6)=i2(Ax2+Bxy+Cy2) harsamme fortegnforalle ©€[0;21w].  Da g endvidere erkontinuertfor 0 €[0;27],
r

fas:

a) g har et positivt minimum m for A>0. Idet Ef +E§ <r?, ma £,,€, 0g & gimod nul for
r— 0, hvoraf folger, at for et tilstreekkeligt lille », ma | R (&,;,E,,0) | <m (cos og sin er begransede).

Derfor har  f(x,y) samme fortegn som % r2g(0) =f (x,y) ien udprikket omegnaf (0,0),

b) g har et negativt maksimum for A4<0. Bevis analogt til 1'a).

2')  Er D>0, findesderverdier 6, og 6,, si g(0,)>0 og g(0,)<0. Som underpunktl) indses,
at for et tilstraekkeligt lille » vil | R(&,,&,,0,) | <g(0,) og |R(§,E,,0,)|<|g(6,)].
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Eksempel 10.4. Bestemmelse af lokale ekstrema.
Bestem eventuelle lokale ekstrema og saddelpunkter for funktionen  f(x,y) = 64,64, xy.
X
LOSNING:
1) Eksistens af gradient. Detses,at f(x,y) erdefineret,ndrblot x #0 og y# 0, ogatgradienten
sé ogsa er defineret.

2) Stationzre punkter bestemmes.

g = —_64 +y = O
ox xz
3 < (=044 .
Iy
ay y2
3) De partielle afledede af anden orden i de stationzre punkter udregnes.
o2 3’ o2 37 Axdy ’
A T e P 0 O
I punktet (4,4) er A=—>=2, C=—~-=2 o0g B=2- =2.
ox 2 dy? oxady

4) Seztning 10.3 benyttes. Da B?-44C=-12<0 og A>0, har f lokalt minimum i punktet (4,4).

Advarsel: Ikke globalt minimum
Lad f(x,y) have lokalt minimum i (x,,y,), hvor (x,,y,) er det eneste stationzre punkt. Si har f ikke
nedvendigvis noget globalt minimum, se det felgende eksempel.

Eksempel 10.5. Ikke globalt minimum.
Lad f(x,y)=e2-2(x2-1)%e7”, (x,y)eR2.
a) Vis, at f har netop ét stationzert punkt (x,,¥,), og find dette.
b) Vis, at f har lokalt minimum i (x,y,).
¢) Vis, at f ikke har noget globalt minimum.

LOSNING:
a) aa_f=—4(x2—1)-2xe'y=0 <  x=0Vx=%1
x

aa_f = —2e ¥ -2(x2-1)*(~e?) =2e”(-e”+(x2-1)2) = 0.
)y

Tilfeldet x=+1 indsati (2) giver e =0, som ikke har nogen lgsning.
Tilfeldet x=0 indsati (2) giver e =1, dvs. y=0. Altsier (xp,,)=(0,0) det
eneste stationare punkt.

by d=7 - O gxI-x)er] = -8(3x2-1)e” = 8

ax22 ox
B=-2297_ Zi[—S(xLx)e'y] = 16(x3-x)e” =0
2axf)y dy
=97 . 4e»-a(x2-1Pe? =4-2-2.
dy?

Da B2-44C=0%2-4-8-2<0 og A>0, har f lokalt minimum i (xg5¥) =(0,0).

c) Sxttes y=0, fas f(x,0) = 1-2(x2-1)>. Da f(x,0)= -0 for x—oco, har f intet globalt
minimum.

Lokale ekstrema for funktion af n variable
Satning 10.3, hvor arten af et stationaert punkt underseges ved hjelp af de 2. afledede, kan generaliseres til en funktion

J(¥5%,5...5%,) af n variable. Dette er nermere forklaret i supplement 10E.
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supPLEMENT: 10A OPTIMERING I MZANGDE, DER
IKKE ER LUKKET OG BEGRAAENSET

Ofte ensker vi at optimere en kontinuert funktion f i en mangde S, der ikke er lukket og begreenset. Det er sé ikke mere
sikkert, at der eksisterer globale ekstrema. I mange tilfeelde ved man intuitivt - ud fra problemets fysiske natur - at et globalt
ekstremum eksisterer, og i sa fald kan man blot benytte setning 10.1, dvs. finde de mulige globale ekstremumspunkter ved
at

1) finde stationzre punkter for f,

2) undersege f irandpunkter, som tilherer S og

3) undersoge f i punkter, hvor gradf ikke eksisterer.

Ved man pa forhand intet om eksistensen af et globalt ekstremum, kan man ud over punkt 1), 2) og 3) ogsa opdele S og
foretage passende "funktionsvurderinger", jevnfer eksempel 10A.1.

Eksempel 10A.1. Optimering i iben mzengde.

Lad os antage, at der i eksempel 10.2 ikke er nogen gvre greense for kanternes lengde, dvs. begraensningerne
x<10, y<10 og z<10 falder bort. Problemet bliver da

Seg globalt minimum for  f(x,y) = o4 + 64 + Xy
y x

imaengden § = {(x,»)|0<x A 0<y}.

LOSNING:

1) Eneste stationere punkti S er (4,4), ogvihar f(4,4)=48 (jevnfor eksempel 10.2).
2) Randundersggelsen erstattes af en vurdering af f(x,y) 1ihver af de fire meengder
M M, M, og M, uden forkvadratet K pé figur 10A.1.

v
+ My :
|
10 ' eSS .
l :
|
7 | K i Vs Fig. 10A.1 [ meengden K soges stationcere punkter.
| hl
! ’ i . I meengderne M, M, M; M, vurderes f(x,y) (1
" i (+4) ! Angstrom = 107" meter. 1 lysar = 10" meter).
10~ S ——— o
i Ma
» \

Mg:  0<x<1000A  y20 ,  fy) -85 8 600,
y x x

M,: 2100 A0<y<1070 | flry) =104 0> 0% 6a10m0
y x y

. 16 -10

M,: x>10"% A y>10 64 64

f(x,y)=—+—+xy>xy > 10°.
M;: 10<x<10"® A y>10' y o x

Heraf folger, at f(x,y)>48 for (x,y)eS\K, dvs.betragteti mengden S har f globalt minimum
f(4’4) = ﬁ'
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supPLEMENT: 10B LAGRANGES METODE

Mens viiafsnit 10.2 og 10.3 er géet ud fra, at optimeringsproblemet kunne omformes, saledes at alle begransninger blev
uligheder, vil vi i dette afsnit se pa det tilfaelde, hvor alle begrzensninger er ligninger.
Optimeringsproblemet kan da skrives

Sog globalt minimum for f1 (x) imangden S givet ved
begraensningerne lj(x) = bj, j=12,...,m.

I eksempel 10.2 blev ligningerne [ ]()_c) =b ), benyttet til at reducere antallet af variable i problemet. Det er imidlertid
ikke altid bekvemt at lose sédanne ligninger, dvs. udtrykke nogle variable ved de ovrige, sa det vil ofte veere simplest, at finde
de mulige globale ekstremumspunkter ved hjelp af den sakaldte Lagranges metode.

SATNING 10B.1 (Lagranges metode). Lad en funktion L, Lagrange-funktionen veere defineret ved
m
L(x,A) = f(x)+ ), ML) -5,
j=1

hvor A = (ApsAys.oayAy)  er hjelpestorrelser kaldet "Lagrangemultiplikatorer”. Under meget generelle betingelser
geelder da:  Globale ekstremumspunkter for f skal soges blandt losningerne til ligningssystemet

OL g, 9L g, .. OL._
Ox, Ox, ox, (10B.1)
ll(;)=b1, 12(§)=b2 seees lm(J_c)=bm
forstdet sddan, at ethvert globalt  ekstremumspunkt (xl*, xz* yeres xn*) svarer til en losning

(X 3%y 5evesX, sA{5.usAr) il (10B.1).
Preecis formulering aof seming 10B.1. Lad 1,1,,...,]

— m
ScR”, og lad x* vaere et globalt ekstremumspunkt for objektfunktionen f under begreensningerne

ll(J_c) =b,, lz(J_c) =b,,..., lm(J_c) =b,. Lad funktionen L ("Lagrangefunktionen") veere defineret ved
L(x,R) = A fG) + X A1 (x)-5;].
i

=1
Der eksisterer da et talset  » = (l;, A; 3o )';l) #0, ligningssystemet (10B.1) har losningen (x",A7).

have kontinuerte partielle afledede af 1. orden i

Kommentar. 1den "pracise" Lagrangefunktion indgar en ekstra hjelpesterrelse A,. De m+n ligninger (10B.1) har
derfor en ubekendt "for meget". Er A, # 0, kan man altsd pa forhand sette Ay =1, hvilket svarer til den simple
seetning 10B.1. I praksis vil det "degenererede" tilfeelde A;=0 kun meget sjldent forekomme.

Bevis. Etbevis findesi H. Elbrend Jensen: Matematisk analyse IV, side 333. Vi vil her give en anskuelig geometrisk forklaring
for det tilfelde, hvor objektfunktionen f* er en funktion af kun to variable med kun én begrensning I(x,y)=b. Lad
os eksempelvis betragte folgende problem:

En hyrdedreng, som befinder sig i punktet A, skal hente vand i en & og derefter bringe det til sin ko, som befinder sig i
punktet K. Ihvilket punkt (x,y) skal han hente vandet for at minimere den totale afstand, han skal ga?

Stedet. hvor vandet skal hentes

Fig. 10B.1. Objektfunktionens niveaukurver, samt en begreens-
ningskurve. Niveaukurverne er ellipser med breendpunkteri H og K.
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Den totale afstand betegnes f(x,y) =[afstand fra H til (x,p)] + [afstand fra (x,y) til K]. Msa=ngden af
punkter (x,y), forhvilke summen af afstanden til H og K er en given konstant, er en niveaukurve for /. Problemets
begrensning [ (x,y) =b er den (se figur 10B.1). Det optimale punkt P mai findes blandt de punkter, hvor en
niveaukurve for f rerer (tangerer) den (hvis nemlig den skar niveaukurven gennem P, kunne man jo blot folge &en til et
lavere niveau for f-istrid med at punktet P var optimalt). I ethvert sddant reringspunkt vil

niveaukurven  f(x,y)=k og begrensningen [(x,y)=b have parallelle normalvektorer. Da disse

af,g—f) og §l=(ﬂ o

normalvektorer er gradientvektorerne V£ =( ), mé der eksistere et tal A, sé

ox y ax’ dy
F(P) = -AVI(P) o VFP)+AVIP) =0 o Fial_gpn P00 g o L_gpSL_
ox oOx dy oy Ox oy
hvor L er Lagrangefunktionen L(x,y,A) =f(x,y)+Al(x,y). Detoptimalepunkt P =(x",y") er altsd sammen
med en vaerdi af A losning til ligningssystemet AL _ ) oL . 0, I(x,y)=b.
ox ay
Eksempel 10B.1. Lagranges metode.
En retvinklet kasse uden lig skal have et rumfang pa 32m’. Find :
dimensionerne af den kasse, der har den mindste overflade, idet det anses for /E/
intuitivt klart, at kassens overflade har en mindsteveerdi. !
z |
,’)_____
LOSNING: -] X

Optimeringsproblemet er

Seg globalt minimum for 2xz+2yz+xy imangden
S givet ved begrensningen xyz =32 .

Vi vil benytte Lagranges metode. Lagrangefunktionen L er bestemt ved
L(x,y,z,A) = 2xz +2yz +xy + A[xpz-32] .

De mulige globale ekstremumspunkter findes ved at lgse ligningssystemet

() 2z+ y+dyz =0 (a—L=0)
ox
2) 2z+ x+Axz =0 (Z—L=0)
3) 2x+2y+ Ay =0 (é=0)
oz
4 xyz =32.
Afligning (4) ses,at y#0 og z=#0 (ievrigt klart, at kantleengder er positive). Af ligning (1) fas derfor
A= 2 —l, somindsati (2) og (3) giver y=x og z= % Indseettes dette i ligning (4), fis x =4.

y .z .
Eneste mulige globale ekstremumspunkt bliver da  (x*,y*,z*) = (4,4,2), som folgelig ma vare det sogte

globale minimimspunkt.
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suprLement: 10C LINEAER PROGRAMMERING

Nar f(x) har mange variable, vil de hidtil nzevnte metoder til at finde ekstrema ofte veere umulige at gennemfore. Et

vigtigt specialtilfeelde kan imidlertid klares - det lineare programmeringsproblem:

Seg globalt minimum for funktionen

f(x) =cx +ex,+...+c,x, +d
imaengden S givet ved begrensningerne

X, +apx, +...+a,x, <b, i=1,2,...,p
1,2

i
O %) + 00Xy + .o+ 0 x, = b; j=1L2,....m

Erderingen ligninger blandt begreensningerne (dvs.er m =0), sékanproblemetillustreres geometrisk pa folgende made.
- Idet

a X +a,x,+...+a,x, = b,

N

geometrisk kan opfattes som ligningen for en "hyperplan” i det n-
dimensionale rum, ma definitionsmangden S for f blive en
punktmangde begraenset af sddanne planer (se fig. 10C.1). Man kan
nu vise, at hvis f har et globalt ekstremum, mé det indtreeffe i en
"hjernespids" af definitionsmengden. En lesningsmetode, der

kaldes simplexmetoden, bygger pé, at man ved hjlp af passende >V
valgkriterier kommer fra én "hjernespids" til en "nabohjernespids", /
indtil det globale ekstremumspunkt er fundet. X

Fig. 10C.1. S er begrenset af planer.

Ved hjelp af standard-edb-programmer klares problemer med mange tusinde variable og begrensninger. Programmerne
"Simplex" og "Mathematica" klarer de lidt mindre problemer. Simplexmetoden vil ikke blive gennemgaet her (men der kan
henvises til M. Oddershede Larsen: Linear programmering); vi vil ngjes med at illustrere problemstillingen ved et

eksempel, hvor det er muligt at finde lesningen geometrisk.
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Eksempel 10C.1. Linezr programmering.
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En fabrik fremstiller i en afdeling to slutprodukter 4 og B, som kan s&lges med nettofortjenester pa henholdsvis
80 kr./ton og 180 kr./ton. Bdde A4 og B skal passere 2 maskiner. Opholdstid og maksimal driftstid ses af skemaet:

1ton A's
opholdstid i
hver maskine

1 ton B's
opholdstid i
hver maskine

sterste totale antal
driftstimer pr. uge
for hver maskine

maskine 1
maskine 2

1

1

6
1

36
11

Planleeg produktionen, s& den giver storst overskud.

LOSNING:

Lad x og y betegne det antal ton, der produceres pr. uge af henholdsvis 4 og B. Optimeringsproblemet kan nu

formuleres

Sag globalt maksimum for
f(x,y) = 80x + 180y
i mengden S givet ved begransningerne

(fortjeneste)

x+6y < 36 (maskine 1 hejst 36 timer/uge)
x+ y< 11 (maskine 2 hejst 11 timer/uge)
xb0 , y>0
Figuren viser S og tre niveaukurver (rette linier) for f. Heraf }(

ses,at f(x,y) bliver storre, jo sterre niveauliniens afstand er

fra (0,0).

Det globale maksimumspunkt ses at ligge i 6
punktet (6,5), ogmaksimumsverdiener f(6,5) =1380.

Edb-lgsning. I programmet Maple lases problemet pé folgende méde:

> with(simplex):

>maximize(80*x+180*y, {x+6*y <=36, x+y <= 11}, NONNEGATIVE );

{xr=6,y=5}
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sueeLement: 10D NUMERISKE METODER

Bliver de hidtil angivne metoder for besverlige, kan en numerisk metode ofte anvendes. I appendix 10.1 og 10.2 findes

formler og algoritmer.

Funktion af 1 variabel

Vi sagger de globale ekstrema for en funktion f ietinterval S =[a;b]. Intervallet [a;b] opdelesi n lige lange

delintervaller med leengde A = 278 et
n

Xy=a, x,=a+h, x,=a+2h,..., x,_,=a+(n-1)h, x,=b

beregnes folgende tabel over funktionen

f(x) Yo N e Vit Y Vie1 e Va

Ud fra tabellen kan man tilneermelsesvis angive globale ekstremumspunkter x*. Mere ngjagtigt bliver det, hvis man
tegner og afleser en "glat" kurve gennem punkterne, eller hvis man bruger formlen

h, Jia TVig

x* Ry + 212 7L
2 20~V " Yia

1

hvor x,_;,x, og x, er tre delepunkter, der ligger neer et indre ekstremumspunkt x*.  Formlen giver det globale

i+l
ekstremumspunkt for parablen gennem de tre punkter. En tilneermet veerdi for y* beregnes af

(yi+1 _yi—1)2
8(2y1 Vi1 Vi

y Ryt (parablens ekstremum)
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Funktion af to variable

Entabel over f(x,y) beregnes ipunkter, hvor x-verdierne ligger med samme afstand 4, og y-veerdierne ligger med
samme afstand £:

Yy
Vm ~ ~ ~ ~ ~
c d..
Vi ~ ~ ~ e. a b ~
s ~ ~ ~ ~ )
yl ~ ~ ~ e a ~ ~
Y 5 5 5 el 5
X, x, x, X; x, x

Ud fra tabellen kan man tilnemelsesvis angive globale ekstremumspunkter (x*,y*). Hvis ekstremumspunktet ligger teet
ved tabelpunktet (x;,;) med tabelvaerdien @, og nabotabelverdierne er b, ¢, d, e og f (se tabellen), sd kan en
ngjagtigere veerdi beregnes af formlerne

+h (a+td-c-e)(f-c) +2(e-b)(a-c)
2 (a-b+d-c)? +(b+e-2a)(2a-c-f)

*
X in

y.+£ (a-b+d-f)(e-b) +2(a-b)(f-c)
"2 (a-b+d-c)? +(b+e-2a)(2a-c-f)

<
el

Q

b-e . c—f, « b+e-2a , . 2
+— -x,) +—=L -y.)+ —— -X,
a 7 (x"-x,) o o -y) 2 (x"-x,)

Letf-2a
2k?

a-b-c+d

p x"-x)»"-y)

O -y)+

som giver det globale ekstremumspunkt (x *,y*) ogdentilherende ekstremumsvardi z* foren paraboloide gennem
de 6 punkter.
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Funktioner af n variable

Grafen for en funktion kan sammenlignes med et landskab.
Ved minimering skal det laveste punkt findes. En kugle, der
far lov at trille ned, finder selv et lokalt eller globalt minimum.
Pa figuren kan en kugle trille fra P til O ad en krum dal, der
omgdr en hejderyg. I appendix 10.2 er der et par simple
algoritmer, som pa ma og fa kan famle sig ned gennem
"landskabet", omtrent som kuglen. For funktioner med lange,
snevre dale bruges dog meget lang tid. Der findes langt
hurtigere metoder, som blot er mere komplicerede
(programmer findes péd steorre regnecentre og i D.M.
Himmelblau: "Applied Nonlinear Programming ", McGraw-

Hill). For at man kan vare sikker pa at have fundet et globalt
minimum, ber minimeringen gentages flere gange med nye
startpunkter.

Skalering af variable. Man kan selv gore meget til at undgé lange, snaevre dale. Funktionen xl2 + 106x22 giver

x x
en lang snzver dal, som imidlertid kan fjernes ved at indfere "skalerede" variable y, = Lol og
* X2 2 2 K, 100
W= 2= oL’ sa vi far 10* v+ 10* ¥y, (niveaukurverne, som for var langstrakte ellipser, er nu blevet til

cierIer). I praksis kan man bestemme skaleringskonstanterne K, og K, séledes: - Hvis man pa forhénd forventer, at
minimeringen vil variere en temperatur X, inden for et interval pd 100 grader og variere en molbrek x, inden for et
interval 0.1, sdbermanvelge K, =100 og K, =0.1.

Uligheder. Begransninger i form af uligheder kan klares saledes: - Forde x -vardier, som ikke opfylder alle ulighederne,
settes  f(x) =107, (Kraever optimeringsmetoden en kontinuert funktion f(x), kan man bruge andre
"straffemetoder", se kapitel 71 D.M. Himmelblau: "Applied Nonlinear Programmering", McGraw-Hill).

Ligninger. Begransninger i_form af ligninger kan klare_s ved for hver ligning l](g) = b]. at addere en
"straffefunktion”  p,* (lL(x) —bj)2 til_funktionen f(x), idet p; er en passende positiv konstant. Den
"foregede funktion" f(x) + E b’ ( lj(x) - bj )?> minimeres derpé flere gange med sterre p; -verdier for hver
gang, f.eks. p;= 0.1, 10, 103, 10%,... ("straffen" skaerpes gradvis). Slutpunktet fra hver minimering bruges
som startpunkt for den naeste minimering. Til sidst er straffen hard, hvilket giver snavre dale, men det generer
ikke, fordi vi nu er ner ved minimum.

121



Optimering Suppl ermrent

sueeeevint: 10E - LOKALE EKSTREMA FOR FUNK-
TION AF N VARIABLE

Swtning 10.3, hvor arten af et stationaert punkt undersoges ved hjzlp af de 2. afledede B2-44C, kan generaliseres til
en funktion f(x,,x,,...,%,) af n variable. Hertil benyttes en nxn determinant, selv om dette begreb forst
gennemgas i bind 3.

SZATNING 10.4 (arten af et stationcert punkt). Lad a veere et stationcert punkt for funktionen f. Ligningen

6_2f— _ o} = 0} =
6x12 (a) -2 0x, 0%, (@) o 0x,,0x, (a)
o - a_2f— _ o -
o o, ox? @4 g @
=0
*f - P @) -
Ox, Ox,, (@) 0x,0x, (@) T x: (a) -4

har da reelle rodder Aj,A,,..., A, (evt. er nogle rodder sammenfaldende).

1) Hvis A, A,,...,A, alleerpositive, har f lokalt minimumi a.
2) Hvis A hy,... A

3) Hvis der findes radder med modsat fortegn, har [ hverken lokalt maksimum eller minimum i a.

. alle er negative, har f lokalt maksimumi a.

4) Hvis én eller flere af rodderne er nul, og de ovrige rodder har samme fortegn, md en ncermere undersogelse foretages.
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OPGAVER

Opgave 10.1 (stationzre punkter)

Find de stationere punkter for funktionerne

D fGxy) = x’+y®-9xy+27, (x,y)€R?

2) f(x,y) =x%+3xp+3y2-6x+3y-6, (x,y)eR?

3) f(x.y) = xcosy-x?, (x,y)eRx]—g;%‘[
4) f(x,y) =x%-xy+y?+5x+2y-8, (x,y)eR?

5) f(x,y,z) = x3+3x2+2p%+2z%-yz, (x,y,z)€R3

6) f(x,y,z) = —%23+2yz+2y2—2xy+x2+2z—6x, (x,y,2)€R? .

Opgave 10.2 (1 variabel, globalt maksimum)

Af en tynd kvadratisk plade med siden 3 bortskaeres i i
hjernerne fire lige store kvadrater (se figuren). Resten g ' I
bukkes, sdledes at der dannes en kasse (uden ldg). Bestem ! !
siden i1 de kvadrater, der skal bortskeres, saledes at kassens 3
rumfang bliver sterst muligt. x x

X X

Opgave 10.3 (1 variabel, globalt minimum)

En kemiingenior planlaegger et kemisk anlag, hvor en plan vag i en ovn skal isoleres mod

varmetab. Et isoleringslag af tykkelsen x koster X .3650 kroner, og herigennem tabes
cm

varme for <-40 kroner/time. Anlegget paregnes benyttet 1 dogndrift over 6 r. Find den
X

mest gkonomiske isoleringstykkelse x.
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Opgave 10.4 (1 variabel, globalt minimum)
En fabrik skal bruge en 10 m® beholder af form som en cylinder (uden
lag). For at materialeforbruget skal blive lille, enskes den samlede

overflade (krum overflade + bund) mindst mulig.

Find de optimale vaerdier for radius og hejde i cylinderen.

Opgave 10.5 (1 variabel, globalt minimum)
En tragt har form som en omdrejningskegle. Tragtens krumme
overflade gnskes mindst mulig for et givet volumen.

Find den optimale &bningsvinkel x.

Opgave 10.6 (2 variable, globalt ekstremum i lukket mangde)
1) Seg minimum for x2y+xy?-3xy imangden S givet ved begrensningerne
x<3, ~x<y<3.
2) Seg minimum for 10x3-9y2 imangden S givet ved begransningen x2+y2<1.
3) Sog minimum for !7x3-16y imangden S givet ved begraensningerne <1, x>y?
4) Sog maksimum for x2y-4x2-2y2+16y imangden S givet ved begraensningerne
y<10-x2, y>0.
5) Seg minimum for x3+8y3-3xy imangden S givet ved begrensningerne
x>0, y>0, x<4, y<4, xy<2.
6) Seg maksimum for :y m i mengden S givet ved begraensningen :2+y %<1
7)  Seg maksimum for (1+y) \/m imangden S givet ved begrensningen
2x-x2-y%>0.
8)  Seg maksimum for sinx+cosy+cos(x-y) imangden S givet ved begraensningerne

x>0, y>0, x<2m, y<2m.

Opgave 10.7 (globalt minimum i lukket maengde)
En kasseformet tank skal konstrueres, s den fir et rumfang pa
2000 m’. Bund, sider og 1ag koster henholdsvis 4000 kr./m 2,

2000 kr./m? og 1000 kr./m ?. Dimensionér tanken siledes, at S
prisen bliver mindst, idet dog ingen af kanterne ma overstige - X

Y
20 m.
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Opgave 10.8 (2 variable, lokale ekstrema)

Opgaver til kapitel

Find alle lokale maksimums- og minimumspunkter for folgende funktioner:

) f(x,p) = x*+y2+xy,

2Y fGy)
3)  f(xy)
Y f(xy)
5 f(xy)
6)  Sf(x.y)
7 f(xy)
&  flx.y)
9  Sky) =
10)  f(x.y)
1) f(x.y)

Opgave 10.9 (tre variable, lokale ekstrema)

x 2yt +dxy,
xy+y?,
x2+y3+2x,
x3+y2-3x,
x2+2xy+2y3+5y2,
x*-8x2+dxy?+dy?,
xt+y?-2(x-p)%

2

1-x2-y2% +x2-2y2,

_*r
1+x2+y2’
2x 2y +xy2-6xy,

(x,y)eR?
(x,)eR?
(x,y)€R?
(x,y)eR?
(x,y)€R?
(x,y)eR?
(x,)eR?
(x,y)eR?
(x,y) € {(x,y)|x2+y2<1}
(x,y)€R?

(x,y)EIR2 .

Find alle lokale ekstremumspunkter for de folgende funktioner

1) f(x,y,2) = -2x2-2y2-22+2xy +2pz +8x -4y +2z -3, (x,y,2)eR3

2) f(x,y,2) = x3+3x2+2p%+22-yz,

3) f(x,y,Z) = x3+2x+y3+z3‘5xy2,

(x,y,z)€R3
(x,y,z)e]R3 .

Opgave 10.Eksam.19a (2 variable, vaerdimangde, 20 point)

10

Lad funktionen f vaere givet ved f(x,y) = %x2y2—4xy2—x2y+8xy i mengden

S ={(x,y)|xy21 AN0<x<8A0<y<2}.

Find verdimangden for funktionen f.
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Opgave 10.Eksam.23 (2 variable, verdimengde, 30 point)

Indledning. Veden foreliggende industriel proces reagerer et formalet fast stof med en veeske. Man har fundet, at for
en given begyndelseskoncentration q af fast stof vil den samlede procesomkostning z fortrinsvis athaenge af kornsterrelsen
X og omreringsintensiteten y, d.v.s. z = j;(x, ¥y) . Man er interesseret i for enhver fastholdt veerdi af q at finde i hvilken
udstraekning omkostningen z kan variere, nér x og y @ndres inden for visse graenser. I det folgende formuleres et abstrakt

matematisk problem af samme type.
Problem . Lad funktionen f vaere givet ved
f, () = 2x2+y?-2xy-2qx+2 imengden § = {(x,y)|0<x<1 AO<y<1}.
Bestem for enhver fastholdt vaerdi af q i intervallet [O;%] mindsteverdien a(q) og

storstevaerdien b(q) for funktionen £ og skitser grafisk, hvorledes a(q) og b(q) afhaenger af
q.

Opgave 10.Eksam.34 (2 variable, verdimangde, 30 point)

Indledning . En virksomhed skal bruge et 20 m® kasseformet bassin med lengde x<4 meter og bredde
20m>
xy

y<4 meter. Desuden kraves, at hgjden hejst ma veaere 2.5 meter, d.v.s. reagerer et formalet fast stof med en
vaeske. Man har fundet, at for en given begyndelseskoncentration q af fast stof vil den samlede procesomkostning z
fortrinsvis afhzenge af kornsterrelsen x og omreringsintensiteteny,d.v.s. 8m? < xy .Man ensker, at bestemme bassinets

20, 80
X

optimale dimensioner, idet det beregnede samlede varmetab S5gxy + (SI-enheder) skal vaere mindst mulig; q

er en fast veerdi, der angiver, hvor effektivt bassinet er overdakket. 1 det folgende formuleres et abstrakt matematisk

problem af samme type.

Problem . Find for enhver fastholdt veerdi af g €[0;1] et punkt (x,y), hvor udtrykket
20 80
Sqxy +— + —
y  x
antager sin mindstevaerdi i mengden {(x,y)|0<x<4 AO0<y<4 A8<xy!}. Skitser

herunder grafisk mindstevaerdien som funktion af q.

Opgave 10.Eksam.37a (2 variable, vaerdimangde, 25 point)
Lad funktionen f vare givet ved f(x,y) = In(x2+y2+1)- %x 2+y i maengden
S ={(x,y)|x2+y2<22 A y<0}. Find verdimangden for funktionen f.

Opgave 10.Eksam.42 (2 variable, globalt minimum, 20 point)
Lad funktionen f vare givetved f(x,y) = 4x2+y2-3xy
hvor § ={(x,y)|x>0 Axy>1 A x+y<4}. Find mindsteveerdien for funktionen f.

Forklaring.  Der onskes mindst mulig korrosion f(x,y) pa et anleg til kemisk produktion, idet x og y er
koncentrationer af 2 stoffer.  Spildevandsrenheden kreever x+y <4 mol/m® og produktionsmetoden krever
xy>1 mol’/m°.
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Opgave 10.Eksam.46 (2 variable, lokale og globale ekstreme, 25 point)

1) Vis, at funktionen f givet ved f(x,y) = (x2+y2)? -4x2 -8y? har 5 stationare punkter
og afger for hvert, om det er et lokalt maksimumspunkt, lokalt minimumspunkt eller
saddelpunkt.

2) Bestem derpé globalt maksimum og minimum for f(x,y) imangden
{(x,))eR? | x2+y?<16}.

Opgave 10.Eksam.55a (2 variable, globalt minimum, 25 point)
Find for enhver given fastholdt vaerdi af g€ ]0;00[ storstevaerdien (globalt maksimum) for

funktionen f givet ved f(x,y) = xy —qy-x? i mengden S={(x,y)eR?|x?2<y<1}.

Opgave 10.Eksam.58 (2 variable, globalt minimum, 25 point)
Lad S={(x,y)|y20Ay2<x<4}.
Find globalt minimum for funktionen f(x,y) =x2y(x+3y-5), (x,y)€S.

Opgave 10.Eksam.65a (2 variable, globalt minimum, 25 point)

£+X+£ =1 ,
a b c
hvor a>2,b>4 og c>5 Planen skarer

En plan har  ligningen

koordinatakserne i punkterne A, B og C (se figuren).
Koordinatsystemets begyndelsespunkt kaldes D.
Verdierne af a, b og ¢ enskes bestemt, saledes at punktet
P = (2,4,5) ligger pa planen gennem A, B og C, og

tetraederet ABC’s volumen V = —abc bliver mindst

mulig. Det oplyses, at der eksisterer verdier af a, b og ¢

med de enskede egenskaber.

Opgave 10.Eksam.77a (2 variable, veerdimengde, 25 point)
Lad funktionen f vare givetved f(x,y) = 2x2-In(x-y)+y, imangden
S={(x,y)|xy=> % AO0<x<1 A0<y<2}. Find vaerdimangden for funktionen f.
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Opgave 10.Eksam.83a (2 variable, minimum, 30 point)

Find globalt minimum for funktionen

f(x,y) =y -5Arctan(2y) + x> - 3x + lim 1 - cosh(Arcsin?)

20 1-y1-#2

i den skraverede lukkede maengde S givet pa figuren.

Opgave 10.Eksam.100 (2 variable, differential, lokalt ekstremum, Taylorpolynomium, 30 point)

En funktion H(p,T) har differentialet dH = (Arctanp +q*T)dp +(2-2p+4T)dT ,

hvor q er en ukendt konstant.

1) Find q.

2) Find med mindst 2 betydende cifre et stationert punkt (p*,T7*) for H(p,T).
(Husk at anfere mellemregninger).

3) Underseg, om (p*,T*) er et lokalt maksimumspunkt, lokalt minimumspunkt eller
saddelpunkt.

4) Find det 2. Taylorpolynomium H (p,T) for H(p,T) medudviklingspunkt
(py,T,) =(0,0), idetdetoplyses,at H(0,0)=1.

Opgave 10.Eksam.108 (2 variable, globalt minimum, 30 point)

Lad funktionen f vere givet ved f(x,y,z) = 10,4,4 , hvor (x,y,z) € § , ogSergivet
z y

ved begraensningerne xyzz =10 , 0<x<4,0<y<4,0<z<10 . For at reducere

opgavens omfang oplyses, at minimum ikke findes péd randen y =4 .

Opgave 10.Eksam.117 (2 variable, globalt maksimum og minimum, 30 point)
Find globalt maksimum og globalt minimum for funktionen f givet ved '(x,y) = xp-2>" ,
hvor (x,y) € §={(x,y) | x20 Ax-4<y<2}.
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Opgave 10.Eksam.145 (2 variable, globalt minimum, 20 point)
Lad en funktion f vere givet ved f(x,y) = 3x3-xy2+3y2-12y . Find mindsteverdien

for f pA mengden S givet ved begraensningerne 0 <x<3 A 0<y<5 .

Opgave 10.Eksam.163 (2 variable, lokale ekstrema, 15 point)
a) Find samtlige stationzre punkter for funktionen f(x,y) = x2%y - 2x2 - % yh+ % y2.

b) Betragt de stationere punkter (x,y) for hvilke y<0. Afgor for hvert af disse punkter,

om punktet er et lokalt maksimumspunkt, et lokalt minimumspunkt eller et saddelpunkt.

Opgave 10.Eksam.176 ( stationazre punkter, Taylorpolynomium, globalt ekstremum, 25 point)
Lad der vaere givet funktionen f(x,y) = In (x 2422+ %) -x%-8y2.

a) Find samtlige stationere punkter for f.

b) Find det andet Taylorpolynomium for f udfra (0,0).

c¢) Lad S vare omradet pa eller inden for ellipsen x2+8y? =4,

Find sterstevaerdi og mindstevardi for f 1 mengden S.

Opgave 10.Eksam.188 (2 variable, globalt minimum, 15 point)

Lad der veere givet mengden S = {(x,y)eR? | (x-1)2+y2>1 Ax2+y2<4},
a) Skitsér mengden S.

b) Find mindsteverdi pd S for funktionen f givet ved f(x,y) = %x Svy2ox.

Angiv ogsé, hvor mindstevardien antages.

Opgave 10.Eksam.209 (2 variable, globalt ekstremum, 20 point)

Bestem storste- og mindstevardi for funktionen S
f(x,y) = xt+xp?+y?

pa den skitserede maengde S ={(x,y)|x*+y2<80}.

Opgave 10.Eksam.215 (2 variable, lokale ekstrema, 15 point)

Find de stationzre punkter for funktionen f givet ved f(x,y) = (x2-y)? +2x? - % y? og

afgor for hvert, om det er et lokalt maksimumspunkt, lokalt minimumspunkt eller saddelpunkt.
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Opgave 10.Eksam.225 (2 variable, globalt maksimum, 25 point)

Lad der vere givet mengden S={(x,y)|x20Ay>20Ax+y<6}.

a) Skitsér ved skravering punktmangden S 1 et koordinatsystem.

b) Find sterstevaerdieni S for funktionen f givet ved f(x,y) = Se (-5 +20-3)+20)
Angiv ogsd hvor sterstevaerdien antages.

Opgave 10.Eksam.230 (2 variable, lokalt ekstremum, 15 point)

Der er givet funktionen f(x,y) = x2y -2x2-2y2+4y, (x,y)eR2.
a) Find samtlige station@re punkter for f.

b) Undersog, om f har lokalt ekstremumi (0,1).

Opgave 10A.1 (globalt ekstremum i &ben mangde)

1) Seg minimum for x2-4x+2y2%+6 imengden RZ.
2) Seg maksimum for (x2+2y%)e* "  imangden R2.
3) Seg minimum for x2+y2+e® imengden R2.
4) Seg maximum for — 43 imengden RZ2.

1+xz+y2
5) Seg maximum for In(4-x2-y2)+x-y imaengden S={(x,y)|x2+y2<4}.

Opgave 10B.1 (Lagranges metode)
Idet det pa forhand vides, at det enskede ekstremum eksisterer, skal Lagranges metode anvendes til at lagse

folgende optimeringsproblemer.

1) Seg minimum for (x2+2p?), imaengden S={(x,y)|x2+y%=1}.

2) Seg minimum for ((x-1)2+y?), imaengden S={(x,y)|y2-4x=0}.

3) Seg maksimum for (x3+18y?), imaengden S={(x,y)|(x+9)*+y?=25}.
4) Seg maksimum for (4xye '2"2"”2), imaengden S={(x,y)|2x%+y?=4}.

5) Seg maksimum for (x-2y+2z), imaengden S={(x,y,z)|x2+y2+z2=1}.

6) Seg minimum for (x+y2+3yz+5z2), imaengden S={(x,y,z)|x2+y2+z2=1}.

7) Seg minimum for (x12 +x22 +x32 +x42), i maengden S givet ved begrensningerne

X, X, - X +2x, =4

X, +x,+3x,- x,=9 .

Opgave 10B.2 (Lagranges metode)

En spidsbundet beholder uden lag har sider af form som en ret cylinder med
radius r og hegjde a. Bunden har form som en kegle med radius r og
hojde h (se figuren). Beholderen skal have et rumfang pd 9 m®. P4 forhind

vides, at der eksisterer vaerdier af r, h og a, si beholderens overflade bliver

mindst. Find disse vaerdier f.eks. ved Lagranges metode.
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Opgave 10B.3 (Lagranges metode)
Det i opgave 10B.2 stillede problem skal nu lgses, idet den eneste forskel er, at beholderen nu har et lag af form

som en cirkelskive.

Opgave 10B.4 (Lagranges metode)

En 27 m® beholder (uden 13g) skal have form som et 3 m langt ret prisme med trapezformet tvarsnit (se

2

figuren). Trapezets areal er T =b-s-sinv - s~“sinv-cosv, og beholderens volumen er V=37, hvor b,

S 0g V er angivet pd figuren.

Pa forhdnd vides, at der eksisterer veerdier af b, s og v, sd beholderens overflade (bund + sider) bliver mindst.

Find disse veerdier ved Lagranges metode.

Opgave 10B.Eksam.73 (Lagranges metode, 20 point)
Find det globale maksimumspunkt for funktionen  f(x,y) = x3+36y,  (x,y) € {(x,y)|x%+y2<25}.

Opgave 10B.Eksam.128 (Lagranges metode, 15 point)
Vi betragter funktionen f(x,y) = x+6y , og underkaster f den begrensning, at (x,y) skal opfylde
ligningen x2+2xy+3y2 = 9 . Det oplyses (skal altsi ikke vises), at f med denne begransning antager savel

en storste- som mindstevardi. Find disse.

Opgave 10C.1 (linezr programmering)

1) Seog minimum for 3x-4y imengden S givet ved begraensningerne -y >0, x+y<2, x-2y<(

2) Seg minimum for 2x+y 1imangden S givet ved begrensningerne +y=>1, 2x+4y >3, x>0, y>(
3) Seg maksimum for 3x+4y imangden S givet ved begrensningerne <x<3, 0<y<4, x+y<5

4) Sgg minimum for 2x-y 1mangden S givet ved begrensningerne >2, 2x-y+1>0, 4x+y-16 <(

Opgave 10C.2 (linear programmering)
Et erneringsprodukt skal blandes af to rdvarer R, og R, . Ravarernes pris samt indhold af 3 neringsstoffer
A,B og C er:

Révare R, Révare R,
Pris kr./ton 2000 4500
Enheder af neringsstof A/ton 16 24
Enheder af naeringsstof B/ton 4 2
Enheder af neringsstof C/ton 2 9

Den fardige blanding skal totalt indeholde mindst 80 enheder A, 12 enheder B og 16 enheder C.
Find den billigste blanding.
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Opgave 10C.3 (linezr programmering)
En virksomhed skal beplante nogle arealer og kan valge mellem to typer beplantning A og B, eventuelt en
kombination af disse. Type A og B giver et overskud pr. hektar pa henholdsvis 2500 kr. og 6000 kr. Af

nedenstdende skema fremgéar, hvad beplantning af 1 hektar kreever af maskiner og omkostninger.

1 hektar beplantet 1 hektar beplantet
med type A med type B
Antal maskindage 1 4
Omkostninger i kr. 1000 2000

I den for beplantning gunstige sason er der hgjst 160 maskindage til rddighed, og virksomheden vil hejst betale
110000 kr. for arbejdet. Antallet af hektar er sa stort, at det kan betragtes som ubegrenset. Find det maksimale

overskud, samt det antal hektar der skal beplantes med henholdsvis A og B for at opna dette overskud.

Opgave 10D.1 (1 variabel, numerisk ekstremumsbestemmelse)
Bestem tilnermede verdier (3 decimaler efter decimalpunktum) for

1) det globale minimumspunkt og minimum for funktionen f i intervallet [1;5] pa grundlag af

funktionstabellen

L s s . s ]

fx) || 5000 0000 1.000  12.000  48.000 ||

2) det globale minimumspunkt og minimum for funktionen f 1 intervallet [0;2] pa grundlag af

funktionstabellen
X 0 0.5 1 1.5 2
f(x) 3.000 0.563 -2.000 -2.500 3.000

3) det globale maksimumspunkt for funktionen  f(x)=14x-x2-4x-In, x€[1;5] pa grundlag af

funktionstabellen

X 1 2 3 4 5

f(x) 13.000 18.455 19.817 17.819 12.811

4) det globale maksimumspunkt og maksimum for funktionen f(x)=(x-3)?(x+2)Inx, =x€[1;2] pa

grundlag af funktionstabellen

X 1 1.25 1.5 1.75 2.00

f(x) 0.000 2.221 3.193 3.279 2.773

5) det globale minimumspunkt og minimum for funktionen f(x)=x2+20-2"* , xeR pa grundlag af en

funktionstabel med heltallige x-veardier.
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Opgaver til kapitel 10

Opgave 10D.2 (2 variable, numerisk ekstremumsbestemmelse)
Bestem tilnzermede verdier for det globale minimumspunkt

1) for funktionen f(x,y)=x2+2y%+20-2"*7 imangden S={(x,y)|0<x<2 A 0<y<2} pé grundlag af

tabellen

y

2.0 13.000 10.750 10.250 10.870 12.313
1.5 11.571 8.286 7.268 7.634 8.942
1.0 12.000 7.250 5.500 5.500 6.625
0.5 14.642 7.821 5.036 4518 5.384
0.0 20.000 10.250 6.000 4.750 5.250

0 0.5 1 1.5 2 X

2) for funktionen f(x,y)=2x3-2y3+3x2y-3xy2-20x2+25xy+58y2-94x-452y+1188 i mangden
S={(x,y)|3<x<6 A 4<y<7} pagrundlag af tabellen

Y
7 45 60 125 252
6 12 20 72 180
5 5 0 33 116
4

36 12 20 72

Opgave 10D.3 (numerisk minimumsbestemmelse)
Regn opgave 10.D2, spm. 1 ved algoritme I i appendix 10.2. (Programmérbar lommeregner eller edb er
nedvendig).
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11 LOSNING AF LIGNINGER,
IMPLICIT GIVEN FUNKTION

11.1 EN LIGNING MED EN UBEKENDT

At lese en ligning f(x)=0 1 et givet interval I, vil sige at finde samtlige vardier
(radder)

x*el, forhvilke f(x*)=0. Eksempelvis har ligningen 2x-3=0 roden x*= 2 Eksem-
pel 11.1 viser nogle ligninger, hvor det er muligt ved passende ensbetydende regninger at finde
samtlige eksakte rodder. Lesning af n'te gradsligninger blev omtalt i bind 1 kapitel 5.

Eksempel 11.1. Eksakte losninger.
Los ligningerne

1) sin2x = 1
2

2) 2/x+7+x-8 =0

3) 4-2%'1-5.3%-5.2%2_3%1 = ¢,

LOSNING: A
1) sin2x = 1
2
< 2x = —%+2p1‘|: \% 2x=7%+2pn
T T >
= x=-—+pn V x=-——+pmu
2 ? o 7

22yx+7+x-8=0 = 2yx+7 =8-x .
yx+7 erkundefineret for x+7>0 < x>-7.
Da 2yx+7 >0, folgerdetafligningen, atogsd 8-x>0, dvs. x<8.

Vi har derfor, at ligningen kun kan have redderi D ={x|-7<x<8}.
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11.1 En ligning med én ubekendt

I D gelder:

2vx+7 = 8-x A= 4(x+7) =(8—x)2 < 4x+28 =64+x2—l6x

2— -
L —1 x2_20x+36 =0 g ¥ = 20+ 2(; 4-36
< x=18 V x=2 < x=2 da 18¢D.

3) 4-2%"1-5-3%-5.2%2_3%"1 = ¢

o  4:2%21-5.3%_5.2%.22_3%.371 _

o 2¥[g-2| 3x[s.l] Z o
4 3

o @PZ-Erls o (i—] et (3

Edb-lgsning.

finder programmet séledes kun én rod:
> solve(sin(2*x)=-1/2,x);
1
127

20+ 16
X = —
2

A4

Anvendes Maple, kan man ikke veare sikker p4, at programmet finder redderne. I ligning 1

De ovrige uendelig mange redder ma man selv finde ud fra f.eks en enhedscirkel.

Ofte er det ikke muligt at finde eksakte losninger. Lad os
eksempelvis betragte ligningen 6x +Inx =0. Det er her umuligt
at isolere x og ad denne vej finde en rod. Vi vil imidlertid vise,
at der eksisterer en rod. Lad f(x)=6x+Inx. Da

f(0.1)= -1.7<0, f(1)=6>0, og f er kontinuert, mé der
vaere mindst én rod i det mellemliggende interval ]0.1;1[ (se
figuren). (Da f(x)=6 LR 0, er f(x) voksende,
dvs. f(x) =0 har netop én rod.) *

Der findes en lang rackke metoder til med tilnaermelse at finde en rod. I det felgende er angivet

to metoder, som begge kan programmeres, idet de angiver en bestemt procedure, hvorved man
kommer fra én tilnermelse af roden til den naste. En tredie metode er angivet i supplement
11A, og algoritmerne for endnu flere metoder kan findes i appendix 11.1.
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Lgsning af ligninger, inplicit given funktion

Newtons metode

Vi sgger en rod til ligningen f(x) =0. Forst velges
et startpunkt x,, som ikke md ligge alt for langt fra
roden. Geometrisk bestdr metoden nu i, at man tegner
tangenten til f(x) i punktet (xo, f (xo)) (se figuren).
Den skearer x-aksen i et punkt x;:

B CD
1 0 f,(xo)

som sadvanligvis vil ligge tettere ved den segte rod

(bevises i det folgende),

end ;, Nu tegnes tangenten i punktet x,, f' (xl)) Dens skaring med x-aksen kaldes
x
( Xy =X~ %) , og ligger oftest endnu tattere ved den sogte rod. Séledes fortsattes,
X1

indtil det skennes, at tilnzermelsen "x," ikke mere a@ndrer sig indenfor den nejagtighed,

hvormed roden onskes bestemt.

f(x)

Bevis for formlen x, = x, _m - Tangenten til grafen for f i punktet (xo, f (xo)) har ligningen
0

y-f(xy) =f (xy)(x-x,). Indszttes x=x; og y =0 iligningen, fis

) (
Fxg) = F ) -x) S x, =%, - j{,é’o)) .

Eksempel 11.2. Newtons metode.
Find en positiv rod med mindst 2 betydende cifte til ligningen 6x +1nx =0.

LOSNING:
] 6x, +Inx,
Idet f(x)=6x+Inx, bliver Newtons formel x, = x, - n
Velges startpunkt x, =1, fis 6+ =
0
x =1--0 -1 _ o142
6+1 7
6l + lnl
x, = L- 7 - 02266
7 6+7
x, = 0.2266 - 6-0.2266 +1n0.2266 _ 0.2386
1
6+
0.2266
x, = 0.2386 - 6-0.2386 +1n0.2386 _ 02387 .
1
6+
0.2386
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11.1 En ligning med én ubekendt

Da resultatet nu er stabilt med 3 betydende cifre, er roden 0.24. Det er vigtigt, at

startpunktet ligger tet ved roden. Havde vi nemlig valgt x;,=3, blev
x =3 - 66172;‘;3 - ~0.0156, og da vi ikke kan tage In(-0.0156), ville metoden

gd 1 sta.

Edb-losning I programmet Maple kan en numerisk losning i intervallet ]0;10[ findes pa folgende made:

> fsolve( 6*x+In(x)=0, x=0..10) ;

2387341293

Fixpunktsmetoden

DEFINITION af fixpunkt. Etpunkt x* kaldes et fixpunkt for en funktion F, hvis det afbildes
overisig selvaf F, dvs. hvis 0" =F(x").

Eksempelvis er 1 et fixpunkt for x2, da 1=12,

Omformning til fixpunktsproblem. Ligningen f(x)=0 omformestil x =F(x). Dettekan

sedvanligvis ske pd mange mader. Eksempelvis kan ligningen 6x +Inx =0 omformes

6x

til x=- llnx eller x=e~ I dette tilfzelde vil kun én af omformningerne fore til en rod.

I supplement 11A forklares, hvornar metoden virker.

Segning af fixpunkt. Indsattes et startpunkt x, i F(x), fis x, =F(x;). Hvis x =x,,
er roden fundet. Ellers indsettes nu x;, i F(x). Vifir x,=F(x;). Igenvil x,=x,
vise, at roden er fundet. Ellers indsattes x, 1 F(x) osv. Nar det er klart, at de fundne x-
verdier ikke indenfor den enskede ngjagtighed kan forbedres ved yderligere gentagelser, er
roden fundet. Bliver resultatet ikke stabilt, vil man hurtigt opdage det, og man ma sé preve nye
startpunkter og/eller nye omformninger af ligningen.

(Bemark, at Newtons metode falder ind under fixpunktmetoden: f(x) =0 omformes
til x=x- & )
S (x)

Eksempel 11.3. Fixpunktmetoden.
For ligevaegten 280, + 0, 2 280, kan man ud fra en ra&kke oplysninger finde, at
"om-s@tningsgraden" er o = %, hvor x er bestemt af
4x2(100 -x)
(8-2x)%(12.9 -x)

= 1703, 0<x<4.

Find veerdien af x med 3 betydende cifre.
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Lgsning af ligninger, inplicit given funktion

LOSNING:
Omformning til fixpunktsproblem. Da breken skal vere sa stor som 1703, ma taelleren

vaere meget storre end nevneren. Den eneste mulighed er, at 8-2x = 0, dvs. x = 4.
Det er derfor hensigtsmeessigt at omforme ligningen til x =4 +led, hvor "led" sa er et

lille korrektionsled.

Vi far
2 _ 2 -
4x7(1007%)  _ y793 = Ax7U007%) _ 175352y
(8-2x)?(12.9-x) 12.9 -x
2 _ -
o (4-x)2 =2 (100 -x) o 4y =y 100 -x
1703 (12.9 -x) 1703 (12.9 -x)
o oy =4-4 100 -x ‘
1703 (12.9 -x)
. o . 100 -4 _
Segning af fixpunkt. Sattes :=4 fis : = 4-4 = 3.6817
1703 (12.9-4)

Settes x =3.6817, fas x, =3.7116 .
Sattes x =3.7116, fas x, =3.7089 .
Settes x =3.7089, fas x, =3.7091 .
Vi har felgelig, at rodener x =3.709 = 3.71

11.2 NEWTONS METODE FOR 2 LIGNINGER MED 2
UBEKENDTE

Antag, at ligningssystemet

f(x,y)=0 0
g(x,y)=0
har mindst én lesning (x,y). Forst valges et startpunkt (x,,y,), som ikke md ligge alt for

langt vaek fra en lesning. Derpéa lineariseres ligningssystemet omkring dette punkt ved, at

f og g hver erstattes med deres 1. Taylorpolynomium med udviklingspunkt (x,,y,):

F(Foo30) + g—f(xo,yo)-(x—xo) e L2390 (- = 0
X dy )

0 5
g (Xg,70) * a—f(xo,yo)-(x—xo) + a—f(xo,yo)-(y ~¥) = 0
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11.2 Newtons netode for 2 ligninger nmed 2 ubekendte
Geometrisk betyder det, at de to flader givet ved z =f(x,y) og z=g(x,y) er blevet erstattet
med deres tangentplaner i punkterne (xo Vor S (xo,yo)) og (xo Yor & (X, ,yo)) , henholdsvis.

Det lineariserede ligningssystem (2) har lesningen (x,,y,) givet ved

f(xo,yo)-%(xo,yo) = D w9080
y dy

X, = Xy -
d ) 0 d
Cil (gsY0) 2E(xg,70) - —f(xo Vo) £ (%4,7,)
Ox oy dy ox
3)
0 0
20i070)" Loy0) — 2 xg30) Fg¥0)
B ox ox
Vi =Y ~

d d ) d
_f(xo Vo) _g(xo Vo) - _f(xo Vo)’ 8 (%05Y0)
Ox oy dy Ox

forudsat, at brokernes nevner ikke er 0. Det nye punkt (x,,y,) vil sedvanligvis ligge tattere
ved en losning, end (x,,y,). Derfor indsettes (x,,y,) 1 stedet for (x,,y,) 1 hejresiderne
af (3). Herved fés et nyt punkt (x,,y,), der igen kan indsettes i hejresiderne af (3), osv.,
indtil det skennes, at den tilnermede losning (x;,y;) ikke mere @ndrer sig inden for den
ngjagtighed, hvormed en leosning enskes bestemt. Er dette ikke sket efter beregning af 10-20

punkter, vil man ofte starte forfra med et nyt startpunkt. Det kan man ogsa gere for at se, om

der skulle vaere andre lgsninger.

Eksempel 11.4. Newtons metode for 2 ligninger med 2 ubekendte.
Find en losning (x,y) til ligningssystemet
Xy - e* ¥ =0
Xx-y+e =0,

hvor -1<x<1 og O0<y<2.

LOSNING:
Vi har
f(x,y) = xy -7, /A y -, /A +2e" W,
ox ay
g(xy) = x-y+re™, % _ -2xye™7, 98 _ ] _x2e
ox ay

Indseettes disse udtryk i formlerne (3), fas
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Lgsning af ligninger, inplicit given funktion
X0~2)p 2 'x02 Yo %0 =2¥p "‘02 Yo
XoYo — € | -1 -x5e - {x, +2¢ "\ Xo-Vo €

2 2
()'0 - ex"_zy")-( -1 —xoze_x"y") - (xo +26x0_2y0)‘( 1 —2x0yoe_x°y°)

(3a)
2 2
(xo Vot e_xoyo) '()’o - exo—ZyO) - ( 1 = 2x0y, e_xoyo) '(xoyo - exO—Zyo)

(J’o - ex"_zy")'( -1 —xoze_x"zy") - (xo + 2ex°_2y°)°( 1- 2x0yoe_x°2y°)

Der velges et startpunkt, f.eks. (x,,¥,) =(0,0.8). Ved indsattelse i formlerne (3a) fés
den forbedrede losning (x,,y,) =(0.1209, 1.1209). Nu indsattes (x,,y,) i stedet for
(x9>¥y) 1 hejresiderne af (3a). Herved fds et nyt punkt
(x,,y,) =(0.1131223081, 1.099256985), der igen indszttes pa hejresiderne i (3a), osv.:
(x5,y;) =(0.1130779117, 1.099122161),
(x4,y,) =(0.1130779103, 1.099122157),
(x5,y5) =(0.1130779103, 1.099122157) .

Y1 = Vo ~

Da resultatet nu er stabilt med 10 betydende cifre, er en lesning bestemt med denne

ngjagtighed ved blot 4-5 skridt med Newtons metode.

Edb-lgsning I programmet Maple kan en numerisk losning findes pé folgende méde:
> fsolve( {x*y-exp(x-2*y), x-y+texp(-x"2*y)}, {x,y}, {x=-1..1,y=0.2});
{x=.1130779104, y = 1.099122157 }

11.3 LIGNINGEN f(x,y) =0

Hver af ligningerne y = cosx +e* og y = 2

x -2 sigesat give y eksplicit som funktion
af x, idet ligningerne er af typen y =g(x), hvor g er en funktion af x. Iingeniermessige
problemer vil sammenh@ngen mellem to sterrelser ofte blive udtrykt ved en ligning
f(x,y) =0, hvor y ikke erisoleret. Lad os eksempelvis betragte ligningerne
2x-3y-6 =0 (1)
x2-y2-4=0 (2)
xy-e*” 0 (3) .

Det ses umiddelbart, at 1 tilfelde (1) vil der til enhver x-verdi vare (hgjst) én y-vardi, som

tilfredsstiller ligningen. Man siger i et sadant tilfelde, at ligningen 2x-3y-6 =0 bestemmer
y implicit som en funktion af x. Isoleres y, dvs. y= Ex -2, er y eksplicit givet som

funktion af x.
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11. 3 Ligningen f(x,y)=0

I tilfelde (2), hvor grafen er en cirkel med radius 2, bestemmer ligningen ikke y som en
implicit given funktion af x for alle xeR, da der til en verdiiintervallet ]-2;2[ svarer
to y-veerdier. 1 tilfzlde (2) er det muligt at isolere y (y =Z%4/4-x2), mens det kan vises,
at dette ikke er muligt 1 tilfelde (3). Om ligning (3) bestemmer y som en implicit given

funktion af x kan vi ferst vide efter en nermere undersogelse (se eksempel 11.5).

DEFINITION af implicit given funktion. Lad der veere givet en ligning f(x,y) =0 ien
meengde S af xy-planen, oglad S, betegne projektionen af S pd x-aksen (sefigur 11.1). Lad
endvidere ligningen f(x,y) =0 forethvert punkt X€S§, have netop én y-veerdi y(x) som
losning, hvor (x,y(x))€S. Ligningen f(x,y)=0 siges da inden for S atfastleggey som
en implicit given funktion y(x) af x.

Fig. 11.1. [den skraverede meengde S fastlcegger
ligningen  f(x,y)=0 en funktion
y(x).

Lad os eksempelvis betragte ligningen (2) S
x2+y?-4 =0 i mangden

S={(x,y)| -2<x<2 Ay=>0}, se figuren. I dette \
tilfzelde vil ligningen (2) inden for S fastlegge y som en

v
—

(S}
%)
2

implicit given funktion af x for x€§, =[-2;2]. _ v

Det folgende eksempel 11.5 vil vise, hvorledes man i mere indviklede tilfelde afger, om en
given ligning bestemmer y som en implicit given funktion af x, og hvorledes man iovrigt

matematisk behandler en sddan funktion.
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Lgsning af ligninger, inplicit given funktion

Eksempel 11.5. Ligningen f(x,y)=0.

142

En vilkérlig ofte differentiabel funktion y=~h(x) er givet implicit ved
ligningen

xh(x)-2:€2*7" =0 foralle x>0, eller kortere ved ligningen

xy-2e¥V=0 . (1)

1) Find A(1).

2) Tegn grafen for y(x) iintervallet [0.1;3].

3) Find A'(1), A"(1) og A"(1).

4) Find det 3. Taylorpolynomium for y(x) med udviklingspunkt 1.
5) Find en approksimerende funktion y(x) iintervallet [0.1;3].

6) Vis,atligningen xy-2-€**7?=0 imangden §={(x,y)eR?*|0<x} fastleggery somenimplicitgiven
funktion y(x).

LOSNING:

1) Funktionsverdi. Indsattes x=1 i ligning (1) fas ligningen y-2-¢2>=0. Denne

ses at have lesningen y =2, dv.s. A(1)=2.

2) Graf. Der indszttes forskellige x-vardier i ligningen y-2-¢2"» =0, oghver gang

findes den tilherende y-vardi ved numerisk2 rodsegning. Benyttes Newtons metode,
Xo—¥;
Xy y; -2
01

vilvifor x=x, f& y, =y - v~
0N
X, +2-€

Sattes |, = 1.5 synes det rimeligt at veelge startpunktet y, =2, dajo h(1)=2 .
Vi finder folgende vaerdier 2, 2.3512, 2.4075, 2.4086, 2.4086.
Vihar altsd, at for x=1.5 er y=241.

P& denne made fas folgende tabel:

x || 0.1 0.5 1.0 1.5 20 3.0

y || 2.34 1.80 2.00 2.41 2.93 4.17

Efter afbildning af tabelpunkterne kan grafen tegnes:



11. 3 Ligningen f(x,y)=0

(U9

[N

0 | 2 3

Edb-lgsning. [ Maple kan grafen for A tegnes ved ordren
> with( plots ) ;
> implicitplot( x*y-2*exp(2*x-y)=0, x=0.1..3, y=0..4 ) ;

3) Implicit differentiation. Lad 7(x) = xh(x)-2-¢%* " hvor V(x) er venstre side af
ligning (1). Da h er vilkarlig ofte differentiabel, er ogsa funktionen V(x) vilkarlig
ofte differentiabel, og V/(x) = h(x) + xh/(x)-2-e2*""-(2-h/(x)). Ifelge ligning (1)
er V(x)=0 for alle x>0. Heraf folger, at V/(x) =0 for alle x>0, d.v.s.
h(x) + xh/(x)-2-e> "M (2-h/(x)) = 0 foralle x>0.

Indsettes x =1 samt h(l) =2 frasporgsmal 1, fés
2 +h’(1) -2-¢272:(2-n/(1)) = 0, som giver A'(1) = 2,

3
Ved differentiation af ¥/(x) =0 fas dernzst
Vi) = k() + hix) + xh"(x)-2-e* (2= h/x)P- h'(x)) = 0
geeldende for alle x>0 .

Indsettes x=1, h(1)=2 og h'(1) = 2

>, s R - 20

Ved differentiation af  V”(x)=0 og indsattelse af x=1, h(1)=2,
B(1) = % og h'(1) = i—g fas analogt k(1) = - 22

81
. / 2 I 20
4) Taylorpolynomium. Idet x=1, h(1)=2, h'(1) = 3° h (1) = —
2 = (-2)
B(1) = f fas y = h(x) = +—(x 1 +£(x )%+ 81 (x-1)3

46y 46 3,76 o 52, 370

224 20e-1) + 2 (r-1)2- -
3 27 243 23" Tl TRl 243
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Lgsning af ligninger, inplicit given funktion

5) \pproksimerende funktion Ud fra tabellen i speorgsmal 2 dannes f.eks. en

polynomium-approksimation ~ y(x) = -0.079x3 + 0.63x2 - 0.41x + 1.86  med
kollokation for x =0.5, 1.0, 2.0, 3.0 (enskes stor negjagtighed, md der beregnes
flere og nejagtigere tabelverdier, hvorefter der f.eks. kan dannes en splinefunk-

tion).  Polynomiet minder meget om det, vi fandt i spergsmal 4.

y
4 Ve 4l //
// //
3.5 yd 1 ;
. 35 ) S/
- //'/ ya
] A yd
y3 e y 3 e
7 <
25] - 2] e
| // y //
2 \ -~ \ e
. -~ 2 -
e k__}-ﬂ’f/
05 1 15 2 25 3 05 i 15 2 25 3
Graffor hog Taylorpolynomium (h overst). Graf for h og kollokationspol. (h
overst.)

6) Eksistens af funktion. Visztter xy-2-€**7=0.
Lad X, vere en vilkérlig fastholdt positiv veerdi af x.
Idet
® f(x,,y) antager positive verdier, da feks.  f(x,,y) = oo for y = oo,

® f(x,,y) antagernegative vardier, da f.eks. f(x,,y) = -o for y = -oo0,
®  f(x,,y) erenkontinuert funktion af y,
ma ligningen f(x,,¥) =0 have mindst 1 rod.
Idet yderligere
®  f(x,,y) erenmonoton funktion af y, da if(xo,y) =X, + 2.7 > ,
ma ligningen f(x,,y) =0 have netop 1 rod.
Dermed har vi vist, at ligningen f(x,y) =0 i S fastlegger en implicit given funktion y(x).

Implicit-satningen
Den folgende sztning, som nzvnes uden bevis, kan tjene til at afgere, om en ligning

f(x,y) =0 lokalt fastlegger y som en funktion af x.

SATNING 11.1 (implicit-scetningen,).

1) Lad f(x,y) have kontinuerte partielle afledede til q'te orden (q>1) ien aben mengde S,
2) lad (xy,y,) vereetpunkti S, for hvilket f(x,,y,)=0, og

3) lad g_f £0 ipunktet (xy,,).

Sd eksisterer der et rektangel med (x,,y,) som midtpunkt, sddan at ligningen f(x,y)=0 i
rektanglet fastleegger y som en implicit given funktion y(x) med kontinuerte afledede
y(x), y(x),...., yD(x) til q'teorden.
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11. 3 Ligningen f(x,y)=0

Satningen er en typisk "omegnssatning", idet den ikke siger, hvor stort rektanglet kan veelges.

Fig.11.2. [rektanglet fastleegges netop én y-veerdi
for hver x-veerdi.

Eksempel 11.6. Implicit-setningen.
Vis, at ligningen xy-2-e2*” =0 i et rektangel med (1,2) som midtpunkt fastlegger

vy som en implicit givet funktion y(x), der er vilkarligt ofte differentiabel.

LOSNING:

1) f(x,y) =xy-2-e?*7¥ har kontinuerte partielle afledede af vilkarlig hoj ordeni R?2,
2) (x,y)=(1,2) tilfredsstiller ligningen, da 1:2-2-e272=0, og

3) g—f —x+2-¢%7=3 %0 ipunktet (1,2).

y
Ifolge implicitseetningen vil ligningen xy-2-e2*” =0 derfor opfylde det enskede.

Differentiation af en implicit given funktion. Man kan ved implicit differentiation i konkrete
tilfelde finde y (x),y (x) osv. sédledes som det er vist i eksempel 11.5. Vi vil her udlede
nogle formler, hvor y (x) og y “(x) bliver udtrykt ved de partielle afledede af f.

I et rektangel hvor ligningen f(x,y) =0 ifelge implicit-setningen fastlegger y som en
implicit given funktion af x, og hvor W # 0, gelder

/A
LA - ()
&y
oy
Er eksempelvis f(x,y) =xy-2-€%*7, haves g—f =y-4-e¥*7V og %f =x+2-e¥7V,
X y
Den ved ligningen f(x,y) =0 bestemte implicitte funktion vil da i punktet (x,y) =(1,2)
—4.00
have y (1) = - 2-4e 2 (jevnfer eksempel 11.5).
1+2-¢% 3
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Lgsning af ligninger, inplicit given funktion

Med de samme foruds@tninger geelder

G_Zf(g)z_za_vgma_%f(gy

d_zy _ ox2\ oy Oxdy ox dy gy?\ ox . o)
dx2 (g) 3
oy
Er eksempelvis  f(x,y) =xy-2-e**7¥, haves §—§ =y-4-e¥7V, g—f =x+2-e¥7,
i -8-eXY, O _y +4-eY P o peery Den ved ligningen
ox 2 oxdy dy 2

f(x,y) =0 bestemte implicit givne funktion, vil da i punktet (1,2) have
-8-e%(1+2-¢°)* - 2(1 +4-¢°)(2-4-¢°)(1 +2-¢°) - 2-e°(2-4-¢°)* _ 20

“(1) = - .
y (1) (1+2-e°)3 27

Bevis for formel (1). Indszttes y=y(x) i f(x,y), fis" "nulfunktionen" f(x,y(x))=0, dvs.funktionen er

nul for alle x€S§,. Differentieres denne nulfunktion med hensyn til x ved hjzlp af kaedereglen

df_of dc , O dy -, o &
G S & SY g x=1, s L)+ Ly -0. I
d oxd opdt xaf B g ™) ay(xy(x))dx (12)
Da g#O, fas d Ox

- = - , hvilket skulle bevises.
oy dx of
dy

Bevis for formel (2). Differentieres (la) videre ved hjelp af keedereglen, fas

if+26_2fﬂ+a_2f[ﬂ)2+%d_2-z=0. (2a)
y dx

2
Indszettes udtrykket (1) for % iligning (2a), fas det enskede udtryk ved isolation af d—f .
dx

o2 Oxdy dx dy? dx

11.4 LIGNINGEN f(x,y,z) =0

Vi betragter ligningen f(x,y,z) = 0 i en

» N

mangde S af xyz-rummet og lader S,
betegne projektionen af S pa xy-planen (se
figur 11.3). Lad ligningen f(x,y,z) = 0 for

cthvert (x,y)€S,, have netop én z-veerdi

z(x,y) som lesning. Man siger da, at z er

S (x,2)=0
> YV

implicit givet som en funktion z(x,y) af x

A )

- -

Fig. 11.3. [ mceengden S fastleegger lignin-
gen f(x,y,z) =0 en funktion z(x,y).
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11. 4 Ligningen f(x,y,z)=0

Eksempel 11.7. Ligningen f(x,y,z) = 0.

En vilkérlig ofte differentiabel funktion =z = A(x,y) er givet implicit ved
ligningen

(x,y) =32 +y 2 h(x,y)> - 10 = eller kortere ved ligningen e3> % +y2z3-10=1,

1) Find z(2,3), z(0,0) og z(1,1) med 2 decimalers nejagtighed.

2) Find oz og (4 for (x,y)=(2,3).
ox oy

3) Find det 1. Taylorpolynomium for z(x,y) med udviklingspunkt (2,3).

4) Vis, at ligningen ze>* 2 +y2z3-10=0 imangden R> fastlegger z somen implicit givet funktion
z(x,).

LOSNING:

Lad f(x,y,z) =ze>* % +y2z3=10.

1) Funktionsverdi.
Indsettes (2,3) iligningen, fis ze® ®+9z%=10 < z=1, dvs. z(2,3)=1.
Indsettes (0,0) iligningen, fis  ze’+0=10 & z=10, dvs. z(0,0)=10.

Indszttes (1,1) i ligningen, fds zel!+z3=10. Ved numerisk rodsegning med

3
_ze+zy —10

2
e +3z,

z: 2 20985 1.788 1.741 1.740 , dvs. z(1,1)=1.74 .

Newtons metode fas z; = z, Med startpunkt z,=1 fas

2) Implicit differentiation. Vi har f(x,y,z(x,y)) =0 for alle (x,y)eR?, dvs.

z2(x,y) €7 + y2(2(x,))*- 10 = 0 . (1
Denne nulfunktion differentieres med hensyn til x :
02 ¢35 0, 530350 132,292
Ox ox
Indsettes (x,y,z) =(2,3,1), fas
%260:13e043.912% -0 o 28%F -3 o Z__3
Ox ox ox ox 28
Nulfunktionen (1) differentieres derpd med hensyn til y :
9% . g3x-2 +z:(-2)e3*  +2yz°3 +y2322% =0 .
oy oy
Indsettes (x,y,z) =(2,3,1), fas
% 604 1-(-2)e® +2-3-13 +32:3-12. %2 _ ¢
oy oy
o 8%Z. 4 o %=2__4__1
dy oy 28 _ 7
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Lgsning af ligninger, inplicit given funktion

3) Taylorpolynomium. % (x,9) = 2(2,3) + -

0z 0z
—(x-2)+—-(y-3
& (x-2) o (r-3)

3 1 3. 1.3
SIS R AR SN WO 0 S IV W
D70 )} 8" 77 14

4) Eksistens af funktion. Lad (x,,y,)€R?. Idet
®  f(xy,yy,2) antager positive veerdier, da f.eks.  f(xy,yp,2z) = o  for z— o0,

®  f(xy,y,,2z) antager negative verdier, da f.eks. f(xy,y,,2) = - for z—> -0,

®  f(x,,yy,2) erenkontinuert funktion af z,

ma ligningen  f(x,,¥,,2z) =0 have mindst 1 rod.

Idet yderligere

®  f(x,,¥4,2) erenmonoton funktion af z, da if(xo,yo,z) =P, 3y022 2>0,

ma ligningen  f(x,,¥,,2z) =0 havenetop 1 rod.

Dermed har vi vist, at ligningen f(x,y,z)=0 i R3 fastlegger en implicit givet funktion z(x,y).

Implicit-szetningen
Den folgende "omegnssetning" kan tjene til at afgere, omen ligning  f(x,y,z) =0 lokalt fastlegger z somen funktion z(x,y)
af x og y.

SATNING 11.2 (implicit-scetningen).

1) Lad f(x,y,z) have kontinuerte partielle afledede til q’te orden i en dben meengde S,

2) lad (xy,yy,2,) veereetpunkti S, for hvilket f(x,,¥,,25) =0, og

3) lad 2—5 # 0 ipunktet (Xy,Yy,2,)-

Sd eksisterer der en retvinklet kasse med (xy,¥y,2,) som midtpunkt, sadan at ligningen f(x,y,z) =0 i kassen

fastlegger z som en implicit givet funktion z(x,y) med kontinuerte partielle afledede til q'te orden.

Implicit differentiation. Vihar f(x,y,z(x,y)) = 0 for alle (x,y)€S,, . Differenticres denne nulfunktion
med hensyn til x og y, fas ved hjelp af keedereglen

o
oL ¥, o () .. &
ox Oz ox axy o
o0z

1

o 1
S ¥, o (=) .. ¥
dy 0z dy ), o
o0z

forudsat, at g—f # 0. De hgjere partielle afledede af z(x,y) findes analogt ved at differentiere nulfunktionen
Z

yderligere. Implicit-setningen garanterer abenbart, at hvis det formelt er muligt at finde de partielle afledede

af z(x,y) til ¢'te orden ved implicit differentiation, sa har det ogsd mening.
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11. 4 Ligningen f(x,y,z)=0

Nogle nyttige formler.  [Lad ligningen f(x,y,z) =0 ogsa fastlegge x og y som implicit

givne funktioner x(y,z) og y(x,z). Analogttilligning (1) fas da

o A of o
a_) .y (a_) _ oz (@) _ o (@) _ oz
), o \e&), ¥ \a), oo \&), o
ox ox oy dy

Heraf finder vi de nyttige formler

samt analoge formler ved
ombytninger af x,y,z

Grunden til, at man ikke blot kan forkorte x. % 0z ogfd I, eratvijoi ox holder
dy 0z ox a /,

z fast, mens vi i (Q) holder en anden variabel x fast. Eksempelvis fas for et

oz
: . o _ aV _ 1
kemisk system med tilstandsligningen f(V,p,T)=0, at — = —
St
v ),
og Ci4 o/ or = -1 (bemerk, at blot fordi der er en tilstandslig-
op)r\ 0T )y\ V),

ning, kan vi udlede sddanne formler - uden at kende tilstandsligningen!).
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Lgsning af ligninger, inplicit given funktion Suppl enmrent

suppLEMENT: 11A NAERMERE OM FIXPUNKTMETODEN

Ved fixpunktmetoden omformes ligningen f(x) =0 til ligningen x=F(x). Dette kan ske pd mange mader.

Eksempelvis kan ligningen x3+2x - % =0 omformes til
3 3
I TP U SR S 1
5 10 2 5(x 24 2) 5x2 X
Ikke alle disse omformninger forer til en rod.

Hvornér virker metoden? Man kan svare: "Hvis | F (x)| <k<1 foralle x ienomegnafenrod r, og startpunktet

ligger i denne omegn, sa virker metoden".

Forklaring. Af x,=F(x,_,) og r=F(r) fasnemligved subtraktion x, -r=F(x,_;)-F(r). Middelvaerdi-
setningen giver nu  x,-r=F(E)(x,_;-r). Sd hvis |F71&)|<k<1l, ma den numeriske
fejl |x,-r| i hvert fald mindst blive formindsket med faktoren & for hver ny tilnzrmelse. Derved kan der ved

gentagelser ("iterationer") opnés en vilkarlig lille fejl.

Geometrisk anskueliggorelse. Lad startveerdien

vaere x,. Ved indsmttelse i F(x) fas A
x, =F(x,). Punktet P, pé grafen for F har
derfor koordinaterne (xy,%;). Ved
indszttelse af x;, i F(x) fis derpa
x, =F(x;). Punktet P, pd grafen for F har 4= F)
derfor koordinaterne (x;,x,), osv. Tegnes en

vandret linie gennem P, og en lodret linie

gennem P, s& vil skeringspunktet @, fA Y~ F(x)

koordinaterne  (x;,x;).  Altsd ligger @, pd x;= Flx)
linien y =x. Mankanderforkommefra P, tl P,
ved at g8 vandret fra P, til skeringmed y=x

og derfra lodret til skeering med grafen for F. Pa

samme méade kommer man frem til punkterne
P, P;....

Betragtes igen ligningen x>+ 2x -

% =0, somomformestil x =
vide noget om sterrelsen af F (x) = S
2
3 ( 1. Zx)
5

teet ved liO’ sdses, at |F(x)|>1, dvs.omformninger vil ikke fore til roden.

% -2x, sa kan man pa forhand ikke

i nerheden at roden. Ved man derimod, at roden ligger

w

3

Valg af omformning Lad x3+2x = % , hvormanved, at xeretlilletal <<1. Saméaleddet x° varesearlig
lille, og ligningen kan tilneermelsesvis skrives 2x = 1 med "lesningen" x = 1.1 . Eksaktfas 2x = 1 -x3 med
"lgsningen" x = %(% —x3) , hvori x3 indgarsom etlille korrektionsled, der ikke pavirker losningen meget, hvilket

igen betyder, at losningen bliver god til ny beregning af korrektionsleddet osv. Fixpunktmetoden vil virke godtialle sédanne

tilfeelde, hvor "losningen" kan opskrives med smd Kkorrektionsled. For Newtons metode er korrektionsleddet,

_Sx)
S (x)

, seadvanligvis lille neer ved roden, fordi  f(x) = 0.
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Opgaver til kapitel

OPGAVER

Opgave 11.1 (eksakt rod)
Find x (eksakt) af ligningen

2 _
"5y 3.1 p X223 o) x+2/x3 = 6.
x+3 X 7 x+5 7

Opgave 11.2 (eksakt rod)
Find x (eksakt) af ligningen
a) (10x)"°& = 100 . b =

eV

d) Inx = 4In2 +2In5-120 . ¢ In{y2Zx-3)+In({3x-2) = n/30 .

Inx

c) 327 +31* =28 .

Q |—

Opgave 11.3 (rodsogning)
Find med mindst 3 betydende cifre samtlige rodder til ligningerne:

1) x3-3x2+3x-3 =0, xeR (antal radder: 1).
2) x3+9x2+23x+14 = 0, x€R (antal rodder: 3).
3) xe-sinx = 1, xe o;ﬂ (antal rodder: ).
4 [H,0']’-[H,0"1+0200 =0, [H3O+]e[0;%] (antal rodder: 1).
5) xe*=a, hvor a =2, 4 og 10, xeR (antal radder: 1).
6) x> =x+02, xeR (antal radder: 3).

Opgave 11.4 (fikspunktmetoden)

[ forbindelse med undersogelsen af et kemisk ligeveegtsystem forekommer folgende ligning
(2x-1)% = (1-x)? 4370, hvor det vides, at %<x<1 .

Benyt fikspunktmetoden til at finde en rod i ligningen med mindst 3 betydende cifre.

Vink: Omskriv ligningen til x =1-u(x), hvor u(x) erlille.

Opgave 11.5 (rodsogning)
Find en positiv rod til ligningen Arctanx - Arccosx = 0 med mindst 3 betydende cifre.

11
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Lgsning af ligninger, inplicit given funktion

Opgave 11.6 ( rodsogning)
En massiv kugle med radius r og massefylde p, flyder pd en veeske ) (
med massefylden p,. Lad h betegne kuglens storste dybde under

vandoverfladen. Nar kuglen er i ro, er tyngdekraften %n r3 P," g og

opdriften gh2(3r—h)pv° g lige store. Derved fas ligningen

3 2
(ﬁ) _3(ﬁ) caPe
r r Py

Idet p,=1000 og p, =400, skalman finde h med mindst 3 betydende cifre.
r

Opgave 11.7a (los ligningssystem f(x,y) =0, g(x,y)=0)

For hvert af de nedenstdaende ligningssystemer skal man med mindst 2 betydende cifre

a) finde én losning (x,y) irektanglet S, = {(x,y)| 0<x<2 A 0<y<2}
b) finde ovrige losninger (x,y) irektanglet S, = {(x,y)| -2<x<2 A -2<y<2}.
1) 2x3-xy-y3 =0, x-y+e?”-2=0,

2) e*-xy-y3+1 =0, xP+e -y’ =0,

3) x2+y+y3+coshx-3 =0, xy+sinh(x-y) =0.

4) x2+y%2-4 =0, x?2-y2-1 =0.

Opgave 11.7 (f(x,y) =0)
Idet det oplyses, at hver af nedenstaende ligninger i en delmeengde S af xy-planen fastlcegger y

som en implicit givet funktion y(x), skal man i hvert af nedenstdende tilfcelde
a) tegne grafen for y(x) iintervallet I.

b) eftervise, at ligningen virkelig fastleegger y som en implicit funktion af x.

1) 2x3-xy-y3*=0 S = {(x,y)|x=20} I1=10;3].
2) xy+e*+y3 =0 S ={(x,y)|x=0} I=10;3].
3) x+y+er? =0 S = R2 I=[-2;2].
4) xy+e® " =0 S ={(x,y) | x>0} I=101;4].

Opgave 11.8 (f(x,y) =0)
I hvert af de folgende tilfeelde skal man finde en approksimerende funktion ; (x) med kolloka-

tionspunkter X ,X;,...,X (Det oplyses, at den givne ligning f(x,y) =0 definerer y

-
implicit som en vilkarlig ofte differentiabel funktion af x i et interval, der indeholder de givne x-
veerdier - skal ikke vises.)

D x*+xp+y?-1=0 x=0,x=1,x,=2.
2) yYx+x?i-y-y3=0 X=0,x=1,x,=3.
3) 2x%+4x-3y-3y3 =0 x=0,x=1,x,=3.
4) Tx3-30x%2+47x-30-3y-3y3 =0 Xg=-1,%=0,x=1,x=2.
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Opgaver til kapitel 11

Opgave 119 (f(x,y) =0, Taylorpolynomium)

I hvert af de folgende tilfeelde skal man finde det 3. Taylorpolynomium for y(x) med
udviklingspunkt x,. (Detoplyses, at den givne ligning f(x,y) =0 definerery implicitsom en
vilkarlig ofte differentiabel funktion af x i det angivne rektangel S - skal ikke vises.)

D x3+xp+y3 =1 x,=1, S={(Gy) | 3<x<3 A -4<y<4}.
2) yF+e?l =5x-8 x,=2, S={(y) | 7/4<x<3 N 0<y<4}.
3) 2x3-xy=y3 xo=1, S={()y) | 0<x<3 A -4<y<4}.
4) x+e? =y x, =0, S={(y) | -1<x<1/5 N -3<y<3}.
5) x+y* =y X =0, S ={(x)y) | -1<x<1/2 A 0<y<4}.
6) x3-3x =y+y3 xg=1, S ={(x)y) | -4<x<4 N -d<y<4}.

Opgave 11.10 (f(x,y) =0, spline)
1 hvert af de folgende tilfeelde skal man
a) undersoge, om en ligning i en delmeengde S af xy-planen fastleegger y som en implicit givet funktion y(x),

b) finde en approksimerende kubisk splinefunktion ¥ (x) med 2 kollokationspunkter xy,x, og korrekt
heeldningskoefficient i disse punkter.

1) x3+xy+y5=1 S={(x,y)|x20} x0=0 x1=l-
2) x+y+e? =13 S={(x,y)|x20} x0=0 x1=2-
3) x+y+sinh(xy) = 3 S = {(x,9)| 0sx<3 Ay>0} X, =0 x =3.
4) x+2y-Arctan(xy) = 8 S ={(x,9)| 0<x<9 A y>0} X, = X, =

Opgave 11.11  (f(x,y) =0, grenseverdi)

1) Undersog minhx for x—> 0, idet x+e? =y og -l<x<1/5, -3<y<3.
sin(y-1)

2) Undersog @ for x> 2, idet 8xe’+y=x* og l<x<3, -4<y<4.

3) Undersog % for x>0, idet x*+y+e®=1 og -2/5<x<1, -2<y<?2.
X* sin:

4) Undersog % for x > 0, idet x3+y+sinh(xy)=0 og -2/5<x<1, 2<y<2.
X

Opgave 11.12  (f(x,y) =0, stationcert punkt)
I hvert af de folgende tilfeelde skal man
a) finde alle stationcere punkter for y(x) i S_,

b) soge at afgore, om y(x) i disse punkter har lokalt maksimum, lokalt minimum eller

vendepunkt.
1) 12x-x3+y+e? =17 S =R2 s, =R .
2) 8x3+6xt+y+y3 =0 S =R? s, =R .
3) 4x3-18x%+24x+y+y3 =10 S =R? s.=R.
4) cosh(l-x)+(1-x)*-y3-y+1=0 S =R? s.=R.
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Lgsning af ligninger, inplicit given funktion

Opgave 11.13  (f(x,y) =0, globalt ekstremum)
I hvert af de folgende tilfeelde skal man finde globalt maksimum og minumum for y(x) i

intervallet S._.

1) x3-3x2+y+3y3 =0 S = {(x,y) | xS} 0 =[-13].
2) 4x3-6x2+y+y3 =0 S = {(x,y) | xS} O =[-1; 1]
3) x-e*+y+e? =0 S = {(x,y) | xS} O =[-1;17.
4) x3-3x+y+y’ =0 S = {(x,y)| xS} O =1- 22]

Opgave 11.14 (f(x,y,z) =0)
Idet det oplyses, at hver af nedenstdende ligninger i hele xyz-rummet fastleegger z som en implicit

givet funktion z(x,y), skal man i hvert af nedenstdende tilfeelde

a) lave folgende tabel over z(x,y)

Yy
Vi ?
Vo ? ?

b) finde en approksimerende funktion z(x,y) med kollokationspunkter (%0>Y0)>  (x1,70)>
(x() 9y1 ) °

c) eftervise, at ligningen virkelig fastleegger z som en implicit funktion af x og y.

Xo X Yo Yi
1) 2y3+2x-2z-2z3=0 0 5 0 1
2) Sx+4y-5z-5z° =23 1 3 2 7
3) -2y-2x2%z+27 =2 0 1 0 1
4 -9x+(l+x2)z+y?z3 =2 0 2 0 1

Opgave 11.15  (f(x,y,z) =0, Taylorpolynomium)
I hvert af de folgende tilfeelde skal man finde det 2. Taylorpolynomium for z(x,y) med
udviklingspunkt  (x,,y,).

1) (x-1)(y+2)-z-2z3=0 (x457,) =(0,0) .
2) “3xy +(1+x2)z+y2%z3 = 4 (x457,) =(0,0) .
3 x%+z cosh(xy) +sinhz = 4 (x45¥p) = (2,0) .
4) z eV +x2z3 =10 (x4539) = (1,2) .
5) e?ln(y-x) +y2%z = 0 (xg>¥0) =(1,2) .
6) ye’* +xyz = 4 (x4>¥5) =(0,0) .
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Opgave 11.16 " (ukendt tilstandsligning)

For et system med en ukendt tilstandsligning f(p,V,T) =0 har man madlt ( g—i) =-1,
T

op . av oTr
=1 =2 =V=T=1. Find | — — =T=V=1.
( GV)V for p in ( aT)p og ( aV)p for p

Opgave 11.17 (f(x,y,z) =0, stationcert punkt)
I hvert af de folgende tilfeelde skal man

a) finde alle de stationcere punkter for z(x,y) i Sxy,

b) soge at afgore, om z(x,y) i disse punkter har lokalt maksimum, lokalt minimum eller
saddelpunkt.

1) 2+x2+4y? =2z+23 s,, = R?

2) x%e?+(1+y?)(z+1) =1 SszZ'

3) (1+xH)z+(y-2)%z3 =2 Sw=]R2 .

4) 27" +1x24z =4 S, ={(x.y)[x>0}.

Opgave 11.18 (f(x,y,z) =0, globalt ekstremum)
I hvert af de folgende tilfeelde skal man finde globalt maksimum og minimum for z(x,y) i

meengden S -

1) 4-x2-y%?=z+3z23 S, =1(x,y) [x2+y?<4}.

2) x?-ylrz+(1-x2-p%)z® =2 8 ={(x,y)|x?+y?<1}.

3) y2+z+(4-x2-4y%)e” = 4 S, =1(x,y)[x?+4y2<4 Ay>0}.
4) (x2+1D)z+(y+1-x2)z3 = 34 S, =1(xy)[x?-1<y<3}.

Opgave 11.19 (f(x,y,z,w) =0)
I hvert af de folgende tilfeelde skal man

a) undersoge, om ligningen f(x,y,z,w)=0 i R* fastlegger w som en implicit givet
Sfunktion w(x,y,z),

b) finde det 1. Taylorpolynomium for w(x,y,z) med udviklingspunkt (x,,y,,2,)-

17 xy2z+3w+(1+x2+y?)w3 =8 (Xg-Y9-29) = (1,1,2) .
2 (x +z)w+erEY =2 (X95Y9Z4) = (0,0,1) .
3) xyzw+eW EVZ =) (X95Y9Z0) = (1,1,1) .
4) X+y-z+w+sinh(x2+y%-z+w) = 0 (x95¥9-2,) =(1,0,1) .
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Lgsning af ligninger, inplicit given funktion

Opgave 11.Eksam16 (f(x,y) =0, Taylorpolynomium, 20 point)

Y*U_ 2%y +3y = 0 i en omegn af punktet (x,y)=(1,-1) implicit

1) Vis, at ligningen e
bestemmer y som en funktion af x.

2) Find det 2. Taylorpolynomium for y(x) med udviklingspunkt 1.

Opgave 11.Eksam20 (f(x,y,z) =0, Taylorpolynomium, 20 point)

1) Vis, at ligningen ln(\/x2 +ylez? ) + \/x2 +y2+z2 -3 -1n3 = 0 ien omegn af punktet
(2,2,1) implicit bestemmer z som funktion af x og y, dvs. z=f(x,y).

2) Find de partielle differentialkvotienter af 1. orden i punktet (x,y) =(2,2) for funktionen f.

3) Find det 1. Taylorpolynomium for f(x,y) med udviklingspunkt (2,2).

Opgave 11.Eksam28 (f(x,y) =0, 3. Taylorpolynomium, 27 point)

INDLEDNING: En velkendt matematisk model for en gas er idealgasligningen Vo 1, somgelder bedst for sma tryk.

nRT
Ved en statistisk-mekanisk gennemregning af de enkelte molekylers beveegelse og vekselvirkning fds for "kompressibilitetsfak-
2
toren" Z= %_' en bedre tilnwrmelse Z =1+ B(Tn/) + C(Tn/) , hvor "virialkoefficienterne” B og C kun
n
afheenger af temperaturen og gassens sammenscetning. Da man i praksis gerne vil have trykket P som variabel (lettest at
madle), elimineres n , samanfir Z =1+ B P+ c P2 eller
3 oo ) ZRT (ZRT)?
-Z3+Z2+bPZ+cP? =0, (1)

hvor b= B og c= Man mangler nu blot at finde Z af ligning ( 1).

RT RT)?
PROBLEM: Der er fgiv;t ligningen -Z3+Z*+bPZ+cP? =0, hvor Z>0 og P >0,
mens b og c er reelle konstanter. Ligningen definerer Z som funktion af P (dette onskes ikke
Vist).

Find det 3. Taylorpolynomium zZ (P) for Z som funktion af P med udviklingspunkt P =0,
idet der skal geelde Z =1 for P =0.

Opgave 11.Eksam35 (Taylorudvikling, f(x,y,z) =0, 33 point)

1) Lad en funktion f veere givet ved f(x) = x%Inx + %x 5, x>0, oglad F(x) betegne
det 2. Taylorpolynomium med udviklingspunktet x=1.
a) Find f(x).

b) Undersog, om uligheden | f(x) —f (x)| <1073 er opfyldt for enhver x-veerdi i
9 11
0’ 10

2) Det oplyses (kreeves altsa ikke vist), at ligningen ze™ +x-In(z-y) -yz-3 = 0 ien omegn

intervallet

afpunktezt (x,y,2) =(0,-2,1) bestemmer z implicit som en funktion g af x og y.
Find 2°8(0,-2).
oy ?
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Opgaver til kapitel 11

Opgave 11.Eksam43 (rodsogning, 25 point)
Find med 2 betydende cifre en rod til ligningen 10 % = g(x)-40, x€e[10;100],
idet funktionerne f og g er fastlagt ved madledata pd nedenstdende figurer. (Husk at anfore
mellemregninger). Der er kun anvendt linecere skalaer og logaritmiske skalaer.
*¥ = (x,g(x)) O = (x,f(x))
J) gv)
4 100 e

100
90

0 » X | » X
10 15 20 30 40 50 100 10 20 30 40 50 100

Opgave 11.Eksam44 (/'Hospital, rodsogning, 10 point)

- COSX

1) Undersog cosx—. for x — 0.
X sinx

2) Givet 2-sinx =x. Find en losning x€]0;00[ med mindst 3 betydende cifre. (Husk at

anfore mellemregninger).

Opgave 11.Eksam48 ( f(x,y) =0, stationcert punkt, Taylorpolynomium, 20 point)

For en kemisk reaktor bestemmer ligningen x> +(y-1)>-12x +y +15 = 0 entydigt udbyttet

vy som en funktion af temperaturen x, dvs. y=y(x) (kreeves ikke vist).
1) Find et stationcert punkt X,€]0;00[ for funktionen y(x).

2) Find det 2. Taylorpolynomium ;(x for funktionen '(x svarende til udviklingspunktet : (se
sporgsmdl 1).
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Lgsning af ligninger, inplicit given funktion

Opgave 11.Eksam56 ( f(x,y) =0, Taylorpolynomium, 25 point)

Ligningen ¢ T"Y-TY +0.195 = 0 bestemmer entydigt en koncentration Y som funktion af
temperaturen T i en beholder (onskes ikke vist). Lad Y = A+B-(T-1)+C-(T-1)2
betegne det 2. Taylorpolynomium til 'Y med udviklingspunktet t,=1.

Find konstanterne A, B, C med mindst 2 decinaler efter decimalpunktum.

Opgave 11.Eksam60 ( (f(x,y) =0, rodsogning, kubisk spline, 35 point)
Der oplyses, at ligningen 1627 + 15xy + Tx> = 0 imeengden S={(x,y)|x>0} fastlegger
y som en implicit given funktion U(x).
1) Find y(3) med 2 betydende cifre.
Det oplyses, at y(1)=-1 og y(2)=-2.
2) Find ? for x=1 og x=2.
3) Find denxkubiske splinefunktion ;(x) som er bestemt ved at :(1) =-1 :(2) =-2
y (1)=-03 og vy (2)=-16.

Opgave 11.Eksamé63 ( f(x,y) =0, tegne graf, I'Hospital, 35 point)

En differentialligning har en losningskurve, der er bestemt ved ligningen
xe?+ye*l =1, x20. (1)
1) Vis, at ligningen (1) for X >0 bestemmer y som en funktion af x, dvs. y=y(x).
2) Det oplyses, at  y(x) > 0 for x— oo (onskes ikke vist).
Find, med mindst 2 betydende cifre, |_k0), y(1), y(2) og y’(1), ogskitsérpd
grundlag heraf grafen for y(x) (x>0).
3) Opstil to ligninger, som bestemmer de punkter (x,,y,), hvor grafen har vandret tangent.
Ligningerne skal ikke loses.
2y(x) +x -1

4) Undersog
2cosh(x-1)+x%2-2x -1

for x — 1.

Opgave 11.Eksam70 ( f(x,y,z) =0, rodsogning, stationcert punkt, 25 point)
Det oplyses (kreeves altsd ikke vist), at ligningen z3 +(x-1)’z-e?+y+2 = 0 i mengden
R?  fastlegger z som en implicit given funktion z(x,y) af x og y.
1) Find z(3,0) med 2 betydende cifre.
2) Vis, at der findes netop ét stationcert punkt for z(x,y), (x,y)eR?.
3) Det oplyses, at for det i sporgsmdl 2) omtalte stationcere punkt (x,,y,) gcelder:
2 2
%(xo’yo) = % > aax—;y(xo’yo) =0.
Afgor, om  z(x,y) har lokalt maksimum, lokalt minimum eller saddelpunkt i (x,,y,) .
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Opgaver til kapitel 11

Opgave 11.Eksam84 ( f(x,y,z) =0, Taylorpolynomium, 20 point)
Lad derien beholder geelde sinh(3T-x-2y) +xyT -1 = 0, hvor T ertemperaturen (>0),
mens x og y er koncentrationer (20) af to stoffer.  Det oplyses (skal ikke vises), at

ligningen fastleegger temperaturen som en funktion T(x,y) af koncentrationerne, og at

2 2 -
ST 1,1y=0 og EL(1,1)-2L
ax 2 oy 2 8

Find det 2. Taylorpolynomium for funktionen T(x,y) med (x,,y,)=(1,1) som udviklings-

punkt.

Opgave 11.Eksam105 ( f(x,y) =0, mindsteveerdi, Taylorpolynomium, 25 point)

Det oplyses, at ligningen In %x 2y) - %xz +y =0, x>0,y>0 bestemmer y som en

funktion af x, dvs. y=y(x).

1) Udgar.

2) Find mindsteveerdien for y(x). Vink: Betragt y’'(x)’s fortegnsvariation.

3) Find y(4) med 3 betydende cifre.

4) Find det 2. Taylorpolynomium for y(x) med udviklingspunkt x=2.

5) Skitsér pd grundlag af resultaterne i sporgsmdlene 2), 3) og 4) grafen for y(x) for
xe[1;4].

Opgave 11.Eksam109 ( f(x,y) =0, monotoni, Taylorpolynomium, 20 point)
Det oplyses, at ligningen 3x -4y +sin(x-y) =0 , xeR
bestemmer y som en implicit given funktion af x, dvs. U=y(x).

1) Angiv funktionen 'y =y(x)’s monotoniforhold.
2) Find det 2. Taylorpolynomium y(x) for y(x) med udviklingspunkt x=0.

Opgave 11.Eksam125 (eksakt differentialligning, implicit differentiation 30 point)
2 2
1) Vis, at (%—l)e’dt— e'+1)dy , t>0

er et (eksakt) differential, og find samtlige stamfunktioner wu(t,y) til dette differential. Anfor
en kontrol pa resultatet.

2) Find den partikulcere losning 'y =y(t) til differentialligningen

b4
1)
ﬂ _\r ) , t>0,

dt y
e’ +1
der gar gennem punktet (t,y) =(1,0). Losningen skal (og kan) kun angives pd implicit form.
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Lgsning af ligninger, inplicit given funktion

3) Find % i punktet (t,y) =(1,0).

4) Find det 2. Taylorpolynomium y(t) for y(t) med udviklingspunkt t=1.

5) Idet det yderligere oplyses, at lim y(t) = 0, skal man skitsere grafen for y(t) i
intervallet 0<t<?2 . o

Opgave 11.Eksam153 (Taylorpolynomium, Eulers metode, 20 point)

dy _ y3+y*
dt

1+¢2
y(0) = -1 kan ikke udtrykkes ved kendte simple funktioner.

Losningen 'y =y(t) til differentialligningen med begyndelsesbetingelsen

a) Find det andet Taylorpolynomium P,(t) for y(t) med udviklingspunkt t=0. Beregn
P,(0.1) og P,(0.2) .

b) Find ved brug af Eulers metode med skridtlieengden h =0.1 tilnermede verdier for
y(0.1) og y(0.2). Metoden skal klart fremgd af besvarelsen, og mellemregninger skal

medtages i rimeligt omfang.

Opgave 11.Eksam155 ( f(x,y,z) =0, stationcre punkter, 15 point)
Det oplyses, at ligningen z° +z + % - Arctan(x Z+y 2) -2y2% = 0 imengden R*® fastlegger
z som en vilkdrligt ofte differentiabel funktion af x og y, dvs. z =z(x,y) (skal ikke vises).

Find samtlige stationcere punkter for z(x,y) samtverdien af z(x,y) ihvertafdisse punkter
med mindst 2 betydende cifre.

Opgave 11.Eksam168 ( f(x,y) =0, Taylorpolynomium, 15 point)

Vis, at ligningen W -2x+y -3 =0 imengden S={(x,y)|x>0Ay>0} fastlegger
y som en implicit given funktion U(x), og find det 1. Taylorpolynomium for y(x) med
udviklingspunkt x;, =3.

Opgave 11.Eksam194 ( f(x,y) =0, Taylorpolynomium, 18 point)

2 —sin(xy?) ienomegn

Lad a veere en positiv konstant. Det oplyses, at ligningen x*+y? = a
om punktet (0,a) bestemmer y som en vilkdrligt ofte differentiabel funktion af x. ( Denne
funktion betegnes i det folgende y(x). )

a) Find y’(0) og y (0) udtryktved a.

b) Find det 2. Taylorpolynomium P,(x) for y(x) medudviklingspunkt x=0, ndr a=2.
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Opgaver til kapitel 11

Opgave 11.Eksam195 ( rodsogning, 15 point)

For en kugleformet beholder med indre radius R er veeskevolu-

menet V som funktion af veeskehajden h (se figuren) givet ved

L\
I kn) - g-lﬂ(sR—h).

En sddan beholder med indre radius R = 1.00 m er pafyldt
2980 liter veeske.

a) Findvceeskehajden h i beholderen ved Newtons metode. ( Den benyttede formel samt mellemreg-
ninger skal anfores og resultatet angives med mindst 3 betydende cifre.)

b) Find - ved hjeelp af et differential - hvor meget h cendres, ndr der aftappes 20 liter veeske fra
beholderen.

Opgave 11.Eksam204 ( f(x,y) =0, rodsogning, 30 point)

a) Lad (x)=Inx -x for x>0 Ligningen (x)=1In2 -’ harforudenlosningen x=2 ogsd
en losning x=a med 0<a<l.
Find a ved hjeelp af Newtons metode. Tre betydende cifre er tilstreekkeligt, og mellemregninger
skal anfores i rimeligt omfang.

b) Find mindsteveerdien for g iintervallet [a;2].

¢) Lad f(x,y)=Iny-y+Inx-x-In2 +3 vere givet i omrddet S bestemt ved x>0 og
y>1. Vis,at f(x,1)>0 foralle x€]a;2|.

d) Vis, at ligningen f(x,y)=0 i S bestemmer y (implicit) som en funktion af x for alle
x€[a;2]. Denne funktion betegnes med y(x) idetfolgende.

e) Find y(1), y(2) og y(a) (eksakte veerdier, ikke ved hjcelp af en numerisk metode).

Opgave 11.Eksam218 ( f(x,y) =0, Taylorpolynomium, 25 point)

Det oplyses, at ligningen x> +y3+3e”+x-5=0 definerer y (implicit) som en funktion af
x, y=y(x), foralle xeR. Detoplysesendvidere, at y(x) erenvilkarligt ofte differentiabel
Sfunktion.

a) Vis, at y(x) er aftagende.

b) Find det 2. Taylorpolynomium P,(x) for y(x) medudviklingspunkt x=1.
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12 PLANINTEGRAL OG
RUMINTEGRAL

12.1 DEFINITION. NUMERISK METODE

Planintegral og rumintegral anvendes sadvanligvis til opsummering af en (fysisk) storrelse,
der optraeder "kontinuert" fordelt. Vi vil forst betragte nogle massefordelinger for bedre at
kunne anskueliggore definitionen af integraler. P4 figur 12.1 er der givet tre legemer:

S,: en tynd stang fi: 8;s l-dimensionale massetethed f (x) =x 242 kg/m
S,: etplantlegeme f,: S, 2-dimensionale massetethed f,(x,y) =(8-x)(4-y) kg/m’
S,: et rumligt legeme f;: massetethed f;(x,y,z) = (9 - %z Y (x2+y?) kg/m’.

Vi vil prove at finde hvert legemes totale masse.

=
|
|
S’ 2 _______ \‘ . i
- » \ S (\’; \ S;: 4
! 8 B> &= |
N o 2 //\’L i
T b
e _____ __]. _:__/_)____\_1_> )
o

Fig. 12.1. Tre legemer. Alle mal er i meter.

Inddeling og punktmangde. Vi inddeler, som vist pa figur 12.2:

S,: Intervallet a;b inddelesi [ delintervaller med l&engderne \x,, Ax,,...,Ax .Lengden
af det storste delinterval kaldes inddelingens maskestorrelse p.  Derpd velges en

punktmengde x,°,x,,...,x; bestdende af ét vilkarligt punkt fra hvert delinterval.
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12.1 Definition. Nunerisk netode

S,: Et rektangel, som indeholder S§,, inddeles 1 [Ixm delrektangler med
arealerne
AAij=Axi-ij, hvor i=1,2,...,1 og j=1,2,...,m. Leangden af den storste
side alle blandt alle delreaktanglerne kaldes inddelingens maskestorrelse p. Derpa
valges en punktmengde bestdende af ét vilkarligt punkt fra hvert delrektangel - punktet
idet (i,j)te delrektangel kaldes (x;",;").
St En kasse, som indeholder §;, inddeles i [/xmxn delkasser med volumenerne
&Vijk=Axi'ij°Azk hvor i=1,2,...1, j=1,2,...,m og k=1,2,...,n.
Laengden af den sterste kant blandt alle delkasserne kaldes inddelingens maskestorrel-
se p. Derpd valges en punktmengde bestdende af ét vilkarligt punkt fra hver
delkasse - punktetiden (i,7,k) te delkasse kaldes (x;", yj*,zk* ).
V4
Y -
A A
Ay .y 52 LR
R v [
AA-ET-1A]
/izf';:::/i,l’:ﬁ"7
1] e s A
X
Fig. 12.2. Inddelinger.
Tilnermede bidrag fra delmangderne summeres. Massen i hver af inddelingens sma del-

meangder tilneermer vi ved (massetaetheden i det valgte punkt P * af delmengden)

(delmangdens maéltal'), idet massetetheden naturligvis ma settes lig med 0 uden for

S;, S, og §;. Ved at summere alle delmangdernes bidrag fis en sdkaldt middelsum, der

tilneermer den samlede masse:

!
masse(S,;) = E fl(x,.*)-Axl.
i=1

] m A
masse(S,) = E Zfz (xi*,xj*)'AAij
i=1 j=1
! U A * * *
masse(S;) = E Z 3 (x; sXj 5 Xg )‘Aszk .
i=1 j=1 k=1

\ A\
Her betegner °~ og f5 funktioner, der er identiske med f, og f; i mengderne S, og
S;, mener 0 ialle andre punkter.

1

Ved "maltal" forstas i de tre tilfeelde henholdsvis leengde, areal og rumfang.
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Pl ani nt egral og rum ntegral

Eksempel 12.1. Numerisk metode, konvergens af middelsum.

Lad de foran betragtede middelsummer for massefordelingerne vzere baseret pa henholdsvis N ens delintervaller, N2

ens delrektangler og N3 ens delkasser, oglad P* vare midtpunktet i hver delmangde.

) VA
A L A
V=4 =<7
A . . . , SN
2.8 .2 o o .9 8. 4 > X . . 0 . » .\ i:..::.. N:2
1 x [ ] [ ] [ ] [ ] ! : ! :
b1
() /1/ ° ° /)' T__7! :—_-
. i |l
|
TP, Y
X

Beregn middelsummerne for N=2,4,8,16,32,64 med 3 betydende cifre.

LOSNING:

For N=2 fis: ifl(xi)Axi = f(2.75)%3.5 +f(625)*3.5 = 177.19 = 177
i=1
2 2 A\ A\ /\
Z; Z;fz(x,.,y,.)AA,.,. = [fy(-4,-2.5) +f,(-4,0.5)
=lJs A A
+ £5(4,05) +f,(4,-2.5)]- 24
= [fz(—4,—2.5)+0+f2(4,0.5)+0]'24 = 2208 .

Ved fortsat regning pa computer finder man:

N E f1(x;) Ax; E E ?z(xi’yj)' A4, E E E ?3(xi’yj’zk)' AV,
1 155.8 3840 00.0
2 177.2 2208 58.0
4 182.5 1398 38.8
8 183.9 1319 46.7
16 184.2 1294 47.0
32 184.3 1280 447
64 184.3 1280 43.9

I hver kolonne konvergerer middelsummerne @jensynligt mod et bestemt tal (den totale masse)

for N—oco, Algoritmer for metoden findes i appendix 12.1.
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12.1 Definition. Nunerisk netode

DEFINITION (integral). Lad f,f,,f, veerebegrensede funktioner,oglad s,,S,,S; vere
begreensede meengder.  Antag, at middelsummerne af en sddan funktion £ over en sddan
meengde s konvergerer mod et bestemt tal ¢ (jeevnfor eksempel 12.1), ndr blot inddelingernes
maskestorrelse W gdr mod nul, uanset hvordan inddelingerne i ovrigt foretages, og uanset
hvordan punktet U* i hver delmeengde veelges. I sd fald definerer 0 integralet af 0 over
0, og f kaldes integrabel over S. Viskriver da:

!
;fi(xi*).Axi - fbﬁ(x)dx (retlinet) integral af f, over s, =[a;b]

(p—>0) “°

AS

] m
E Zfz(xi*,yj*)'AAij - fffz(x,y)dA planintegralet af f, over s,
1 p—0)
2

j=1 (

~

n

M-

—

~.
—
~,

A * * * o
2 ACAS? ’Zk)'AVijk (p:)0) ffff3(x,y,z)dV rumintegralet af f, over s,.
- s,

DEFINITION (areal, volumen). Lad S, vcere en begrenset mengde i planen og s, en be-

greenset meengde i rummet. Er funktionen "1" integrabel over s, , henholdsvis Sy, siger vi, at

S, har et areal, nemlig 1d4,
]

S, har et volumen, nemlig fff 14V.
S5

For kontinuerte funktioner gelder folgende s@tning:

SATNING 12.1 (integral af kontinuert funktion).
1) En kontinuert funktion f (x) er integrabel i ethvert lukket, begreenset interval [a;b].
2) En kontinuert funktion f,(x,y) er integrabel over enhver lukket, begrceenset meengde S,,

som har et areal.

3) En kontinuert funktion f£,(x,y,z) erintegrabel over enhver lukket, begreenset meengde S,

som har et volumen.

I appendix 12.2 findes flere velkendte integralsatninger (additionssetning, indskudssetning,
middelverdis@tning) generaliseret til plan- og rumintegraler.

I appendix 12.3 findes ogsé formler til beregning af masse, tyngdepunkt og inertimoment.
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Pl ani nt egral og rum ntegral

12.2 PLANINTEGRAL OPLOST I RETVINKLEDE
KOORDINATER

Pa figur 12.3 er vist en plan mangde K y=g,(x)
S={(x,y) |asx<b A g;(x)<y<g,(x)},
hvor @ og : er kontinuerte og g, (x)<g,(x) S

for alle xe[a;b]. Det er muligt at om-

|
| ,— "
skrive ("oplese") planintegralet fff(x,y)dA | r=&i i
| |
til seedvanlige 1-dimensionale integ%aler. clr Ib » X
Fig. 12.3. Mcengden S.
Intuitiv oplesning.  Lad ‘(x,y vare en 2-dimensional massetaethed. Sa er den samlede

masse 1§ lig med f f f(x,y)dA. Intuitivt er dette planintegral blot en middelsum
svarende til en "uendelig ﬁfl" inddeling, hvor

dA = dx- dy = arealet af et delrektangel med siderne dx og dy
f(x,y)dA = f(x,y)dxdy = massen i delrektanglet.

dy

dx
Y
A

dar- 777,

v 1 b

N

N

\
39

8

CF-

|
: } ¢ X
a dx b >

Fig. 12.4. Inddeling af et rektangel R,
som indeholder S.

Vi betragter den skraverede lodrette sojle af delrektangler med bredden dx pa figur 12.4. Ved

at opsummere (integrere) delrektanglernes masser i y-retningen (for fastholdt x og dx) fas

masse (sgjlen) = dxfcd?(x,y)dy = dxng("’f(x,y)dy = dx F(x) .

g1(x)
Ved en vandret opsummering (integration) af alle sgjlernes masser fis nu analogt

masse(S) = fabF(x)dx - fb( g2("’f(x,y)dy) dx .

g1(x)
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12.2 Pl anintegral oplgst i retvinkl ede koordi nater

Dette "dobbeltintegral" plejer man for kortheds skyld at skrive som

[ [P0 ey

Dermed er vi intuitivt ledt frem til den folgende satning, som derpd bevises.

SATNING 12.2 (planintegralets oplosning i retvinklede koordinater). Lad funktionen f veere
kontinuert i meengden S vist pd figur 12.3. Sd geelder

f [FGeyyda = [P [#07Gey)dy (12.1)

Bevis. Rektanglet R inddeles i del- Y
A
rektangler ved at indskyde lodrette linier dr- <
X=Xy=a, X=X, X=Xy,..., X=X,=b i &5
]
|
og vandrette linier ;
= &1
YEVo=C Y=V Y=Vpseees Y=Y, =d. ¢ |- ;
I | !
Settes F() = [ F@ndy = [20r pdy . P N
a x b
Ax;=x,-x,_; og Ay;=y;-y,_;, féis !
; Fig. 12.5. Inddeling.
f dx gz(x)f (x,y)dy = f bF(x)dx = E f % F(x)dx (integralregningens indskudssatning)
g(x a i=1 ¥Xq
1
= E F (x )Ax x; €]x % | (integralregningens middelveerdisetning)
i=1
1
> ( fd (x, ,y)dy) (indstter F(x;") )
i=1 c
1
= E f % f (x;,y)dy (integralregningens indskudssaetning)
i=1 j=1 YV
l e N * * *
= E E f(x; ,y,.j)AyJ.Axi s Yy€lyiyl (integralregningens middelvaerdisatning).
i=1 j=1

AN
Den sidste omskrivning geelder kun, hvis f er kontinuert i intervallerne [y 15V j] , j=1,2,...,m. Detteer
imidlertid tilfaeldet, hvis de rette linier y = Y blot underkastes den betingelse, at der gér en af dem gennem ethvert af
punkterne (x,.*, -4 (x; )) og (x,.*, g, (x] )) , (sefigur 12.5). Vihar hermed omformet dobbeltintegralet til en middelsum

for planintegralet. Indskydes flere linier, s& diagonalen i de enkelte rektangler gar mod nul, vil ovennavnte middelsum

konvergere mod planintegralet, dvs. fbdxfgz(;c)f(x,y)dy = fff(x,y)dA .
a g (>
s
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Pl ani nt egral og rum ntegral

I setning 12.2 kan vi lade x og y bytte roller,

. e . Y
sé vi far oplesningen

- Ao
[[FGyyaa = [“ay [*Vf@pyax (122)
S c h(y)

“

svarende til figur 12.6, hvor = g I
S={(x,y) | csy<d A b (y)sxsh,(»)}. L >
Ofte kan et planintegral opleses efter bade *AQ g
formel 12.1 og 12.2; det gelder da om at ~
vaelge den integrationsraekkefolge, der giver de | A—
enkleste regninger. > X

Fig. 12.6. Principielt som figur 12.3, men x
og y har byttet roller.

Eksempel 12.2. Valg af integrationsraekkefolge ved oplesning af planintegral.

Lad S vere den lukkede punktmengde i1 xy-planen, der er begrenset af
kurverne y=yx, y=0, y=1 og x=2. Find ffxydA.
s

LOSNING:
Punktmangden S er skitseret pa figur 12.7a og 12.7b.

Y

| /\ Q. v—I I -+
Qﬁ/g -
N cl ”
Ny MATTTTIT TN
— ] : X
) A
0 P, ; P, ) 0 | 2

Fig. 12.7b. Forst summeres i

Fig. 12.7a. Forst summeres i x-retningen.

y-retningen.

a) Integrationsrekkefolgen velges siledes, at man forst fastholder x, og
integrerer f(x,y) =xy med hensyn til y fra "nederste" til "eoverste" kurve
(summerer lodret, jevnfor figur 12.7a). Qverste kurve er imidlertid sammensat af to,
sd man mé dele S opito delmangder S, og S, ( A og LI ).

S;: Idet x€[0;1], integreresmht. yfra y =0 til y =y/x (svarendetil sojlen P, 0O),
og derefter mht. x fra x=0 til x=1.

S,: Idet xe[1;2], integreresmht. yfra y =0 til y =1 (svarendetilsgjlen P,Q,),
og derefter mht. x fra x=1 til x=2.
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12.2 Pl ani ntegral oplgst i

[t = [l [ oy« e [

f xydy.
b) Skiftes integrationsrekkefolgen (se ﬁgur 12 7b), fastholdes fgrst v, og  f(x,»)

ret vi nkl ede koordi nat er
Vi har derfor

integreres mht. x fra venstre rand x =y? tilhgjrerand x =2 (svarende til reekken
MN). Derefter integreres mht. y fra y=0 til y=1

{fxydA =f01dyfyixydx.

. Vi har derfor

Da den sidste oplesning er den simpleste, benyttes denne, og vi far

[t = [\ [Lavie = [ 55] = [ 257

Edb-lgsning. I Maple kan integralet beregnes ved folgende ordrer
>with(student);

>Doubleint( x*y, x=y"2..2, y=0..1)

1 2
[ [ ey aea
0 y2
>value(%);

11
12

Eksempel 12.3. Valg af integrationsrakkefolge ved oplesning af planintegral

Lad S vere den lukkede punktmengde i xy-planen, der er begraenset af kurverne

x+y“=8 og x-2y=0. Find ff(S—x)(4—y)dA.
s
LOSNING:

Punktmangden S er skitseret pa figur 12.8a og 12.8b

[TPATT T —N
N — =38 )

-4

Fig. 12.8a. Forst summeres i y-retningen

Fig. 12.8b. Forst summeres i x-retningen
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Pl ani nt egral og rum ntegral

170

a) Integrationsrekkefolgen valges sdledes, at man forst fastholder x, og
integrerer  f(x,y) =(8-x)(4-y) med hensyn til y fra "nederste" til "overste"
kurve (summerer lodret, jevnfor figur 12.8a). @verste kurve er imidlertid sammensat
af to, s man mé dele S opito delmengder §;, og S, ( = og D ).

S, Idet xe[-8;4], integreres mht. y fra y=- J/8-x til y= %x (svarende
til sojlen P, Q,), ogdereftermht. x fra x=-8 til x=4.

S,: Idet x€[4;8], integreresmht. y fra y=- V/8-x til y=\/8-x (svarende
til sgjlen P,0,), ogdereftermht. x fra x=4 til x=8.

Vi har derfor

@@ - [ f (B-x)(4-y)dy + [T [VEE(8-x)(4-)d.

b) Skiftes integrationsrekkefolgen (se figur 12.8b), fastholdes forst y, og f(x,y)
integreres mht. x fra venstre rand x =2y til hojre rand x =8-y? (svarende til

rekken MN). Derefter integreres mht. y fra y=-4 til y=2. Vihar derfor
2 2

[[(8-x)(@4-y)dd = [*dy [*" (8-x)(4-y)as .
-4 2y

Da den sidste oplesning er den simpleste, benyttes denne, og vi fér

[ - [ [ By

8-y2

(4-y)dy

2y

= [P oty 20y )dy = 12815
-4

I eksempel 12.1 blev det samme integral udregnet numerisk.

Edb-lgsning. 1 Maple kan integralet beregnes ved folgende ordrer:
>with(student);
>Doubleint( (8-x)*(4-y), x=2%y..8-y"2, y=-4.2) ;
2 8- y2
(8-x)(4-y)axdy
-4 2y
>value(");

6408
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12.3 Planintegral oplgst i pol ae koordinater

12.3 PLANINTEGRAL OPLOST I POLAZRE KOORDI-
NATER

Planintegraler, hvor integrationsmangden S er begranset af cirkler, spiraler eller lignende

"runde" kurver, kan ofte med fordel udregnes i polere koordinater.

Polare koordinater i planen

DEFINITION (polere koordinater). Et punkt P har de polere koordinater (r,0), hvor

1) t=|0P| erafstandenfra P til begyndelsespunktet O,

2) O eren med fortegn regnet vinkel fra den positive x-akse til OP (vinklen © regnes
positiv modsat uret).

Er P identisk med begyndelsespunktet 0, kan 0 veelges vilkarligt.

Man bemerker, at punktet P ogsa har de Y

polare koordinater (7,0+2pm), hvor p er 4

et helt tal. P

Af den retvinklede trekant pé figur 12.9 findes .
folgende sammenheng mellem punktet P's ) y=rsinf
retvinklede koordinater (x,y) og dets po- f

feere @ x=rcos 0 - > X

koordinater (7,0):

x = recosO, y = r-sin0 Fig. 12.9. Polcere koordinater r og 6 til
et punkt P.
Omvendt gzlder:
ro=yJx2+y?
Arctan? for x>0
x
-7 +Arctan?  for  x<0
x
0 =1 g for x=0 A y>0
4
-— for x=0 A y<0
2
vilkérlig for x=0 A y=0.
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Pl ani nt egral og rum ntegral

Eksempel 12.4. Ligning for kurve i poleere koordinater.

I retvinklede koordinater har to cirkler ligningerne

x2+y?2 =a? og (x-a)’+y’=a

2

Find cirklernes ligninger i polaere koordinater.

LOSNING:

Indsettes x =r-cosO, y =r-sin0 i ligningerne, fas

r2c0s20 +r2sin?0 =a?

< r?=2q'rcos® < r=0V r

< r=a, og (rcos0-a)’>+r2sin’0=a

=2a-cosO

2

< r=2a-cosb , Ge}—g;g (r=0 erinkludereti »=2a-cos® for 0=§).

any
-

Fig. 12.10. Cirklen r = a og cirklen r = 2 a cos 6.

Oplesning i polere koordinater

Lad § veare punktmengden, der er begrenset
a f t o halvl]1lini -
er 0=a,0=b (0<b-a<2m), ogtokurver
som 1 polaere koordinater har
ligningerne » =g(0) og r = h(0), hvor gog
h er kontinuerte, og 0<g(0)<h(0) for

alle

0 €[a;b] (se figur 12.11). Ved dannelsen af
middelsummer opdeles S 1 delm@ngder be-
grenset af kurver, hvor en koordinat er kon-

stant. [ retvinklede koordinater opdelte vi

» =<

r=g(0)

p X

Fig. 12.11. Mcengden S.

saledes i rektangler begranset af linier x=konstant og y=konstant.
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12.3 Planintegral oplgst i pol ae koordinater

Y
A
p r =h(B) L
%) L [
=~ . e [a%
Adj ) \‘6 il
r=g(0) 2
=4
> X

Fig. 12.12. Inddeling af S. Fig. 12.13. Delmeengde af S.

I polere koordinater er det tilsvarende praktisk at opdele et cirkelringsudsnit, der indeholder
S, 1 smé cirkelringsudsnit begrenset af cirkler af typen r=konstant og "radier" af typen
O=konstant (se figur 12.12). Med figur 12.13's betegnelser, har de intuitivt arealerne

dA =rd0-dr (jevnfor beviset nedenfor). I overensstemmelse hermed gelder:

SATNING 12.3 (planintegrals oplosning i poleere koordinater). Lad funktionen [ veere
kontinuert i meengden S vist pa figur 12.11. Sa geelder
fff(x,y)dA = f”de HO) £(r-cos0, 7 sinB) rdr .

S g(6)

Bevis. Med figur 12.14's betegnelser er de smd delmengders arealer AAl.j ( ief{1,2,..,1},
jell ,2,..,m}) givet ved

A4,; = (areal af cirkeludsnit OED) - (areal af cirkeludsnit OBC) = rj2 AO, - —r;

N | —

_ 1 Z
- E(rj”j—l)(rj‘rj—l)Aei = 1y ArjA8;
« _ 1

hvor r; = E(er'rj—l)'
En middelsum for planintegralet f f f(x,y)dA kanda skrives

) mo A s

; JZ:; f (r; cos8;,r; sin®,; )r; Ar,AQ, ,

AN

hvor f er en funktion, derer identisk med f i S ogellers
0.

Ved betragtninger analoge med beviset for setning 12.1 far vi

derfor det i setning 12.3 naevnte resultat.

Fig. 12.14. Delmceengde af S.
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Eksempel 12.5. Oplosning i polaere koordinater. N
Den kvarte cirkelskive S pé figuren har i punktet (x, ) -
en massetethed pd f(x,y) =x +2y.

Find den samlede masse.

LOSNING:
Vi har X

massen = fff(x,y)dA = ff(x+2y)dA
S S

Opleses 1 polare koordinater, bliver den kvarte cirkelskive bestemt ved

S = {(r,B) ‘ 0<r<2 A 0<0Oc< g} (jeevnfor eksempel 12.4).

Vi har derfor

f{(mzy)dA _ fogdﬁ [2(r cos0 + 2r+sind) r

r3
— | (cosO + 2sin0)dt

=f0%d6 foz(cosﬂ + 2sin0) r2dr = fog 7,

I

:fo

;8
3

-(cosO +2sin0)dO = g[sinﬂ —2-cos6}0E

w | oo

sin™ -2-cos~ - (sin0 - 2-0)
2 2

w | oo

(1-2:0-(0-2-1)) = 8.

Eksempel 12.6. Oploesning i polere koordinater.
Cirkelskiven x-1)2+y2< haripunktet P en massetethed pd (x,y) =yx2+y?
a) Find cirkelskivens tyngdepunkt.

b) Find cirkelskivens inertimoment I, om z-aksen.
LOSNING:

a) Af symmetrigrunde ma tyngdepunktet ligge pd x-aksen. Abscissen x, findes af

formlerne for masse og tyngdepunkt i appendix:
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12.3 Planintegral oplgst i pol ae koordinater

ffx-f(x,y)dA ffx-f(x,y)dA ffx\/x2+y2 dA
Xy = s _ S _ 8

massen fff(x’y)dA fdeA
s

N

Opleses 1 polare koordinater, bliver cirkelskiven bestemt ved

S = {(r,e) ‘ 0<r<2cos® A - g <0< g} (jeevnfor eksempel 12.4).
Vi har derfor
x 50050 X " 2cos0
ffx\/x2+y2dA = fz do f T yecosO-rordr = fz [—] cos 040
- 0 -l 4 0
s 2 2
3 4 4 5 64
= fz 4:c08°0d0 = = |sin0O-cos*D +4-sind - —sin0 |2 =
—% 5 3 m 15

f{\/_x2+y2dA _ féde [ rerar - f_a’_z’r"”ede _ fégcossede

b) Inertimomentet I om z-aksen findes af formlen i appendix 12.3:

I = f f (x 24 y2) f(x,y)dA . Opleses igen i polare koordinater, fas
s

I = f_%%dﬁ fozcoserz-rrdr = f_%g[r—srcosedﬁ

5 Jo
s 32 s 32| [sinB-cos?0]5 4 p5 s Schaum
_f_ﬁ(? cos’ 0 O)d o e n+§f_£cos 040 14.396
2 ‘3 2
32| .o 4. o sin’0 |3 Schaum
=5 | 00+ |sind | 14379

:ﬁ(l_lj_ _1_(—1)3)) _ 128 .4 512
3
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12.4 BEREGNING AF RUMINTEGRAL

Rumintegral oplest i retvinklede koordinater og cylinderkoordinater

Lad punktmangden S veare givet ved = {(x,y,z) | (x,y)eSxy A g,(x,y) szsgz(x,y)j

hvor Sxy er en begrenset, lukket mangde (med et areal) i xy-planen, g, og g, er
kontinuerte og g, (x,y) < g,(x,y) foralle (x,y)eSxy. Sxy kaldes S’s projektion pa xy-
planen. Vi inddeler S som antydet pa figur 12.15, sé alle delmengder, der ligger "over"

hinanden har samme projektion pad xy-planen.

Fig. 12.15. Mcengden S.

En  delm®ngde med  grundfladearealet AAI.]. og hejden Az, md have

volumenet

AV, =AA4,;Az,.  En middelsum for rumintegralet f f f f(x,y,z)dV  kan da skrives
EEAAU E f (x;,;524) Az, , idet vi for fastholdt x,, yJ og AAZ.]. summerer i z-aksens
retning. Dermed er vi intuitivt ledt frem til folgende s@tning (som det ogsd er muligt at fore

strengt bevis for):

SATNING 12.5 (rumintegralets oplosning). Lad funktionen f veere kontinuert i meengden S vist
pa figur 12.15.  Sa geelder ffff(x ,v,2)dV = ff da (& y)f(x v,z)dz, dvs. en inte-

g (x.y)
gration i z-retningen efterfulgt af et planintegral over S's projektion pa xy-planen.

Der fremkommer naturligvis to analoge formler ved ombytning af bogstaverne x, y og z.
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12. 4 Beregning af rum ntegral

Planintegralet over S,y kan opleses i retvinklede koordinater eller i polere koordinater, som

det nu er mest bekvemt.

Eksempel 12.7. Rumintegral oplest i retvinklede koordinater.
Lad § vere det tetraeder, der afgrenses af koordinatplanerne og planen med
ligningen
x+y+z=1. Beregn koordinaterne til tetraederets tyngdepunkt, idet tetraederet er homo-
gent med massetathed 1.

LOSNING:
Af symmetrigrunde ma tyngdepunktet have samme forste-, anden- og trediekoordinat.

Ferstekoordinaten x, findes af formlen

Xy , hvor M=

er massen (volumenet) af S.
M

| —

Beskrivelse af punkterne i S: S, = trekantskiven {(x,y) | x>0 A y>0 A x+y<1} ,
og for alle (x,y)ESxy gelder 0=g,(x,y)<z<g(x,y)=1-x-y .

01 M=(x,0) 1

Fig. 12.16. Tetraederet S. Fig. 12.17.  Projektionen S,

Ved oplesning i retvinklede koordinater fés

X = 6°f£fde =6 ffdA fol “xdz (integration langs sejlen PQ pa figur 12.16)

Sy

S [[xtzly v = 6 [[x-x-paa =6 [ @[ x1-xna
Sy Ssy

__6f1xwl-xdx _ 6f1x(1—7x)2dx _ 1
0 2 0 0 2 4
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Cylinderkoordinater.  Erstattes de de retvinklede koordinater (x,y) i xy-planen med de

tilsvarende polare koordinater (#,0) , bliver de rumlige retvinklede koordinater (x,y,z)
endrettil (r,0,z) , somkaldes cylinderkoordinater. Holdes » konstant, mens & varierer,
fremkommer nemlig en cirkel 1 xy-planen, og nar yderligere z varierer, parallelforskydes

cirklen i z-retningen, s& der fremkommer en cylinderflade.

Eksempel 12.8. Rumintegral oplest i cylinderkoordinater. 7
En beholder af form som en cylinder har hejden 4 og é

radius 1 grundfladen er 1. Cylinderen er helt fyldt
med et stof, som har massefylden 9 - % z3 (koordi-
natsystemet er indlagt, som vist pa figur 12.18). Find S

inertimomentet / om z-aksen af beholderens indhold. \

Fig. 12.18. Cylinder.
LOSNING:
Beskrivelse af punkterne i S0 S, = cirkelskiven xZ+y?<1

og foralle (x,y)€s,, gaelder 0=g,(x,y)<z<g,(x,y)=4 .
I-= fff(x2+y2)-(9—— z)dV = ffdAf (x2+y?)- (9——z3)dz
N

ffdA(x2+y2) 92——4} = 28ff(x +y?)

S
28[02"416 folr2°rdr - 147 =~ 4398 .

xy

I eksempel 12.1 blev samme integral udregnet numerisk.

Edb-lgsning. Benyttes Maple kan man anvende ordrerne:
>g = (1-x"2)"1/2):  f:=x"2+y"2) * (9-z"3/8) :

>with (student) :

>Tripleint( f, y=-g..g, z=0..4, x=-1..1) ;

Jlr o (;hﬁ)[g——z )a:ydzdx

>value( ") ;

147
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Suppl enmrent 12A Kugl ekoor di nat er

supPLEMENT: 12A KUGLEKOORDINATER

Kuglekoordinater kan opfattes som polere koordinater i rummet. De kan vare nyttige, ndr punktmengden S har symmetri
omkring koordinatsystemets begyndelsespunkt O, eller narafstandentilO |y/x2+y2+z2 ) spillerenrolleiintegranden.

DEFINITION (kuglekoordinater). Et punkt P (se figur 124.1) har kuglekoordinaterne (r,0,$), hvor
1) r=|OP| erafstandenfra P til begyndelsespunktet O,

2) 0 erden samme vinkel som i cylinderkoordinaterne (0€[0;2n]), og

3) & ervinklenfra k (z-aksen) til OP ($e[0;7m]).

Idet |OP,| =r-sing, kan koordinaterne til P,
skrives P, = (r-sin¢cosO, r-sind-sinB, 0) . Over
gangsformlerne mellem retvinklede koordinater og kugleko-
ordinater er folgelig

x=r-sind-cos®, y=r-sing-sin@, z=r-cosd,
hvor r=0, 0€[0;2n], ¢e[0;n] .

I geografien (jordkuglen) erstatter man ofte ¢ med
b= %—(b (nordlig og sydlig bredde), og den positive

z-akses skering med kuglen kaldes kuglens nordpol.

Fig. 12A.1.  Kuglekoordinater ¥, 6, d) til
et punkt P.

Lad punktmangden S veare givet ved S = {(r,e,d))|g1(6,¢)srsg2(9,d)) A (9,¢)€Se¢}, hvor S er
en lukket mengde (med et areal) indeholdt i [0;27]x[0;m], g, og g, er kontinuerte, og

0<g,(0,0)<g,(0,0) foralle 6, €S9¢.

S 0

9

0 T

Fig. 12A.2. Mcngden S. Fig. 12A.3.  Mewngden S&(p

SATNING 12A.1 (oplosning i kuglekoordinater). Lad funktionen f veere kontinuert i mengden S vist pd figur 124.2.

Sd geelder ffff(x,y,z)dV = ffdA fg2(9’¢)f(r-sind)cose,r-sind)-sin6,r-cos¢)r2-sin¢dr .
S SB(]) 31(9’4))
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Begrundelse.

Fig. 12A.4.  Dellegeme i kuglekoordinater. Fig. 12A.5. R og Q pa cirkel med radius r; sing, .

Punktmeengden S opdeles i dellegemer begreenset af fladerne » = konstant, © = konstant og ¢ = konstant. Figur

12A.4 viser et sddant dellegeme, begranset af kuglerne 7 = Yioqg og T=1;, halvplanerne 6 =0,_;, og 6=0,

samtkeglerne ¢ =¢,_;, og ¢ =¢,. Rumfangetafdette legeme er med tilnarmelse lig produktet af kantlengderne
|PQ|, |RS| og |[QR|. Vi har umiddelbart, at |PQ|=r,-r, ,=Ar, og

|RS| = r].((bn ¢, )= r Adp. Som det fremgér af figur 12A.5, ligger RQ pd en vandret cirkel med radius

r;sing,, dvs. |RQ | = r;sing,(6,-6, ;) =r;sing, AB. Idet A4 =ABAd har vi nu, at rumfanget af

legemeter AV = rj2 sing, ArAGA = rj2 sing, AAAr, hvilket begrunder formlen.

Eksempel 12A.1. Oploesning i kuglekoordinater.

Etlegeme S er begranset af en kegle med topvinklen =  og en kugle med centrum i keglens toppunkt og radius

1. Find inertimomentet / af S om keglens akse, ndr S er homogen med massetaethed 1 ton/m’.

LOSNING:

+—12

v

» ()

T

¥
Fig. 12A.6. Mcengden S. Fig. 12A.7.  Mengden Sg,

Indlaegges kordinatsystemet, som vist pa figur 12A.6, er I= f f f (x2+y®)dV, hvor
S
S={(r,9,¢)|05rsl/\0565211:/\03(])5%}. Vi har derfor

I =ffdA fol((r'sin(b'cose)z+(r'sin(|>'sine)2)r2sind>dr - ffdA Llr4sin3¢dr

Se¢ Sed)
I 5
— 4 2n r_ 1. 3
fo dd)fo [ 5 ]Osm $do
: 2 i 4 2
= —nf451n3¢d(|) = —n[°°s ¢ —cos(b]“ = (———)n = 0.0973 [ton-m?] .
5 0 15 6 —
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Opgaver til kapitel 12

OPGAVER

Opgave 12.1 (numerisk integration)
Beregn i hvert af de folgende tilfcelde med tilncermelse planintegralet

7, ” X, 2) ffeﬁ-ﬁdA, 3) ”\l G+2)°-12 4,
2(x+2y)%-13
S S

hvor S =[2;4]x[1;2], vedatopdele S i N? ens delrektangler og danne middelsummer
for Nn=1,20g4.

Opgave 12.2 (numerisk integration)
Foretag i hvert af de folgende tilfeelde en grov vurdering (ét betydende ciffer) af planintegralet

) ffln(ﬁw})dA, 2) fdeA 3 ﬂi;dA

s s
hvor S={(x,y)|1<x<4 AN 1<y</5-x}.

Opgave 12.3 (integration uden oplosning)

Udregn

1) fdeA, nir S={(x,y)|x*+y?<2?}

2) 3dv, nar S=1{(x,y,z)|x%+y?<4?> AN 0<z<5}
il

3) ff\/9—x2—y2dA, nar S={(x,y)|x%+y?<32}
s

9 [[[@eyenar, nir S=1(x,y,z) | —— + 1 L .51,
< 1+x2 1+y%2 1+z%2 2
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Pl ani nt egral og rum ntegral

Opgave 12.4 (planintegral)

Beregn i hvert af de folgende tilfeelde planintegralet over den skraverede meengde S.

17) ff(2x+y)dA

N

2) ffxydA

3) ff(xz—yz)dA

S

4 ff y dA
(x+3)(1+x2)

N

5) ff(x+2y)dA

S
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2
x+tyv=2
(1,1)
- =0
» ‘X’
YA (2.4)
N
‘// =2
N (2,2)
Y -1r=0
—41—>
0 2 Y
Y
(1, 1)
v y=0 \
— \ X
X+ J —() — v+ ‘2 — 2
(1.-1)
S“ 9 2
[\ TR A
4 8 !
-9 9 -\
y
a,n
X ﬂ:(y//// v =2
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Opgaver til kapitel 12

Opgave 12.5 (areal)
Find i hvert af de folgende tilfeelde arealet af den skraverede meengde S.

1) 2)

Opgave 12.6 (masse)
Beregn i hvert af de folgende tilfcelde massen af det skraverede plane legeme S med den 2-

dimensionale massetcethed f(x,y) mdlt i kg/m?. Alle mdl er i meter.

YA
=1
1) f(x,y)=2x+y. =2
T Y > X
1 2
Ya
2) f(x,y)=xy. 257 =1
» X
1
i
(1, 1)
3) fx,y)=x*+y.
: - X
1 (2,0
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Pl ani nt egral og rum ntegral

Opgave 12.7 (inertimoment)
Beregn i hvert af folgende tilfcelde inertimomentet om z-aksen (en linie gennem 0,0 vinkelret pa
xy-planen) af det skraverede plane legeme S med den 2-dimensionale massetceethed '(x,y malt

i ks/m?. Alle mdl er i meter.

Yi =1
x ~yv=0
1) f(xy)=1 x-21r=0
> X
Y
2) f(x,y) =1 X+ =1
1 - X

30 f(x,y)=1

49 flxy)=1

5 f(x,y)=15xy? -
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Opgaver til kapitel 12

Opgave 12.8 (tyngdepunkt)
Beregn i hvert af folgende tilfeelde tyngdepunktet for det skraverede plane legeme S med den 2-

dimensionale massetcethed f(x,y) mdlt i kg/m?. Alle mdl er i meter.

YA

D fley)=1

e

2) f(x,y)=1

YA

(x1)? +° =1

3) f(x,9)=5(y*+x)

2

A
N

Y

4) f(x,y)=1
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Pl ani nt egral og rum ntegral

Opgave 12.9 (fordampning) YA (2. 2)
Fordampning fra den skraverede plane flade S er pd
stedet (x,y) givet ved xX-y mdlt i kg/(m?-h). v =0
Hvor mange kg fordamper fra hele S pa 1 time? ', < x=2
Alle madl er i meter.
2 = A

(0, 0)

Opgave 12.10 (befolkningstal) 500

En cirkelrund by har en befolkningsteethed, der i punktet x,y er indbyggere/m’,

[x%+y2% +100(

hvor (0,0) er byens centrum, og x, y mdles i meter.

Beregn antallet af indbyggere inden for en radius pa 1000 m.

Opgave 12.11 (integrand givet implicit)
Det oplyses, at ligningen Xy +x2z+z3 = 1 bestemmer z som en funktion af x og y. Idet

2
S={(x,y)|x%+y?%< ( % J A z>0}, skal man finde en tilncermet veerdi af planintegralet

f f z(x,y)dA med en relativ fejl mindre end 1% (najagtigheden skal dog ikke begrundes).
s

Z

Opgave 12.12 (rumintegral)
Beregn de folgende rumintegraler

1) f{f(x -y)dv,

hvor S er begreenset af fladerne givet ved

X+y+z=3, 2x+y=2

x=0, y=0, z=0.

2) f{fxyde,

hvor S er begreenset af fladerne givet ved

2, 9 1
N Y+ =1
z=16, x2+y2=16, z=0. v 0
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Opgaver til kapitel 12

Opgave 12.13 (volumen)
Beregn i hvert af folgende tilfeelde volumenet af meengden S:

1) S er begreenset af fladerne givet ved
-2y+z =95, z=x2+(y+1)? .

-2v+ 2=5

z=X + (y+1)

)7
2) S er begreenset af fladerne givet ved
2 =x2+y2+l, x-y2=0,
2
x=1, y=0, z=0.
3) S er begreenset af fladerne givet ved
x+y+z=8, x2+y%?=25, z=0.
25

4) S er begreenset af fladerne givet ved
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Pl ani nt egral og rum ntegral

Opgave 12.14 (masse)

Beregn i hvert af de folgende tilfcelde massen af S med massetcetheden f(x,y,z) malt i
kg/m3. Alle mdl er i meter.

Zh
1) f(x,y,z)=15\yz
S er begreenset af fladerne givet ved

z=y, y=1, y=x2% z=0.

2 f(xy,z)=x?+y?+z?

S er begreenset af fladerne givet ved

z=0.

(Halvkugle med kegleformet fordybning.)

Opgave 12.15 (inertimoment)

Beregn i hvert af de folgende tilfcelde inertimomentet om z-aksen for legemet S med massetcet-
heden 1000 kg/m?3. Alle mdl er i meter.

1) S er begrenset af fladerne givet ved =2
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Opgaver til kapitel 12

2) S er begreenset af fladerne givet ved yt+tr=1

z=4-x-y, x-y=1,

x+y=3, x+y=1, x-y=3. T~

3) S erbegreenset af fladerne givet ved

z=(x2+y2)3, z=1.

4) S er begreenset af fladerne givet ved
z=\x2+y?, z=x2+y?,
(en paraboloideformet skdl med en keglefor-
met fordybning).

5) S er begreenset af fladerne givet ved
(en paraboloideformet skdl med en paraboloide-

formet fordybning).
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Pl ani nt egral og rum ntegral

Opgave 12.16 (tyngdepunkt)
Beregn i hvert af folgende tilfeelde tyngdepunktet for legemet S med massetcetheden
1000 kg/m?3. Alle mdl er i meter.

1) S er begreenset af fladerne givet ved
z=2-x-y, x+y=1,
x=0, y=0, z=0.

27) S er begreenset af fladerne givet ved

z=yx%+y?, z=2.

3) S erbegrenset af fladerne givet ved

4
z=2-x%-y?%, z=yx?%+y?.

Opgave 12.17 (kuglekoordinater, rumintegral)

S er kuglen med centrum i (0,0,0) og radius a .

1)  Find, ved integration, rumfanget af'S.
Ladningsteetheden i punktet (x,y,z) er f(x,y,z) = z>.

2)  Find, ved integration, ladningen i S, dvs. ”ff(x,y,z)dV.
s
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Opgaver til kapitel 12

Opgave 12.18 (kuglekoordinater, rumintegral)

S er halvkuglen {(x,y) | x2+y*+z?2<4 A z>0}.

1)  Find, ved integration, rumfanget af'S.

Ladningsteetheden i punktet (x,y,z) er f(x,y,z) = xz.

2)  Find, ved integration, ladningen i S, dvs. f”f(x,y,z)dV.
s

Opgave 12.19 (kuglekoordinater, rumintegral)
S er keglen (“isvaflen”)

(,p) | xPayPez?cd N ozayx?+y?}

(Vink: S er rotationssymmetrisk om z-aksen.

Se figuren.) X
1) Find rumfanget af S. N
2)  Find [[[zav. ;*d

s

Opgave 12.Exam18a (plan- og rum- integral, 20 point)

6 -x afgreenser i forste kvadrant et begreenset

Hyperblerne givet ved 'y = og y = 2
¥ -

omrade S.

1)  Find planintegralet ff 6 —2x dA .
y
s

2) Idet T={(x,y,2)|(x,y)eS A 0<z<

[l[&5e

N

6 —x

y

} skal man finde rumintegralet

Opgave 12.Exam39a (rumintegral, 10 point)

Pa figuren er skitseret en lukket beholder, som er
rotationssymmetrisk om z-aksen. Alle mal er i meter.
Beholderens bund har ligningen

z=x2+y2 -1,

Beholderens ldg har ligningen

Hvor mange m’ rummer beholderen?

191



Pl ani nt egral og rum ntegral

Opgave 12.Exam47a (rumintegral, 20 point)

Pd figuren er skitseret en beholder, som er rotations-
symmetrisk om z-aksen. Alle mal er i meter.

1) Hvor mange m’ rummer beholderen?

2) Beholderen er helt fyldt med et indhold, der har

massefylden » =2+ x% + y2 - madltiton/m’. .
Find massen af indholdet.

Opgave 12.Exam59a (plan- og rumintegral, 20 point)
En mcengde S er begreenset af kurver med
ligningerne ( se figuren) 4
x+yrt=-1, x-ypr=1
y=0 og y=-1.

1) Find planintegralet af

f(x,y) = x%y over meengden S .

2) Pd figuren er skitseret en beholder, som er
rotationssymmetrisk om z-aksen. Alle mal er i
meter. Beholderens bund har ligningen
z =9 +x% +y? |
Beholderen afgreenses endvidere af planen med
ligningen z=5. Beholderen er helt fyldt med et
indhold, der har massefylden p =5 - z malt

v

i kg/nv.
Find massen af indholdet.

Opgave 12.Examé64a ( rumintegral, 15 point)
1 legeme S med massetcetheden 1 ton/m’ er begreenset af

fladerne givet ved

z=yx2+y2+1 og z=42(x%+y?)

(en kegleformet skal med en hyperboloideformet
fordybning). Alle mdl er i meter. Beregn legemets
tyngdepunkt med to betydende cifre.
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Opgave 12.Examé69a ( planintegral, 25 point)
1 ) Skitser det i et xy-koordinatsystem beliggende omrdde S, bestemt ved

= {(x,y) |x*+y*<n} ogberegn planintegralet ff sin(x2 +y?)dA.

2) I et xyz-koordinatsystem er givet 2 cirkler c, og c, bellggende i xy-planen:

tel 12

c, ={(x,3,2) [ x> +(y -1 =1Az=0} ,c,= {(x,3,2) [x*+(y-2)*=4Az=0} .

a) Skitser omrddet S,, der er bestemt som meengden af punkter (x,y,z) i xy-planen, som ligger

uden for c,, men inden for c,.

b) Idet S, er forsynet med en tynd homogen massebeleegning med massetetheden

p:

Opgave 12.Exam72a ( planintegral, 20 point)
Beregn tyngdepunktets abscisse for det skravere-
de plane legeme ( se figuren ) med den 2-dimen-

sionale massetethed 2 kg/m’. Alle mdl er i meter.

% kg/m’ , onskes inertimomentet om z-aksen beregnet for S, (alle mdl er i meter).

Opgave 12.Exam79a ( planintegral, 25 point) -
Lad S veere det skraverede omrdde pa figuren (0.03) (103) o
(alle mal er i meter) og lad S have en massetcet- roy=4
hed pd 2 kg/m’. (30
Find abscissen x, til S s tyngdepunkt. \

30"

Opgave 12.Exam82a ( planintegral, 20 point)

1) Skitser i et xy-koordinatsystem meengden S givet ved y={(x,y)|0<x<1A0<y<x+1}

2) For en funktion f(x,y) kendes differentialet df=e”sinhxdx +e”coshxdy, og det
at f(0,0) = 1.
Find planintegralet af f(x,y) over meengden S.

vides,
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Pl ani nt egral og rum ntegral

Opgave 12.Exam113 ( kurveintegral, planintegral, 30 point)
1) Lad kurven k veere den orienterede kurve pd figuren
med samme startpunkt og slutpunkt P, = (0, 2) .

Undersog, om kurveintegralet

fArcsin( E) dx + —"y2_xz dy
k

y y
har veerdien nul (begrundelse onskes).

2) Lad S veere den lukkede punktmcengde i forste
kvadrant, der er begreenset af cirklen - +y? = og
hyperblen 1= : (se figuren).

a) Angiv S'i pochere koordinater, dvs. pd formen
P={(r,0) | a<0<PB A £(0)<r<f(0) .

b) Lad S veere homogent belagt med masse med en

Il
'—ﬁllu

massetcethed pd 2.7 kg/m’ (alle mdl er i meter).

Find S's inertimoment om z-aksen.

v
-

‘4,

C ;

Opgave 12.Exam136 ( planintegral, uden brug af hjeelpemidler, 10 point)

Opgave 12.Exam124 ( rumintegral, 20 point)
Det pd figuren skitserede legeme S, er begreenset af fladen

med ligningen 22 = 16 -(x2+y?)2.  Alle mdl er i meter-.
Legemets massetcethed er 100 kg/m’

Find legemets inertimoment om z-aksen.

Find planintegralet r %dA hvor S er den meengde i planen, der er bestemt ved
XY
y21,y>x? og y<4
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Opgave 12.Exam146 ( rumintegral, numerisk integration, 20 point)
Lad B= {(x,y)] Osxs% A 0<y<Arcsinxt og

(x,y)eB A 0<z< 2y }

x+1

A= {(x,y,Z)

Beregn rumintegralet 1 = [ f [ 2z dV, idet man gar frem som folger:
s

T
L
a) Vis, at fG ! CO_St dt
o 1 +sint

b) Find en tilncermelse til integralet i sporgsmal a) ved hjeelp af Simpsons formel med n =2 og

n =4 (mellemregninger skal anfores).

Opgave 12.Exam165 ( planintegral, uden brug af hjcelpemidler, 10 point)
Beregn planintegralet ff(ny +1)dA, hvorS
s

er den skraverede punktmeengde pa figuren.

Opgave 12.Exam183 ( planintegral, uden brug af hjcelpemidler, 10 point)
Lad omrddet S veere givet ved S={(x,y)|0<x<1 A 0<y<1-|2x-1]|}.
a) Skitser omradet S.
b) Find planintegralet ff 2xydA.
s

Opgave 12.Exam203 ( planintegral, 15 point)
Lad S veere det omrdde i planen, der er skraveret
pd figuren, og som er begreenset af cirklen med
centrum i (0,a) og radius a, og kurven r=|x :

Udregn planintegralet f f ydA.
s
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Pl ani nt egral og rum ntegral

Opgave 12.Exam212 ( planintegral, uden brug af hjcelpemidler, 12 point)
Lad S veere det pad pa figuren skraverede omrdde
begreenset af kurverne med ligningerne )
x-y-1=0, y-3=00g xy-y-1=0.
a) Oplos planintegralet
et :
y+1

Si retvinklede koordinater.

Veelg den integrationsreekkefolge, der medforer,

at oplosningen resulterer i netop ét dobbeltinte-
gral.
b) Beregn planintegralets veerdi.

Opgave 12.Exam224 ( rumintegral, 15 point)

Find veerdien af rumintegralet

= 2zyx2 +y2dV h idet
f[f Zyx“ +y vor omrdde

S={(x,y,2) | x2+y%2<1 N O<z<x} er
vist pd figuren.
Vink: Brug cylinderkoordinater.

Opgave 12.Exam233 ( planintegral, 15 point)

Lad omrddet S veere givet ved S = {(x,y)|0<x<1 A ;<ysl}.

x2—2x+5_

a) Skitsér omradet S.
b) Beregn planintegralet f f xdA .
s

Opgave 12.Exam237 ( planintegral,uden hjcelpemidler, 8 point)

Lad omrddet S veere givet ved S ={(x,y) | g <x<m A cosx<y<sinx}.
a) Skitser omradet S.

b) Beregn planintegralet f f Ldz‘l .

sinx — cosx

196




13 FLADER, FLADEAREAL OG
FLADEINTEGRAL

Forudsatninger i dette kapitel.
I Etintervali R.

D: En &ben sammenhzngende delmangde af R? .

Alle funktioner er kontinuerte reelle funktioner af 1, 2 eller 3 variable og har kontinuerte (partielle) afledede i henholdsvis
I eller D.

13.1 FLADER

Vi har tidligere set, at en kurve i planen kan vere givet pa forskellige méder:
® ved en funktion y = f(x), f.eks. y=x2+1
® ved en ligning g(x,y) = 0, feks. x2+(y-1)* =1
® ved en parameterfremstilling » = r(t) = (x(¢), y(¢)), f.eks.
r(t) = (t-cost, t-sint), te[0;00].

AN
@

0

Fig. 13.1. Kurver i planen.
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Fl ader, fl adeareal og fl adei ntegral

Analogt kan en "flade" i rummet vare givet:

® ved en funktion z = f(x, ), feks. z = x2 +y?
® veden ligning g(x,y,z) =0, feks. x2+yp2+z2=1

® ved en parameterfremstilling

_ x 1 1 -3
f.eks. r = |yl = [2] +ul3] +vVv] -1
z 3 1 2

b

(u,v) eR2,

Fig. 13.2. Flader i rummet.

Parameterfremstilling

Lad tre funktioner x (#,v), y(u,v) og z(u,v) vere defineret for (u,v) € D. Til ethvert punkt

(u,v) € D vil der da svare et punkt (x,y,z) i et rumligt xyz-koordinatsystem. Den herved

fremkomne punktmangde kaldes en flade F med parameterfremstillingen

[x] [x(u,V)J
yvi=1yu,v)|, (u,v) e D
z z(u,v)

eller kort
r = r(u,v), (u,v) € D.

Eksempelvis 7 = (1+u-3v, 2+3u-v, 3+u+2v),
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13.1 Fl ader

Omskrivning til parameterfremstilling
Er en flade givet ved en funktion z=f(x,y), (x,y) € D, er det altid muligt at omskrive til

en parameterfremstilling ved at s@tte x =u og y=v, sd vi fir

x u
Y| = v ) u,v)eD .
z f(u,v)

Er en flade eksempelvis givet ved funktionen z =x2+y2, (x,y)eR?, kan vi omskrive til

parameterfremstillingen

x u
y| = v , (u,v)eR? .
z u2+V2

Omskrivning for ligning g(x,y,z) =0. Eren flade givet ved en ligning g (x,y,2z) =0, er det ofte muligt at omskrive
til en parameterfremstilling. Er der eksempelvis givet en kugleflade ved ligningen x 2+y2+2z2 =1, ses af omtalen af
kuglekoordinater i supplement 12A, at man kan omskrive til parameterfremstillingen

X cosu * sinv
y| = | sinu-sinv

, uel[0;2n[, vel[0;n] .
z COSV

I det folgende vil vi antage, at flader er givet ved en parameterfremstilling.

Parameterkurver
Ved parameterfremstillingen 7 =r(u,v), (u,v)€D vil et fast punkt 0y =(y,vy) i D
afbildes over i et punkt P, pé fladen F,idet OP, = ;(uo,vo), se figur 13.3.

Fig. 13.3. Punktet Q, afbildes over i punktet P, pd fladen F.
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Fl ader, fl adeareal og fl adei ntegral

Betragtes et punkt Q =(u,,v), hvor v varierer, vil Q gennemlegbe en lodret linie gennem
Q,» se figur 13.4a. Dettil Q svarende punkt P pd fladen F vil da gennemlebe en kurve

med parameterfremstillingen

x x(uy,V)
;[y] - | Y@ |, W€D,
z z(uy,V)

som kaldes en parameterkurve pa F, se figur 13.4b.

parameterkurve

D

u

Fig.13.4a. Varierer v. Fig. 13.4b. Fdr parameterkurve pd fladen F.

Parameterkurven har tangentvektoren

ox
—(u,,v
av(" )

dy
u,,v
av( 0>V)

0z
—(u,,v
av(o )

P (u() H V)
v

R

~

(2,V)

’

~
-

~

D

y v
X

Fig. 13.5a. Varierer v. Fig. 13.5b. Far parameterkurve med

tangentvektor.
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13.1 Fl ader

Eksempel 13.1. Parameterkurve pi flade.

Lad en flade F' vere givet ved parameterfremstillingen

_ x u-v+l1

r=|y| =|u+v+4 , (1)
z

8-u?-2v?
w,v) € {,v)eR? | ue[-22]Ave[-1;1]}.

Find en parameterfremstilling for parameterkurven givet ved u=1, og find en

tangentvektor.

LOSNING:
Indsattes u#=1 i fladens parameterfremstilling, fas folgende parameterfremstilling for

parameterkurven:

_ X 2-v
r=|y|= 5+v |, vel[-1;1].
z 7-2v?

Tangentvektoren bliver da (se figur 13.6)

o [ 1]
ov -4v

\
4 D 1 D,
2 I Y
By ] = 1
2
v 3

Fig. 13.6. Fastholdes u=1, sd kun v varierer, fas en parameterkurve pd fladen.
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Fl ader, fl adeareal og fl adei ntegral

Fastholder vi v =v, og lader u variere, fir vi en anden parameterkurve givet ved ;(u,vo)
or

med tangentvektoren o’ se figur 13.7.
u
v
D
1 U Y
", v

Fig. 13.7. Variererer u, og far en anden parameterkurve med tangentvektor.

Vi betragter et fladepunkt P, givet ved stedvektoren 50 = ;(uO,VO). Hvis de to tangentvek-

torer ?(uo,vo) og ?(u0 Vo) begge er forskellige fra 0 og ikke er parallelle, vil de
u v

sammen med fladepunktet P, bestemme en plan, som kaldes fladens tangentplan i P,, se

figur 13.8.

v
tangentplan A

<

D

u Y

i,

Fig. 13.8. Tangentplan for flade.
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13.1 Fl ader

Vektorproduktet 9r,or er vektoren med
u Ov A O OF
P ; 3 ; cu cv
1) retning vinkelret pA — og —, sddan
u ov .

- — - - C
at Q, or og 97 % 97§ denne rackke- v
du 0Ov du Ov

folge er i1 hejrestilling (som tommel-,

pege- og langfinger pd hejre hénd, se o

Fig. 13.9. Vektorprodukt.
figur 13.9),

2) leengde or or

lig med arealet af det parallelogram, der udspandes af

or o, 87
ou ov

ar o7
ou OV

ar

ov

or
ou

sin O .

Antagelsen om at ? og ? begge er forskellige fra 0 og ikke parallelle, er ensbetydende
u \4

med, at or,or # 0. Derfor vil or,9r vare en normalvektor for tangentplanen, se
Ju 0OV du 0Jv

figur 13.10.

normalvektor ar X ar
dIVER du Ay

yaval
VAR

Fig. 13.10. Tangentplan og normalvektor.

vV

D tangentplan

U,
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Fl ader, fl adeareal og fl adei ntegral

En flade givet ved en parameterfremstilling 7 =r(u,v), (u,v)eD, kaldes reguleer, hvis

or, 9r £ 0 foralle (u,v)eD.
du Ov

Eksempel 13.2. Tangentplan.
Vi betragter igen fladen fra eksempel 13.1 givet ved parameterfremstillingen
_ X u-v+1
yr = y = u+v-+ 4 5
z 8-u2-2v2
w,v) € D={@,v)eR? |uc[-2,2] Ave[-1;1]}.
a) Vis, at fladen er reguler.

b) Find en ligning for fladens tangentplan i det til (#,,v,) = (1,0) svarende fladepunkt

P,.

LOSNING:
a) Vi finder:

oo (1) T) - (|4 1)
du ov Y 4y -2u -4v 11
= (-4v+2u,4v+2u,1+1) # (0,0,0) foralle (u,v)eD.

or  dr , o

Da — x— # 0 overalti D, er fladen reguler.
du O0v

b

—2u —4v

_‘1 -1

b) Vi finder fladepunktet
Py = (1,00 = (1-0+1,1+0+4,8-12-0) = (2,5,7)
og normalvektoren
97 9T (Z4-0+2-1, 4-0+2-1,2) = (2,2,2) .
Jdu OJv

En ligning for tangentplanen bliver da:
(2,2,2) - (x-2,y-5,z-7) = 0
2(x-2) +2(y-5) +2(z-7) =0
x+y+z-14 = 0 .
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13. 2 Fl adei nt egral

13.2 FLADEINTEGRAL

Et fladeintegral anvendes sadvanligvis til opsummering af en (fysisk) storrelse, der optraeder

"kontinuert" fordelt pa en flade. Vi vil forst betragte opsummering af en massefordeling

over en flade for at finde den samlede masse pa fladen. P& figur 13.11 er der vist

en aben

v < 4
/o]

Fig. 13.11. Aben beholder. Alle mdl er i meter.

stalbeholder, som indvendig er belagt med et varierende lag titan for at modvirke korrosion.

Titanlagets 2-dimensionale massetaethed er

f(x,y,z) = 1+4x2+4y2 [kg/mz] .

Vi vil prove at finde den samlede masse af titanlaget.

Inddeling og punktmangde. Viinddeler m@ngden D som vist pa figur 13.12a:

D:

Et rektangel som indeholder D inddeles i {*m delrektangler med arealerne
AAij = Au;- AVJ-, hvori=1,2,..,0 og j=1,2,..,m. Derpé valges en punktmaengde
bestdende af ét vilkarligt punkt fra hvert delrektangel, idet punktet i det (i,7)’te
delrektangel kaldes (u i*’ V; ) .

\ /Z
(l//-*,\”/-*)
Ty
/ ¢ e \/ \QI
Av /.I ,///
1B, .
N\ / Y
N o
<
Au,
Fig. 13.12a. [Inddeling i uv-plan. Fig. 13.12b. Inddeling pa flade.
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Fl ader, fl adeareal og fl adei ntegral

F: Figur 13.12b illustrerer, at inddelingen af D ferer til en inddeling af fladen F. Det
(i,7)'te delrektangel 4, B, C, D, afbildes over i et firkantlignende stykke 4, B, C,D,
af F. Vi vil tilnerme 4,B,C,D, ved et parallelogram A4,B,C,D;, hvor

Ay B, = %(ui,vj) Au, og A4,C, = —V(ui,v.) Av,, siledes at parallelogrammet

ligger 1 tangentplanen herende til punktet ;(ui,vj) , se figur 13.13.

X
Fig.13.13. Fladestykket A, B, C, D, tilneermes ved parallelogrammet A, B; C, D, .

Begrundelse. Vi antager for nemheds skyld, at (u;, v j) er valgt i punktet A4,, setter 4,=4,, og finder:

4,B, = OB,~04, = r(u+Au,v,)-r(u,v,)

r(u,+Au,v,) - r(u.,v, Z
T Bupvy) cr(upvy) ?(ui’vj).Aui = 4,B,
u

Ay, !
A4,C, = 0C,~04, = ;(ul.,vj+Avj) - ;(ui,vj)
r(u,v,+Av)) - r(u,,v,) or
0V Yy . =

= Av Av, g(ui,vj) Av, = 4,C,
A,D, = 0D, 04, = ;(ui+Aui,Vj+Avj)—;(u,.,vj)

= rurAu, v+ AV)) - r(u,v, +AV)) + r(u, v rAY) - (V)

_ ;(ui+Aui,vj+Avj) - ;(ul.,vj+Avj) Au + ;(ul.,vj+Avj) - ;(ui,vj) Av.

Au, g Av, /
. or i or . -
= a(ui,vj) Au, + g(ui,vj) Av, = A4,D,.

Da A;D, = A;B; +A,;C;> er A;B,C D, et parallelogram.

206



13. 2 Fl adei nt egral

Parallelogrammet A4,B,C;D, har arealet

AF ..

Yy

or or
|A333 ><1‘13C3| - ( a_z(ui’vj)Aui) X[ a—:(ui,vj) AVJ‘)

eller kort

AF

Tilnzrmede bidrag fra delm@ngderne summeres. Massen pa hvert lille stykke flade
(4,B,C,D, )ij tilneermer vi ved

[ masseteethed i ;(ul.*,v ;.k) 1 - [arealet af parallelogrammet (A4,B, C3D3)i].] R

idet massetectheden naturligvis ma sattes lig med 0, ndr (; ,v;) falder uden for D. Ved at

summere alle delmangdernes bidrag fis en tilnermelse til den samlede masse:

l " A * ok * % * ok
masse(F) = Y, Y. flx(y Vi )y vy ), 2(u; v, )) FAFy, (1
i=1 j=1
=~ YY) fleu, Vi )y @y v ) z(uy 5V ) | == v )X —(u; ,v; )| AuyAv, . (2)
i=1 j=1 Ou ov ’

AN
Her betegner f (x(u,v), y(u,v), z(u,v)) en funktion, der er identisk med f for (u,v)€D,

men 0 i alle andre punkter. Det ses, at (2) er en middelsum for planintegralet

[[ 76ty y@ v, 2v) |28 @) < O v | da,
du ov
D
som vi derfor vil gore til definitionen af det sdkaldte fladeintegral:
f f(x,y,z)dF (skrivemaden stammer fra (1)).

F
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Fl ader, fl adeareal og fl adei ntegral

DEFINITION (fladeintegral, fladeareal). Lad F veere en reguler flade givet ved en

parameterfremstilling:

x(u,v)

F:  r(u,v) = (y(u,v)] , (u,v)eD,

z(u,v)

hvor D er en lukket begreenset meengde, som har et areal. Lad endvidere f(x,y,z) veere en

sddan funktion, at

Flx(u,v), y(,v), 2(u,v)) %(u,v)x%(u,v)

er kontinuert over D. Sd defineres veerdien af fladeintegralet
[ rey.nyar
F

ved planintegralet

[[ £y, v, zuv)
D

Er f(x,y,z) identisk lig med 1, kaldes veerdien af fladeintegralet for fladens areal:.

Areal(F) = de = £f

F

Q(u,V) x Q(u,V)
ov

dd ,
ou

og dF kaldes et arealelement pa fladen.
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13. 2 Fl adei nt egral

Eksempel 13.3. Inertimoment af tynd kugleskal.

Lad F vere et 90° bredt akvatorbalte af en homogen kugleskal med massetetheden

p [kg/m?] ogradius R  [meter], se figuren.

a) Find inertimomentet af F omkring z-aksen.

b) Find arealet af F.

LOSNING:

Fig. 13.14. Zkvatorbeelte F. Fig. 13.15. Snit med lodret plan.

a) Vi indlegger et koordinatsystem med begyndelsespunkt i kuglens centrum, og

soger inertimomentet omkring z-aksen. Lad dF vere et arealelement pa fladen

omkring punktet (x,y,z). Inertimomentet af dF er da tiln@rmelsesvis
dl =r%-dm =

(x2+y%)dm, hvor dm=pdF er massen af dF. Summeres over hele F, fis
inertimomentet

I = if(szfyz)de = p£f(x2+y2)dF-

Indferes kuglekoordinater (se kapitel 12), far F' parameterfremstillingen
r = (x,y,z) = (R-cosu-sinv, R-sinu-sinv, R-cosv), (u,v)eD,

hvor D ={(u,v) ‘ O<u<2m A %svs%}.
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Fl ader, fl adeareal og fl adei ntegral

Idet
R [-sinu - sinv] R - cosu * cosv ~R2%cosu - sinv
87‘ ar _ . . _ 2 . ')
a_><a_ = R cosu - sinv x| R - sinu*cosv = || —R*sinhu - sin“v
u Ov P .
0 R -sinv -R%cosv - sinv
cosu * sinv
= R2-sinv- || sinu-sinv = R2-sinv
CoSV
0og
x2+y? = R?-cos’u-sin’v + R?-sinu-sin’v = R?Z-sin’v,
fas
3n

2n 4

I=op fRz-sinzv-Rz-sinvdA = p-R4f dufTE sin’v dv
0 —_
D 4

Schaum
14 .349

= 2npR*- —cosv+%cos3v
= 2mpR*- | —cos| 27| + Leosd| 27| —cos| B + Leos?’| T
_ 4] 3 4 4) 3 4
[ 3 3
wr (324033 3)

morto 1z - Lz« Lz - L) - amprt-2y2

2 12
— %\/ETCPR“
b) Areal (F) = ff1-dF - ff or 97| a4
u ov
F
27 % 2n 3Tﬂ
= f dufﬂ R%-sinvdv = Rf cosv| . du
0 % x

I}
~
)

e )

a

—

| —
N
+

| —
N

~——
S
|
~
[\ 9]
= |
§|
2‘
= |
~
)
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Opgaver til kapitel

OPGAVER

Opgave 13.1" (skitse af flade, tangentplan)

Lad F vcere den flade, der er bestemt ved parameterfremstillingen
(x,y,z) = (cosu,v,sinu+1), (u,v)€w,

hvor @ €{v)|0<v<u A Osusg} :

1) Beskriv parameterkurverne for F, og skitser pa det grundlag fladen.
2) Undersag, om fladen er en regulcer flade.

3) Find ligningen for fladens tangentplan i det til (u,v) = ( %,%) svarende fladepunkt.

Opgave 13.2 (skitse af flade, tangentplan)
Lad F veere den flade, der er bestemt ved parameterfremstillingen

(x,y,z) = (cosv —usinv,sinv + ucosv, u), ue R, ve [0;27] .
1) Vis, at enhver af fladens parameterkurver enten er en ret linie eller en cirkel.

2) Undersag, om fladen er en regulcer flade.

3) Find ligningen for fladens tangentplan i det til (u,v) = ( g , TE) svarende fladepunkt.

4) Skitsér fladen.

Opgave 13.3 (vindelflade, tangentplan)

En ret linie m parallel med xy-planen skcerer z-aksen i
punktet P. Fladen F (kaldet en vindelflade) fremkommer
ved, at linien m “skruer” rundt om z-aksen, dvs. m drejes
rundt om z-aksen samtidig med, at punktet P bevceger sig
op ad z-aksen (se figuren). Lad P’s koordinater veere
(0,0,3v), hvor v er vinklen mellem m og x-aksen.

1) Angiv en parameterfremstilling for F.

2) Undersag om fladen er regulcer.

3) Beskriv parameterkurverne for F.

4) Angiv ligningen for F’s tangentplan i punktet (/3,1 ,g)

13
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Fl ader, fl adeareal og fl adei ntegral

Opgave 13.4 (flade, ligning for flade, tangentplan)
Lad F veere den flade, der er bestemt ved parameterfremstillingen
(roy,z) = | XY, vl vl ) . @yef{@y)uz v}
u+tv. utv.  u+v
1) Vis, at enhver af fladens parameterkurver er en ret linie, fra hvilken der er fjernet et punkt.

2) Vis, at fladen F er en del af hyperboloiden med ligningen — x*+y*-z* =1 .
3) Find ligningen for fladens tangentplan i det til (u,v) = (2,1) svarende fladepunkt.

Opgave 13.5 (flade)

Ladfladen F veeregivet ved ligningen z = x%+y? , (x,y)€ R? . (Enparameterfremstilling

erda (x,y,z)=(u,v,yu?+v?, (u,v)eR2)

1) Skitsér fladen F, idet man betragter fladens skeeringskurver med planer parallelle med xy-
planen.

2) Find ligningen for fladens tangentplan i punktet (x,y,z) = (3,4,5) .

Opgave 13.6 (flade, fladeareal)
Lad F vcere fladen bestemt ved parameterfremstillingen
(x,y,2) = (uv,(u+v)Y>,u?+v?), (w,v)€ {(w,v)|0<u<1 A -u<v<u} .
1) Vis, at F er en regulcer flade.
2) Vis, at F erendel af planen 2x-y+z=0.
3) Udregn arealet af F.

Opgave 13.7 (flade, fladeareal)

Lad F vcere fladen bestemt ved parameterfremstillingen

(x,y,2z) = (\/7 COSu COSV,y/ 2 sinu cosv,cos2v), (u,v)e D,
hvor D={(u,v)|05 us%/\%svs%Arccosu}.

1) Vis, at F er en regulcer flade.
2) Vis, at F udgor en del af omdrejningsparaboloiden med ligningen z = x2+y?-1 .
3) Find arealet af F.

Opgave 13.8 (fladeareal)
Find arealet af fladestykket med ligningen

z=xy, (xy)€S§,,
hvor

Sy = 1(x:3)|0<x A O<y A x?+y*<1}
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Opgave 13.9 (fladeareal) 4
Lad en flade F have parameterfremstillingen
F: (x,y,z) = %uz,—2u+3v,u—4v , hvor

(u,v)€ D (det skraverede omrade pad figuren).
Find arealet af F.

Opgave 13.10a (fladeareal)

Vis, at arealet af en kugle med radius R er 4w R?.

Opgave 13.10b (fladeareal) /\

Vis, at arealet af den pa figuren viste kuglekalot er 2 TR h ‘ . R ‘
(se ogsa Schaum 4.41) . “‘\ /;

Opgave 13.10c (fladeareal)
Find arealet af den del af planen 2x +y +2z =16 for hvilken x>0, y>0 og x2+y?<64.

Opgave 13.10d (fladeareal)

Vis, at arealet af den del af paraboloiden x* +y? =4z, der ligger mellem z=1 og z=3 er

% (4-y2).

3

Opgave 13.10 (masse)
Lad fladen F vere bestemt ved ligningen 1z = x2+2y?%, (x,y)ESxy, hvor

S, ={(x,y)|0<x<1 A -1<y<1} (alle mdl er i meter). Lad endvidere F have
massetcetheden 100 kg/m’.

Beregn fladen F's masse.
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Opgave 13.11a (fladeintegral)
Find ”zzdF, idet F er halvkugleskallen x* +y%+z?=1 hvor z20.
F

Opgave 13.11b (fladeintegral)
Find ” (x+y)dF, idet F er halvkugleskallen x*+y*+z%*=1 hvor x>0.
F

Opgave 13.11c¢ (fladeareal, fladeintegral)
Lad F veere den del af cylinderfladen x* +y? =1, som ligger mellem planen 3x+2y+z =6 og

planen z=0.

1) Find arealet af F.

2) Find ”xde.
F

Opgave 13.11 (tyngdepunkt)
Lad F veere fladestykket { (x,y,2) | z=xp N x>0 A y>0 A x*+y* < 4} (alle mél er i meter),

ﬂzdF
de'

F

og lad F's massetethed veere 200 kg/m’ .

Find tyngdepunktets z-koordinat 7, =

Opgave 13.12 (inertimoment)

Lad F veere den del af en vindelflade, der bestemmes ved parameterfremstillingen
(x,y,z) = (vcosu, vsinu,2u), ue [0;2n], ve[0;1] .

Lad endvidere fladen F have massetcetheden 100 kg/m’ (alle mdl er i meter).

Beregn fladen F's inertimoment omkring z-aksen.
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Opgave 13.Exam13 (flade, fladeareal, 20 point)

Lad P, vcere et vilkarligt punkt pd skruelinien k med parameterfremstillingen

u

(x,y,z) = (6cosu,6sinu,6u), uc 0;% .
Idet Q, er P,’s projektion pd xz-planen (se figuren), vil liniestykket P,Q, beskrive en flade
F i rummet, nar u gennemlober intervallet 0;% .

1) Angiv en parameterfremstilling for F.
(Vink: Anvend f.eks. OP = O_Qu + a’, hvor P er et vilkarligt punkt pa F ).

2) Lad M veere midtpunktet af liniestykket P, Q  for u = T,
Find koordinaterne til den enhedsvektor, der er normalvektor til F i punktet M, og som peger
"veek" fra y-aksen.

3) Find arealet af F.

Opgave 13.Exam14 (fladeareal, 20 point) N4
Find arealet af den viste lukkede flade F (!
ukket beholder med plant vandret lag): z=cosh (1)
F |
z=cosh (/ x*+17)
: ; ),
I
X
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Opgave 13.Exam15 (flade, fladeintegral, 15 point)
Lad en differentiabel flade F vceere givet ved parameterfremstillingen
r(uyv) = w+3v-1,3u-v+1,u?+v?), u?+v? <9,

1) Find ligningen for fladen F's tangentplan i punktet (x,y,z) =(6,2,5).

VS+2z

2) Beregn veerdien af fladeintegralet f f X _aF.
F

Opgave 13.Exam16 (inertimoment, 20 point)

Inertimomentet om z-aksen af en transportsnegls skrueblad er givet

ved fladeintegralet
- 2, .,2
I = £f(x +ypdF, hvor
p = 100 = bladets masse pr. arealenhed,
F = en flade (af form som skruebladet) med parameterfremstillin-
gen z ’\
(x,y,2z) = (V' cosu,v* sinu,% +v2 |, hvor

wv)e{@veR|0<u<10m A 0.1<v<05}.

Find 1_ (enten eksakt eller med mindst 3 betydende cifre).

Opgave 13.Exam17 (inertimoment, 20 point)
Pa figurerne er vist den krumme overflade F af en keglestub.

Alle mdl er i meter, og massetetheden pd F er konstant 100 kg/m’.
/ A Z

S

4

S AR

A
~
>
v
a<

3 6

For at finde egenfrekvensen af smd svingninger om x-aksen beregnes inertimomentet [, om Xx-
aksen af den krumme flade F.
Find 1I..
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14 VEKTORANALYSE

Forudsetninger i dette kapitel.

I Etintervali R.

D: En dben sammenhzngende delmzngde af R? .

S: En 4ben sammenhangende delmzngde af R> .

E: En dben sammenhangende punktmangde i det tredimensionale rum.

Alle funktioner er kontinuerte med kontinuerte (partielle) afledede i deres definitionsmangde.
Alle kurver er kontinuerte og sammensat af regulaere kurver.

Alle flader er kontinuerte og sammensat af regulare flader.

Ingen kurver eller flader har multiple punkter (dobbeltpunkter).

14.1 SKALARFELT, VEKTORFELT

De grundleggende begreber i vektoranalysen er skalarfelt og vektorfelt. For at give en
anskuelig introduktion til disse begreber vil vi betragte en vaskestromning. Til ethvert punkt
P af vasken kan vi til et givet tidspunkt knytte et reelt tal #(P), som angiver vaskens
temperatur i P. Herved er defineret et sdkaldt skalarfelt u. Knyttes der til ethvert punkt P 1
ovennzvnte vaskestromning en vektor v(P), som angiver det pigzldende punkts (partikels)

hastighed til et givet tidspunkt, er der defineret et vektorfelt.

Af andre fysiske eksempler pé skalarfelter kan navnes et legemes massetaethed eller
ladningstaethed, trykket i et ror, der gennemstremmes af en veske og det elektriske potential
omkring en elektrisk ladning. Af andre eksempler pa vektorfelter kan navnes kraftfelter sasom
tyngdefelt og elektriske og magnetiske felter. Man siger, at et felt er stationzert, sdfremt feltet
er uathaengigt af tiden. Vi vil 1 dette kapitel saedvanligvis kun betragte stationare vektor- og

skalarfelter.

DEFINITION (skalarfelt). Ved et skalarfelt u i E forstds en funktion, som til ethvert punkt P
i E knytter et tal (en skalar) u(P).

DEFINITION (vektorfelt). Ved et vektorfelt v i E forstds en funktion, som til ethvert punkt P
i E knytter en vektor v(P).
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Vekt or anal yse

Det bemarkes, at skalarfelt og vektorfelt er defineret uden indferelse af koordinatsystem. Vi
vil dog 1 det folgende gd ud fra, at der er indfert et sedvanligt retvinklet koordinatsystem. I sa
fald vil der til maengden E svare en mangde S < R3, hvor skalarfeltet vil bestemme en reel

funktion u af tre variable, og vektorfeltet vil bestemme en vektorfunktion v, hvor

‘_/(x,y,z) = (Vl(x,y,z),Vz(x,y,z),v3(x,y,z)), (xayaz) €S.

Vi vil i dette kapitel benytte betegnelse u for et skalarfelt, og lade v betegne et vektorfelt
med koordinatfunktionerne v,,v, og v;. Felterne u og v kaldes todimensionale (eller
"plane"), hvis S < R2.

Z
Skalarfelter anskueliggores ofte ved deres u=30
niveauflader, dvs. ved flader, der gir gennem u=20
punkter med samme "niveau", se figur 14.1. u=10
Er skalarfeltet eksempelvis et temperaturfelt,
> Y

vil en niveauflade svarende til f.eks. 20°C
vare den flade, der gar gennem alle de punk-
ter, hvori temperaturen er 20°C (isoterm). X

Fig. 14.1. Niveauflader for skalarfelt.

Vektorfelter v anskueliggores ofte ved

feltlinier, dvs. kurver som i ethvert punkt P

har en tangent i samme retning som v(P), se

~
figur 14.2. U

X

v
h~<

Fig.14.2. Feltlinier for vektorfelt.
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14.1 Skal arfelt, vektorfelt

Eksempel 14.1. Skalarfelt, vektorfelt.
Lad mangden E betegne hele rummet, lad O vare et punkti E, og lad E, vare
maengden E panzr punktet O. Lad endvidere et skalarfelt u 1 E, vere givet ved, at
der til ethvert punkt P forskellig fra O knyttes tallet u(P) = ﬁ (det elektriske
potential omkring en punktformet ladning i O). Lad endelig et vektorfelt v i E|
vaere givet ved, at der til ethvert punkt P 1 E,er knyttet en vektor v(P), hvis
leengde er omvendt proportional med kvadratet pa punktet P's afstand fra O, og hvis
retning peger vak fra punktet O, dvs. |v(P)| = 1 og V(P) =k-OP (k>0)

_ |oP|?
(vektoren v(P) kan f.eks. angive den kraft, hvormed en

elektrisk ladning i P pavirkes af en elektrisk ladning i O ifelge Coulombs lov).

a) Indleg et koordinatsystem med begyndelsespunkt i O og angiv funktionsudtrykke-
ne for u(x,y,z) og v(x,y,z).

b) Beskriv niveaufladerne for u og feltlinierne for v.

LOSNING:
a) Lad P have koordinaterne (x,y,z).
1 B 1
u(P)=—— o  uExy,z)s ——— (x,y,z) # (0,0,0) .

0P [yt

1 - lv®| 1
|oP|? |OP|  |oP|?

vP)- —L_.op - : )3-(x,y,z), (x.7,2) # (0,0,0) .

|opP|? (\/x2+y2+z2

V(P)=k-OP A |V(P)| =

3

b) En niveauflade for # med niveauet c, er en kugle med centrum i O og radius 1 .
c

Z

Fig. 14.3. Niveaufladerne
for u er kugler.
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Feltlinierne for v er halvlinier, der udgar fra O, se figur 14.4.

Z

Fig. 14.4. Feltlinierne for vektor-

feltet er halvlinier gennem O.

14.2 GRADIENT-, DIVERGENS- OG ROTATIONS-
FELTER

Lad der i et koordinatsystem vare givet et skalarfelt u(x,y,z) samt et vektorfelt v(x,y,z)
med koordinatfunktionerne v, (x,y,z), v,(x,y,z) og v;(x,y,z), (x,y,z)€S. Som det
vil blive illustreret, har de folgende tre kombinationer af partielle afledede konkret fysisk
betydning uathangig af koordinatsystemet og er derfor igen felter. Vi har tidligere indfert det
til skalarfeltet # herende gradientfelt:

ﬁu:(%’%’%) R (x,y,z) € S.

DEFINITION (divergensfelt). Ved det til vektorfeltet v horende divergensfelt forstds skalarfeltet

o= . — 0dv, 0dv, 0v,
div v bestemt ved div v = + +

Tallet div v(P) kaldes divergensen eller
ox Jdy Oz

kildetcetheden af v i punktet P.

Eksempelvis vil det udadrettede hastighedsfelt v = (x,y,z) have div v=1+1+1=3, mens

det indadrettede hastighedsfelt v = (-x,-y,-z) vilhave div v=-1-1-1= -3, svarende til

at divergensen er positiv/negativ for en udad-/indadgédende strom (herom mere senere).
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DEFINITION (rotationsfelt). Ved det til vektorfeltet v horende rotationsfelt forstds vektorfeltet

— — dvy; dv, dv, dv; dv, 0Jv,
rot v bestemt ved TrtOtv = - R - , -
dy 0z 0Jz Jx 0Jx OJdy

). Vektoren rot v(P) kaldes

rotationen af v i punktet P.

Eksempelvis vil hastighedsfeltet v = (-y,x,0)have rot v=(0-0,0-0,1+1) =(0,0,2)
svarende til, at 17tV altid angiver den lokale drejningsvektor w , dvs. en hgjreskruning om
 med vinkelhastighed |® | (herom mere senere). Indforer man rent formelt "vektoren" v
(udtales "nabla" *) ved V = (i,—,— (altsa en operator ) kan man opfatte
N ox dy az

1) grad u som et produkt af "vektoren" V og skalaren u:

Ty - o 0 0 _ | du Jdu du
u = AN %2~ 0~ u = N~ Y A Y o s
dx Jdy 0Oz ox dy 0z

2) div v som et skalart produkt af v og V:
ov, 0dv, 0v,

= - 3 9 0
Vv =| =, —=—,—|(,V,V,) = + + ,
(ax dy az) (V172 73) dx dy 0z

3) rot v som et krydsprodukt af v og V:

2 ARG
ox dy 0z
— P M ov, dv
V xv = — | x| Y, = _1_~3
dy v 0z Ox
3
d v, dv,
0z ox OJy

Eksempel 14.2. Gradient-divergens-rotation.

Lad skalarfeltet u og vektorfeltet v veere de i eksempel 14.1 naevnte felter, dvs.

i,l,i), hvor r = {x2+y2+z? (potential
p37,37,3

u og feltstyrke v omkring en elektrisk ladning).

1 —_
U= 7 og Vv =(V,V,,V3) =

Find gradu , divv og rotv.

Y Ikke alle satter vektorstreg (eller pil) over nabla, grad og rot.
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LOSNING:
Idet 7 =yx2+y2+z2 og u=r"1, fis ar _ 1 ox = X og
ox 5 /x2+y2+zz v
% = (—1)°r‘2°£ = —i, samt de analoge formler for % og %
ox r P dy oz
Vi har derfor: grad u = %,%,% = —1,—1,—£ = -y -
ax ay aZ r3 r3 r3
3.1 _ye23,2 %
x v, e loxedr r ¥ - 3x?
Idet v, = = fés = = , og
3 Ox 46 5
3 2y
0 -x-3r=
ov r - ov, 0dv
L= r 3xy- Analogt kan —2, — 1 osv. findes.
oy r® r dy 0Oz
Vi har derfor:
divy = Vv - Ovi  OVy Ovy _ #2-3x2472-3)24r2-352
ox Jdy oz P
_ 3ri-3(x?ey?ez?) 3r2-3r* _ 0
r5 rS = 2
ov; 0V,
By oz 3_zy(%)
P r’ 0
— = oy ov, 0v; _&_(_ﬁ) 0
R S = el B B A
_%_(_3&) 0
dx Jdy

Gradientfeltets geometriske betydning. Gradientvektoren Vu (P) er som bekendt en normal-
vektor til niveaufladen for u gennem punktet P. Vektoren peger i den retning, hvor u vokser

hurtigst, og lengden |§u(P) | angiver skalarfeltets eendring pr. laengdeenhed (se figur 14.5a).

Dette fremgér af beviset for setning 8.8.
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14.2 Gradient-, divergens- og rotationsfelter

7 grad(P)
Y
=30 \“ =30
u=20
=20 —t u=10
u=10
~—_| > Y

X

Fig. 14.5b. Niveauflader og gradientvek-

Fig. 14.5a. Niveaukurver og gradient-
5 &5 torer for funktion u af tre variable.

vektorer for funktion u af to variable.

Divergensens fysiske betydning. En mere pracis forklaring vil blive omtalt senere. En

forstielse af divergensen kan dog fas, hvis vi opfatter vektorfeltet v som hastighedsfeltet for

en gas eller en vaske L med massetetheden p. Hvis p athanger af sével tid som sted, kan

man, som det fremgar af det folgende, vise, at hvis diV(p(P)V(P)) >0 til et givet tidspunkt,
sa aftager masseteetheden i punktet P (gassen ekspanderer), mens div(p(P)?(P)) <0 viser, at

massetetheden i1 punktet P vokser (gassen komprimeres). Er specielt p en konstant (usam-

mentrykkelig vaske), er div v =0, hvilket lost sagt udtrykker, at der pr. tidsenhed strommer

samme mangde vaske ind og ud af en rumfangsenhed.

Kontinuitetsligningen for gasser og vaesker. Lad L, v og p have samme betydning som ovenfor. For kortheds

skyld szttes w = pv = wi+w,j+wy k.

Lad K vere kassen ABCD-EFGH bestemt ved, at 4 har

koordinaterne (X,,¥,,Z,), 0g at kanterne er parallelle Z

med akserne og har leengderne Ax, Ay og Az (sefigur D \I\A

14.6). Den del af L, der befinder sig indenfor K, vil D iA H

endre sig med tiden, og vi sgger nu den masseandring, der \i\‘ C v

sker indenfor et lille tidsrum A ¢. p \I\A G

Forst soges massen af den del af L, somilebetaftiden Az / E »
~

~
\I/A
gdr gennem fladen ABCD med arealet AxAz. Da ' Y
- - - B ~ n
v, i og Vv, k erparallelle med 4BCD, kankun v, j \[A !
give et bidrag. Den sogte masse mé da tilnermelsesvis X

blive w,(y)Ax Az At, hvor w,(¥p) =P (V) V,(¥y)»

og y, angiver, at alle punkteri ABCD har anden- Fig. 14.6. Hastighedeelt v fOV veeske

eller gas.
koordinaten y,. Massen, der i samme tidsrum gdr

223



Vekt or anal yse

gennem EFGH, maé analogt veere ca. w(y,+Ay)Ax Az At.

Sattes Aw, =w,(¥,*Ay)-w(yy), bliver massetabet i y-aksens retning tilnermelsesvis

Aw
Aw,AxAzAt = A—2 AVAt, hvor AV=AxAyAz er rumfangetaf K.  Analogter massetabet i x-aksen
y

og z-aksen's retning ca.

1 Aw,
AV At og AVAt, hvor Aw,=w,(x,+Ax)-w(x,) og

x z
Aw, Aw, Aw
1, 2, 3

Ax Ay Az

Aw

Aw, =w,(z,+Az)-w;(z,). Detsamlede massetab er tilnarmelsesvis AV At, eller pr.

. Aw, Aw, Aw,
tids- og rumfangsenhed + + .
Ax, Ay Az
= — = —_ 0w Odw, Ow,
Vew=V-(pv) = —+—=+ er et udtryk for massetabet pr. tids- og rumfangsenhed.
ox Ody 0Oz

Lader vi Ax,Ay og Az g& mod nul, ser vi, at

Gaér vi ud fra at gassen eller vaesken L ikke "dannes" eller "tilintetgeres" (ingen "kilder" eller "dren"), mé massetabet

skyldes forandringen i massetetheden - 9 , dvs. V- (p;) - -9 eller V (p;) £ 9P _
at ot ot
Denne ligning kaldes kontinuitetsligningen for en sammentrykkelig gas. Hvis feltet er stationzert, dvs. uathengigt af tiden,

er ?=0, og vi har 6(p;) = 0.
1 _ -
Hvis L er usammentrykkelig, f.eks. en veeske, er p konstant. Vi harda V v = 0, som kaldes kontinuitetsligningen

for en vaeske, og lost udtrykker, at der pr. tidsenhed stremmer samme mangde vaske ind og ud af en rumfangsenhed. For
usammentrykkelige vaesker kaldes V- ;(P) for vektorfeltet v's kildetaethed i P, idet V- ;(P) er et udtryk for den
vaskemasse, der pr. tidsenhed strommer ud fra P. Hvis v ;(P) > (), siges vektorfeltet at have en kilde i P ; hvis
V- ;(P) < 0, siges vektorfeltet at have et draen i P.

Rotationsfeltets fysiske betydning. Lad der vare givet et stift legeme L, som roterer om en
akse { med vinkelhastigheden @ . Til ethvert punkt P i L vil der til et bestemt tidspunkt

vare knyttet en hastighedsvektor v(P). Feltlinierne er koncentriske cirkler med centrum pa
aksen.

Lad punktet P have koordinaterne (x,y,z) i det pa

figur 14.7 angivne koordinatsystem. Vektoren PP
har da koordinaterne (x,y,0). v(P) er en "tvaervek-
tor" til m) med lengden  *|Py P|. Vi har
derfor v(P) = (-y,x,0).

9
ox -y 0
- 0
rotv=| — | x xw| =] 0
dy
9 0 2w
oz

Fig. 14.7. Rotation af legeme.

Heraf ses, at rotationsvektoren i ethvert punkt er

parallel med rotationsaksen { for legemet, og dens lengde er det dobbelte af vinkelhastighe-
den. Dette illustrerer, at hvis vi som tidligere betragter en vaskestromning og anbringer et lille
skovlhjul i P, vil hjulet rotere, hvis rot v(P) # 6, og hurtigst hvis hjulets akse er parallel med
rot v(P).
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14.3 Et vektorfelts strom

143 ET VEKTORFELTS STROM

Et vektorfelts strem langs en kurve

Lad v vare et vektorfelti S, oglad k vare en regular kurve i S med parameterfremstillin-
gen r=r(), te[a;b]. Ved vektorfeltets strom langs kurven k forstds kurveintegralet

v-dr . Hvis kurven k er sammensat af regulare
klllcrver, defineres vektorfeltets strom langs & naturlig-
vis som summen af vektorfeltets strom langs de
enkelte stykker. Opfattes vektorfeltet som et kraftfelt,

er strommen det arbejde, som vektorfeltet udferer, nar

en partikel fores langs kurven.

Er kurven lukket og uden multiple punkter, kaldes

strommen ogsd vektorfeltets cirkulation langs

kurven og skrives kort f vedr.

Nzr sammenhzng mellem integraltyper. Greens s®tning i planen. Er k£ randkurve for en mangde S i xy-planen,

og gennemlebes & mod uret, sa kan man vise Greens s&tning i planen:

8v1 8v2
vedr = + dAa .
dy 0x

Formlen udtrykker en nar sammenha:ng mellem planintegral og kurveintegral i planen. Senere i dette kapitel omtales, at
der ogsa er en naer sammenhang mellem fladeintegraler og rumintegraler (Gauss’s s@tning), savel som en ner sammenhang

mellem fladeintegraler og kurveintegraler i rummet (Stokes’s s&tning).

Et vektorfelts strem gennem en flade

Lad F vare en reguler flade med parameterfremstillingen 7 =r(u,v), (u,v)eD. Hvis D
er en lukket sammenhangende mangde og F ikke har dobbeltpunkter, dvs.
wy,vy) # (u,,v,)) = ;(u,vl) # ;(uz,vz), sa kaldes F for et reguleert fladestykke. I det
folgende antages, at F er et regulert fladestykke. Til ethvert punkt pad F knytter vi en

enhedsnormalvektor », som enten er

or, ar _ar, er

n = ou ov. for alle (u,v) €D, eller n = du_ ov for alle (u,v)eD.
or  or o or
du OJv du OJv
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Ved et vektorfelt v's strem (eller flux) gennem den ved » orienterede flade F, forstis

fladeintegralet @ = f f v-ndF .

For en flade, der er sammensat af regulere fladestykker, defineres vektorfeltets strom gennem
fladen naturligvis som summen af vektorfeltets strom gennem de enkelte stykker. Af

definitionen pa fladeintegral i forrige kapitel folger da:
6 r

8V or _ or
o = dF _Ou Ov |or, Or
ffvn ff auxav
ar
au 8V
- — - or _ or
< O = . dF=ff lEx—x=—"— 1| dA. 14.1
MV" DV ou  ov (14.1)

Er fladen F lukket, vil vi i afsnit 14.5 bevise en anden formel til beregning af strommen v

gennem F.

Fysisk illustration af vektorfelts strom gennem flade. Lad vektorfeltet v vaere hastighedsfeltet for en vaskestremning,

oglad AT veare enlille del af fladen F svarende til et arealelement A F. Lad endvidere P vere et punktpd AT,
og n(P) vere en enhedsnormalvektor til F i P. Rumfanget af den vaeske, der pr. tidsenhed strommer gennem A T , vil
tilnzermelsesvis vere lig rumfanget af det pd figur 14.8 tegnede parallelepipedum med kantlengden | ;(P)| og
grundfladeareal A F.

() h

Fig. 14.8. Strom gennem flade.

Idet v(P)-n(P) er den med fortegn regnede leengde af projektionen af v (P) pé fladenormaleni P, vil v (P) - n(P)
vaere hojden, og v (P)*n(P) A F vare rumfanget af det omtalte parallelepipedum. Ved summation over fladen F fas,

at ® = f f v-ndF erdet samlede volumen af den veaeske, der pr. tidsenhed strommer gennem F (regnet med fortegn efter

- F
n's retning).
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Eksempel 14.3. Beregning af strem gennem flade.
En cylinder £ med hejden 5 og radius 4 er I, 7
indlagt i et koordinatsystem som vist pa figur
14.9. Lad fladen F| vare den krumme over-
flade af E, mens planen F, er E's "lig"
(z=35) og planen F; er E's "bund" (z=0).
Lad vektorfeltet v  vare bestemt ved

= (y,x+y,2z).
1) Find vektorfeltet v's strom "ud" gennem F,. X

2) Find vektorfeltet v's strom "ud" gennem F,. 3
3) Find vektorfeltet v's strom "ud" gennem F;. Fig. 14.9. En cylinder.

LOSNING:

1) Vi seger en parameterfremstilling 7(u,v) for F,. Lad P=(x,y,z) vare et
vilkarligt punkt pd F,, oglad P, vare P's projektion pd xy-planen. Er u
vinklen mellem 51 og x-aksen (se figur 14.9) , har P, koordinaterne

(4cosu,4sinu,0) og P har koordinaterne (4cosu,4sinu,v). F, har derfor

parameterfremstillingen ;(u,v)=(4cosu,4sinu,v), ue[O;Zn}, ve|[o0;5].
dr _ or

Idet —x— = (4cosu,4sinu,0) er en "udadrettet" normal til F, fas af formel
4sinu 4cosu
(14.1): ffv ndF = 4cosu +4s1nu ) . (4sinu) dA
0

= fzn duf5 (16c0su-sinu + 16cosu-sinu + 16sin?u)dv
0

5" (32005u°sinu + 16sin2u)du
0

5|32 costu +16| X - Sin2u
2 2 4

2T
-5[2+16(n 0) - 2—16-0}= 807 .
72 2

1 0
- Ac 1 0
2) Da F, har ligningen z=5, er or,or 0 X ! =1 0] x|1
2 dx OJy 9z oz 0 0

ox dy

= (0,0,1) en udadrettet normal til F,. Vihar nu

froe [ o

= 10+ Areal(S,,) = 10-7-4* = 1607,

hvor S,, er fladens projektion pa xy-planen.
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1 0
o ) or _or | O 1
3) Da F, har ligningen z =0, er axa—y | oz *1 8z

ox dy
= (0,0,1) en indadrettet normal til F;. Viharnu

y;';d“!ﬂ;fzyo]'[gl]“ - [[oar-o.

Eksempel 14.4. Beregning af strom gennem flade.
En halvkugle £ med radius R er indlagt i et
koordinatsystem som vist pd figur 14.10.
Lad fladen F, vare den krumme overflade
af E, mens planen F, er E's "bund" (z=0).
Lad vektorfeltet v  vaere bestemt ved
v =(x-y,x,2).

1) Find vektorfeltet v's strom "ud" gennem F. 1°

X

2) Find vektorfeltet v's strom "ud" gennem F,. 4 2 i

P,

R

Fig. 14110. En halvkugle.

LOSNING:

1) Halvkuglefladen F, har parameterfremstillingen

r(u,v) = (Rsinv-cosu, Rsinv-sinu, Rcosv), ue[0;2n], VE[O;%].

3 a7 -Rsinv-sinu R cosv-cosu -R?%sin’v-cosu

Idet a—xa— =| Rsinv-cosu | x| Rcosvsinu | =| -R2sin?v-sinu
u ov . .

0 ~-Rsinv -R?sinv-cosv

er en '"indadrettet" normal til F, fas af formel (14.1):

Rcosv

o Rsinv-cosu - Rsinv-sinu) ( R*sin’v-cosu
ffv-ndF = Rsinv-cosu | R%sin?v-sinu
F, D,

RZsinv-cosv

T
2n ry . .
= R3f duf 2 (cos?u-sin’v + cos?v-sinv)dv
0 0

=R3f2n

0

=R3f2n
0

T
2
du

0

5 cos’v] cos’v
cosu-| —cosv + -

3
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14. 4 Gauss’s sa ning

2 2m
=R3f n(%cos%ﬁ%)du =R3[%(%+Sln42u) +%
0
0
- R} 2@ +0)+ 2E - 20 0)—2] - Amps
1 0

ox Jy oz oz
ox oy

= (0,0,1) en indadrettet normal til F,. Viharnu

lzf;-ﬁdF=l;f(xéJ’].(§]dA =S£f0dA -0,

hvor Sxy er fladens projektion pé xy-planen.

= Az 1
2) Da F, har ligningenz =0, er or,or 0 X ! = ( 0
0

144 GAUSS'S SATNING

Er vektorfeltet v et hastighedsfelt for en veske, indsa vi i afsnit 14.2, at divergensen af v
i et punkt P er et udtryk for den vaeskemangde, der pr. tidsenhed stremmer ud fra P. Er F' en

lukket flade, som begranser en lukket punktmangde S, er det derfor rimeligt at antage, at "en
sum" af divergenserne fra ethvert punkt P 1 S, dvs. rumintegralet f f f divvdV eret udtryk

for strommen ud gennem F. Dette fremgér da ogsa af folgende saetningi

SATNING 14.1 (Gauss's scetning). Lad F veere en lukket flade uden multiple punkter, som
begreenser en lukket punktmeengde S, oglad v vere et vektorfelti S.

Da er vendF = divvdvy, (14.2)
o - Iff
hvor venstre side betegner strommen ud gennem fladen F, mens hajre side er rumintegralet af

divergensen af v.

Ringen om integraltegnet betegner, at der integreres over en lukket flade.

Bevisskitse. ldet visatter n=(a,b,c) og V =(v,,V,,V,), girformlen (14.2) overi
ov, 0v, 0v,
ff(av1+bvz+cv3)dF= —+t—=+—=|dV.
- A dx OJy Oz

ov
Kan man nu vise, at cvydF = fff —2av, (14.3)
lf ‘ oz
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fas den segte formel umiddelbart ved bogstavombytning i (14.3) og addition. For at vise (14.3), betragter vi forst en
punktmeangde S aftypen § = {(x,y,z) |x,»)e D A fi(x,y) < z< fz(x,y)} , hvor D er en lukket punktmengde i xy-
planen. Da bestir F af fladestykkerne F,: z =f (x,y) og
F,: z=f,(x,y), hvor (x,y) tilhgrer D, samtafcylinderfladen
C, der "forbinder" de to fladestykker (se figur 14.11).

For cylinderfladen er 7 =(a,b,c) vinkelret pa z-aksen, s

c= 0, og folgelig giver cylinderfladen intet bidrag til fladeinte-

gralet f f cvydF . Ideten normalvektor til F, er

1 0
_ 0 1 of,  of,
d = X = __29 __2,1 )
%L | % ( o’ ay )
ox oy \A/ >V

og enhedsnormalvektoren 7 skal vare rettet udad fra S, ma .
Fig. 14.11. En lukket flade.

n s tredickoordinat vaere |T1| Analogt ses, at for F, er n's trediekoordinat ¢ = - |_1 | ,  hvor
d d
_ a a 2 1
d, = —i, —i,l . Vi har derfor
ox Ody
1 1
cvy, dF = v, ——dF - v,——dF, (14.4)
ffewar [ o ok
som ifelge formel (14.1) kan omformes til planintegralerne
1 1
Vx,y,f(x,J’) —|d|dA - VX,y,f(x,J’)—|d|dA,
[[¥ler fCen)par il dd = [[v{erfiten)mgrld

dvs. ffcvdF = ff(va(x,y,fz(x,y)) —V3(x,y,f1(x,y)))dA .
F D

Under benyttelse af setningen om rumintegral fas nu

[ {5 A5 s feom)aa = [[ad [40? Sa - [[[2 ar.
D D )

Vi har hermed vist setningen for denne specielle type punktmeengde, idet vi naturligvis er géet ud fra, at f, og f, er
vilkarligt ofte differentiable funktioner.

Ved granseovergang kan man vise, at resultatet ogsa galder i tilfaelde, hvor tangentplanen i randpunkter af F; og F, er
vinkelret pd z-aksen (¢=0). Ligeledes kan man vise, at enhver punktmengde S, der er begreenset af en lukket flade uden

multiple punkter, kan opdeles i punktmangder af den her naevnte type og pa det grundlag vise formlen.

Fysisk betydning af divergens. Vi har tidligere set, at hvis v angiver hastighedsfeltet for en

vaeske, vil @ angive det med fortegn regnede volumen af vasken, der pr. tidsenhed stremmer

ud fra det omréde S, der er begrenset af F. Af middelvardisetningen for rumintegraler folger
da & =fffdiv§dV =divv(P)- V(S) < divv(P) = i, hvor PeS og V(S)
| 75

betegner volumenet af S. Heraf ses, at divergensen af v i et punkt P kan fortolkes som
strommen ud gennem en "differentiel" punktmangde dS, som indeholder P, divideret med
rumfanget af dS. Er vasken usammentrykkelig (dvs. lige store rumfang indeholder samme

vaskemangde), og nydannes der ikke veeskei S, ma divv=0.
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14. 4 Gauss’s sa ning

Eksempel 14.5. Beregning af strom gennem lukket flade.

Lad E vare den cylinder, som er beskrevet i Q

eksempel 14.3, og lad F vare E's overflade.
Lad igen v  vare vektorfeltet

v(x,y,2) = (y,x+y,22).
Find v's strom ud gennem F.

——— ————

-

3 Y
XA>\_/4
LOSNING: Fig. 14.12. En cylinder.
Vektorfeltets strom ud gennem F er

) =£5§-ZdF=fffdivvdV=fff(0+1+2)dV

= 3ffde = 3-Volumen(E) = 3-7-4%-5 = 2407 .
E

Dette er netop summen af resultaterne 1 eksempel 14.3.

Eksempel 14.6. Beregning af strom gennem lukket flade.

Lad E vere den halvkugle, som er beskrevet

i eksempel 14.4, og lad F vare E's overfla-

de. Lad igen v  vare vektorfeltet 4
;(x’y9z) = (x_y9x’Z)'
Find v's strom ud gennem F.
Y
X‘ R
LOSNING:
Vektorfeltets strom ud gennem F er Fig. 14.13.  En halvkugle.
® = (f v-ndF = divvdy = (1+0+1)dVv
g vnar - [ffawiar - [[f
14m 3 47 3
=2 dV =2-Volumen(E) = 2:-——R> = —R".
111 N

Dette er netop summen af resultaterne 1 eksempel 14.4.
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14.5 STOKES'S SATNING

Vi har tidligere defineret bade et vektorfelts rotationsfelt Vxv og et vektorfelts cirkulation
Sﬁ;-d; langs en lukket kurve k. Vi vil i dette afsnit uden bevis na@vne en s&tning, som
aﬁgiver en sammenhang mellem disse to begreber, og bl.a. derved fa en mere fysisk forstéelse
af begrebet rotation i et punkt.

SATNING 14.2 (Stokes's swetning). Lad v veere et vektorfelt, og lad F veere eti S indeholdt
fladestykke, med den positive enhedsnormalvektor n. Lad endvidere F's randkurve k have en

parameterfremstilling t = r(t), t € I, sdledes at k og n danner en "hojreskrue” (se figur 14.14).

Vi har da, at cirkulationen af ¥ langs k er lig med strommen gennem F af 1otV = €><V, altsd

gSkV-d? =£f@VoEdF.

n

Fig. 14.14. Kurven k og normalvektoren n danner en hojreskrue.

Som det fremgér af saetningen, kan cirkulationen langs en givet lukket kurve & beregnes som
strommen af rotationsfeltet gennem en vilkérlig flade, der har k som rand. Ved at vaelge en pas-
sende flade kan beregningen af cirkulationen i visse tilfaelde blive meget simpel (jfr. eksempel
14.7). En anden anvendelse af satningen, hvor cirkulationen let beregnes direkte, ses i
eksempel 14.8.

Fysisk betydning af rotation. Man kan vise, at der analogt med middelvardisaztninger for andre integraler galder

folgende middelveerdisatning for fladeintegraler f f f(x,y,z)dF = f(P) a(F), hvor P eretpunktpad fladen F, og
a(F) er arealet af F. Af denne szetninngamt Stokes's stning folger nu

WiV(P) - n(P) = ﬁ [ [0t - naF = alF)
F

56 v-dr . Lader vi nu fladen F treekke sig sammen om et punkt
k

P,e F, vil rotv(P) - n(P) konvergere mod EV(PO) . E(PO), som jo angiver projektionen af r_ot;(PO) pa

fladenormalen. Er F specielt en cirkelskive vinkelret pd # med centrum i P, ogradius r, finder vi

—— _ v-dr
rotv(Py) - n(P,) = lim L .
nr?

r—=0
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14.5 Stokes's s& ning

l rot V() - n(P,)
Sop
v(£P,) Fig. 14.15. Rotationens

storrelse angiver cirkula-

tion pr arealenhed.

/\,

Eksempel 14.7. Anvendelse af Stokes's sztning.
Lad vektorfeltet v vare givet ved v(x,y,z) = (2x2-y, 4y3z, y*+2?)0g lad kurven
k vere cirklen med parameterfremstillingen
(x,y,z) = (2cost,2sint,0), t€[0;2x].

Find cirkulationen langs £.

LOSNING:

Idet rotv = ai,ai,ai) X (2x2—y, 4y3z,y4+z2) = (0,0,1), kan vi beregne
x 0y 0z

rotationsfeltets strom gennem cirkelskiven C = {(x, y,2) | x2+y? <4 Az= O} .

Af Stokes's stning fés

vedr = (0,0,1)°_dF = (0,0,1)-(0,0,1)dF = dF = 4m |
ﬁv r {f n {f {f ar

(Forseger man at udregne cirkulationen af v direkte uden brug af Stokes's setning,

ses beregningsardbejdet at blive vasentlig storre).
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Eksempel 14.8. Magnetfelt i spole.

234

For problemer vedrorende magnetostatik i vacuum gzlder rotB = p.of (MKSA-enheder), hvor B betegner

det magnetiske felt, 7 betegner den elektriske stremtethed og W, betegner en konstant (vacuum-permeabilite-

ten).

(Den naevnte ligning er en af de 4 sikaldte Maxwell-ligninger). Stokes's seetning kan sammen med ligningen 1ot B = Ko i

direkte give svaret pd mange konkrete problemstillinger i magnetostatikken.

Eksempelvis vil vi finde en formel for magnetfeltet i og omkring en elektrisk spole. Vi betragter en torusformet

spole (se figur 14.16) med et stort antal vindinger A, hvori-
gennem der lgber en strom af sterrelsen /.

For det magnetiske felt B kan man vise, at det med god
tilneermelse gelder, at feltlinierne er cirkler beliggende i
planer vinkelret pa torusaksen gennem 0 og med centre pa
torusaksen.

Forst betragtes en feltlinie &, der forleber inde i spolen, og
som har radius R (se figur 14.16). Vi beregner cirkulation
af B langs feltlinien k:

9§k B-dr = | l_?| -27R . Sterrelsen Sﬁk B-dr kan ogsd

findes ved hjaelp af Stokes's s@tning

Fig. 14.16. Spole.

27R

§ Bdr = [[rolB ndF = [[u,i-ndF =, [[|T]dF = s,M . Altsa |B| - M NT
F F



Opgaver til kapitel 14

OPGAVER

Opgave 14.1 (skalarfelt, grad)

Lad skalarfeltet u vare givet ved u(x,y,z) = x2+4y2+16z2 .

1) Find »(P) og u(Q), hvor P=(0,2,0) og Q = 2,1,—i

2) Beskriv niveaufladen {(x,y,z) | u(x,y,z) =16}.
3) Find det til u herende gradientfelt.

4) Angiv en normalvektor til ovennavnte niveauflade i hvert af punkterne P og Q.

Opgave 14.2

Lad O vere et fast punkt i rummet E oglad E; vere rummet E panar O.
Et vektorfelt i E, fremkommer ved, at der til ethvert punkt P# 0 knyttes en vektor

vp) = 22

| OP|
Angiv i et passende koordinatsystem den vektorfunktion, der bestemmes ved vektorfeltet

v, og find divergensfeltet og rotationsfeltet for v.

Opgave 14.3 (vektorfelt, div, rot) 1
Lad vektorfeltet v veare givet ved v(x,y,z) = -

1) Beskriv vektorfeltet. X"ty +z
2) Angiv divv og rotv.

3) Angiv feltlinierne for feltet v .

~(1,,2), (5,,2) #(0,0,0)

Opgave 14.4 ( V -vektor)

Lad vektorfeltet v og skalarfeltet u vere givet ved v(x,y,z) = (2x%yz, -3xz3,xy2z) og
u(x,y,z) =2y%?-xz. Findipunktet P=(-1,1,1):
Vv, 2)v-(Vu), 3)V-@v), 4) div(gradu), 5)VVu-Vu).

Opgave 14.5 ( V -vektor)

Lad vektorfeltet v og skalarfeltet u vare givet ved v(x,y,z) = (2x2z, -yz,3xyz) og
u = xy?z. Findipunktet P=(1,1,-1):
) Vxv,  2)rot(uv), 3) Vx(Vxv),  4) V(V'10tV), 5 rot (gradu).
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Opgave 14.6 (cirkulation)

Beregn cirkulationen af vektorfeltet v langs cirklen k bestemt ved parameterfremstillingen
(x,y,z) = (2cost,2sint,2), te[0;2n], ndr v er bestemt ved
D v(x,y,z) = (-1,2,3), 2) v(x,y,2) = (x,y,2),  3) V(x,y,2) = (-,x,z).

Opgave 14.7a (cirkulation)

Givet vektorfeltet  v(x,y,z) = (x3+y, 3y*+x, z3+x+y).
Find cirkulationen af v langs hver af de folgende kurver:
D ki x?+y*=9 A z=2,

2 k: x*+y%2=9 A x+y+4z=8,

3) kg x*+p?=9 A z=x2.

Opgave 14.7b (strom)
Givet fladen
F: {(x,3,2) | 2x+y+2z=16 A x>0 A y>0 A z>0}.

Lad v = (Vy,V,,V3) veere givet ved

o2x+y—2z—-16

;(x,yaz) = (x,—2,—x+1).
Find  [[v-ndF.
F

Opgave 14.7¢c (strom) Fo—lag

Givet fladerne  Fy: {(x,y,2) | x*+y?=16 A 0<z<5},
F,: {(x,y,2) | x*+y*<16 A z=5} og
Fy: {(xy,2) | x*+y*<16 A z=0}.

Lad Vv(x,y,z) = (x,y,2%). J S— y

Find v'n dF, v'n dF v'n dF.
. Ff'lf V"uZId" Ff'zf V"o:zlzd" °8 }['Sf V"ne,z;lad"

[, = bund

Opgave 14.7d (strom)

Givet fladerne F: { (x,y,2) | x*+y*+z%=25 A 220}
og F: {(xy.2) | x*+y2<25 A z=0}.
Lad v(x,y,z) = (x,y,2).

Find 1~[1 f V";sz'dF og }l; f V";zeZad"dF .

F, —bund
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Opgave 14.7 (strom, 27 point)
Lad der veere givet et vektorfelt v ved

v(x,y,2) =(2xz,x2,y).

1) Find divv og rotv.

2) Punkterne A=(0,0,7), B=(2,0,6) og
C =(0,4,3) er vinkelspidser i en trekant ABC,
der ligger i planen med ligningen z = —lx -y+7.

Find vektorfeltet v's strom gennem trekant ABC, idet

strommen regnes positiv "op" gennem trekanten (omtrent

i z-aksens retning).

Opgave 14.8 (strom, 15 point)
Et fladestykke F er givet ved F = {(x,y,z) B% =x2+%(z—4)2 A x2+z% < 4} (se figuren).

F er den del af paraboloiden
Y= x2 +1(Z_4)29
som ligger inden for cylinderen

x2+z%2<4.

Alle mal er i meter.

Vand strommer gennem fladen F med en konstant hastighed v =( %,—2,0) l, og dets

massefylde er 1000 k_g3 . Find massen af det vand, der pr. sekund strommer gem‘fglz; F.
m
v
Opgave 14.9 (strom, 20 point) 4
Lad et elektrisk felt E vere givet ved >
E = (x+yz,z-y,z+y) ogladenflade F vere givet ved
F: (x,y,2z) = (2u3—2v3,u2—v2,u2+vz), =
hvor (u,v) tilhorer det skraverede omrade pd figuren. /;\/
1) Find totE . =
2) Find den numeriske veerdi af E's strom gennem
fladen F. >
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Opgave 14.10 (strom, 20 point)

Lad koncentrationen c =c(x,y,z) af et stof A i en veeske veere givet ved

c=x"-y' +xz+ 100 (dimensionslose enheder).

Praktisk anvendelse (kan overspringes). Over korte afstande sker transport effektivt

ved diffusion. Vektoren J =-D - ﬁc peger i nettotransportens retning, og
storrelsen angiver den meengde af stoffet A, der pr. tidsenhed passerer en arealenhed
vinkelret pd transportretningen. Diffusionskoefficienten D scettes i det folgende
konstant lig med 1.

1) Find J=-gradc.
2) Find derpd divJ og rot J.

Lad en flade F veere givet ved R
F: (x,J’aZ) = u2’ %Vza -uv |, 1+

hvor (u,v) tilhorer det skraverede omrdde pd figuren.
3) Find arealet af F.

4) Find den numeriske veerdi af strommen af J gennem F

(/ O

(= den meengde af stoffet A, som netto transporteres gennem F pr. A
tidsenhed).

»

0 |

Opgave 14.11 (fladeareal, strom, 25 point)
Legemet S pd figuren er begreenset af 4 flader: bunden F,

der ligger i planen med ligningen z=0, ldget I, der ligger
i planen med ligningen z=y, sidefladen F; der ligger i
planen med ligningen y=1, og en krum sideflade F, der
ligger pd en cylinderflade med ligningen y=x". Alle mdl er

1 meter.

1) Laget F, har en homogen massetcethed

p =100 kg/m? og tyngdepunktet T = (x7,¥7r,27).
Find tyngdepunktets koordinater, idet det oplyses, at 'y, =

F, B
2) Vand strommer gennem den krumme sideflade F , med en konstant hastighed v =(0,-2,-2)

m/sek. Vandets massefylde er 1000 kg/m’. Find massen af det vand, der pr. sekund netto

strommer gennem F, .
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Opgave 14.12 (strom)

Beregn strommen af vektorfeltet v bestemt ved v(x,y,z) = (x,y,z) gennem den del F af en
omdrejningsparaboloide, der er bestemt ved ligningen z=4-(x*+y?), (x,y)eD, hvor
D= { (x,y) | x*+y? < 4 } Strommen regnes positiv opad.

Opgave 14.13 (flade, strom, 25 point)
En skalformet flade F har ligningen z*>=9+x2+y?, 3<z<5 (sefiguren).

1) En parameterfremstilling for fladen F er )
- /
r(u,v) = 3ucosv,3usinv,3\/1+u2), (u,v)eD A
(kreeves ikke vist).
Find en meengde D, sa der til ethvert punkt i D ¢ 5
svarer netop ét punkt pd fladen F. @
P

(0%

Et vektorfelt v er bestemt ved

- 1,
V(x,%Z): -y, X, Zx z|. /—> Y
2) Find strommen af v gennem fladen F enten eksakt X

eller med mindst tre betydende cifre.

Enhedsnormalvektorerne pa F skal veelges, sd de peger "ind" i skalen.

3) Find strommen af v  gennem cirkelskiven C = {(x,y,z) |x2+y2 < 16 Az=5 }

Enhedsnormalvektorerne pa C skal veelges, sa de peger i z-aksens retning.
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Opgave 14.14 (determinant, strom, 25 point)

1 1

0 1

1) Find arealet af fladen givet ved z = 1
-x X

2) Lad et magnetfelt B vwre givet ved

2 x

1 -y
_2 y

0 —y2

B=(xy-z,x-y,y+z), og lad en flade F vcere givet

ved F:r=(0x,y,2)=Qu+v,u-3v,u+v),

hvor

(u,v) tilhorer det skraverede omrdde D pd figuren.

Find strommen af tot B gennem F.

Opgave 14.15 (strom, 20 point)

Figuren viser en scerligt krummet tragt F (uden

bund og ldg) givet ved ligningen

x2+yz—éz2 =1, hvor ze [04].

Alle mal er i meter.

1) Lad P veere det punkt pa F, for hvilket
x=2 og y=+/3. Angiv koordinaterne til
den af F's to enhedsnormalvektoreri P, der

peger mest "veek" fra z-aksen.

IA

Yy

U

v

==

Et vektorfelt v er bestemt ved v(x,y,z) = (x,y, -2z).

2) Beregn divv og rotv .

v

3) Find strommen af v gennem F, idet strommen regnes positiv "veek" fra z-aksen. (Denne strom

er varmetabet pr. sek. fra hele tragtens ydre overflade, ndr v pd stedet (x,y,z) angiver

varmestromningen mdlt i watt pr. arealenhed anbragt vinkelret pd v ) .
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Opgave 14.16 (strom, 20 point)

En beholder er begrenset af koordinatplanerne,

planen x =3 ogfladenz= /4-y (sefiguren). 7

Lad F, veere beholderens "ene" endeflade, med

ligningen x = 3, og lad F, veere det krumme

"lag", med ligningen z = 4-y .

Find strommen af vektorfeltet v = (y,z,x)

1) ud gennem fladen F),

2) ud gennem fladen F,

3) ud gennem hele overfladen af den lukkede
beholder.

3
'
X

Opgave 14.17 (strom, 15 point)

Find strommen af vektorfeltet v = (xy, x+xz,z-3+x) gennem den viste flade F (beholder

uden ldg), idet normalvektorer overalt er rettet udad:

Opgave 14.18 (strom, 20 point) 5

En beholder er begreenset af planer med ligningerne

y=0, y=4 og z=2, samt af fladen med ligningen \
F,

Z= lx2 (se figuren). Alle mdl er i meter. Lad F),

veere bunden (den krumme overflade), oglad F,, F;0g X
F, veere henholdsvis laget og de to endeflader. Et
vektorfelt v er bestemt ved v(x,y,z) = (x2+4y%z, y+1+x-z%, z+1+x%y).
1) Beregn divv ogrotv .

2) Find strommen af v ud gennem beholderens overflade pdncer liget.
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Opgave 14.19 (fladeareal, strom, 25 point)
Lad temperaturen T = T(x,y,z) i et fast stof veere givet ved T =x"+y" + 2z.

1) Find J=-grad T .

2) Find derpd div J og rot J.
3) Find strommen af J ud gennem fladen F pd figur a. (F har form som en beholder med lag,

men uden bund).

Fig. a.

Fig. b.

4) Lad en flade G veere givet ved parameterfremstillingen
G: r(u,v) = w?,v,u+v), hvor (u,v) tilhorer det skraverede omrdide pd figur b.
Find arealet af G.

Opgave 14.20 (Stokes's scetning)
Et vektorfelt v defineres ved v(x,y,z) = (-3yz,x,z+3) .
1) Find Vv og VXV .
2) Foret givet c€]-1;1[ defineres det regulcere fladestykke F ved
F = {(x,y,z)e R} |z2+2x2+2y2=1 A z> c} . Fladen teenkes orienteret bort fra z-aksen.

For hvilke veerdier af ¢ er strommen af V xv gennem F lig med 0?

Opgave 14.21 (Stokes's scetning)
1) Vis, at fladen F bestemt ved ligningen z=x-y, (x,y)€D,
hvor D = {(x,y) | x2+y?< 1} er en regulcer flade.
Idet fladen F teenkes orienteret sdledes, at n =(0,0,1) eren af fladens positive normalvektorer,
og V er et vektorfelt bestemt ved v(x,y,z) = (x+y,x-y,y*+z), skal man
2) finde v's strom gennem F,

3) finde v's cirkulation langs randen af F, idet randkurven teenkes orienteret i overensstemmelse

med F's orientering.
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Appendi x 8.1 Approksimation af f(x,y)

APPENDIX 8.1
APPROKSIMATION AF f(x,y)

Taylorpolynomium for f(x,y):

1[4 3
Fgyo) + _a_f("O’yO) Gemx) + L) )
L) O s mx? + P e 030 12 L ) x5
20| gp2 0 0 3y? 0°Yo 0 axay 0 0 0
1] 8 & &
* 31 TJ;(xo,YO)'(x —x0)3 ¥ ay{(xo’yo).(y _y°)3 *3 ox Zgy (x95¥9) " (x —x0)2 r-30)
a3
3L () -3 03002 |
oxdy
Kollokationspolynomium for f(x,y):
Kendes f(x,y) i 3 punkter:
y
Yotk ¢ C
Yo a b d b
X,  Xgth x T
b-a

er kollokationspolynomiet a + P (x-x5) + c_]—ca -y -
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Kendes f(x,y) i 6 punkter:

y
¢ d
Yotk - c d 1
4 a h
Yo e a b . .
vk |- - /
Xo-h X Xyth X
er kollokations-polynomiet
b-e c-f,. b+e-2a, o c+f-2a, ., a-b-c+d, B
a+ 2h (x xo)+ﬁ(y J’o)+—2(x Xy) +7(J’ Yo) +T(x x)(Y-¥y) -
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Appendix 11.2 Inplicit differentiation for f(x,y)=0

APPENDIX 11.2 IMPLICIT
DIFFERENTIATION FOR f(x,y) =0

For y(x) gelder

of P L, O by ) g)z_z &f o of, & (o)’
dy _ o d%y _ ox? oxdy dx gy?\ dx _ 9x2\ oy Oxdy dx dy 9gy?\ ox
& of T & _of [ or)?

9y oy dy

Kendes f(x,y) 1i6 punkter:
y
Votk - c d ‘ ¢ .U’
Yo e 0 b =L 4 c/)
Yok - / -  /
Xo-h Xy Xoth X

vil der for y(x) ipunktet x, gelde

dy . (b-ok  dy _|bre  ,(d-b-c)(b-e) , (c+/)(b-e)*|2k
dx  (f-oh’  dx* |f-c (f-c)? (f-¢)* |n?’

Y =Yo>
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Appendi x 11.3

APPENDIX 11.3 IMPLICIT DIFFEREN-
FOR f(x,y,z) =0

TIATION

For z(x,y) gelder

of
oz _ _ Ox oz
ox of dy
0z

|

5.

dy
oz

L

0Oz
ox

=

samt analoge formler ved
omytning af x,y,z

ox 2

Ff Lk ) (o), Ty, F)
9%z ox?2 0x0z dx gz2\ ox _ ox2\ oz 0x0z Ox 9z gz2\ Oox
_ [ o)’
0z oz
Ff L e (F) Y, F)
0%z dy? 0yoz dy 9z2\ Oy 2\ oz 0yoz dy 9z gz2\ oy

dy?

&f , O o,

I
0z

Of 3 O o ox

9%z _ OxOy Ox0z dy 0zdy Ox Qgz2 Ox Oy

oxdy B

51
oxdy \ 0Oz

/A
0z

Ox0z dy Oz

%)

0y0z 0x 0z g2 Ox dy
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Kendes f(x,y,z)

vil der for

Appendix 11.3 Inplicit differentiation for

i 10 punkter:

y z=zytp
Yotk - J -
Yo - g m
Yok - - -
Xo-h X, X, th X
y 7=z,
Yotk - c d
Yo e 0 b
Yok - S -
Xo-h X, x,th X
y =zyp
yotk - - -
Yo - 1 -
Yok - - -
Xy-h X, x,th X

z(x,y) ipunktet (xy,y,) gelde

0

| ®

7=z oz . (b-e)p oz  (c-fp
0’ ox  (i-g)h’ y  (i-g)k
@z [bre ,(m-g-b)(b-e)  (g+i)(b-0)" |2
O 2 | i-8 (i-g)? (i-g)° h?
@z les, g0, (g+ie-f) |2
ap?  |i-g (i-g)* (i-g)° |k?
3%z . [d-b-c (m-g-b)ec-f), (i-c-g)(b-¢) , (g+i)(b-e)(c-f) |2p
oxdy | ivg (i-g) (i-g)°

(i-g)’ hk

n

h

f(x,y,2) =0
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Appendi x

11. 4

APPENDIX 11.4 IMPLICIT DIFFE-
RENTIATION FOR f(x,y,z,w) =0

ox
dy

|

oz
ox

oy
oz

EINE

samt analoge formler

of ¢ ved ombytning af

- X, y »Z, W
), 02}, \ow) \ox/, . ox ), af
ow
Kendes f(x,y,z,w) i 15 punkter:
y 7=z-p, W=W, y 7=z, W=W,
Yotk Yotk ¢ d
Yo i Yo e 0 b
Yok Yok /
Xy-h Xy X, th x Xo-h X, Xy th X
y z=zytp, w=w, y 7=zp, W=Wy-q
Yotk J Yotk
Yo g m Yo r
Yok Yok
Xy-h Xy x,th x Xy-h X, Xy th X
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Appendix 11.4 Inplicit differentiation for

f(x,y,z,w)=0

y z=zp, W=Wytq y z=zytp, W=Wytq
Yotk - N - Yotk - - -
Yo - n t Yo - u -
wk | - - - vk - -
Xo-h X, Xyth X Xo-h X, Xoth X
vil der for w(x,y,z) ipunktet (x,,¥,,Z,) gzlde:
w=w, ow (b-e)q, ow (c-f)q, ow . (g-i)q
0 x  (r-n)h y  (r-n)k %z (r-n)p
Pw . |bre o (t=b-n)(b-e)  (n+r)(b-e)*|2g
ox? | r-n (r-n)? (r-n)* |h?
Pw | etf,, smemm)(e=f) | (n+r)(e-f)]2g
dy? | 7-n (r-n)? (r-n)* | k2
Pw .| gri,, (u-g-n)(g-i) , (n+r)(g-i)*|2q
0z2 Rl (r-n)? (r-n)* |p?
9w ~ _d—b—c L(@-b-n)(c-f) (s-c-n)(b-e) , (n+r)(b-e)(c-f) |2q
Ox0y r-n (r-n)? (r-n)? (r-n)? hk
’w . |j-c-g, (s-c-n)(g-i) , (u-g-n)(c-f) , (n+r)(c-f)(g-i) |29
dydz | r-n (r-n)? (r-n)? (r-n)? hp
Fw . |m-g-b (u-g-n)(b-e) (1-b-n)(g-i)  (n+r)(g-i)(b-e)|2q
dzdx r-n (r-n)? (r-n)? (r-n)’ ph
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Funktion af flere variable

FACITLISTE
KAPITEL 8
8.1 -, ingen af delene
8.2 -, lokalt minimum, -, -

Q {(x,J’)|x2+y239}, T T T
8.4 -, saddelpunkt, -
8.5 -, -, -, ingen af delene

2 1 1
=, =, =, {x»)|x*0Ay=0!}
S0 5 5 (x,y) | y

87 nej, ja, nej, nej, nej, nej
2
88 (1) Losxy2rany, Loodyen?, Logyregy,
ox ay 2

ox

2 2
9r = 6x2y+4x, ﬂ; =2x3

oxdy Ay
o 1 3 of 1 3
(2) . =y(x-y) 2 (x+y) %, Es = -x(x-y) *(x+y) %,
3 5 3 5
i Ty 2, B (yrey ST
—==y(-2x+y)(x-y) “(x+y) °, =(x“+y -xp)(x-y) “(x+y) 7,
Ox 2 oxoy
a2f _é _3
— =x(x-W)(x-y) (x+y) °
dy
(3) a;fzéve3x_y’ a;fz—l”e%c_y’ ifzg e3x—y’
ax 2 ay 2 ax2 4
a2f 3 3x-y aZf 1 [ ,3x-y
= —a—_ e ) —_—— = e
Oxdy 4 o2 4
O A M A 5 S A M .30 00
ox 1+x2yt I  1+x’y* ax?  (l+x?p*)?
*f _ 4y’ *f _ 2x’y*(3-x%y?Y)

Axdy (1+x2y4)2, 8y2 (1+x2y4)2

(5)%=3x2y2zz+yz3, %=2x3yzz+xz3, g{=2x3y2z+3xyzz,
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Facitliste

2 2 2
ﬂ=6xy222, a—f=2x322, a—f=2x3y2+6xyz,
ox 2 dy? 9z 2

2 2 2
ﬂ=6x2yz2+z3, ﬂ=6x2y22+3yzz, ﬂ=4x3yz+3xzz
oxady 0x0z 0yoz

(6) g—f =y-cos(xz) z+29%:yz-In2, % =sin(xz) +2?%-xzIn2,
X

2
g—f =y-cos(xz) x +2%%-xy-In2, 8_]2" = -y sin(xz)-z2 +29%-y22%(In2)?,
z X
2 2
9T —pomx222(n2)2, 2L = -pesin(z) x2 + 2% x 2 2 (In2)?,
ang 0z
s =cos(xz)z + 297 zIn2 + 297 xyz2(In2)?,
xoy
azf_. . qi . 292, 3. In2 + 292 x1 22 (1n2)?
@—y cos(xz) —y-sin(xz): xz + y*In2 + xy“z(In2)~,
82f _ z 2 2
s =cos(xz) x +29%-x-In2 + 2% x *yz(In2)
YOz
(7) ixf = 4x13x23x32x4 +17, ixf = 3x14x22x32x4, g = 2x14x23x3x4,
1 2 3
0 4.3 2 02 2.3.2 92 4. 2
a—f=x1x2x3, —2=12x1x2x3x4, —j;=6x1x2x3x4,
X4 ox; ox,
02 4.3 02 02 3.2.2
_{=2x1x2x4, —{=0 3 af = 12x; x; x5 %, ,
ox; ox, X10%;
2 2 2
il =8x13x23x3x4, i=4x13x23x32, il =6x14x22x3x4,
0x,0x, Ox,0x, 0x,0x,
2 2
il =3x14x22x32, o/ =2x14x23x3
0x,0x, 0x,0x,
89 (1) _"RT_, 2an’ nR VRT _2an
o (V-nb)> V3 V-nb' (V-nb)? V2
(2) -nRT | an*(2V +nb) nR_ | an?
(V-nb)*  JTV2(V+nb)> V-nb 2T TV(V+nb)
VRT  an(2V +nb) (3) _r 1 _P
(V-nb)*> [TV (V+nb) n’ T 4
2 2 2
8.10 (1)g=3x2—3y, if=—3y2—3x, a—f=6x, af=-3, a_f=_6y
ox oy Ox 2 ox0y dy?
(2)0909 _69 _39_6 (3)Ja
811 (1) (6x+2)dx (2) (8In2+6)dx (3) (e®)-2x)dx
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Funktion af flere variable

=]
=Y
(]

|.

=]
=Y
[9]

|.

=]
[y
N

|.

=]
=Y
9]

|.

=)
[y
N

=)
[
B |

=)
[y
=)

o0
[
=)

o0
[\
<

o]
[\
[t

‘.

oo
N
N

I°<
N
w

oo
N
=

‘.
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(4) 16x3ydx + (4x* +2y)dy (5) 2-In2dx +2-In2dy

(6) (Inx)®- yfdx +z:y* 1 In(Inx)dy +y*- Iny- In(Inx) dz
X"nx

(7) x24 x32 x43 dx, +4x, x23 x32x43 dx, + 2x13c24 x3x:’ dxy + 3x1x24 x32x42 dx,

55AT -1.8-10°AV

0.19tAA +0.01 TA?

iAa + ﬂAV
/3 3
AV = 20;)11 Ay + 1030“ Ah;  0.05 (dvs. 5%)

7.25Ar +2.46 AL +34.64 Ah

13dx +2dy
5 1 13 1 9 9

-dx+8dy, 2dx+0-dy, —dx-—dy, -5dx-2dy, —dx+=dy, -Zdx+=

dy dy 5 gdy dy 2 de 1 4dy
0
2nrﬂ +2nh@, 221

dt dt
76
-1.88-10°

(D) 4+4(x-2)+12(y-1) +(x-2)2 +12(x-2)(y-1) + 12(y - 1)?

Q) (x-1)-@-D+(x-1)>-(r-1)> B)l-x-y+x?+y>+2xy

(4) 1-2(:=2) ~20-1)* ~2(x-2) 1)

(5) -4 -4(x-2)-12(y-1) +12(z+1) + (x-2)2 - 12(y - 1)? - 12(z +1)?
-12(x-2)(y-1) +12(x-2)(z+1) +36(y-1)(z+1)

(6) x-1-(z-1)+(x-1)’-(z-1)’+(x-D(y-1) - (y-1)(z-1)

(D 1-x-y-z+x2+y?+z%+2xy +2xz + 2z

(®) 1+ (=D =1 ~(-1) + (=12 + 1)+ 2 (z-1)°

+(x-DO-D-(-DE-D)-@-1)(z-1)
(1)8+2x-y (2)2x+3y-24 (3)2+2x+y



1

(4) 1+ (x- 1)+—(y 1)+—(x 1) + 2(y 1)?+(x-1)(y-1)

(3) 2-%x+x -y +xy

1

Loy - Y- 3 -1+« Lix-2) (-
(6)2-20-D-2==2)"+ 2G-S (x-2)(»-1)

825 2435, 2.44
826 2435823, 2.442404
827 4959 3.928
8.HI -, -
8Fksam27a e, — g Lo slg Lay
49-(In7)> 8 8 8 8
8.Eksam32a 4, 64
1.1, 1, n 1 1 1
8Eksam40a —dx+—dy-—dz,—+—-(x-1)+=(p-1)-—-(z-1
—2x2dy4242(x )2()’ )4(2)
1 2 1 2
-—x-D)-=@-1
4( ) 4()’ )
G DE DG DE D0 -DE-D
8.Eksam50a ;/; ‘fdy [
8Eksam52 8 + 81n2
8.Eksam6la  ~5.08, 0.220AV - 0.661Ah
8.Eksam164 df - —%dx - %afy
8.Eksam228 6dx + 2dy
8.Eksam241  £/(0) = 20
8.Eksam256 1+2(x—1)—l(x—1)2+%(y—1)2—(x—l)(y—l)
1.5 1
=——x"+=y‘-xy+4x -2
( 5 2y xy )
8.Eksam280 1+l(x—2) —(y 1)+—(x 2 - (y )2 - ( )y-1)
SH.Eksam74a 4:2% + 194
Os 2 ot

Facitliste
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Kurver, kurveintegral og stanfunktion

KAPITEL 9

ﬂ - 2 tu 4 ,uER; 2 s 2 5 __19091; -
6 11 2 6 3 3

|\O
(]
|
—
SN
~——
+
|
—
[N I
~——
§
m
=
|

93 mv-d, L
2
94 27, 0
9.5 (11,2, -10), 15
96 3
97 0
98 1
3
99
3
9.10 -2m
9.11 3
9.12
9.13 4
. 3 . . X . X
9.14 ja, x’y+C; nej; ja, =+C; Ja,ln(—)+C
y y
9.15 (a)ja, x2y+x+C (b)ja, x*Iny+C (c) nej (d) ja, x-Arctany +x2y +C
(e) ja, 25 +xy*+C
9.16 (la)ja, -Arctan¥+C,  (1b)ja, -ArctanZ+C
X X
(2a) ja, In(x>+y®)+C,  (2b)ja, In(x>+y?)+C
(3a) ja, Vx’+y*+C, (3b) ja, yYx*+y?+C
9.17 34, g=1
9.18 0
9.19 nej
920 L1, 33
2
921 (a) %(xzﬂvz-zz) (b) u(x,y,z) =(e*+y*)z (c) ngj (d) ngj

(e) x2yz+xz2+y?  (f) In(x+y?2z)
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9.22

(a) 12 (b)nej (c)5 (d)3 (e) 19

9.Eksam53a ja , x> + xy + 2x - 2y + z -2xz + 2yz, 3

9.EksamS7a 32 , 32 - 12:In3

9.Eksamé68a  kontrollér selv u

1 1 |

9.Eksam8la nej , — + - - In2 + %(1112)2

2 2 (n2y

9.Eksam142 x2e” + xsiny +x°> + y? + C

9.Eksam161 ja , -16

9. Eksam167 - , 17 - %

9.Eksaml75 - , 17

9.Eksam207 h(y) = cosy , xsiny , 1

9.Eksam223 b) 2x2? + y3 + Arctan(xy) + C

9.Eksam236 x? + xlny + 2.¢? + C

9.B1

o
=
()

\©
w
@

|.

o
=
=

\©
w
n

|.

\©
w
=N

\o
a
o

)
@)
()

N=
=
[y

=
=
=

(a) (1,2,2), (0,2,4) (b) % (¢) %,%

(a) - (b)2/3sinh(21) (c) (1,1,1), (0,2,1) (d) =
-, 2220, 1.645 2
(11,2,-10), (8,1,-6), 15, 225

3

(a)(—t*,r-l,—ﬁr_?), pler2 by 2-1 0 () 442
a’? b? ¢
b’ a

5,2 Arctan10, 2, e-1
18 2
(a) V5,45 (b)sinhl,

(@) =x3 + xy?2 =C (b) x

(c) 5+sinhl, 4 (d) 2,

o N —
w

w N
—

ry?=C (C)xy+x2y-y?=c

@x*+y*=C @©x*+y*=C (@y=-x+C @@y~
@D 3xy?+xy+x+y=C k)y=x+C (m)y=Cx - xe
(0) x>y +x* +3y3 =C (q) x> +3x% +3xp? +4y3 -y = C

x2 +2
X

Facitliste
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Opti mering

KAPITEL 10
01 (1) (0,033 @58 (3)0.5) (%,m (—%,n)
(4) (-4,-3) (5) (0,0,0) (-2,0,0) (6) (4,1,2) (10,7,-4)

w2 1
2
103 24
3 3
w4 |10 |10
T T
10.5 70.53°
10.6 (1) f(1,1)=-1 (2) f(-1,0)=-10
420 o4 2 128 5 -
(3) f(§’§)‘f(9’ 3) 7 (4) f(+/5,5)=f(-+/5,5)=35

11)_ 1 LU U Y R U U I
(5”(5’2)' 8 “”(ﬁ’ﬁ) f( ﬁ’ﬁ] 33

1] _3 n | 3/3
M f(l,i) 25 ® f(g,g) - 383

107 x=4Y35, y=4y25, z=525

10.8 (1) lok. min. punkt. (0,0) (2) lok. min. pkt. (£2¢/2,y2)
(3) ingen (4) ingen (5) lok. min. pkt. (1,0) (6) lok. min. pkt. (0,0)

(7) lok. min. pkt. (2,0) (8) lok. min. pkt. (+/2,-+2) og (-v2,v2)

(9) lok. max. pkt. i?,o (10) ingen .

R

k.
=]

109 (1) lok. max. pkt. (3,2,3) (2) lok. min. pkt. (0,0,0) (3) ingen

10.Eksam19a [0;8]
10.Eksam23a a =2-¢2,b =4-2y¢
1

10.Eksam34  (4,4) for ge[0;-1] , (4,-1) for ge[-L , 11, (4,2) for ge[L,1]
16 q 16 4 4

5 1

10.Eksam.37a In5-=;In2-—
2 2

10.Eksam.42 f| =, /2| =1
7

10.Eksam.46 -, 192 og -16

10.Eksam.55a f l,l =l—q for ge O;l og f(0,0)=0 for ge l;<><>
2 4 4 4
10.Eksam.58 7| 2,2 | = - 82
2 12 192

10.Eksamé65a 6,12, 15
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Facitliste
10.Eksam.77a 3 +In2; %7 +3-In2
10.Eksam83a -1, —5 - 5-Arctan3 = -7.745

10.Eksam.100 -2, (2.13,0.57), saddelpunkt, 1+2T+%p2+2T2—2pT

10.Eksam.117 7| L, - L |- 1 o L,|-_38
In2° In2 (e In2)? In2 e In2

10.Eksam.145 -15

10.Eksam.163 (a) (0,0)9 (091)9 (0,_1)’ (‘/8,2)9 (_‘/8,2)
(b) (0,0) er saddelpunkt, (0,-1) er lokalt maks. pkt.,
de resterende punkter er lokale min. pkt.

10.Eksam.176  (a) (0,0), (i,o) , ( —i,o)

V2 V2
() -2 x4 (o) -1, ln(%) 4
10.Eksam.188 -, f(—2,0)=-%

10.Eksam.209 208, -48

10.Eksam.215  (0,0) lok. min. pkt., (-2,5) saddelpkt., (2,5) saddelpkt.

10.Eksam.225 -, f(4,1)=-5-¢7V

10.Eksam.230  (a) (0,1), (2,2), (-2,2) (b) lok. maks.

10.A1 (1) f(2,0)=2  (2) f(0,x1)=2¢""  £(0,0)=1 (4) f/(2,0)=1
(5 f(1,-1)=2+1n2

10.B1 (1) £(£1,0)=1 (2)£(0,0)=1 (3) f(-6,24)=72  (4) £(1,/2) =0.1036

(S)f( %—%%) =3 (6)F(-1,0,00=-1  (7)f(2,2,2,1)=13
10.B2 r=33‘/§ h=3i a=- 3
sn Y% Jmm
10.B3 r=3; h=- 6 a=- 3(y5+1)
Ym(3+¢/5) Ym(3+/5)/5 Ym(3+y/5)y/5

10B4 b=s=23 v=2T

1001 (1) (L) =1 () fO,D=1 (3)f(1,4)=19  (4) -1
10.C2 3% ton R, +1 ton R,

10.C3 overskud 300 000 kr. for 60 hektar A og 25 hektar B
10.D1 (1) (2.333,-0.333) (2) (-1.708,-3.021) (3) 2.905 (4) (1.661,3.331)
(5) (1.944,8.977)

10.D2 (1) (1.465,0353)  (2) (3.56,5.13)
10.D3 £(1.44834,0.36208) = 4.449407579
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Lgsning af ligning, inplicit given funktion

KAPITEL 11

[y
[y
ey

|0

k.
ik
N

|0

ok
ek
w

ek
ek
=

[
k.
)]

[
k.
=)

ok
—
1
1]

ok
ok
3

[y
[
=]

|0

[
k.
=]
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(2) 1,% () 2,16  (c) 4

In2

273 (@20 ()4

(a) 10, ﬁ (b) e ye (o)1,

(1) 226  (2) -4.86, -325, -0.855  (3) LIl (4) 0.209
(5)a=2, 085, a=4, 12, a=10, 1.7  (6) -0.942, -0.200, 1.04

0.9855
0.786

-1.492

(1) (0.8404510116, 0.8010704293) (-0.5214445619, -0.9122902319)
(2) (0.7465758859, 0.9225658353) (-0.769604427 , 1.638972499 )
(3) (0.4820227156, 0.9058662343)  (-1.335969462 , -0.6010120131)

H

(1) 1-0.7155x - 0.2845x 2 (2) 1.1575x - 0.1575x 2

(3) %x - %xZ (4) -2 +1.0438x - 0.1314x 2 + 0.0438x

(1) -3(x-1)+26(x-1)®  (2) 1+(x—2)—i—g(x—2)2—%(x—2)3

5 1 , 11 3 5 2.1 3
1+ =(x-1)+—(x-1)"-—(x-1 4) 1 +2x + =x“ - =x
(3) 4( ) 64( ) 512( ) (4) 5 3

1 3 1

5) 1+x+x%+=x?3 6) -1+=x2+_—x3
(5) 5 (6) 2 1
(l)l—lx+2x2—§x3 (2)2—3x+ix2—lx3 (3)3—4x+lx2—lx3

5 5 5 3 3 4 4
(4)4—ix+ix2—ix3

2 20 40

1 17
M @5 -1 @l

(1) 2 lok. min. -2 lok. max. (2) -1 lok. max. 0 vendepunkt
(3) 1 lok. min. 2 lok. max. (4) 1 lok. min.

(1) max. 1, min. 0 (2) max. 1.533, min. -1  (3) max. 0.3289, min. 0
(4) 1 lok. min.



Facitliste

11.14
1 1
2 19 1 2
1) -, , —X + 2 , —— T =X +=
(1) Xty (2) 10 3%sY
0 2 -1 0
(3) nej, f.eks. 2 lgsninger for (x,y)=(1,0) (4)2-3x-y
115 (1) 1-x+4y-Ly2 Ly 3 00 0y 4 45235 6492
47 47 87 64
(3) 2(x-2) - (x-2)
20 2 2332 2 503 2 3756
4y 2 - D (x-1)+ 2 (p-2) + 222 (x-1)2 - 22 (5-2)2+ 2P0 1y (y-2
(4) 13( ) 13(3/ ) 2197( ) 2197(y ) 2197( )(v-2)
1 1 3 2, 7 2 3
5) (x-1)-—(y-2)+ —(x-1D)+—(up-2)-=(x-1 -2
()4( )4(y ) 16( ) 16(3’ ) 8( )(vy-2)
1 1 2 3 2
6) 1-~(y-2)-~(x-1)+ > (y-2
(6) 2(y ) 4( ) 16(y )
11.16 2

11.17 (1) (0,0) Ilok. min. (2) (0,0) lok. max.
(3) (0,2) lok. max. (4) (1,0) saddelpunkt
11.18 (1) z,, =2(0,0)=1, z ., =z .=0
(2) z,,, =2(0,£1)=1213, z_, =z(0,0)=1

(3) zp =2(£2,0) =4, 2z, =2(0,0)=0
(4) 2 =2(0,-1) =34, 1z, =2(0,3)=2

IS PNIPS DI P 1
11.19 (1)1 3(x 1) 2(y 1) 12(Z 2) (2) 1 2(2 1)

(3) 1 —%(z—l) (4) —%(x—l)—%w(z—l)

11.Eksam.16 -, —l—(x—l)—%(x—l)z
11.Eksam.20 -, -2, -2, 1-2(x-2)-2(y-2)

11.Eksam.28 1 +bP +(c-b2)P2 +(2b%-3bc)P?

10 2 .
11.LEksam.35 —+ —=(x-1)+—(x-1)*, ja,
1LEksam.35 = e (x-1) < (x-1)7, ]

NI
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Lgsni ng af |

11.Eksam.43

11.Eksam.44

11.Eksam.48

11.Eksam.56

11.Eksam.60

11.Eksam.63

11.Eksam.70

11.Eksam.84

11.Eksam.105

11.Eksam.109

11.Eksam125

11.Eksam.153

11.Eksam.155

11.Eksam.168

11.Eksam.194

11.Eksam.195

11.Eksam.204

11.Eksam.218

260

igning, inmplicit given funktion
32
1, 1.895

2, 1-6(x-2)2

1.10, -0.10, 0.34

o -6 ~27

T 77 15+8'm27 15+2-In2

(1) -,  (2) 27, 0, -022, -0.50,

(3) e?+ye™ =0, xe?+ye* =1 (4)1_76

-0.25, lok. min.

(1,0),

1 1 > 5
1t ie- L1 -2 -D(-1
4(y ) 16()’ ) 16( Y-1)
1 2
1, 195, 1+5(x-2)

H

voksende , %x

Y Y

u(t,y) =C-te’ -y, 1—te7—y =0, _%,
WE) = —2ot 1) - (1~ 1)
2 16

a) -1+2¢t-¢%, -0.81, -0.64

2(0,0) = -0.5851

7
-, 4+—(x-3
g3

2—x+lx2
2

a) 1.29m b) -7 mm

0406, In2-2, 2, 1, 1

4 17 )
- m, o (x-1) - (x-1
3( ) 9( )

b) -0.809, -0.633



KAPITEL 12
12.1 2.8, 3.38, 1.26
122 2, 3, 5
123 20w, 240m, 18w, O
19 97 19
12.4 1) = 2) 6 3) — 4) 5.03 5) =
_()10 (2) ()35 (4) ()10
125 2, 3T
8 4
126 3, &, 2
8 2
5 T 15w 2431 11
12.7 1) = 2) = 3) — 4) —— 5) —
_()6 ()8 ()8 ()64 ()28
m O’i E i’ E’O 2 2 2 2
3n)” 207 |5 3(n-2) 3(n-2)
129 2
3
12.10 964007
12.11 0.0314
12.12 —l, 0
2
79
12.13 8n, ——, 200w, 2m(8+In5)
105
12.14 fﬂl, fb[iQilZﬂ.n
7 V5
16 3 T 32
12.15 1) —= 2) 20 3) —m 4) — 5) ==
12.15 ()15 (2) ()10 ()15 ()15

12.16 S o g9 3] (0,0, %

=2 167167 16 2 21
47 3 41 5

1217 (1) 4%, 2) 47,

1217 (1) 3 (2) T

1218 (1) 1238“ (2) 0

12.19 (1)8—3"(2—ﬁ) (2) 2

Facitliste
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Pl ani nt egr al

12.Eksam18a

12.Eksam39a

12.Eksam47a

12.Eksam59a

12.Eksam64a

12.Eksamé69a

12.Eksam72a

12.Eksam79a

12.Eksam82a

12.Eksam113

12.Eksam124
12.Eksam136
12.Eksam146

12.Eksam165

12.Eksam183

12.Eksam203

12.Eksam212

12.Eksam224

12.Eksam233

12.Eksam237

262

og rum ntegral

1

1
273
7

4

5 28
-~ ,—mnk
4 3 s

(0,0,091)m
T 2

21, —kg'm
4 g

>
24-In2 - 6

mm =~ 0.661m

3/3 +2m

- ,e”-coshx , —

JA, {(r,e) | Arctan% <O<Arctan2 A | — 2
S

inO-cos®

12800
—T7
3

2

I~ 0.032

“"m3 = 2.199m3
10

40 m® = 4189m® , 1 ton
3 35

m= 047m

rsﬁ},2.759



Facitliste

KAPITEL 13

130 -, -,x+z=1+2

132 -, —,x+£y+£z+l =0
2 2

133 -,-,-,3x-3By+4z-2n =0
134 -, -,x+3y-z=3

13 -,3x +4y -5z=0

136 -, ,2|2

— 3

M —,—,5_\/§—7_\/7z0.157
24 60

13.8 g(zﬁ - 1)

13.9 5l +/5)

13.10a 4TmR?

1310b 27RA

1310c  24m

13.10d 167“ (4-y2)
1310 3 + %ms
1311a 2"
)

1311b =

13.11¢ 12w, O
13.11 0.9504

13.12 4.4901

13.Eksaml13  (6cosu, 6vsinu, 6u) , (Eo%} 18 +97
3
13.Eksam14 n(3 —3) = 7.11332
e

13.EksamlS 7x +y -5z -19=0,0
13.Eksam16 71.7

13.Eksam17  724529.8

263



Vekt or anal yse

KAPITEL 14
141 16,16, (2x,4y,16z2), (0,16,0) , (4,8, -1642)
142 &2 2
ey2iz? fxliyplez?
43 -,1,0, -
144 5,9, 6,4,(-2,32,2)
145 (-2,5,0), (7,-10,-5) , (3,3,3) , (18,6,-18) , 0
146 0,0,87
147a 0, 0, 0
14.7b 0
147¢  256m, 400m, O
147d 2507, O
147 2z, (1,2x,2%) , 22% -
148 80007
2
149 (0,y ), 52>
149 (0,y -2) o
— 47 1
14.10 2x-z,2y, x),0,0, —, —
1410 ( Y. ) 105 ° 10
1401 [0,3,3] 13331
575 3
1412 24
1413 {v)[0 < u < g AO <v<2m, 706w, 80T
14.14 z=x2+2xy—y2,£n,%
1415 | L.¥3 23| 0.0, 200m
247 4
1416 28 30,
15
14.17 4
14.18 2x +2,(x2—2xz,y2—2xy,zz—2yz),—48
14.19  (-4x%,-4y%,-2) , ~12x%-12y2, (0,0,0) , ~1967 + 08
1420 1, (0,-3y,1+32), —%
1421 -,-% T
4° 2

264

-462.152 ,
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SYMBOLLISTE

Synbol li ste

(Se ogsa symbollisten i bind 1.)

SYMBOL

BETYDNING

BEMARKNINGER

normen eller leengden:

Se afsnit 8.1 .

ZOREA0

(x/(0,y'(1), 2'(1))

| x| FEE S Hvis x=(4,-3), er |x| =42 +(-3)2 =5.
differentialet af funktionen Se afsnit 8.7 .
df S(x,%y,0.0,%,): Hvis f(x,y) = x?y?, fas
df=a—fdx +idx +...+a—fdx df=2xy3dx+3x%%dy.
ox, ' ox, ° ox, "
[~e] - .
symbolsk potensopleftning Se afsnit 8.10 .
- ktorfunkti
r(t) VeRTOTTUEHOnEn Se afsnit 9.1.
(x(0), »(1), z(1))
vektorfunktionen

Se afsnit 9.1.

K kurves krumning ( -1 ) Se supplement 9B.
p
p rve krumningsradius Se supplement 9B.
. ;)
min f( X ) globalt minimum af funktionen f Se afsnit 10.1.
xeS pa mangden S.
v 0 0 0
N2 A ottty o K ld “ bl ”.
v ( 5" ox, Py ] aldes “nabla
gradienten af f":
Se afsnittene 8.5, 8.9 og 14.2 .
Vr-gads | (XY, X s
ox, ’ ox, R ox,
divergensen af v:
_ _ dv, v, ov, Se afsnit 14.2 .
V.-v=divv a + a—y + g

Vxv=rotv

rotationen af v:
dv, 0dv, dv, 0dv, dv, OV,
dy 0z 3z dax dx Oy

|

Se afsnit 14.2 .
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Synbol li ste

SYMBOL BETYDNING BEMZERKNINGER
o kurveintegral af vektorfelt F .
F-dr langs kurven k Se afsnittene 9.3 og 14.3 .
k
— kurveintegral af vektorfelt F Se afsnittene 9.5 og 14.3 .
kF “dr langs en lukket kurve k
kurveintegral af f(x,y,z) Se supplement 9C .
kf(x’ ¥>2)dS | langs kurven k
planintegral af f(x,y) overen Se afsnit 12.1 .
ffsf(xd’) d4 plan mangde S
fladeintegral af f(x,y,z) over Se afsnit 13.2 .
ffFf(x,y,z) dF | enflade F
- - strom af vektorfelt v gennem Se afsnit 14.3 .
FV ‘ndF en flade F
strom af vektorfelt v ud gennem | Se afsnit 14.4 .

en lukket flade F

[[[reer.2rar

rumintegral af f(x,y,z) overen
rumlig maengde S

Se afsnit 12.1 .
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STIKORDSREGISTER

accelerationsvektor 63
akseparallel kurve 68
algoritme

rodsegning 251
approksimation

af implicit funktion 144

Taylorpolynomium 243, 245
arbejde 65
areal 165
begreenset mengde 39
bisektionsmetoden 252
blandede partielle afledede 16, 43
cirkulation 79
cylinderkoordinater 178
differential 19

for funktion af 1 variabel 19

for funktion af 2 variable 20

for funktion af n variable 22
differentialform 69
differentialligning 88

eksakt 88

losning 88

singuleert punkt 88
differentiation

af implicit given funktion 145

af sammensat funktion 23

definition 18

implicit 143, 147

kaederegel 24, 46

partiel 13

retningsafledet 30

under integraltegn 49
differentiationsregler for vektorfunktioner 63
divergens 220
divergensfelt 220
eksplicit given funktion 140
ekstremum (se optimering)
enkelt-sammenheaengende mangde 77
facitliste 263
fejlvurdering 22
feltlinier 218
fixpunkt 137
fixpunktmetoden 137, 150
flader 197

parameterfremstilling 198

fladeareal 208

fladeintegral 205

strom gennem flade 225
funktion

af 2 variable 4

af 3 variable 6

af flere variable 1

af n variable 6

differentiabel 18

eksplicit 140

implicit 140, 141, 146

maksimum 4

minimum 4, 110

niveauflade 6

Sti kord

niveaukurve 4
saddelpunkt 4
folsomhed 22
Gauss’s s@tning 229
gradient 13,29, 79, 220
geometrisk betydning 31, 222
gradientfelt 220
graf for funktion af 2 variable 4, 7, 8
Greens s&tning i planen 225
grensevaerdi 10, 41
definition 10
regneregler 10
hastighedsvektor 63
implicit given funktion 141, 146
approksimation 144
differentiation 143, 145, 147, 253, 258, 259
implicit-seetningen 144, 148
inertimoment 208, 262
integration
af kontinuert funktion 165
definition 165
integrations-differentiationsmetode 72
interpolation 2 variable 38
interval
lukket 40
abent 40
kildetaethed 220
kollokationspolynomium 243, 245, 247
kompakt mangde 40
konservativt kraftfelt 79
kontinuitet 11
definition 11
geometrisk betydning 11
regneregler 11
koordinater 2
krumning 82
krumningscirkel 83
krumningsradius §3
krydsdifferentiationsregel 70, 76
kuglekoordinater 179
kurve 62
akseparallel 68
krumning 82
krumningsradius §3
kurve i planen 62
kurve i rummet 64
leengde 81
parameterfremstilling 62, 64
regulaer 63
skruelinie 64
tangent 63
kurveintegral 65, 85, 86
cirkulation 79
differentialform 69
krydsdifferentiationsregel 70
langs stykkevis kurve 68
numerisk metode 79
strom langs kurve 225
uafhengighed af vejen 73, 74, 79
kurvelengde 81
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Sti kord

kaderegel 24, 46 Lagranges metode 107, 115
Lagranges metode 107, 115 lineeer programmering 107, 117
ligning mindste kvadraters metode 107
fixpunktmetoden 137, 150 numerisk metode 119, 120, 248, 249
med én ubekendt 134 parameterfremstilling 62, 64, 198
Newtons metode 136 parameterkurver 201
linezer programmering 107, 117 partiel
lukket interval 40 differentialkvotient 13
lukket mangde 39 partiel differentiation 16, 42
maksimum 4 partielle afledede 13
egentligt 109 Pegasusmetoden 257
globalt 101 planintegral 162
lokalt 110 definition 165
maksimumspunkt 101 numerisk 162, 164, 260
Maple oplesning i polere koordinater 172
differentiation 10 oplesning i retvinklede koordinater 167
ekstremum 106 oplast i retvinklede koordinater 166
losning af ligning 135 polynomiekollokation
mindste kvadraters metode 108 2 variable 37
numerisk losning af ligning 137 polere koordinater 171
partiel differentiation 16 punkt
stationere punkter 103 indre 2, 39
tegning af funktion af 2 variable 4 randpunkt 39
masse 262 rand 39
massemidtpunkt 262 regneregler
midtpunktsformel for plan- og rumintegral 260 for differentialer 23
mindste kvadraters metode 107 greensevaerdi 10
minimum 4 regning
egentligt 109 med kontinuerte funktioner 11
globalt 101 reguleer kurve 63
lokalt 109, 110 retningsafledet 29, 30
minimumspunkt 101 rotationsfelt 221
mangde 2 rumintegral 162, 176
af reelle tal 2 definition 165
begrenset 39 numerisk 162, 260
enkelt-sammenhengende 77 oplesning i kuglekoordinater 180
kompakt 40 oplest i cylinderkoordinater 178
lukket 3, 39 oplest i retvinklede koordinater 177
omegn 3, 39 saddelpunkt 4
sammenhangende 39 sammenhangende mangde 40
aben 3, 39 sekantmetoden 251
Newtons metode 136, 138, 251 simplexmetoden 117
niveauflade 6, 218 skalarprodukt 2
niveaukurve 4, 8 skalarfelt 217
niveaukurvediagram 8 skalering
norm 2 af ligninger 108
normalvektor til flade 203 af variable 121
numerisk skruelinie 64
beregning af plan- og rumintegral 260 stamfunktion 69
optimering 248, 249 af 3 eller n variable 76
numerisk metode 107 af to variable 69
objektfunktion 101 integrations-differentiationsmetode 71, 77
omegn 3, 39 kurvemetode 71, 72, 77, 78
kugleomegn 39 stationere punkter 102
udprikket 39 stedvektor 2
optimering Stokes’s saetning 232
definition 101 straffefunktion 121
globalt minimum 101 strom 225
globalt minimumspunkt 101 gennem flade 225, 229
i lukket begreenset meengde 104 langs kurve 225
i meengde der ikke er lukket og begraenset 107, symbolliste 278
114 tangent 63
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Sti kord

tangentplan 14, 202
Taylorpolynomium 2 variable 32, 243

3 eller flere variable 36, 245
tredimensional tegning 7, 9
tyngdepunkt 262
uathaengighed af vejen 73
variabelskift

i differentialligning 47

i differential 48
vektor 2

leengde 2

norm 2

skalarprodukt 2
vektorfelt 217

strom 225
vektorfunktion 62
vektorprodukt 203
volumen 165
aben mangde 39
abent interval 40
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