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FORORD

Med naervaerende bind 3 er forfatternes laerebogsserie “Matematik for ingenigrer “ afsluttet.
Dette bind er opbygget pd samme made som bind 1 og 2.

Leeserens forudsaetninger. Bind 3 forudsatter noget kendskab til bind 1 og bind 2. Iser vil
dele af kapitlerne 15, 19, 20 og 21 kraeve kendskab til differentialligninger fra bind 1.

Indhold. Bind 3 omhandler 3 hovedemner:

® [ aplace-transformation (kapitel 15)

® Linezr algebra (kapitlerne 16, 17, 18 og 19

® Rzkker, herunder Fourier-reekker (kapitel 20 og 21)

Lzesning. De ovennavnte hovedemner kan lases uathaengigt af hinanden.

Undervisning. Bind 3 kan gennemgas i lebet af et modulkursus, dvs. ca. 50 undervisningstimer
suppleret med regning af opgaver. Opgaver merket med “T” (tavleopgaver ) er egnede til korte
ovelser.

Yderligere bemzrkninger. Vi siger tak til kolleger og studerende for inspirerende kritik
gennem arene. En serlig tak rettes til lektor Preben Alsholm, som har givet inspiration til
mange forbedringer. Kapitel 19 er sdledes kraftigt inspireret af hans bog “Egenverdier og
Egenvektorer”, DIA-K, 1989, og han har skrevet oplaegget til supplement 19B om komplekse
egenveardier.

Endvidere bringer vi en tak til fru Annette Karlsson for den omhu og talmodighed hun gennem
arene har udvist ved skrivningen af de forskellige udgaver. Endelig takker vi Den Private
Ingenierfond for stor imedekommenhed ved udgivelsen.

Lyngby, 1989 - 1997 (udgave 1-3) Bjarne Hellesen og Mogens Oddershede Larsen

4. udgave. Zndringer i forhold til forrige udgave har rykket sidetallene. Men med lidt omhu
fra underviserens side kan bogen bruges sammen med forrige udgave. Vi takker teknisk tegner
Pernille Zeiler Nielsen for med stor dygtighed at have omtegnet en stor del af bogens figurer.

Lyngby, januar 2000 Bjarne Hellesen og Mogens Oddershede Larsen
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15 LAPLACE-TRANSFORMATION

15.1 INDLEDNING

I praksis skal man ofte lose differentialligninger for at beregne nogle fysiske storrelsers endringer
fremad 1 tiden. Er der tale om lineaere differentialligninger med konstante koefficienter, kan de
loses serlig nemt ved en teknik, der kaldes Laplace-transformation.

Fordele ved Laplace-transformation

1) Differentialligninger forvandles til ligninger, som ikke indeholder afledede.

2) Man finder direkte den partikulare lgsning, som svarer til begyndelsesbetingelserne (uden forst at skulle opstille
og lese ligninger for de arbitrere konstanter).

3) Funktioner med spring (se figur 15.1) bliver nemme at behandle.

Vi vil senere forklare, at der yderligere er folgende fordele:

4) Differentialligninger med forsinkelser (se figur 15.5) kan lgses.

5) Man kan pé en nem méde lose differentialligninger, der indeholder deltafunktioner (se figur 15.7).
6) Partielle differentialligninger kan forvandles til sdvanlige differentialligninger.

I faget reguleringsteknik anvendes Laplace-transformation serlig meget, jeevnfor eksempelvis leerebogen Thomas
Heilmann og L. Alfred Hansen: Reguleringsteknik, Akademisk forlag, 1987.

15.2 LAPLACE-TRANSFORMATION

En maengde K af funktioner, der kan Laplace-transformeres

I dette kapitel vil vi kun undersege fysiske storrelsers @ndringer fremad i tiden. Da starttids-
punktet altid kan velges som #=0, behever vi kun at se pd funktioner i tidsintervallet [0; oo [.

Skal funktionerne kunne bruges i realistiske beregninger, ma de kunne gengive pludselige spring
i de fysiske storrelser, f.eks. hidrerende fra abning af en ventil, afbrydelse af en elektrisk kontakt
eller tilsetning af en katalysator.

Vi ledes herved til at betragte en bestemt mangde K af funktioner. En typisk sddan funktion er
vist pa figur 15.1.
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Fig. 15.1. Grafen for en typisk funktion fe< K.

Det karakteristiske er, at funktionen er stykkevis kontinuert og begranset af en eksponentialfunk-
tion af typen Me®*'. 1 diskontinuitetspunkterne har det ikke megen fysisk mening at angive
nogen funktionsvardi, og det er heller ikke matematisk nedvendigt. I denne bog har vi dog lidt
tilfeeldigt valgt at lade funktionerne i mengden K vere stykkevis kontinuerte fra hojre (andre
valg kunne vere ligesa gode, f.eks. vil man ofte lade funktionen vere udefineret i diskontinuitets-
punkterne).

Przcis definition af mangden XK. Mangden kunne valges pé flere mader. Vi definerer K saledes:

DEFINITION af meengden K. K er mwngden af alle eksponentielt begreensede reelle (eller komplekse)
Sfunktioner f(t), t € [0; o©[, der er stykkevis kontinuerte og kontinuerte fra hajre.

En funktion f kaldes eksponentielt begrzenset i intervallet [0; co [, hvis der eksisterertotal M, « € R,
sadan at |A(#)| < Me** for ethvert ¢t € [0; oof.

En funktion f kaldes stykkevis kontinuert i intervallet [0; oo [, hvis der gelder:
1) i ethvert begreenset delinterval [a; b] < [0; o[ findes der hgjst et endeligt antal diskontinuitets-

. for f,
2) i ethvert diskontinuitetspunkt a for f har f(z) en grenseverdi fra hgjre lim £(¢) = f(a+),

t—a+

3) i ethvert diskontinuitetspunkt a > 0 for f har f{#) en grenseverdi fra venstre

lim f(¢) = f(a-) .

t—a-

punkter a,,a,,....a

En funktion f kaldes kontinuert fra hejre i intervallet [0; oo [, hvis der for ethvert punkt ¢ € [0; oo [

gelder, at funktionsvaerdien f{#) er defineret og lig med graensevardien fra hegjre  lim £(0) = f(r+) .

Eksempelvis er #° kontinuert fra hajre i [0; oo [, nér vi definerer 0°= 1. oo



15. 2 Lapl ace-transformation

Funktioner i K. Af definitionen pa K folger, at hvis f og g tilherer K, sa vil ogsé produktet f - g ogenhver

liearkombination & - f+ [ - g tilhere K (a , f € C). Danu funktionerne givet ved

tk og e (k €[0; o[ og a€C)
opfylder betingelserne for at tilhere K, kan vi slutte, at dette ogsé gaelder funktionerne givet ved
koat _ el et k kat kpat g
e, cos(w?) = — t “cos(w?), t “e“*cos(wi), t “e* sin(wi),

t*ecosh(ct),  t*e*sinh(ct) (w,c)el

samt alle produkter og linearkombinationer af disse.

SATNING 15.1
1) (Laplace-transformationen < ). Lad fe€K og lad s€R (eller C). Sdkan der defi-
neres en “Laplace-transformeret” funktion (betegnet ved det tilsvarende store bogstav F):

F(s) = L{f(0} = fowe‘s’f(t)dt

for de s-veerdier, hvor s (eller realdelen Re(s)) er tilstreekkelig stor.
2) (Eksistens af L7'). I maengden K er der ikke andre funktioner end f. som har den

Laplace-transformerede F.

Bevis. Se supplement 15A.

Bemarkninger til s@tning 15.1.

a) Sammenhangen mellem f og F skrives pa flere mader:

F=2{f}, F@®=2/0}, <LYFY=f, <LHF@E)}=10.
Mankalder & for“Laplace-transformations-operatoren”og <! for“deninverse Laplace-

transformations-operator” eller “tilbage-transformations-operatoren”.

Den Laplace-transformerede af f(#) kanogsé betegnes ved en streg over funktionsnavnet ]7 (s). Nogle benytter
stort bogstav F(¢) for den oprindelige funktion og lille bogstav for den Laplace-transformerede funktion f(s).

b) Af beviset fremgar, at s@tningen gaelder uendret, hvis s er en kompleks variabel (s €C).
Hele kapitlet er skrevet sddan, at l&seren overalt kan opfatte s som en reel eller en kompleks
variabel efter eget behag.

¢) Ved anvendelserne vil vi altid underforsta, at ¢ € [0; o[, ogat s (eller Re(s)) skal vaere
tilstreekkelig stor (nemlig storre end dettal o, som optreder i den eksponentielle begraens-
ning  [A(1)] < Me™).

d) Man kan vise, at tilbagetransformationen ogsa kan udtrykkes ved et integral:
Y+ik

i) = L tim | e"F(s)ds (velg 7 >a ),
270 500 YY-iA

hvor integrationen sker langs en lodret linie Re (s) =) 1iden komplekse s-plan.
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Eksempel 15.1. Udregning af <{e %'} .

Lad aeR (eller C) oglad f(f) = *, tc[0;[. Den Laplace-transformerede F
onskes bestemt ved integration.

LOSNING:
Vi finder
-5+t |15 00
F(s) = [Testf(t)dt = [Teste@dr = [Tet g = |©
(s) fo (1) fo fo 6ra),
-(s+a)r-1
. 1im & . (s +a>0)
tvoo ~(5+a)  s+a

Sammenhangen skrives

e = 1 cller ge-l{ ! } - o

s+a s+ta

eller som en tabel:

F{(s) f(t)

1 -at
P e (a € C)
1 )

p 1 (fdsfor a=0)

15.3 LINEARITETSREGEL

Man kan bruge tabeller til at udfere Laplace-transformationen & og Laplace-tilbagetransfor-
mationen £7'. Der findes tabeller i Schaums hidndbog og i slutningen af denne bog. Endnu
storre tabeller findes i1 speciallitteraturen (litteraturlisten punkt 5 og 6). Man ma imidlertid have
nogle regneregler for rigtig at f4 gavn af tabellerne. En anden mulighed er at benytte et matema-
tikprogram som eksempelvis Maple.

SATNING 15.2 (linearitetsreglen). Lad f, g€ K og lad a, b € R (eller C). Sa geelder
Liaft) +b-g(t)} = aL{f(®)} + bL{g(1)}
@ Ya-F(s)+ b-G(s)} = aL Y F(s)} + bLY{G(s)}.

08

NB: Sadvanligvis gelder derimod ~ L{f(¢) - g(¢#)} # L{f(®)} - L{g(®)}.



15. 3 Linearitetsregel

Bevis for satning 15.2.

fo e~ (a-f(f) + b-g(t))dt = a fo CeStf(t)dt + b fo et g(t)dt (ifolge regler for integration)
o 2{af@) + beg(r)} = aL{f)) + bL{g(n)} (1. del er hermed bevist)
o afr) +begt) = 2aL{f @) + bL{g(1)} ] (da & erénéntydig)
o aQY(F()) + bLHG) = 2Ya-F(s) + b-G(s)} (2. del er hermed bevist).

Eksempel 15.2. Tabeller og linearitetsregel.

1) Lad x(f) = 9+ e 3("D 4+ 221, Find X(s).
Nlad ¥s)= —C  + 1 Find y@).
s2+45+13 35+6

LOSNING:
1) Vifinder  L{9 + 32 + 2271
= 9{9-1 + e3%e® + 22271} (omskrivning)
= 9-L{1} + e®-Lf{e 3} + 22.9{27"} (linearitetsregel)
= 9:{1} + e®L{e3} + 4-L{e ™"} (omskrivning).
Idet vi fra appendix 15.1 benytter formel 1, formel 5 med a=3 og igen formel 5 med
a=1n2, fis XGs) = 9-L + e L4 g 1
s s+3 s +1n2

2) For at kunne benytte tabel 2 i appendix 15.2 ma vi skrive nevnerpolynomiet

s2+45+13 pa samme made som i tabellen. Polynomiet har redderne

-4 £ iy|44-4-1-13] _ -4 £6i _ 943

21 T2
Polynomiet kan derfor omskrives saledes
s2+45+13 = [s-(-2-3D)]'[s-(-2+3D)] = [(s+2)+3D)]"[(s +2) -31]

= (s+2)*-(3i)* = (s+2)*+3%.

S:

Vi finder da
g 6 1 g 6 1.1 (omskrivning)
s2+45+13 3s+6 (s+2)°+3%2 3 s+2

= g! _ 6 1, l'&?'l 1 (linearitetsregel).
(s+2)* +32 3 s+2
Idet vi fra appendix 15.2 benytter formel 82 med B=6, a=2, b=3 og
formel 78 med A=1, a=2, fas
y(t) = 2-sin(3H e + %-e'” :
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Edb-lesning. [ programmet Maple udferes de tilsvarende transformationer pa folgende made:

with ( inttrans ) ;
[addtable, fourier, fouriercos, fouriersin, hankel, hilbert, invfourier, invhilbert, inviaplace, laplace, mellin]

laplace( 9 + exp(-3*(t+2)) + 2*(2-t), t, s);

9 et 4
+ +

K s+3 s+In2

invlaplace( 6/(s"2+4*s+13) + 1/(3*s+6), s, t);

2e ?sin(37) + %e'”.

15.4 DIFFERENTIATIONSREGEL

Den folgende “differentiationsregel” gor det muligt at Laplace-transformere lineare differentiallig-

ninger med konstante koefficienter.

SATNING 15.3 (differentiationsreglen). Lad fe€K have en n'te afledet’ a7 €K oglad

2 n-1 dat”
£ g, ﬂ, e, ueK veere kontinuerte (n€{1,2,3,...}).
dat dt2 d n-1
Sd geelder

“
|
|
a

{nf} $7F) s 1(0) 572 L0y - -5 L L (0) - L L)
dt dr” dnl

SIS

} = s:F(s) - f(0)

%
<&

~ s2-F(s) - s(0) - %(m

[ 8]

Q

t

i
~

Q

t

4

Q..
4;

}— 76 70 - 5L 0) - ;’—Z(O)

= s*F(s) ~s2/(0) - 5240y - s-LL 0y - LS o)
dt dt? dt3

Sb..

t

n
1 I diskontinuitetspunkter for d’f settes vaerdien lig med grenseverdien fra hgjre. (Det samme resultat
at"

opnas ved kun at arbejde med afledede fra hajre).




15.4 Differentiationsregel

n

at”

: voy. 9 dr'f -
NB: Ved anvendelserne er {(0), E(O)’ cevs —1(0 ofte alle 0.  Operationen
dt"

pa f(t) svarer da blot til at gange F(s) med s”.

Bevis for satning 15.3. Satningen vises forst for n = 1. Ved delvis integration fas

fke'“ %dt = e f(k) - £(0) + sf ke‘”f(t) dt (k positivt reelt tal ).
0 0

Nar s (eller Re(s)) er tilstraekkelig stor, fas heraf for £k —» o0

sﬁ{%} - - f(0) + 5F(s), ()
idet e**f(k) - 0 for k — o0, da f er eksponentielt begraenset (|f(k)| < Me®*).
Hermed er stningen bevist for n = 1.
Ved to gange at anvende formel (1) fés
d*f d( df df\ _ df af
A S A = sgiL - ZH(0) = ‘F(s) - f(0)) - =(0) .
{dﬁ} {dt( dt]} 5 {dt dt() s(s*F(s) - £(0)) dt( )

Hermed er satningen ogsa bevist for n = 2.

Derefter anvendes formel (1) tre gange, sé fire gange osv. P& denne made kan det indses, at setningen gaelder for
ethvert n € {1,2,3,...}.

Losning til differentialligning. Ved en losning til differentialligningen

n n-1
andy +an_1d DA
dt” dr"!
forstas en funktion y, hvor

4 aI% +ayy(n) = x(f) (a,#0)

1) ye K oger kontinuerti [0; oo [,

2 n-1
2) y har afledede dy , a’y yeens "y € K, som er kontinuerte i [0; o0 [,
dr? dr"!
d”y L. L. o o d"y .
3) y haren n’te afledet € K (i diskontinuitetspunkterne for x vil vi forsta som grenseveardi

n dt" dt”
af 4’y fra hajre), og
dt”

4) y tilfredsstiller differentialligningen i [0; oo [.

Med denne definition af en lgsning y er det klart, at vi kan Laplace-transformere differentialligningen, uden at
losninger gér tabt.

Integration. Da differentiation af f(¢) bevirker multiplikation med s pd den Laplace-transformerede
L{f(1)}, er det ikke overraskende, at den omvendte operation, integration, bevirker division med s.
Der gaelder

Q{f;tf(r)dr} = %'&P{f(t)} (integrationsreglen)

(reglen indgar i seetning 15.6 og bevises der).
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Eksempel 15.3. Differentialligning af 3. orden.

Der foreligger et fysisk system i et produktionsanleg. Lad sammenhangen mellem en
tidsathengig ydre pavirkning x(#) og en af systemets variable y(#) vere givet ved

differentialligningen

3 2
AV 287 D oy = x(1)
dt? dt* dt

eller skematisk: X (0 vy (1)

vdre pavirkning. respons,
(nput ) system (output)

Find y(¢) for ethvert ¢ € [0; oo [, idetinputer x(¢) = 60-sint, og begyndelses-

betingelserne er

y(©0) =1, ﬂ(0) = -2 og d_zy(O) = 4.
dt dt2

LOSNING:
Ved hjelp af linearitetsreglen og differentiationsreglen Laplace-transformeres bade venstre

og hejre side af differentialligningen:

[s3-¥(s) —s2-1-5-(-2) -4] + 2[s2¥(s) -5-1-(-2)] - [s-Y(s)-1] - 2-Y(s) = X(s)
A d [s3+2's2—s—2]Y(s) = X(s)+s%-1.

Ved rodsegning (f. eks. geetning findes )

s3+2:52-5-2=0 < s=1V s=-1V s=-2."

Vi far derfor (idet X(s) = 60 )
s +1
60 2
E-DE+DH(E+2)Y(s) = +5°-1
s2+1
< Y(s) = 60 -

2+1)(s - +1)(s+2) s +2

1

Karakteristisk polynomium. Polynomiet  k(s) = s®+2:s2-5-2 kaldes differentialligningens

karakteristiske polynomium (det er det samme, som optraeder i karakterligningen). Hvis alle begyndelses-

betingelserne var 0, ville der geelde Y(s) = ﬁ *X(s) svarende til det viste blokdiagram,
s
saledes at input X(s) ved multiplikation
med ) fores over i output  Y(s).
s
Funktionen kaldes derfor for |
. §) X(s) — — e Y(s)
overforingsfunktionen. k()




15.4 Differentiationsregel

Her optreder et n@vnerpolynomium af hgjere end 4. grad, sa vi mé forst dekomponere den
ene brek i stambreker, inden tabel 2 i appendix 15.2 kan anvendes til tilbagetransformatio-

nen.

Dekomponering. Som vist i bind 1 afsnit 3.5 kan vi skrive breken som en sum af

stambroker:
60 a b c . ds +e

+ +

G+ -1)(E+2)(2+1) s+l s-1  s+2 241

Ved at multiplicere ligningen med fellesnavneren fas:
60 = a(s-1)(s+2)(s>+1) + b(s +1)(s +2)(s2+1) + c(s +1)(s -1)(s2+1)
+ (ds+e)(s+1)(s-1)(s +2) .

Indsettes rodderne s=-1, s=1 og s=-2, fas

s=-1: 60 = a(-1-1)(-1+2)((-1)*+1) < a=-15
s= 1: 60 = b(1+1)(1+2)(12+1) < b=5
s=-2: 60 = c(-2+D)(-2-D((-2*+1) < c= 4.

For at bestemme d og e indsattes to smé hele tal, som ikke tidligere har vaeret indsat,
f.eks. s=0 og s=2:
s=0: 10 =-15(-1)-21+52-1 +4-1(-1)'1 +e-1(-1)2 < e=-1
s=2: 60=-15-1-45 +5-3-4:5 +4-3-1'5 + 2d-12):3-1'4 <& d= 6.
Vi har altsa
15 5 4 6s-12 1 -15 5 5 6s-12
+ + + )

Y(s) = s + = + +
s+l s-1 s+2 241  s+2 s+l s-1 s+2 241

Tilbagetransformation. Ved at benytte formlerne 78 og 82 i tabel 2 i appendix 15.2 fés

y(t) = -15-e" +5-e’ + 572 + 6¢cos(t) - 12sin(¢) , te[0;o][
eller y(t) = -15-e"+5-e" +5-e2" + /62 +(-12)* sin(t+¢p) , te[0; [,

hvor ¢ = arg(-12, 6) = - +Arctan(%) .




Lapl ace-transfornation

Eksempel 15.4. System af differentialligninger.

Figuren viser et system af tanke, hvori der foregdr en opblanding af et stof 4. Koncentratio-

nerne v(t), y(z) og z(¢) [kg A/m’] itankene er funktioner af tiden ¢. Systemet startes
til tiden #=0 med v(0)=1kg A/m’, y(0)=0 og z(0)=0.

Find z(¢) foralle #€[0; oof.

2 l\'g/\/m3 ¢ ! kg/\/m3
I m3 /min I m3/min
!
& N I m3/min g - I m3/min
[keA/ m3 ] v[k gA/m3 ]
' m?3 2m3 < U
I m”/min

LOSNING:

2 .
2 m2/min

Differentialligninger. For hver af de 3 tanke opstilles balancen

IND + PRODUCERET

som et differentielt regnskab over, hvor mange kg 4 der passerer ind og ud i et tidsinterval

[t:t+ dt] '

tank1:

tank?2:
tank3:

2-1dt

+0

e 1+v() 1+z(¢)-1]dt + 0
[y(¢)-1+0-1]adt

+0

UD + AKKUMULERET

Ved division med dt fas differentialligningerne:

2

e +v (1) +2(1)]

y(1)

10

1

dv

) + ==
v(?) 7
dy

3.y(t) + 2=
y(¥) o
dz

2-z(t) + = .
z(1) o

0 kgA/
I m3/n

Vi I:kgA/m 3:|
I'm3

3
1 m”/n

v(£)-1dt + d(1-v(¢t))

y(£)-3dt + d(2-y(1))
z(£)-2dt + d(1-z(¢)) .

Ved opstilling af sddanne balancer vil vi antage, at omreringen er perfekt, og at koncentrationerne af 4 er s
sm4, at de kun giver negligeable rumfangsandringer af vasken.



15.4 Differentiationsregel

Laplace-transformation. Ved hjelp af tabel 1 1 appendix 15.1, linearitetsreglen og

differentiationsreglen Laplace-transformeres bade venstre og hejre side af hver differential-

ligning. Herved fas de rent algebraiske ligninger:

2 = V() + 57 - 1] (1L)
)

11 + V() +Z(s) = 3-¥(s) + 2[s-¥(s) - 0] QL)
S+

Y(s) - 2:Z(s) + [s°2Z(s) - 0]. GL)

Losning af ligninger. For at eliminere V(s) og Y(s) kan vi f.eks. isolere V(s) i

ligning (1L) og Y(s) iligning (3L):

vis) = -1 [3+1) (1)
s+1{s
Y(s) = (s+2)-Z(s). (3L)

Indsaettes dette 1 ligning (2L) fés

1 + 1 (2+1) + Z(s) = 2s+3)(s+2)Z(s)
s+1 s+1\s

= 1 (3+2) = (2s2+7s+5)Z(s) © 1 20+ =2(s+§)(s+l)'Z(S)
s+1\ s s+l 5 2
1

< Z(s) = 5
S(S+1)(S+§)

Tilbagetransformation. [tabel 2 iappendix 15.2 bruges formel 85 med b=1, c¢= %

og C=1 til tilbagetransformationen:

z(1) = e + 5 e +5—e o z(1) =
2 ad-n -2a-d

1 1 15 2
5

]
2

11



Lapl ace-transfornation

15.5 FORSINKELSESREGEL

En fysisk sterrelse kan pludselig @ndres fra én vaerdi til
en anden (f. eks. trykket ved abning af en ventil, reak-
tionshastigheden ved tilsetning af en katalysator, den
elektriske strom ved afbrydelse af en kontakt). Selv om
@ndringen 1 virkeligheden sker over et kort tidsinterval
aflengden ¢, f.eks som vist pa figur 15.2, tillader man
ofte at regne @ndringen for momentan, som vist pa figur
15.3.

Hertil benyttes enhedstrinfunktionen u:

0 for <0
u(t) =
1 for ¢>0.

Bemark, at u’s vaerdi kun athanger af fortegnet pa .
Ved anvendelserne skal endringen ske 1 et givet punkt
a.

Vi taler da om enhedstrinfunktionen med spring i a
(se figur 15.3):

0 for t<a
u(t-a) =
1 for t>a.

>/

d

Fig 15.2. Pludselig cendring.

u(t—ca)

o

Fig. 15.3. Enhedstrinfunktion
med spring i a.

En stykkevis defineret funktion / (se figur 15.4) givet ved

[ £,(2) for te[0;q] ,
5 (1) for tela;;a,

f(1) = o
Jq(8) for te[a,;o0[,

kan udtrykkes ved hjlp af enhedstrinfunktioner:

fLEK

LHLEK

[ €K.

£y = [ + ult-a) [£O O] + u(t-a) [HOAD] + . ..

12

v u(t-a,) [0 /@)



15.5 Forsi nkel sesregel

(v
y -
X/_\O Tl] |
o - LI
T S I
x eee ' Lo
T T = [
0 4] D oo -1 n

Fig 15.4. Graf for en stykkevis defineret funktion.

t for t€[0;2]

Eksempelvis kan funktionen f(¢) = e’ for 1e[2;3]

sin ¢ for t€[3;00[

omskrives til ~ f(#) = t +u(¢-2)[-t +e*| +u(t-3)-[-e " +sind] .

Funktionen givet ved u(#-a)-f(f-a) siges at vaere “forsinket med ¢ i forhold til f(¢), og

vi vil ofte blot skrive [f (t)}forsinket »- Sammenhangen forstds bedst ved at sammenligne

graferne pd figur 1.5.

t () u(t-ayf(t-a) — [f]

[orsinket a

Fig 15.5. Grafen for [ og grafen for “f forsinket med a”.

Den folgende setning gor det muligt pd en nem méde at lose differentialligninger, der indeholder

stykkevise funktioner og/eller tidsforsinkelser.

13



Lapl ace-transfornation

SATNING 15.4 (forsinkelsesreglen). Lad feK, lad ac[0;00[ og lad g(t)=f(t-a).

Sd geelder reglen

gg{[/(t)]ﬁnsﬁnketa} = e‘“S-ITCg),

der ofte er nemmere at anvende pa formen

Lu(t-a)g(n} = e“L{g(t+a)}.

Formuleret for tilbagetransformation bliver reglen abenbart

e F(s)} = [ pomimeta = #(t-a)'f(t-a).

Bevis. Da f tilhorer K, Vil L{[f(N]gpineera} = L{u(t-a):f(t-a)} = fo e tu(t-a) f(t-a)dt

= [Terif-aydt = e [T t-aydt e “ef(0)d0 = ¢ L{f(1)} = e F(s).

a

Sattes f(¢-a) =g(t), kan formlen omskrives til L{u(t-a)-g(t)} = e L{g(t+a)}.

Eksempel 15.5. Anvendelse af forsinkelsesreglen.

-3s
Find 2{u(r-2)e%} og %E'l{e }

s2+1

LOSNING:

Bruges forsinkelsesreglen og appendix 15.1 formel 5 med a=3, fis
-25-6

f{u(t-2)e ¥ = exg{e3 D} = exebgle3} = E 3
S +

Bruges forsinkelsesreglen og appendix 15.2 formel 82 med 4=0, B=1, a=0, b=1, fas

-3s
gz-l{ ez } - [g_l{ 21 H = [Sint]forsinkctS = u(t-3)-sin(7-3).
s°+1 s“+1 forsinket 3

Edb-lgsning. I programmet Maple udferes de tilsvarende transformationer pa folgende méade:

> with( inttrans ):

> laplace( Heaviside(t-2)*exp(-3*t), t, s ) ; .
e

s+3
> invlaplace( exp(-3*s)/(s"2+1),s,t) ;
Heaviside(t - 3) sin(t - 3).

14



15.5 Forsi nkel sesregel

Eksempel 15.6. Stykkevis funktion i differentialligning.

Figuren viser et system, hvor strammen til blandetanken kommer fra beholder 1 i den 1.

time, fra beholder 2 i den naste time og derefter fra beholder 3. Systemet startes med
y(0)=0.
Find koncentrationen y(¢) kg A/m® foralle #€[0; oof.

beholder | beholder 2 beholder 3

2 _ 71’ . Bl ) Y
ke A/m? Se kg A/m? Okg A/m?

N N
ZON IZQN
Im3 h
/
i [ m3 v () [ke A m~ _
y [kg A/ 1113] I'm>2/h

Fig. 1.6. Der sker omkobling mellem beholderne 1, 2 og 3.

LOSNING:
Stykkevis defineret funktion. Koncentrationen af A i stremmen til tanken er givet ved

1 for t€[0;1]
(1) = 5¢ for tre[1;2]
0 for te[2;00].

dvs. F(O) =1+ [-1+5¢u(t-1) + [-5e7+0]u(r-2).
Differentialligning. For blandetanken opstilles balancen

IND + PRODUCERET = UD + AKKUMULERET
som et differentielt regnskab over, hvor mange kg A4 der passerer ind og ud i et tidsinterval
[t;t+dt]:

(1+[-1+5¢u(r-1) + [-5e7+0]u(t-2))-1dt + 0 = y()-1dt + d(1-y(p)) .

Ved division med dt fas differentialligningen
1+ [-1+5eu(t-1) - Seu(t-2) = (1) + %.

15
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Laplace -transformation. Ved hjlp af forsinkelsesreglen fas

Ly esgf145e@0) - se2g{e D) = y(s) + [5-¥(s) - 0]
S

-1 -2
o Lo Lise | 5e2° - (5i1)¥(s).
s s+1 s+1

Losning af ligning. Af den sidste ligning fis

-1 -2
Y(s) = 1 . e's[ 1 S5e ) L o2 S5¢

s(s+1) _S(S+1)+(s+1)2 (s+1)2

Tilbagetransformation. I tabel 2 i appendix 15.2 bruges formel 81 med b=1, B=1 og

formel 80 med a=1, B=5¢", idet formlerne i de 3 sidste tilfeelde modificeres ved hjalp af
forsinkelsesreglen:

_ - - -14,- 244
y(t)—l—et+[—1+et+56 te t]forsinketl h [56 re t]forsinketZ

=1-e+u(t-1)-1+e D +5e1(+-1)e V] - u(r-2)5¢2(+-2)e ¢

15.6 DELTAFUNKTION (Diracs deltafunktion).

Ofte antager en fysisk storrelse store verdier i et kort tidsrum &, f.eks

stoftilfarslen, nar en sakfuld salt pludselig tilsattes
den elektriske strom, nar en kondensator kortsluttes

regnstrgmmen, nar en regnbyge passerer.

Figurerne 15.7a, 15.7b og 15.7¢ viser eksempler péd grafer for sddanne funktioner, der alle har

karakter af smalle pulser (spidser).

4
€
> -~ .
8 e +
Fig. 15.7a Fig.15.7b Fig. 15.7¢

16



15. 6 Del tafunktion

I praksis er man sadvanligvis ikke interesseret i formen af en sddan smal puls (eller har ingen
viden om formen). Hvis man eksempelvis i et kort tidsrum ¢ tilsetter 4 kg af et stof A, sa vil
tilforselshastigheden 1 gennemsnit vere 4-% kg pr. tidsenhed 1 dette tidsrum, mens den er 0
udenfor tidsrummet. Det vil derfor vaere rimeligt at erstatte pulser som fig. 15.7a og fig. 15.7b
med fig. 15.7¢c, der er % i1 tidsrummet & og 0 udenfor dette tidsrum. Bemerk, at arealet er

4 under hver af de tre kurver.

Da man alligevel ikke er interesseret 1 grafernes detaljerede forleb, kan pulserne idealiseres til
meget (uendelig) smalle og meget (uendelig ) haje pulser, hvor arealet under hver puls forbliver
det samme. Sadanne ideale pulser beskrives ved den sékaldte Diracs deltafunktion o. I det

folgende indfores for nemheds skyld en bestemt tilnermelse 6, til &.

Vi definerer “deltafunktionen” 68 ved

1 for Oe[-¢;0[ R e
68(6) = € l i :Q
0 ellers . € L
Ved anvendelserne er 6 som regel erstattet med 7 - a
(se figur 15.8):
- for tela-¢;a] -

0 ellers . . )
Fig. 15.8. Deltafunktion.

Deltafunktionen optrader i differentialligninger. Som regel er den nejagtige vaerdi af & uden
praktisk betydning, narblot ¢ erlille (jevnfor eksempel 15.6). Er losningen til et differentiallig-
ningsproblem givet ved yg(#), vil man derfor vare tilfreds med at beregne lgsningens graense-

verdi y(¢) for & — oo. Det giver en stor beregningsmessig forenkling.

SATNING 15.5 (differentialligning med deltafunktion). Lad der veere givet en differentiallig-
ning med deltafunktion

n n-1
anﬂ + an_lu + ...+ alﬂ + ayy(t) = x(t) + m-d,(t-a), a>0
dt” dt"! dt
. dy dmly
samt en reekke begyndelsbetingelser  y(0), E(O)’ C e —_1(0).
Sa geelder dt

1) losningen Ve har en grensefunktion y for ¢ — o,

2) greensefunktionen y tilhorer meengden K,

3) greensefunktionen y kan bekvemt findes ved at erstatte den Laplace-transformerede delta-
funktion < {58 (- a)} med e %,

17



Lapl ace-transfornation

Beviset for setning 15.5 findes i supplement 15B.

Udvidelse til flere deltafunktioner. Satningen galder ogsa, hvis der optreeder en linearkombination af flere

deltafunktioner m,: 531 (t-a;) +my 682 (t-a,) +...+my 68N(t -ay). Iséfaldfindeslosningens graensefunktion

for (g,,€,,...,64) = (0,0,...,0) ved at erstatte Q{ﬁei(t—aj)} med e 7 for ethvert je{l,2,3,....N}.
j

Nogle egenskaber ved deltafunktionen.

1) Arealet under grafen for deltafunktionen er 1, sa vi har f °°68(t -a)dt = 1.

4 f(a-) for ae]c;d]
2) Nar f er stykkevis kontinuert, geelder lim f f(2):0.(t-a)dt =
e—0 "¢ 0 ellers,

dvs. alle integrationer med deltafunktioner bliver nemme for & — 0.

3) Ien vis forstand kan &.(¢r-a) for e — 0 opfattes som den afledede af enhedstrinsfunktionen, dvs.

du(t-a)
dt

Yderligere detaljer om deltafunktionen findes i ref. 8 og ref. 9 i litteraturlisten.

= dy(1-a).

Eksempel 15.7. System af differentialligninger med deltafunktion og forsinkelse.

3

Figuren viser et system, hvor der 3 minutter efter starten pludselig haeldes 2

kgrent 4 i

tank 1. Vaske fra tank 1 pumpes gennem et langt ror (kelespiral) til tank 2. Hver vaskedel

er | minut om at gennemlebe reret. Systemet startes til tiden #=0 med med y(0)=0,

z(0) =0 og rent vand i kelespiralen.

Find koncentrationen z(t) foralle € [0;00].

clier 3 minutter heeldes
32 kgrent A itank |
\/ . :
1 minuts opholdstid

b 3 .
/ 3m? min

3m T /min - — — — —— T 3m”/min
¢ " kg Am? y (1) kg A/m’ 7 (1) kg A'm”
. 5
12m> o6m?

tank 1 tank 2

18



15. 6 Del tafunktion

LOSNING:

Deltafunktion. Nar der pludselig tilfores %kg A, kan tilferselshastigheden settes til

% d¢(#-3)kg A/min. Tilforslen kan nemlig tenkes foretaget i et kort tidsinterval [3-€; 3[

aflengden &, hvor tilferselshastigheden altsé i gennemsnit bliver %% kg A/min, mens

der uden for det lille tidsinterval ikke tilfores rent 4. Dette beskrives netop ved den nevnte

deltafunktion % 8e(£-3).

Forsinkelse. Stremmen til tank 2 har ved ankomsten koncentrationen

u(t-1)-y(t-1)[kg A/m’]. Idet 1. minut modtager tank 2 nemlig vaske med koncentratio-
nen 0, fordi reret fra starten var fyldt med rent vand. Og efter det 1. minut modtages koncen-
trationen y(¢-1), nemlig til enhver tid den koncentration, der 1 minut tidligere herskede i
tank 1. Dette beskrives netop ved den naevnte forsinkede funktion u(#-1)-y(z-1).

Differentialligninger. For hver af de to tanke opstilles balancen

IND + PRODUCERET = UD + AKKUMULERET

som et differentielt regnskab over, hvor mange kg A der passerer ind og ud i et tidsinterval
[¢; t+dt]:

tank 1:

y(#)-3dt + d(12-y(1))

et3 %580—3)]4# 40

tank 2: u(t-1)-y(t-1)-3dt +0 z(t):3dt + d(6-z(1)).

Ved division med 3-df fas differentialligningerne

-t + l - = + ﬂ

¢t 2 8y(13) = y(1) + 42 )

w(t-1)y(t-1) = z(t) + 292 . @)
dt

Laplace-transformation. For nemheds skyld foretager vi nu graenseovergangen € — 0, og

ifolge setning 15.5 punkt 3 skal vi da blot erstatte < {58 (t- a)} med e ™ (jevnforogsé

formel 75 i appendix 15.1 med a = 3):
Loy Less o y(s) + 4[5 7(s) - 0] (1L)
s+1 2

e Y(s) = Z(s) + 2[s*Z(s) - 0] . (2L)
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Lapl ace-transfornation

Losning af ligninger. Afligning (1L) fés

v - L[ L 1es),
4s+1\ s+1 2

som indsettes 1 (2L):

e’ 1 1 -3
+ —e 7% = (2s+1)Z(s
4s+1(s+1 2 ( ) As)

s Z(s) = %e's L b gt 1 )

e T

Tilbagetransformation. I tabel 2, appendix 15.2 bruges formel 85 med a = %,

B=-L, idet begge

-1
> by 16’

b=

B

%, c=1, C=%, samt formel 81 med a =

formler modificeres ved hjaelp af forsinkelsesreglen:

o0 | —
—
-

I
N | =
N————
'_kﬁ

[um—y

I
N | =

00 | =—
——
A=

I

—_
N
—
N =

I

[
N——————

11 311 5
16

u(t-4
11 (¢-4)
2 4

1 1
2 _Z(t_l) ~ _E(t_l)

S e z(t) = (Ee e + %e(’l)] u(t-1)

1 1

~Lia-ay ~Li-a

sl -1l u(t-4) .
4 4
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15. 6 Del tafunktion

Edb-lesning. I programmet Maple udfores de tilsvarende transformationer pd folgende méade:

>with (inttrans ) ;

[addtable, fourier, fouriercos, fouriersin, hankel, hilbert, invfourier, invhilbert, inviaplace, laplace, mellin]

> ligning1 := exp(-t) + 1/2*Dirac(t-3) = y(t) + 4*diff( y(t),t);
ligningl = ™ + % Dirac(t - 3) = y(¢) + 4(%y(t)]

> ligning2 := Heaviside(t-1)*y(t-1) = z(t) + 2*diff( z(t), t ) ;

ligning? -= Heaviside(t - 1) y(t - 1) = 2(¢) + 2( %z(t))

> addtable( laplace, z(t), Z(s), t, s ) ;
> addtable( laplace, y(t), Y(s), t,s);

> laplace( {ligningl, ligning2},t,s ) ;

11 N %eHs) = Y(s)+45Y(s)-4y(0), & Y(s)=Z(s)+2s Z(s) - 2 2(0)}
S+

> solve( %, {Y(s), Z(s)} ) ;

y(s)= L 277 +eP5+8y(0) +8y(0)s
2 1+5s+4s?

Z(s)- 1 2+e539+el395+8y(0) +8y(0)s +42(0) e +20z(0)se* +16z(0)s2e*
2 e’(1+7s+1452 +853)

> subs( y(0)=0, 2(0)=0, %) ;
(-35) | o(-39) (-35) 4 o(-39)
{Y(s)= 12+e79+e7% Z(s)- 1 2+e 79 170y }

2 1+55+4s2 2 e5(1+75+1452+8s%)

>op(2,%);

(-3s) (-3s)
Z(s)= l 2+e +e\ 77V
2 e5(1+7s+145%+85s3)

>z :=invlaplace( %, s, t ) ;

1,1 11
7 = invlaplace( Z(s), s,t) = 2 Heaviside(7-1) e * * - Heaviside(7-1) e 2 2
3 1 1
1 .. (-t+1) 1 .. (‘z“l) 1 . (_EHZ)
+ 3 Heaviside( £ -1) ¢ + 2 Heaviside( #-4) e "3 Heaviside( #-4) e
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Lapl ace-transfornation

15.7 FLERE REGNEREGLER

Ved anvendelserne af Laplace-transformationen kan der lejligvis blive brug for nogle af de
folgende regneregler.

SATNING 15.6 (flere regneregler). Lad f,g€K og lad F(s)= L{f(t)} og
G(s) = L{g()}. Sd gelder

1) F(s+a) = &Q{e_“tf(t)} , acC (forskydningsreglen )
2) a*F(as) = ﬂ{f(i)} , a>0 ( affinitetsreglen )
a
3) hvis f er periodisk med perioden T > 0, sd geelder
F(s) = 1 f Te st (1) dt ( periodicitetsreglen )
1-eTJo
4) hvis der eksisterer en “slutveerdi” lim f(t) = A, sd kan den beregnes af
A = lim s-F(s) =00 ( slutveerdireglen )
s= 0+
5) lim F(s) =0
: : df : .
6) hvis [ er kontinuert og har en afledet —= € K (fra hojre), sa geelder
lim s-F(s) = f(0) dt ( begyndelsesveerdireglen )
7) F(s)-G(s) = ge{ ['f=)g) dv} (foldningsreglen )
0

8) hvis [ afheenger af en parameter x € R, sa har man under meget generelle betingelser
(se beviset)

( parameter-differentiationsreglen )

ox” ox”
9) @ = { (- f(t)} ( t-multiplikationsreglen )
s n
10) &E{f tf(e)de} = lF(s) : (integrationsreglen )
0 s

NB: Funktionen givet ved integralet [ f(#-v)g(v)dv kaldes foldningen af / med g, og
betegnes kort f*g. Det kan vise$, at der gzelder f*g=g*f og (f*g)*h=f*(g*h).
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15.7 Flere regneregler

Bevis.

) gle A1)} = [ “e e f(1))dt
2) &t’{f(i)} = f”e-S'f(l] dt = af”e-sa*’f(e)de = a-F(as).
a 0 a 0

fooe'(““)’f(t)dt = F(s+a).

3) f(e-T) = f(1) ( periodisk )
= f(t) - u(@-T)f(t-T) = [1—u(t—T)]f(t) ( multipliceret med -u(t-T) ogadderet f(t))
< F(s)-e”*TF(s) = fTe'”f(t) dt ( ved Laplace-transformation )
0
< F(s) = 1 fTe'”f(t)dt (divideret med 1 -e757 ).
1-eT Jo

4) Lad ¢ >0. Hvis lim f(¢) = 4, sé eksisterer der ettal k>0, sddanat |f(¢)-4]| <§ for ethvert 7>
k. t— 00

Lad s>0. S& fas
|sFs)=A| = |s2{f)-d}| = |[Tse(fO)-A)de| s [“se|f)-A|dt + [ Tse | f(e)-4|dr

< fkse‘”(Me|°‘|k+ |4|)dt + foose‘"idt = (Me!®¥+|4|)(1-e%) + Ee sk <& forethvert
0 k 2 2

|| &
s < lln 2(Me * |A|) . Altsagelder s-F(s)-4A >0 for s— 0+.
ko 2(Mele%+|4])-¢

5) |F(s)| = |f0°°e'”f(t)dt| < j:oe'"Me‘”dt - M hvoraf  lim F(s) =0.

§—a §— 00

6) Af differentiationsreglen fas g{?{j—{ } = 5*F(s) -f(0). Afden foregaende regel 5) anvendt pa %9{% }

folger derfor, at lim (s-F(s) -f(0)) =0.

7) F(s) G(s) = f”e-fef(e)de-f°°e-”g(v)dv - f°°d6f°°e-s<9”>f(e)g(v)dv
0 0 0 0
= ffe's(e”’)f(e)g(v) dA ( planintegral ).
s
Substituteres f=0+v, fis F(s) G(s) = foodte'”ftf(t—v)g(v)dv = ge{f ‘f(t—v)g(v)dv} .
0 0 0
2 n+2
8) Det antages, at of , of yeees ek eksisterer, tilherer K og er eksponentielt begransede
) dx  dx? dx"*?
OFfx,1) < M, (x) g% , pé en sddan made, at der svarende til ethvert givet x, eksisterer en omegn
dx?

®,(x,), 1 hvilken M, (x) og e,(x) begge harenovre grense M, og @, .
Forst vises reglen for n =1. Viskal da vise, at
F(x, + Ax,s) - F(x,,5)
—
Ax
U(x,,Ax,s) = 0 for Ax — 0, hvor
F(x, +Ax,t) - F(x,, 1)
Ax

[ “e ' (5 tydt for Ax—0 eller
0 ox

U(x,, Ax, s) = fwe-” w1 | dt .
0 ox
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Anvendes differentialregningens middelvardisatning to gange, fas

oo oo 2
|U(x,, Ax, 5)| = f e'”(g—f(xo+91Ax,t)—g—f(xo,t)]dt - f e 0, Ax 2L (,+6,6,Ax, 1) dr
0 0
e e A o
< |Ax|M2f e gt = —— "2 50 for Ax—0 (0,,0,€]0;1]).
0 s-0,

Derefter kan det indses, at reglen mé galde for ethvert ne {1,2,3,...}, idet man blot anvender satnin-
gen for n=1 flere gange efter hinanden.

9) I forskydningsreglen F(s +a) = gE{e"” f(t)} kan vi ifelge regel 8) differentiere » gange med hensyn til
d"F
T - alcorye).

s

parameteren a. Settes derpa a=0, fas

10) Da feK, vil funktionen g givetved g(¢) = f ! f(8)d9 tilhere K, have en afledet fra hejre
0

dg
dt

Af g{%fo’f(ﬁ)dﬂ} = 2{f(¢)} fasderved se.v{fo‘f(e)de}—o = F(s).

= f € K ogveare kontinuert. Vi kan derfor anvende differentiationsreglen pa g.

Eksempel 15.8. Brug af regneregler.
1

s-e
tilbagetransformeres en funktion, som er defineret for alle s> 0. (Har betydning for numerisk tilbagetrans-

1) Lad F(s) =

— Herer F(1) ikke defineret. Dan et udtryk for f{(#), hvori der kun skal

formation, som omtales i supplement 15D.)

LAOSNING:

f0) = gHE@s)} = ef(@) s Y Fs D} = (1) - ea{ﬁ} .
2) Find <{sin(w?)}, nardetoplyses, at L{sin(z)} = s21+1 = F(s).

LOSNING:

9{sin(wt)} = %F(%) = 1 -9

3) Lad f vere periodisk med perioden 7, oglad f(z) = 1 -u(z-a) for te[0;T[ (ac]0;T]).

Find F(s) .
LOSNING:
1 T - 1 a - 1-e™%
F(s) = e s"(1-u(t-a))dt = e stdt = —~ |
l—e‘STfO l—e'STf0 s(1-¢°7)
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4)

5)

6)

7)

15.7 Flere regneregler

as?+bs +c

Lad F(s) = ————— . Detoplyses, at f(#) harslutverdien lim f(z) =2.
s(s+1—le's) e
2
Find konstanten c.
LOSNING:
2
lim £(f) = lim s-F(s) = Lm 25 05%C _ 500 for ¢=1.
t— o0 s— 0+ s—0+ 1 -5
s+1-=e
2
Lad F(s) = as” +bs+c vaere den Laplace-transformerede af en funktioni K.

K] s+1—le's
(#0137

Find konstanten a.

LOSNING: b ¢
a+—=+—
. . s 52
lim F(s) = Im ———— =a=0 for a=0
§—* 00 s 00 4 +l _ie_s
s 2s
_ bs +c . _
Lad F(s) = —————— . Bestem konstanten b, sddanat f(0) =0.
s[s +1 —le's)
2
LOSNING: c
b+=
lim sF(s) = lim —— 5% =5=-0 for b=0.
s 00 s=o0 | 1 1 a—
+ - -
s 2s

For stremningen gennem tre beholdere

—

F—»

gelder foldningen

Cud

=e *e, xe; *¢c, 4, hvor ¢, og c, angiver koncentrationen af et sporstof (tracer) , mens

. . 99 1
e, e, og e, angiverde tre “aldersfordelinger” .

Find funktionen e,, nir ¢, 4, ¢4, €, Og e; erkendte funktioner.
LOSNING:
Laplace-transformation giver C,,(s) = E,(s)"E,(s) " E;(s)" C,,(s), hvoraf

Cy(s)
E,(s) Ey(s)Cyy(s) |

e (t) = 28'1{

"o. Levenspiel: “Chemical reaction engineering”, 1972, Wiley & Sons, side 264.
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8)

9)

(s+b)cosp - w-sind (kan vises ved hjalp af
(s+bY+w?
Eulers formler). Forklar, hvordan de fleste formler i tabel 1 bag i bogen kan udledes af denne ene formel.

Lad der vaere givet formlen &E{e'b’ cos(w? + ¢)} =

LOSNING:

14

ab”
cos(ix) =cosh(x) og i'sin(ix)=-sinh(x), fisen formel for ¢"e ® cosh(ct+q).

Differentiationen giver en formel for ¢"e ® cos(wz +¢$). Indszttesheri w=ic, ¢p=iq,

-bt

Differentiationerne 9 og ai giver derefter formler for ¢"e *sin(wz+¢) og
q

¢

t"e Psinh(ct +q). Vedi de fundne formler at satte én eller flere af parametrene b, @, D, n, ¢ og

ligmed O fas resten af tabel 1, bortset fra de serlige funktioner i slutningen.
Find F(s) = Q{Lnt}, idet det oplyses, at L{sint} = 1
t s2+1
LOSNING:
dF(s) _ Cnsintl 1y F(s) = - Arctan(s) + C.
ds t s2+1

Da lim F(s) = —§+C, fas af regel 5), at C =

8§ 00

v

Altsd harvi F(s) = g - Arctan(s) eller

F(s) = —Arctan(l)

@

10) Find g{%{f‘e%'”de} .
0
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Suppl enmrent 15A Bevis for saning 15.1

supPLEMENT: 15A BEVIS FOR SATNING 15.1:
EKSISTENS AF LAPLACE-
TRANSFORMATION

SATNING 15.1
1) (Laplace-transformationen < ). Lad feK oglad seR (eller C ). Sa kan der defineres en “Laplace-
transformeret” funktion F ved
F(s) = {f(1)} = fowe"’f(t)dt
for de s-veerdier, hvor s (eller Re(s)) er tilstreekkelig stor.

2) (Eksistens af <97' ). I meengden K er der ikke andre funktioner end f, som har den Laplace-
transformerede F.

1) Den forste del af sztningen siger, at lim [ “e™/f(¢)dt eksisterer. Lad g(x)= fxe's’f(t) dt for alle
x—00J0 0

x€[0;00[. Da feK ereksponentielt begreenset, findes dertotal M, @ eR , sddanat |[f(¢)| < Me** for

ethvert f€[0;00[. Lad Re(s)> a, lad ¢ >0 oglad x,x’€[0;00[, hvorfeks x>x’. Vifinderda
f et f(£)dt - f Yo Stf(1)dt f et dt| < f *letf(1)|dr < f *eRe()t Jfeat gy
0 0 x/ x/ x/

1 2M

(e'(Re(S)'“>"/—e'(Re(s)'“)") <¢ foralle x,x'>k k= “In ) .
Re(s)-a (Re(s)-a)e

lg(x) -g(x)| =
-_ M
Re(s-a)

Ifolge Cauchy’s almindelige konvergensprincip' har €(*) derfor en grenseverdi for ¥ = -

2) Viskal vise, at hvis to funktioner f, og f, har den samme Laplace-transformerede F, =F,, séerde selvens.
For simpelheds skyld antages, at f, og f, er kontinuerte. (Et pracist bevis uden denne antagelse gives af G.

Doetsch pa side 33-39 i reference 4 i litteraturlisten.)

Idet <L{f;} =<L{f}, harvi j:oe'”(fl(t)—fz(t)>dt =0 for Re(s)> a .

Lad ne{0,1,2,3,...}, ogsaet s=n+ a +2. Vifirsd

fo°°e-<"+1>'(e-<“+1>'(f1(t)—f2(t)))dt =0 forethvert me{0,1,2,3,...}.

Heri substitueres ¢=-Inx, ogidet vi setter h(x) = e(“”)'h‘x(fl(—lnx) —f2(—1nx)) og h(0)=0, fas
j;lx"h(x)dx = 0 forethvert ne {0,1,2,3,...}, hvor 4 erkontinuerti [0;1]. Ifelge den efterfolgende
hjelpesztning 15.1A har viderfor h(x)=0 foralle €[0;1] dvs. f(#) =£(¢) for ethvert z€[0;00]

HJZALPESATNING 15.1A (momentscetning). Lad en funktion h veere kontinuert i det lukkede interval [a;b].
Hvis bx”h(x)dx =0 forethvert ne {0,1,2,3,...}, sder h(x)=0 forethvert x€[a;b].
NB: Ir‘zztegralet fbx”h(x)dx kaldes for det n’te moment af h pd [a;b].

a

Bevis. Der henvises til side 33 - 39 i reference 4 i litteraturlisten. Ved beviset benyttes folgende setning af

Weierstrass om uniform polynomie-approksimation:

Lad en funktion h veere kontinuert i det lukkede interval [a;b]. Sd vil der for ethvert positivt tal ¢, eksistere et

polynomium Pg(x), sdledesat |Pg(x)-h(x)|<e forethvert xe[a;b].

Et bevis for Weierstrass’s satning findes pa side 273-274 i reference 7 1 litteraturlisten.

! Princippet omtales pé side 66 i reference 1 i litteraturlisten.
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suppLEMENT: 15B BEVIS FOR SATNING 15.5:
DIFFERENTIALLIGNING MED
DELTAFUNKTION

SATNING 15.5 (differentialligning med deltafunktion). Lad der veere givet en differentialligning med deltafunktion
n n-1

a4, 4"

dt" de"!

samt en reekke begyndelsbetingelser y(0), %(0) e

L4 alg +a,y(t) = x(t) + mdy(t-a), a>0
dn—ly
dtn—l
Sd geelder 1) losningen y, har en greensefunktion y for & —> ©,

(0).

2) greensefunktionen y, tilhorer mengden K,

3) greensefunktionen 'y, kan bekvemt findes ved at erstatte den Laplace-transformerede

funktion gf{as(t-a)} med €.

Bevis. Analogt til eksempel 15.3 er losningen givet ved

Ve(t) = %f'l{ 0(s)~[X(s) +m-Ag(s,a) + P(s)] } (begyndelsesverdier giver P(s))-

Her er overforingsfunktionen O = O(s) = en brudden rational funktion. Den kan derfor dekomponeres,
dvs. den har en tilbagetransformeret funktion o = o(¢), der tilherer K.

Den Laplace-transformerede af 8¢ (#-a) erbetegnet Ag(s,a). Davikunskalundersoge y.(#) for €—0,
er det nok at se pa det led, der indeholder & (konstanten m udelades for simpelheds skyld).

Lad for kortheds skyld ye*(t) betegne %Q'I{O(s)-Ae(s,a)}.
1) Forst udregnes deltafunktionens Laplace-transformerede:
Ag(s,a) = gﬂ{ﬁe(t—a)} = Q{l[u(t—(a—s))—u(t—a)]} = i[e'(""z)“—e"”].
€ es
l[e—(a—z)s_e—as] .
€

Dette resultat indszttes i udtrykket for ye* (?), savifar y; (t) = g["l{ O(s)
Ved at bruge integrationsreglen &£~ 1{O(s) l} = f to( 0)d0 i forbindelse med forsinkelsesreglen fis nu
s 0

h|>—-

v (1) = % u(t—a+e)f0"”"o(e)de - u(t—a)fo"”o(e)de].

Vi skal undersgge dette udtryk for € = 0.

For 1<a finder vi umiddelbart y_ (1)~ 0 for &— 0.

For t =2 a gelder
f"””o(e)de—f"“o(e)de 1”Hospital
0 0

Y, (0) = rn~/ M - o(t-a) for e > 0.
)
T—»o}
£-0
N-0

Altsd harvi y_(f) = u(t-a)-o(t-a) for e-0.
2) Det ses, at grensefunktionen givet ved wu(z-a)-o(t-a) tilherer K, fordi o tilherer K.

3) Havde vi fra starten benyttet €7*° i stedet for Ag(s,a), s ville vi straks have faet

y*() = g"'l{O(s)e"”} = u(t-a)-o(t-a), dvs.netop den sggte graensefunktion.
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supPLEMENT: 15C PARTIELLE DIFFERENTIAL-
LIGNINGER

Vi har set, at differentialligninger kan bruges til at beregne fysiske sterrelser som funktioner f(#) af tiden ¢. 1
praksis vil mange fysiske sterrelser imidlertid afhenge af stedkoordinaterne x, y og z. Hvis man for eksempel

opvarmer et fast legeme pé overfladen, vil temperaturen inde i legemet blive en funktion f(x,y,z,¢), der athaenger
bade af sted (x,y,z) ogtid ¢

NV 7 N4 N4 v
RO R vVVVQ“O”Q Yoo
O O © VOO Opvarmning af en terning
00 o o 1007
o0 o O i kogende vand.
Ooo © OO

I fysikken forklares, at temperaturen f i et homogent fast legeme skal sgges som en lgsning til

2 2 2
“varmeledningsligningen” Z_{ =K ﬂ + ﬂ + ﬂ

, K = materialets temperaturledningstal.
ox? 9y? 9z?

Den kaldes en partiel differentialligning, fordi der indgar partielle afledede af den ubekendte temperaturfunktion f.

33

Diffusionsligningen” er en anden partiel differentialligning:

a_f = i Da_f + i Da—f + i Da—f , D = “diffusionskoefficienten”.
dt ox\ Ox dy\ dy dz\ o0z

Den beskriver udbredelsen af et stof gennem diffusion alene ( dvs. gennem molekylbevagelser), idet f betegner

stoffets koncentration. Ofte kan D regnes for konstant, og diffusionsligningen fir da samme udseende som
varmeledningsligningen ovenfor.

13

&f L&, Ff
ox2  9y? 9z?

2
Svingningsligningen”: 9f . c?
912

l , ¢ = udbredelseshastigheden

beskriver udbredelsen af elektromagnetiske svingninger eller mekaniske svingninger (f.eks. lydbelger, nér f er
trykket).
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“Schredingerligningen” ber ogsa na&vnes: iZL g—{ = Hf, i=1imaginar enhed, = h = Plancks konstant.
b

Den kan benyttes til beregning af atomers og molekylers egenskaber. Her er f den sékaldte belgefunktion, der

beskriver “elektronskyens” form, mens H indeholder differentiationer 9 , 9 , der virker pa f.

o
dx’ 9y oz
I praksis vil man ofte studere problemer, hvor f (af symmetrigrunde) kun athanger af én stedkoordinat, f.eks. af x.
For simpelheds skyld vil vi derfor i det folgende indskreenke os til at betragte en funktion f(x,¢) af én stedkoordinat

x og aftiden ¢

Funktion af flere variable. En funktion f(x,#) af flere variable kan Laplace-transformeres med hensyn til tiden

t

@{f(x.0} = [Te*f(x.0)dt = F(x,5).
0
1) For en partiel afledet med hensyn til tiden mé differentiationsreglen stadig geelde, f.eks

ge{g—{} - 5 F(x,5) - f(x,0).

2) For en partiel afledet med hensyn til enhver anden variabel x gelder den enklere regel:

ox? ox? ox? ox?

g{ﬂ} = a_pge{f(x’t)}, dvs. g{ﬂ} . OF (saetning 15.6, regel 8).

3) For en blandet partiel afledet benyttes bade 1) og 2), f.eks.

&f a(af\l _ a ofarl _ o i
g{@} 9{5(5)} ) gg{a} - E[S F(x,5) - f(x,0)]

s'%F(x,s) - %f(x,O) = S'Z_i(x’s) - %(x,O).

Partielle differentialligninger, hvor Laplace-transformation kan benyttes.

Laplace-transformation med hensyn til t kan anvendes pd linecere partielle differentialligninger, hvor koefficienterne
til f og til de afledede af [ ikke afhcenger af t.

Eksempelvis kan Laplace-transformation med hensyn til ¢ anvendes pa ligningen:
x cos(x)g +e*f + (x2)? = 0,
ot ox

men ikke pé ligningerne

t% + cos(t)% +elf+ (xt =0 (koefficienterne athanger af ¢)
x
2 2
A 2 v cos)| L+ emp2 e i =0 (ulinezr).
ot ox
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Eksempel 15C.1. Partiel differentialligning.
Lad der vaere givet folgende partielle differentialligning

U, x9 _ x(ivry, x21, t=0.
ot ox

Find en losning  f(x,?), som opfylder betingelserne:
a) f(x,0) =x foralle x=x1

b) f(1,t) =e'+t foralle ¢=>0.

LOSNING:

1. Laplace-transformation af partiel differentialligning. Ved Laplace-transformation med hensyn til 7 fas

g?{a_f} + x-g@{g} = x{1+t} © s F(x,s) - f(x,0) w9 x(l + i) .
ox ox

ot s g2

Heri indsettes begyndelsesbetingelsen a), sa vi far

S.F_x+x-a_F' = x* l+i == x-a_Fv +SoF=xu l+l+i .
ox s g2 ox s g2

2. Lgsning af sedvanlig differentialligning for fastholdt s. For en fastholdt (konstant) veerdi af s er den

sidste ligning en sedvanlig linezer differentialligning af 1. orden. En sédan differentialligning har vi
Z—F +2F=1+ 1, % , hvorefter losningen kan
x

tidligere leert at lose. Forst normeres ligningen:
X s s

udtrykkes ved integraler:
Idet P(x) = fﬁdx = s'In|x| = s:'Inx (og C=C(s) er en reel funktion), fas
x

f(1+l+i)ep(")dx+C} = gwinx f(1+l+i)es'1“"dx+C}
2 s S2

s s
S [ PUL R I [ S
s s2)s+1

F(x,s) = e*®

=xf

s+1
]+l+i X +C
s s2) s+l

2
5 +S+1'x + Cx™* .
(s+1)s?

3. Laplace-transformation af betingelse for at bestemme C. Idetfundneudtryk for F(x,s) indgaren

arbitreer “konstant” C, der eventuelt kan afhenge af s. Denne “konstant” vil vi bestemme ved hjaelp af

betingelse b). Ved Laplace-transformation af betingelsen b), fas

2,04
F(ls) = 2(f(1.0)} = g +1} = — si ) ﬁ

Indsettes x=1 1idet tidligere fundne udtryk for F(x,s), fas F(1,s) =

s2+s+1 . C.

(s +1)s?

§2+s+1
-x

(s+1)s?

For at opfylde betingelsen b) ma vi altsa sette C =0. Dermed har vi fundet F(x,s) =

4. Tilbage-transformation af lesningen for fastholdt x. For enhver fastholdt (konstant) verdi af x kan

2 2
losningen F(x,s) nu tilbagetransformeres: f(x,#) = ¢! w'x = xg! sTrstl .
(s +1)s? (s +1)s?

Ved hjelp af formel 84 med a=1, 4=1, B=1 og C=1 fas

f(x,1) = x'(l_iJrl'e_t +(111 +:—i-tJ'1) = x-(e't+t) .
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Eksempel 15C.2. Partiel differentialligning.

INDLEDNING:
Ved at lade C-atomer diffundere et stykke ind i stal ved hej temperatur kan stdlmassen ved en efterfelgende
afkelingsprocedure haerdes ner overfladen, mens den indre kerne forbliver sej.

Ved hjelp af diffusionsligningen' (Ficks 2. lov)

c(x,0) = ¢ for x>0
2
9c _ DE med betingelserne c(0,2) = S, for >0
ot dx?
c(o0,f) = ¢ for >0

kan det beregnes, hvordan C-koncentrationen c(x,?)

afhenger af den forlebne behandlingstid ¢ og afstanden x

fra overfladen pa et sted, hvor den er plan, se figur 15C.1.

Her er
¢, = C-koncentrationen i materialet for diffusion, f.eks 0.1

vaegt %, )
¢, = C-koncentrationen i det alleryderste lag af materialet !

under diffusionsbehandlingen, f.eks. 1.1 vegt %,

D = diffusionskoefficienten (C-atomer i stal ved 950°C
er
D=75-10%m’h ?).

Find c¢(x,¢) foralle x>0 og > 0.

Fig. 15C.1. Diffusion ind i et materiale.
LOSNING:

Idet diffusionsligningen Laplace-transformeres med hensyn til ¢, fas

c
C(0,s) = 2
8*C §
sC -c¢;, =D— med betingelserne
ox? c
C(OO,S) = >
s

hvor C=C(x,s) = L{c(x,t)}. For enhver fastholdt verdi af s er dette en inhomogen, lineer
differentialligning i x med konstante koefficienter. Den kan vi lgse efter den i bind 1 angivne metode:

Homogen ligning: Daz—g -sC =0, karakterligning: DA%’-s=0 < A== % ,

ox
lgsning:  C,.. = Kle_\/; + K2e\/% .

Denne ligning omtales i L. Alfred Hansen og P. Seltoft: “Kemiske enhedsoperationer”, 1980, side 295.

2 A.N. Minkewitsch: “Chemisch-thermishe Oberflichenbehandlung von Stahl”, 1953, side 55.
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Inhomogen ligning: Dﬁ -sC=-¢;,
Ox?

c.
gaettemetode: Cartituter = k indszttes D:0-sk=-¢, & k= ?’

. . C. - ix ‘/Ex
Fuldsteendig lesning:  C(%,5) = Cppiuter * Chom = ?' +Ke'? +Kel?
med betingelserne

ﬁ+K1+K2=i K1=cy_(
s s PG s
K, =0 K, =0 he(x.0)
C \/7 7
¢, c,-c; =% ’
Heraf fas C(x,s) = 2 + X2 Le VD |
s s
Ved tilbagetransformation fas (benyt f.eks. Schaums
handbog)
c(x,t) = ¢, + (c,—c;)erfc X . ST
g 2/Di

| -
| 2\Dt
Losningens graf.

Funktionerne erf og erfc. Den sdkaldte “fejlfunktion” erf (forkortelse for “error function”) er tabelleret

nedenfor. Definitionen er

erf(y) = ifye"‘zdu.
Jm

Den “komplementare fejlfunktion” erfc defineres ved
erfc(y) = 1 - erf(y).

|

y erf (y) y erf (y) orf (v)
0.00 | 0.00000 1.2 0.91031
0.05 ] 0.05637 14 0.95229
0.1 0.11246 1.6 0.97635
0.2 0.22270 1.8 0.98909
0.3 0.32863 2.0 0.99532
0.4 0.42839 2.5 0.99959
0.5 0.52050 3.0 0.99998
0.6 0.60386 3.5 1-0.74x10° erfe (1)
0.8 0.74210 4.0 1-1.6x10% 0 ’
1.0 0.84270 0 N 5
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supPLEMENT: 15D NUMERISK TILBAGE-
TRANSFORMATION

Som det folgende eksempel viser, fores man let til en funktion F(s), som det ikke er muligt at tilbagetransformere ved
hjeelp af en Laplacetabel.

Eksempel 15D.1. Differentialligning med forsinkelse.

Figuren viser et system, hvor en del af tankens indhold pumpes gennem et ror (f.eks. en varmeveksler eller
en rorreaktor), der forer tilbage til tanken. Hver vaeskedel er 1 minut om at gennemlgbe roret. Systemet startes
til tiden #=0 med »(0) =0 og rent vand i reret.

Find Y(s).
opholdstid i
ror =1 min
71 m-=/min
2 l\’gA/m3 _—EO - = =
T y[kg A /m”] R
5 m~/min D3 min
I mS -
LOSNING:
Balancen IND + PRODUCERET = UD + AKKUMULERET giver

2%dt . %u(t—l)'y(t—l)dt 0 = Zy(ndt + dy(@).

f—

Ved division med dt fas differentialligningen:

dy 1 1
2 Zy(t) - Zu(t-1)y(t-1) = 1.
4 2y() 2( )y(t-1)
Ved Laplace-transformation fas
Y+ Ly -tevsy -1 o we--—— L
2 2 Ky 1 1
s|s+=-—¢
2 2

Denne funktion er det ikke muligt at tilbagetransformere ved hjalp af en Laplacetabel.

Som eksempel 15D.1 viser, kan det ofte vaeere nedvendigt at approksimere den tilbagetransformerede

() = L ¥(s)} ved en numerisk metode.

Der findes adskillige formler til numerisk tilbagetransformation, men en rimelig god og enkel formel er folgende:

() = C s, Y(s)) + Cys, Y(s,) +. ..+ Cysy Y(sy),

hvor .
5,(1) = % og ke{l,2,...,N}.

Konstanterne a,b,C,,C,,... ,C, ergivetitabelleniappendix 15.4 for N=2,4, 8, 16, 32 og 64.
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Suppl enmrent 15D Nuneri sk til bagetransfornation

"Udledning" af formler. Ved Laplace-transformation afen potensfunktion f(¢)=t", ne{0,1,2,3,...} fas

! A
en ny potensfunktion F(s) = RAN (formel 4 i appendix 15.1). Sazttes s, = 71 , hvor A, er en frit valgt

sn+1

konstant forskellig fra 0, kan potensfunktionen f(¢)=¢" derfor omskrives pa felgende méade:

A A n! A n! A/ ! A/
Fay == 71 1n+1 -5 n1+1 ) _1'.s1_ :l+1 B —1'-s1-F(s1).
A s; ! h: s n:
-1 ! 1 1
t
For f(f)=t" gelder altsd eksakt formlen
An
f(t)=C,s,F(s,), hvor Cl:n_l"

47
Settes eksempelvis C, = 7—1' , galder formlen eksakt for f(¢) =¢7.

For nu ogsé at kunne fé en tilsvarende formel for andre polynomier betragtes en linearkombination:

f(2) = Cis,F(s)) + Cys5,F(s,) + ... + CysyF(sy) , (1
hvor 4 4 4
1 2 N
S =—, 8§, =—=,..., Sy= — .
V2™ Ny

Idet vi ensker, at formel (1) er eksakt for 1,¢,¢2,¢3,...,¢V !, fis

A ! !
tm = 0171.% .+ Cy tN n -, ne{0,1,2,...,N-1}
Al)'” 4,
eller t t
! ! !
1=c -+ v+, ne{0,1,2,...,N-1}.
A" A" A
1 2 N

Velges feks. 4,=1, 4,=2,..., 4,=N, kan C|,C,,,..., C, bestemmes af de fremkomne N ligninger.

Da den fundne formel er eksakt for alle polynomier f(#) af grad mindre end N, kan det forventes, at den ogsa

giver tilnzermet rigtige resultater for funktioner, der kunne tilnermes med polynomier (Taylorpolynomier,
kollokationspolynomier, udglatningspolynomier). Desveerre kan funktioner £(¢) na&r asymptoter (fort >

o0 ) meget darligt tilneermes ved polynomier, og den asymptotiske opfersel er ofte meget vigtig at finde. Derfor
indferer vi en substitution u = e”*, hvorved intervallet 0 < ¢ <oco afbildes overiintervallet 0 <wu <1. Derpd

soger vi at gore tilbagetransformationen bedst mulig for polynomier i u, dvs. for funktioner af typen

f(t) = ay + aet + az(e")2 o+ a]\,_l(e")fv'1
altsa for

2t

+ ... +a, e @Dt

= -t -
f(t) =ay + ae”’ +a,e ay_,

Pa grund af linearitetsreglen er det nu tilstreekkeligt at gore tilbagetransformationen optimal for funktioner af typen
f(®)=¢e7"" foralle re[0;00[ ogalle r€]0;00[, efterat 4, noget vilkirligt (efter forsog) er valgt pa
formen a-bF.

Det ses, at nar N er stor, har C’erne meget store vaerdier med vekslende fortegn, saledes at der kraeves meget

nejagtige regnemidler for at fa brugbare resultater. Dette er en karakteristisk egenskab ved alle former for numerisk
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Laplace-tilbagetransformation. Det bliver derved svaerere at fa rimelige resultater -- men slet ikke umuligt.

Fremgangsméde. Den numeriske formel bruges til at beregne y(¢) for nogle t-verdier t,1,,... g s der

kan laves en tabel eller en graf for funktionen y(#). Beregningerne kan gentages med stadig fordobling af N, indtil
stabile resultater er opnaet. For at opné sterst mulig ngjagtighed kannogleledi Y(s) eventuelttilbagetransformeres
eksakt ved hjlp aftabel. Forsinkelsesfaktoreraftypen e %° skal bortskaffes ved hjaelp af forsinkelsesreglen, inden

tilbagetransformationen foretages (se det felgende eksempel).

Ngjagtighed. Metoden virker bedst for funktioner y(#) med et simpelt forleb, dvs. med fi vendetangenter:

Nar ¢ vokser, aftager ngjagtigheden erfaringsmessigt for hver ny vendetangent, der passeres. Det hjelper at benytte

storre veerdier af N. Nedenstdende figurer viser, hvordan beregnede punkter tilneermer de eksakte grafer:

L
¢ Sin (7 t)

=

N 16

\j

O)
m /080000, —
oo CICIoJGL01010.0}

MW

7/8@@@ N 32
N 4
A 2
\% ) @) @ o
/ o
/ Rag n/®@®\0 G99,
. Lo Q0006 >
- oX516Y0K0)
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Eksempel 15D.1. Numerisk tilbagetransformation.

Find ved numerisk tilbagetransformation y(¢) = 93'1{ § Z’C_S} for + = 0, 0.25, 0.50,..., 4.00
med en absolut fejl < ca. 0.0010 . (s+1)

LOSNING:

Da en faktor e blot betyder en forsinkelse pa a, gelder

(o) = sf*{L-e-s} _ [Q{LH .
(S+1)2 (S+1)2 forsinket 1

N=2: Formlen y(t) = C;s,Y(s,) + C,s,Y(s,) givernu

2 2 :
(1+i) (1+i)
51 52 forsinket 1

07-2! 14 20722 28

o)

51
) = |Cis;——

+ C,5,—=—
(,+17 (s, + 1)

]forsinket 1

Indszttes fratabelleniappendix 15.4 7,=2.568, C,=-1.544, s,= = - og $,= P fas
2.568 1.544 2.568 1.544
y(t) = - = u(t-1) -
t)? t)? t-1)° t-1)°
1+ — 1+ — 1+— 1+-——
14 2.8 ) Jforsinket 1 14 2.8

N=4: Analogt fas for N=4:
() = u(t-1) 18.8210 _ 37.4849 . 25.9963 _ 6.3282

L. 21 2 s to1 2 s t-1 2 L1l 2
3.345 5.0175 7.5263 11.2894

N=8,16,...: Der fortsettes med fordoblede vaerdier af N, indtil et stabilt resultat er naet for alle de

onskede verdier af y(z). Beregningerne sker lettest pd computer eller programmerbar lommeregner,

f.eks. ved hjeelp af felgende algoritme:

[}
T
© ~ 8

y(—

s < sb
gentag for k=1,2,...,N
y e y+CprsY(s).
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Resultater:
tilnermet y (¢) eksakt
t t
N=2 N=4 N=8 N=16 y(#)
0.00 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.25 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.50 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.75 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
1.00 1.0240 1.0042 0.9999 1.0000 1.0000
1.25 0.5475 0.5778 0.5842 0.5841 0.5841
1.50 0.2827 0.3009 0.3030 0.3033 0.3033
1.75 0.1283 0.1223 0.1178 0.1181 0.1181
2.00 0.0355 0.0089 -0.0001 0.0000 0.0000
2.25 -0.0213 -0.0610 -0.0714 -0.0716 -0.0716
2.50 -0.0562 -0.1019 -0.1111 -0.1116 -0.1116
2.75 -0.0077 -0.1234 -0.1298 -0.1303 -0.1303
3.00 -0.0900 -0.1322 -0.1349 -0.1353 -0.1353
3.25 -0.0969 -0.1327 -0.1316 -0.1318 -0.1317
3.50 -0.1000 -0.1279 -0.1232 -0.1231 -0.1231
3.75 -0.1007 -0.1199 -0.1122 -0.1119 -0.1119
4.00 -0.0999 -0.1101 -0.1000 -0.0996 -0.0996

Det ses, at for N=16 er alle y(#)-vardierne blevet stabile inden for den enskede nejagtighed pa 0.0010.
Derfor accepteres disse y(¢)-verdier som slutresultat. Verdierne af den eksakte tilbagetransformerede

y(t) = u(t-1)-[1-(¢-1)]-e"“"D er anfort til sammenligning.
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Opgaver til kapitel

OPGAVER

Opgave 15.1 (L ved integration)

Find ved integration

17 «{1} 2) 9{*} 3) L{sin(wr)} 4) L{t-cos(wt)}.

Opgave 15.2 (L ved tabel)
Find ved brug af tabel

1" %9{7 +5.¢7 20" 5in(3¢) + 6t.53—2t}

2) %9{3 * 4f'e_Z"COS(”%) +6-e7H - 20D 4t }

3) Q{sin(Zt)+t3+3’+cos(2t_%)+3\/?}

4) g{ﬁ + e’ 4 \/?'Sint + sin?t + 2'cosht'cost}-

Opgave 153 (L' ved tabel)
Find ved brug af tabel

]T) &E'l 3 + S + 7
s+2  §2-65+8  s(s2+65+25)

1 s 1
- + +
s (s+3)2 §2+25+26 (s2+2s)2}

ge 1

g 4 . 1
s+1 s(s+2)(s*+8s+20)

2 1
+
s2+10s+29 s(s+1)3 (s+1)5}'

15
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Opgave 15.4 (differentialligninger)

Find y=y(t) (te[0;00[) ved hjeelp af Laplace-transformation for hvert af de folgende
differentialligningsproblemer:

d’y _,.dy t dy
r —2.9Y 3. = 4.e7, 0)=0, 0)=1
17) 1 7RI ¥(0) dt( )
dy + -3¢
— 3' = . 0 =7
2) S 3 »(0)
dy | .
— = sinft, 0)=1
3 Y y(0)
d’y , dy
+y = 2-sint - 2-e’, 0)=1, 0) =1
4) 1 y ¥(0) dt( )
d’y . ,.dy » dy
GV 2.9 1y =, 0)=1, 20)=-1
5) 1 o y(0) dt()
4 2 3
6 L2y =60, »(0)=0, 2 0y=0, L2(0)=6, L2L(0)-14.
dt* dt dr? ds3

Opgave 15.5 7 (system af differentialligninger)

Lad y=y(t) og z=z(t) betegne koncentrationerne af et stof A i to tanke:

5
e “LkgeA/ m3
4m>2/ time
|
= = = — — — T NN _— = 3
o— = — Zm-/ ame dm->/ time
o — -

y[ke A m3] 2m 3/ time 7 [kg A /m 3]

bl 2
Im3 2m>?

Til tiden t=0 timer er koncentrationerne i tankene y(0) =0 og z(0) =0.

Find z(t) foralle te[0;00[ ved hjeelp af Laplace-transformation.
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Opgave 15.6 (system af differentialligninger)
Lad y,=y,(t), y,=y,(t) og y,=y;(t) betegne koncentrationerne af et stof A i tre tanke:

kg A/m 3
' m 3/ time

v, 1
—N—= - — — | m2/ tume — - - — [ m2a/ time —_AS\O _____
2 ~ ’ ~
Y] (ke A/m 3] v, [ke A m 3] Y3 (kg A /m 3]
2 bl
2m?> 2m>? 2m3

2, .
I m>/ time

Til tiden t=0 timer er koncentrationerne i tankene y,(0) =y,(0) =y,(0) =0.
Find y,(t) foralle t€[0;00[ ved hjeelp af Laplace-transformation.

Opgave 15.7 (system af differentialligninger)

Lad y=y(t) og z=z(t) betegne koncentrationerne af et stof A i to tanke:

3kgA/m3 Okg A/ m?3
Sm3/ time 2 m3/ time
—»— = = — 4m3/ time >_—A§D—_—_—_—_—_
3 b 7 3
y [ke A/m3] L m3/ time 7 [kg A/m 3]
-
I m3 I m?>
2m3/ time Sm3/time

Til tiden t=0 timer er koncentrationerne i tankene y(0) =z(0) =1 kg A/m’.

Find z(t) foralle te[0;00[ ved hjeelp af Laplace-transformation.
Opgave 15.8 (system af differentialligninger)
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Find y=y(t) (te€[0;00[) ved hjelp af Laplace-transformation for hvert af folgende
differentialligningsproblemer:

dy -t
1 +ty-z =¢€
) Y

1
p , y(0)=§, z(0)=0
—Z+y+3z=0
dt
dy -t
2) L +3y-4z=c¢
) a3
p , y(0)=0, 2z(0)=0
22 iy+7z = -2¢”
7
dx
3 — +3x+y-z =20
) 7 y
ay +2y+z =0
ar xX+iy+z = , x(0)=1, y(0)=1, z(0)=0
dz
—+x+y+z =0.
a7

Opgave 15.9 er flyttet og hedder nu 15.C1.

Opgave 15.10 (stykkevis defineret funktion)
Udtryk funktionen f ved hjcelp af enhedstrinfunktioner i hvert af de folgende tilfelde:

sin ¢ for te[O;g[

1M A= {1 for te[g;ﬂ:[
| cost for te[m;oof.

2t for t€[0;1]

2) f(r) = { e’ for te[l;3]
2 for te[3;00][.

t for t€[0;2]

3) f(1) = 3 2 for te[2;3]
2¢3"  for te[3;00][.

2t for t€[0;1]

4) f(t)= 1 3-¢ for re[1;2]
1 for te[2;00][.
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Opgave 15.11 (forsinkelsesreglen)
Find
1"y 9{u(t-n)sint} og L~ 1{

1o }

3) {u(t-2)sinh3t} og L'

K

2) L{u@-1)2}  og

4) Llu(r-4yte*} og 97!

e
(s+1)(s +2)

Opgave 15.12 (forsinkelsesreglen)
Laplace-transformér f iopgave 15.10.

Opgave 15.13" (stykkevis defineret funktion, forsinkelse, deltafunktion)

Figuren viser et system, hvor strommen til tank 1 kommer fra beholder 1 i de forste 3 minutter og
derpd fra beholder 2. Veeske fra tank 1 pumpes gennem et langt ror (kelespiral) til tank 2. Hver
veeskedel er 4 minutter om at gennemlobe roret. To minutter efter starten heeldes pludselig 3 kg rent

A itank 2. Systemet startes til tiden t=0 med y(0)=0, z(0)=0 og rent vand i kelespiralen.
1) Find y(t) foralle te[0;00].

2) Find z(t) foralle te[0;00].

beholder 1 beholder 2

- fter 2 minutter haeldes
4 minutlers Jkerent A itank 2
Lke A/m> ke Avm> opholdstid 1 roret Y

2, . Bl .
2 m2 /min 2 m2 min /

Y

2m- /ll]ll]

_
|
=N
(i3] |
N
=
”o
|_||
SN\H
=
i |
S
= |||
)
\j

tank 1 tank 2
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Opgave 15.14 (stykkevis defineret funktion, forsinkelse, deltafunktion)
Figuren viser et system, hvor der 1 minut efter starten pludselig heeldes 2 kg rent A i tank 1. Veeske
fra tank 1 pumpes gennem et langt ror (kolespiral) til tank 2. Hver veeskedel er 2 minutter om at
gennemlobe roret. En anden strom til tank 2 kommer de forste 4 minutter fra beholder I og derpad

fra beholder 2. Systemet startes til tiden t=0 med y(0)=0, z(0)=0 og rent vand i kelespiralen.
Find z(t) foralle te[0;00].

clter I minut hacldes
2 kg rent A i tank |

Oke Am”

> <opholdst1(l i mlct

WW, o ol

|\\\\

minutters

)

2 .
4 m-2/min

beholder 1

~

" N
A 3
e ke A/m 3

beholder 2

5
b

ke A/my

&

—

i}

_

14 m 3/min

=

[ke

I»«

w1

Im-

5

min

Y

z D\'g A/m>3 ]

R
I m?

Y, .
7 m-> ‘'min

_

x®©

n-

ank 2
tank | tank 2

Opgave 15.15 ( forsinkelse, deltafunktion)
Find y=y(t) (t€[0;00[) ved hjeelp af Laplace-transformation for hvert af de folgende

differentialligningsproblemer:

1 %+y=u(t—1)-e‘+68(t—1), »(0)=0, &=0
2) %+y=6e(t—2)+u(r—1), y(0)=1, &=0.

Opgave 15.16 er flyttet og hedder nu 15.D1.

Opgave 15.17 ( regneregler)

-3s
=2 i,'ﬁna’ ¢! 1 og L)
T 3 3
(25 -1)2

(s-1)?

1) Givet 97! %
2

Fortscetter!

44



Opgaver til kapitel 15

e"} og %E{j;t\/ée'ede}.

| w

y G a7} - Lyms e gfe), 2fe), 4l

3)  Givet S.P{t-lnt}=1nS+—2Y_1, hvor v~ 0.5772;
S

find  2{¢*nt}, 9{r*e’Int} og %E{]:&]nede}.

4)  Givet y(t)=e-f+f‘y(v)-sin(r—v)dv; find y=y(t), te[0;00].
0

sins — s

. Det oplyses, at greenseveerdien 1im y(t) eksisterer.

t— 00

5")  Givet Y(s) =
s
Find denne grensevcerdi.

6) Givet Y(s) = 2s+15 . Det oplyses, at greenseveerdien lim y(t)

(s+2)(3s+2)-4e* 100

eksisterer. Find denne greensevceerdi.

Opgave 15.C1 ( partiel differentialligning)
Find funktionen C = C(x,s) = L{c(x,t)} ogderpi c(x,t) (x€[0;1], t€[0;00[) for hvert af de folgende
differentialligningsproblemer:

c(x,0) =e*-1
17) 9c ¢ _ o , idet
ot Ox c(0,1) = 0 for t>0
2 % (x,0) = 33
2) € 43¢ =3xt+1, idet { 9%
Ot ox
c(0,8) = ¢! for >0
c(x,0) = ¥
2
3) 29¢.9¢ 4y idet | (x,0) = - +x
at2 ax ax
c(0,t) = et +¢2 for >0
c(x,0) = x
2
4) 9c _O¢ , idet { ¢(0,) =0 Jor >0
ot  9x2
c(l,t) = -1 for >0
c(x,0) = ¢
2 =
5) 2e-9¢ : idee | 1D =6 Jor 120
ot 9x? a
£€0,) = 0 for t>0.
Ox
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Opgave 15.D1 ( numerisk 7!)

Find folgende ved numerisk Laplace-tilbagetransformation med N =2 (samt gerne storre veerdier af N):
T g e—Ss

") y@) =< {—— for = 325

2) ) =gile _?} for t ~ 525

s

3) y(t)=sr1'—f} for  t=5

B 1 e723
) =4 } foralle t>0

4)  y(1) = &Q'l{s_%} foralle t>0
6) y() = 89_1{

—} foralle t>0.
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16 LINEARE LIGNINGSSYSTEMER

16.1 INDLEDNING

Ved problemer, hvis lgsning kraever, at man opererer med et storre antal sammenherende lineaere

ligninger (forstegradsligninger), kan man med fordel anvende matrixregning.

Da det matematiske problem i sddanne tilfaelde alene er bestemt af de konstanter, der forekommer

1ligningssystemet, og ikke af de betegnelser vi giver de variable, er det praktisk ved behandlingen

af ligningssystemerne blot at se pa “skemaer” (sakaldte matricer ) indeholdende konstanterne.

Eksempelvis vil man ved behandlingen af ligningssystemet

3x,-4x, - x,
3x, -2x, -4x; - 2x,
X, - 2x3 -2x,

-x, +3x,

-3x,

med fordel kunne se pa “koefficientmatricen”

0 3 -4
3 2 -4
1 o0 2
103 0

eller “totalmatricen”

0 3 -4
3 -2 4
T =
1 0 -2
-1 3 0

Sterre systemer af ligninger forekommer f.eks ved mange procestekniske beregninger, hvor man

opstiller et system af “balanceligninger” (stofbalancer, energibalancer, ekonomiske balancer,

...), som ofte vil vare lineare ligninger.
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16.2 INDLEDENDE DEFINITIONER

Vektorrum
En mangde V kaldes et vektorrum, hvis den opfylder folgende regler, der er velkendte fra plane

og rumlige vektorer ( fra R* og R*):

1) Addition. For alle a, beV erder defineret en addition @+b. , siledesat a+ beV.

2) Multiplikation. For ethvert a € ¥V ogethvertreelt tal 7 er der defineret en multiplikation

ta, siledesat taeV.

3) Regneregler.

a+b =b+a, ta = at kommutative love
a+(b+c) = (a+b)+c, s(ta) =(st)a  associative love

s@+b) =sa+sh, (s+t)a =sa+ta  distributive love
a+0=a, la=a neutrale elementer 0 og 1.

Eksempelvis er mangden af 4-vektorer

V= {(xl,xz,x3,x4) | xp,%,,%5,%, G]R}
et vektorrum, nar addition defineres ved

(ay,0,,a3,a,) + (b, by, b5,b,) = (a,+by,a,+b,,a,+b;, a,+b,)
og multiplikation defineres ved

t(a,,a,,ay,a,) = (ta, ta,,tay,ta,).

Underrum

Lad a®,a®,...,a®eV. Mangden af alle linearkombinationer
—a —0 _
tla()+t2a()+ e +tna(”)

er et underrum' U til V. Man siger, at vektorrummet U ”udspzendes” af vektorerne
a®,a®,. .., a®,

Eksempelvis vil to ikke-parallelle vektorer a og b idet sedvanlige 3-dimensionale rum ud-

spande et underrum svarende til en plan, der indeholde a og b , ogsom gar gennem (0,0,0).

' Bt vektorrum U kaldes et underrum til et vektorrum V, hvis:

) UcV (U= @) og
2) enhver linearkombination af vektorer fra U selv tilhgrer U.
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a og b udspcender et
underrum (en plan) i R3.

Linezr uaftheengighed
Vektorerne a®, a®, ..., a™ e V kaldes linewrt uafhengige, hvis ingen af vektorerne kan ud-

trykkes som en linearkombination af de evrige.

Eksempelvis vil 2 vektorer a®® og a® i det sedvanlige 3-dimensionale rum vere linezrt
uathangige, hvis de afsat som stedvektorer ikke ligger pa samme linie. Analogt vil 3 vektorer
a®,a® og a® irummet vere lineert uathaengige, hvis de afsat som stedvektorer ikke

ligger i samme plan.

Linecert uafhengige
vektorer.

Dimension
Et vektorrum V' siges at have dimensionen n, hvis n er det storste antal linezrt uathengige

vektorer, der kan udtages af V.
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Basis

Vektorerne & (1), b (2), cees 5™ Kaldes en basis for vektorrummet V, hvis:

1) p® , p?® yerns b® alle tilherer vektorrummet v,
2) Z;(l),l;@), .. ,Z;(") er lineaert uathengige og

3) n er dimensionen af V.

Isafaldvil b (1), b (2), v ™ udspande hele vektorrummet ¥, dvs. for enhver vektor a €V
eksisterer der et st reelle tal ¢, #,,..., ¢, saledesat a kan skrives som en linearkombina-
tion

- T, , 7O ()

a=t,b7+t, b7+ ..+t b,

Ellers ville a, b (1), b (2), ey b® nemlig veere n + 1 lineart uathaengige vektorer, dvs. flere

end det er muligt for et vektorrum af dimensionen n.

Eksempelvis vil vektorerne

»M=(1,0,0,0)
5®=(0,1,0,0)
5@ =(0,0,1,0)
5@ =(0,0,0,1)

udgere en basis for mangden af 4-vektorer, idet vi kan skrive

a=(apay,aa,) = abP+a,b®+a,b®+a,b®.

Matricer

Ved en matrix forstds et rektangulaert skema bestaende af tal eller bogstavsymboler:

a, 4, - . . aq,

Ay Qy . . . 4,
A =

an 4 - - - 4,

De enkelte symboler kaldes matricens elementer, og vil i denne bog hovedsagelig vare reelle
tal. Hvor intet andet er nevnt, gelder alle definitioner og setninger dog ogsd, nar matricens

elementer er komplekse tal.
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I skemaets m (vandrette) reekker og n (lodrette) sejler indgar m-n tal, nummererede med

dobbelte indices, saledes at forste index angiver rekkenummer, og andet index angiver sgjlenum-
mer. Elementet a,  stir sdledesiden r'te rekke og den s'te sgjle. Man siger kort, at 4 er en

m gange n matrix (skrives mx n), og vil da ofte som symbol for matricen skrive 4, .

Andre betegnelser for matricer er 4, {a,.} og {a.},.n-
To matricer siges at vere af samme type, hvis de har samme raekkeantal og samme sojleantal.

Elementerne ay,, ay,, ay3, ... (dvs.elementerne hvor rekkenummeret = sgjlenummeret) siges
at udgere matricens diagonal.

En kvadratisk matrix af » te orden er en n x n matrix.

Det kan 1 visse tilfaelde veare praktisk at tenke sig de n sgjler som sgjlevektorer i R™:

an ap ai,
ay ay G

8§ = > 8y = > > s, = >
aml am2 amn

de m rekker som rekkevektoreri R” :

r, = (an, Ayyenes aln)

r, = <a21, Apyseves a2n)

r,= (aml, Appse-ns amn).
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Linezert ligningssystem

Et ligningssystem af formen

a;x + a;,Xx, R a;,.x,
a X, + ay, X, + ...t a,,x,
a..x + a,.xX, + ...t a, nxn

(1)

hvor alle a'er og b'er er reelle (eller komplekse) tal, kaldes et lineert ligningssystem med m

ligninger og n ubekendte. Hvis (bv b,,.

vare homogent, ellers inhomogent.

Veden lesning til (1) forstas et talset (ocl, o,,.

. bm) =(0,0,...,0), siges ligningssystemet at

vy ocn) , som tilfredsstiller (1), nir det indsettes

1stedet for de ubekendte (xl, Xyyeuns xn) . Mengden afalle lgsninger til (1) kaldes ligningssyste-

mets fuldstaendige lesning. De enkelte losninger kaldes undertiden partikulzere losninger.

I forbindelse med losning af ligningssystemet (1) kan det vaere praktisk at skrive ligningssystemet

pa matrixform, som en totalmatrix:

a, a, . .. a, | b
a, Ay . . . a4, | b,
T = |
a, a, .. .a | b
Lad
a; 4 ai,
ay 4y G
A4 =
a, a, ... a.

Totalmatrix kan da kort skrives

T=(4|B) .

Matricen A kaldes den til ligningssystemet horende koefficientmatrix.
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16.3 Gauss' elimnation, lgsning af lineagt |igningssystem

16.3 GAUSS' ELIMINATION,
LOSNING AF LINEART LIGNINGSSYSTEM

Et lineaert ligningssystems losningsmangde @ndrer sig ikke, hvis:

a) to ligninger ombyttes - svarende til rekkeombytning i totalmatricen 7,
b) en ligning multipliceres med en konstant £ # 0 - svarende til at en rekke i 7" multipli-
ceresmed k£ # 0,

c) en ligning L, erstattes af ligningen L, +k-L, - svarende til at den q'te rekkei T
multipliceres med & og adderes til den p’'te raekke (p# ¢ ). Dette kaldes en raekkeopera-
tioni 7 og skrives kort r,+k - r,.

To matricer 4 og B er rakkesekvivalente (skrives A~ B ), hvis de kan overfores 1 hinanden
ved én eller flere af de i punkterne a), b) og c¢) nevnte &ndringer.

Ideen 1 den sdkaldte Gauss' elimination er, at man ved rekkeakvivalente operationer omdanner
ligningssystemets totalmatrix til en sdkaldt “echelon-matrix”, hvorefter ligningssystemets lasning
er nem at finde.

Echelon-matrix

En matrix af typen

S O =
S = 9N

| 5
| 2
| 3
| 0

o © o W
S © = B

0

kaldes en echelon-matrix (echelon = trinvis opstilling med skrd front). En sadan matrix er
karakteriseret ved:

1) at reekker, som bestér af lutter O'er er placeret nederst i matricen,
og for de ovrige reekker gaelder

2) atien rekke er det forste fra 0 forskellige tal i reekken et 1-tal. Tallet kaldes for reekkens
“ledende” 1-tal,

3) at for to pd hinanden folgende rakker vil det ledende 1-tal i den nederste af de to reekker
sta laengere til hojre end det ledende 1-tal i den overste af de to rakker.

Andre eksempler pa echelon-matricer er

1 4 316 15 6] 2 1 5 61 4
01 1]2 01 27 00 1[5
0 0 13 00 0|0 00 0] 1

Bemark: Ethvert ledende 1-tal har lutter O'er under sig.
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Det folgende eksempel vil angive de vigtigste trek ved en Gauss™ elimination.

Eksempel 16.1. Gauss elimination. Lesning af ligningssystem.

Los ligningssystemet

3x, -4x; - x,

3x; - 2x, -4x; - 2x,

X, -2x; - 2x,

-x, +3x, -3x,
LOSNING:

Totalmatricen opskrives:

0 3 -4 -11] 2
2 4 2| 2
1 0221 0
-1 0 3| -2
1 0-2-21] 0
2 -4 2| 2
3 -4 -1 2
-1 3 0 -3 ] 2
1 0 -2 -2 |
0 -2 2 4 |
0 3 -4 -1 |
0 3 -2 -5 -2
1 0 -2 2] 0
0 1 -1 -2 -1
0 3 -4 -1 2
0 3 -2 -5 -2
1 0 -2 2] 0
0 1 -1 -2 -1
0 0-1 5| 5
00 1 1] 1
1 0-2-21] 0
0 1 -1 -2 -1
00 1-5] -5
00 1 1] 1
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Kommentarer:

Da forste raekkes forste element er 0, om-
byttes 7, og r, for at fi et ledende 1-tal.

Der skaffes 0’er under det ledende 1-tal
i forste rekke.

Ovenstdende procedure gentages pa
"undermatricen", der fremkommer ved at
se bort fra forste rekke og sgjle.

Forst skaffes ledende 1-tal i anden raekke.

Derpa skaffes 0" er under det ledende
1-tal i anden rekke.

Proceduren gentages pd "undermatricen",
der fremkommer ved at se bort fra

forste og anden rakke og sgjle.

Forst skaffes ledende 1 -tal i tredie raekke.

Derpé skaffes 0 under det ledende 1-tal
i tredie rekke.



16.3 Gauss' elimnation, lgsning af lineagt |igningssystem

1 0-2-21] 0
0 1 -1-21] -1 a4 Proceduren gentages.
0 0 1 5] -5 1
AR
0 0 0 6| 6 6
1 02 2] 0
0 1 -1-2] -1 Denne nye totalmatrix er pa
0 0 1 -5]| -5 "echelonform”.
0 0 0 1| 1

4) x,=1
(3) x-5x, = -5 <  x=0
(2) x, - x3-2x, = -1 o x,=1

(1) x,-2x,-2x,= 0 < x=2.

Maple:

Benyt menuen “Matrix” til at indtaste totalmatrix : Velg 4 rekker, 5 sejler, Insert Matrix,
Benyt tabulator nar der flyttes fra en plads til den naste

o 3 -4 -1 2

3 -2 -4 -2 2

1 0o -2 -2 0

-1 3 0o -3 -2
Cursor pa matrix, hgjre musetast, veelg “Solvers and Forms”, “Row-Echelon Form”, “Reduced”
1 0 00 2

Resultat: boot
1 00
0 01 1

Heraf ses resultatet umiddelbart.

Eksempel 16.1 har vist, hvorledes en given matrix omdannes til en dermed rakkeakvivalent

echelon-matrix. At dette altid er muligt, fremgér af folgende satning.

SATNING 16.1 (echelonmatrix).  Enhver matrix kan omdannes til en reekkecekvivalent echelon-

matrix, hvor de ledende 1-taller er entydigt placeret.

Bevis: Se supplement 15A
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Rang af matrix

DEFINITION af rang. Ved rangen af en matrix A forstds det storste antal linecert uafhcengige

reekkevektorer, som kan udtages fra A.

Uden bevis n@vner vi, at rangen bliver den samme, hvis definitionen baseres pa sgjlevektorer.

Rangen af A4 skrives kort p(A4) eller rang(A4).

SATNING 16.2 (rang). Rceekkecekvivalente matricer har samme rang.
Bevis. Se supplement 15B.

SATNING 16.3 (rang). Rangen af en matrix A er lig med antallet af ikke-nul reekker i en

tilsvarende echelon-matrix.

k% %k kX

Bevis. Lad echelon-matricen vaere A7 =

oS o O =

1
0 1 * % x | . Ifelge setning 16.2 og definitionen af rang
0001 x
0000O00O0O0

gelder rang(4 ) = rang(A') = maksimalt antal lineert uathaengige reekker i A'. Vi skal da blot vise, at navnte
maksimale antal uathaengige rekker = (antal ikke-nulraekkeri 4" ) =4.
Der kan hejst udtages 4 lineeert uathengige rekker r,,r,,r, og r,. Var de lineart athengige, kunne f.eks.

r, udtrykkes som r,=ar; +br, +cr,. Talleneisgjle1 viser, at a =0, siviville have r,=br,+cr,.

Imidlertid er dette umuligt pa grund af tallene i sgjle 2.

Eksempel 16.2. Rang af matrix.

Find rangen af matricen

1 3-2 0 0 O

. 2 6 -5 2 -3 -1

1o 0o 51015 5

2 6 0 8 18 6
LOSNING:

Matricen A omdannes til en echelon-matrix:

1 32 0 0 0 1 3-2 0 0 0
5 2 -3 - 0 0 -1 -2 -3 -1

2 6 -5 2 -3 -1 i i,

0 0 51015 5| r-2r |0 0 51015 5| 7 +S5p

2 6 0 818 6) r-2r Lo o 4 818 6) 1 +4r
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1 32 0 0 0 2 0 0
0 0 1 1
0 0 -1 -2 -3 -1
N 1
0 0 0 0 0 O (-1r, 000015
0 0 0 0 6 2 1
g’i 0 0 0 0 0 0
e

Da echelon-matricen har 3 ikke-nulrakker, er A)=3.

Maple: Reducer matricen som beskrevet i eksempel 16.1.

Vi kan nu resumere Gauss' eliminationsmetode.

Gauss’eliminationsmetode er folgende:
1) Totalmatrix T for et ligningssystem opskrives.
2) Ved én eller flere af operationerne
a) reekkeombytning
b) multiplikation af reekke med konstant k+ 0,
¢) reekkeoperation
reduceres T til en echelon-matrix T, (jeevnfor scetning 16.1)

3) Ligningssystemet, der har T, som totalmatrix, opstilles .

4) Det nye ligningssystem loses “nedefra”.

Da det oprindelige ligningssystem har samme losningsmangde som ligningssystemet med total-
matricen 7, er det oprindelige ligningssystem dermed lost.

Bemark 1: Ved “handregninger” venter man ofte med at skaffe 1-taller forrest i hver rekke, for
at undga for mange broker (se eksempel 16.2).

Bemark 2: Ved storre ligningssystemer, vil man sege at formindske afrundingsfejl ved sakaldt

pivotering (se supplement 16C ).

De folgende tre eksempler illustrerer dels, hvorledes man benytter Gauss ' metode til lgsning af
ligningssystemer, dels de tre typer losningsmangder der kan forekomme. Da der under de forskelli-
ge operationer pa matricerne let kan laves regnefejl, er det rart ved “handregning” at fere en kontrol
sidelabende med regningerne, sé en fejl hurtigt bliver opdaget. Dette kan geres ved at tilfoje en
kontrolsejle, hvis elementer er summen af de gvrige elementer i reekken. Udferes f.eks. en rekkeo-
peration, kontrolleres, at samme raekkeoperation i kontrolsgjlen giver et element, som er lig med

summen af de gvrige elementer i den @ndrede rakke.
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Eksempel 16.3. En losning.

Los ligningssystemet

2x, +2x, - Xy = 1
2x, +3x,-3x, = 4
2

LOSNING:

Totalmatricen 7' opskrives og reduceres:

kontrol kontrol
2 -1 | 1
2 2 -1 1 L 2| 3
= - N
| ro+ Ly 2 2
2
2 -1 11 -2 L) o2
1 2] 3 "~/ 2 2
o o 1) -1 (l)"i L2113
n-h 2! 2) 0 (2 0 1 | -1
27

Ligningssystemet loses “nedefra”:

x;=-1,

X,=2x, =3 < x,=1,

X+ X, - lx -1
17T 5T

Ligningssystemet har altsa netop én lgsning
(x19x29x3) = (_19 19 _1) M

Kommentar. Kaldes ligningssystemets koefficientmatrix A, harvip (4)=p(T)=n=3,

dvs. antallet af uathangige ligninger er lig med antallet af ubekendte .
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Eksempel 16.4. Uendelig mange losninger.

Los ligningssystemet
X, +3x, - 2x, =0
2x, +6x,-5x; - 2x, - 3x5 = -1
Sxy +10x, +15x; = 5
2x, +6x, + 8x,+18x; = 6
LOSNING:
Totalmatricen ses at vaere identisk med den i eksempel 16.2 angivne matrix. Vi har derfor

1 3-2 0010
0 0 1 2 3|1

T ~
00001|%

0 0 0 0 0| O
Loses det fremkomne ligningssystem nedefra, fas

x = l
x,=1-2x,-3x,, dvs. X, = -2x,,
x, = -3x, +2x,, dvs. x, =-3x,-4x, .

Det ses, at vi kan veelge x, og x; frit. Sattes x,=s og x,=¢, faslesningen

(xpp %y, %5,%,,%5) = (-35-41,5, 21, ¢, %), s,teR .

Nér de to parametre s og ¢ uafhangigt af hinanden gennemleber de reelle tal, vil enhver
partikular lesning til ligningssystemet fremkomme én gang og kun én gang.

Kommentar. Kaldes ligningssystemets koefficientmatrix 4, harvi p (4)=p (T)=3, mens

antal ubekendte n = 5. Ligningssystemet bestar derfor kun af 3 uathangige ligninger med
5 ubekendte. Ligningssystemet siges at have n - p(7) =5 -3 = 2 frihedsgrader (eller en

dobbelt uendelighed af losninger) svarende til, at to af de variable kan vaelges frit.
Maple:

Lettest er det at omdanne matricen til echalonform som beskrevet i eksempel eksempel 16.1 og lese nedefra
Alternativt kan man gere folgende:

Skriv A:= og dan som beskrevet i eksempel 16.1 koefficientmatrix

Skriv B : = og dan som beskrevet i eksempel 16.1 hgjre side

1 3 -2 0 0 0
2 6 -5 -2 -3 -1
A4:= B:=
00 5 10 15 5
2 6 0 8§ 18 6
Skriv with(LinearAlgebra) Pakkens procedurer ses
Skriv LeastSquares(A,B) Kopier eventuelt navnet fra ovenstaende procedurer for at undgé stavefejl
(-3 t,-4 t,]
12
Resultat: —2 1
_l
1
L 3 i
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Eksempel 16.5. Ingen losning.

Los ligningssystemet
2x, +2x, - x; = 1
2x1 +3x2 —3x3 =4
-X, - X3 =2
Xy = X, —2x3 = 2.

LOSNING:
Totalmatricen T opskrives og reduceres:

kontrol kontrol
2 -1 |1 4
2 2 -1 |1 4 ’r\—lr 1 2| 3 2
2 3 -3 | 4 6 2 11 3 5
T = _ _ v, + =7 0 1 -= 13 2
1 0 -11] 2 0 37 50 2 2
1 -1 -21]2 OTQ—%’] 0_2_%|% 9
2 -1 1
L : 3 2 -1 | 1
1 2] 3
1 1
I~ 0 0 = -—
A 2 L2 0 A~ oo % | —% 0
3~ N
.4y 1, 15 n+1lr
4 2 0 0 Y | > 2 0O 0 0| 2 2.

Afdennederste ligning fis 0-x; =2, dvs. ligningen og dermed ligningssystemet har ingen

lgsning.
Kommentar. Tilfeldet svarer til, at p(4) <p (7).

De tre foranstdende eksempler illustrerer de tilfelde, der kan forekomme ved losning af et linezert
ligningssystem. Dette ses af folgende:

Lad ligningssystemets koefficientmatrix 4 have rangen p . Reduceres ligningssystemet til echelon-

form, vil det have folgende principielle udseende:

(1) X;FaApX, ... +a, x, = b

(2) X, + ... +a,x, =b, (022)
(p) X, 4y, X T tax, = b (r2p)
(p+1) 0=>5,,
(p+2) 0=0.
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Det er klart, at p <m (m = antal ligninger), ogat p <n (n=antal ubekendte). Hvis p<m

og bp+1=1, er rangen af T lig p +1. Hvis "p<m og b_ ,,=0" eller p =m, er

p+1
p(T)=p(4) =p. Vikan derfor dele op i de i den folgende s@tning 16.4 angivne tre tilfelde:

SATNING 16.4 (losning).

1) p(A4)=p(T)=n: Ligningssystemet siges at bestd af n uafheengige ligninger med n
ubekendte. Det har netop én losning. Tilfeeldet svarer til eksempel 16.3, hvor
p(4) =p(T) =n=3 (=m).

2)  p(4) =p(T) =p<n: Ligningssystemet harn- p flere ubekendte, end der er uafhengige
ligninger. Ligningssystemet siges at have n - p frihedsgrader, da n - p af de ubekendte
kan veelges frit. (Losningen indeholder n- p parametre). Ligningssystemet siges ogsd at
have en n - p dobbelt uendelighed af losninger. Tilfeeldet svarer til eksempel 16.4, hvor
p(4)=p(T)=2 og n=4.

3 p(A)<p(T): Da bp+1= 1, har ligningssystemet ingen losning. Tilfeldet svarer til
eksempel 16.5, hvor p(A4)=3 og p(T)=4.

Geometrisk tolkning
Lad sgjlevektorerne i koefficientmatrix 4 vere

b LoV An
4 L) 2
8§y = ’ §= ’ v 5y T
| A2 A A Lun
Ligningssystemet med totalmatrix T = (A | b ) kan da b

skrives pa vektorform: <
X8t X8, +...+tx,8 =Db.

Lad V vere det vektorrum, der udspandes af sgjlevek-

-
torerne 8, 8,5 ..., 8, . o §|
— . . b er ikke en linearkombination
< T _ A
Er p(4)<p(T), betyderdet, at b ikke liggeri V af 5 og 5, da b ikke tilhorer
(I; er ikke en linearkombination af s, s,,...,5,,

da ligningssystemet ikke har nogen lgsning ).

planenudspandt af s, og s, .
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Er p(4)=p(T), ligger biVv (da b eren
linearkombination af s, s,,...,5, ).

Er p(4)=p(T)=n, er s5,85,,...,5, lineertuaf-
hangige og udger derfor en basis for V. Enhver vektor

beV kan pé én og kun én made skrives som en line-
arkombinationaf &, s,, ..., s, (ligningssystemet har

netop én lgsning).

Er p(4)=p(T)=p<n, er s,8,,...,8, lineert

athangige, mens der kan findes o sgjlevektorer (og

ikke flere), der er uathangige. Lad

815 83500058,
udgere en basis for V. Vektoren

b-x_ .5 S

- X,,,8 ., —...-x,5, kanda skrives

p+15p41 T Fpa2Spa2

som en linearkombination af vektorerne i basis, ligegyl-

digt hvorledes Xpu1s % ., x, velges.

p+23 "

b er en linearkombination af 5, 08 §,,
da b ligger i planen & udspandt
af 5, 0g 5,.

b -x;8, er en linearkombination af
5,08 5,, dabade b og s, ligger
i planen ¢ udspandtaf s, og s, .

(Ligningssystemet har en n - p dobbelt uendelighed af lgsninger).
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supPLEMENT: 16A BEVIS FOR SATNING 16.1:

MATRIX KAN OMDANNES TIL
ECHELON-MATRIX

SATNING 16.1 (echelon-matrix). Enhver matrix kan omdannes til en reekkecekvivalent echelon-matrix, hvor de

ledende I-taller er entydigt placeret.

Bevis. Hvis matricen 4 er en nulmatrix, er setningen sand. I modsat fald indeholder den mindst ét element forskelligt

fra 0.

a)

b)

d)

Hvis forste sejle i 4 indeholder lutter O'er, behover vi ikke at gore mere ved denne sgjle. Indeholder den anden
sojle ogsa lutter 0'er, gar vi til tredie s@jle osv. Lad den p’te sgjle veere den forste sgjle, der ikke indeholder lutter

O'er, f.eks

p
l

0 02 2 4 2

0 0 3 -4-1 2

0 0 3 -2-5-2

Vi kan nu, eventuelt efter en raekkeombytning, sikre os, at der star et tal o # 0 pé den p’te plads i den forste

reekke. Ved at multiplicere reekken med 1 far vi et ledende 1-tal for den forste reekke. Ved raekkeoperationer (af
o

typen

A ) kan vi derefter skaffe 0'er under det ledende 1-tal i p’te sgjle, f.eks

6 0 1 -1 -2 -1
0 0 0-1 5 5
6 0 0 1 1 1

Vi betragter nu den undernatrix B, f.eks [ _l L1 ] , der fremkommer ved, at vi ser bort fra den forste reekke
og de forste p sejler.

Hvis alle sgjler er 0-sgjler, har vi enchelon-matrix. I modsat fald kan vi gentage den under a) angivne procedure.

Dette kan nu gentages, indtil vi ender med en echelon-matrix.

1 *x *x x* 1 *x *x x

De indledende 1-taller er entydigt placeret. Eksempelvis kan aldrig omdannes til ved
01 * * 001 %

rekkeekvivalente operationer.
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suppPLEMENT: 16B  BEVIS FOR SATNING 16.2:
RAKKEAKVIVALENTE MATRICER
HAR SAMME RANG

SATNING 16.2 (rang). Reekkeceekvivalente matricer har samme rang.

Bevis. Rangen af en matrix er defineret som det storste antal linesrt uathengige reekker, der kan udtages af 4.

Derfor kan r; « r; og k'r, (k#0) ikke @ndre rangen. Lad ry, r,, r; vare et storste szt lineeert
uafhengige rekkeri 4, dvs. rang(4) =3. Vimanglerdaatvise, atenrakkeoperation r, + k-rj ikke kan @ndre

rangen.

Beviset fores indirekte: Viantager, at r;, + k- r; gorrangen mindre, og ensker at vise, at dette forer til en modstrid.
Da r,, r,, r; er 3 linezrt uathengige vektorer, mé det veere en af disse reekker vi har &ndret, siledes at rangen

er blevet mindre end 3. Lad det vaere r;, der er &ndret. S4 er rekkeoperationen altsd
rtker; .

Da rangen er antaget mindre end 3, ma ethvert st af 3 raekkevektorer altid kunne udtrykke en af vektorerne ved

de to andre. Betragtes de 3 raekkevektorer
r1+k'rj, 7y, 7y

gelder altsd mindst en af de tre ligninger:

ry o+ k'rj =awr, +br (1)
r, =p'(r1 +k'rj) tq'r; (2)
ry =s(ry + k-rj) +tr, . 3)

Hyvis ligning (2) er sand, kan p ikke vaere 0, da der sé ville gelde r,=gq-r, istrid med, at r, og r, er lineart
uathangige. Afligning (2) kan vi derfor udlede en ligning af typen (1). Tilsvarende kan vi af ligning (3) udlede en
ligning af typen (1). Under alle omstaendigheder galder altsa ligning (1).

Betragtes de 3 rakkevektorer

TICTRS

kan vi tilsvarende udtrykke r ved r, og 7;:

rp=cr t dr, . “4)

Multiplicers ligning (4) med & og subtraheres fra ligning (1), fas
ry=(a-kc)yr, + (b-kd)r,
istridmedat r, r,, r, erlinezrt uatheengige. Rangen kan altsé ikke mindskes ved en reekkeoperation.

Rangen gges heller ikke, da “tilbageoperationen” r,' - k'rj sa skulle mindske rangen, hvilket vi lige har vist ikke

er muligt.
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supPLEMENT: 16C PIVOTERING

Regner man kun med et endeligt antal decimaler, vil afrundingsfejl gere resultatet usikkert (iser for sterre

ligningssystemer). Disse fejl kan formindskes ved felgende fremgangsmade.

I forste sojle findes det storste tal (kaldet pivot-elementet), og man ombytter reekkerne, s& dette element kommer i
reekke 1. Efter at man har skaffet nuller under dette pivotelement i forste sejle, foretages nu en “pivotering” i anden
sojle (det storste af tallene a,,', a,,,..., a,," flyttes ved rekkeombytning op i anden rakke), og man skaffer
nuller under dette pivotelement i anden sgjle osv. Ved denne fremgangsmade sikrer man sig, at man ved

reekkeoperationerne altid multiplicerer rekkerne med faktorer, der er numerisk mindre end eller lig med 1.

Eksempel 16C.1 Pivotering.

Ved losning af felgende ligningssystem regnes med 3 decimaler

0.732x, + 1.013x, - 5.421x, = 4.256
3.491x, +0.782x, + 2.203x, = 7.113
0.961x, +4.265x, - 1.523x, = 3.727 .

I det folgende er pivotelementet markeret med fed skrift

0.732 1.013 -5.421 | 4.256 3.491 0.782 2.203 | 7.113

T=|3491 0782 2203 | 7.113| #~ | 0732 1013 -5421 | 4256
0961 4265 -1.523 | 3.727) r, & r \ 0961 4265 -1523 | 3.727

~ 3.491 0782 2203 | 7.113 3.491 0.782 2203 | 7.113
S orse | 0000 4050 2,129 | 1771) £ e r 0000 0.849 -53884 | 2762

3.491 0782 2203 | 7.113
~ 0.000 4.050 -2.129 | 1.771
75 = 0210% 1 0000 0.000 -5.437 | 2390

Heraf findes  x, = -0.440, x,=0.206, x,= 2.269 .
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OPGAVER

Opgave 16.1 (linecer uafheengighed )
Besvar de efterfolgende sporgsmal a), b), c) og d) for et af de folgende scet veerdier af

a0, a®, a® og 7@

1 1 1

1) a =1 2|, a®=1], a®=|1]|, a®=| 4|,
1 2 1
1 2 4 1

2) a® =[-1|, a®=| 1], a®=|-1|, a® =] 1|,
1 1 3 1

3) a0 - ! . a® - 2 . a® - ! . a® - > ,
1 1 2 3

4) Z0 - ! . a® - -2 . a® - ! . a® - 2
-1 1 1 3

a) Find en vektor b i det underrum, der udspcendes af a'V og a®.
b) Er vektorerne a®, a® og a® linecert uafheengige?
¢) Find dimensionen af vektorrummet V, der udspcendes af aV, a® og a®.

d) Find en basis for det vektorrum V, der udspeendes af a®, a®, a® og a®.

Opgave 16.2 " (linewre ligninger)
Los ligningssystemet
X+ cx,+ ax; = b
X, +2cx, + ax; = b
2x, +3cx, + 3ax, = 3b-3

for
1) a=1, b=6 og c=1
2) a=0, b=6 og c=1
3) a=0, b=3 og c=1
4) a=0, b=3 og c¢=0.
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Opgave 16.3 (linecere ligninger)

Los ligningssystemet
X+ ax,+ = ¢
2x, + 3ax, + 3bx; = 4c
x, + 3ax, + 4bx, = 6¢

for
) a=1, b=1 og c=2
2) a=2, b=0 og c=2
3) a=3 b=0 og ¢=0
4) a=0, b=0 og c¢=0.

Opgave 16.4 (linecere ligninger )
Givet ligningssystemet
X, + 2x, - ax; =1
-X, +ax, =1-b
2x, + 6x,+ 4x; = b .
1) Los ligningssystemet for (a,b) = (1,2).
2) Bestem for ethvert talscet (a,b) den fuldsteendige losning til ligningssystemet.

Opgave 16.5 (linecere ligninger)

Los ligningssystemet

X, - ax; + 2x, = ¢

X, + X, —ax; + (3-a)x, = b

(a+1)x; + (a+1)xy, - 2x; + (a-3)x, = 1
- (a+1)x, +3x,= b-c

for
1) a= 2, b= 3 og c=1

2) a=-2 b=-1 og c=-2
3) a=-3 b= 2 og c= 1

Opgave 16.6 (/inecere ligninger )
Pa et laboratorium analyseres en blanding af 4 organiske stoffer kvantitativt ved madling af et
ultraviolet-spektrogram.  Heraf fds folgende ligningssystem for koncentrationerne

Cpy Cy C3 08 ¢, (millimol/liter ) :

5.00c, + 1.00c, + 1.00¢, = 30.0
+ 6.00c, + 2.00¢, + 1.00¢, = 50.0

1.00¢, + 1.00¢, + 5.00c, = 33.0

5.00c, + 1.00c, +5.00¢, = 70.0 .

Find ¢, c,, c; 0g c,.
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Opgave 16.7 (linecere ligninger)

Los ligningssystemet

x, +4x, - x3=-5
Sxp +2xy - 3x; = 1
=2x; + Xy, + x5 = -2
-x; + 5x, =-7.
Opgave 16.8 (linecere ligninger)
Los ligningssystemet
-x, +4x, - 3x; + 2x, =3
2%, - Xy * 2x; + x, =1
-3x, +2x, - x; +3x, =14
-Tx;, + xy - x3 +3x, =4.

Opgave 16.9 (linecere ligninger, blandingsproblem )

Man onsker at fremstille 10 ton af en nceringsblanding bestdende af 5 komponenter:

komponent onsket
skummetmeelk kartofler cebler sojamel blanding
meengde (ton): X, X, X, X, 10
kulhydrat pr. 100 g 5 20 10 25 15
protein pr. 100 g 3 3 0 36 6
C-vitamin pr. 100 g 1 10 0 6

For at kunne bestemme x,, x,, X, 0g X,, sdledes at den feerdige blanding fdr det onskede

indhold af kulhydrater, protein og C-vitamin, opstilles ligningssystemet:

maeengde: X+ x,+ x+ x,=10
kulhydrat. 5x; + 20x, + 10x; + 25x, = 150
protein: 3x; + 3x, + 36x, = 60
C-vitamin: x; + 10x, + Tx, = 60 .

1) Vis, at ligningssystemet har netop 1 losning, og find herunder denne losning.

2) Sdfremt man ved losningen af ligningssystemet havde fundet en negativ veerdi for x;, hvilken
konklusion kunne da drages om den onskede nceringsblanding.

3) Hvilken cendring skerderi x,, x,, x; og x,, hvisdernukreves 6 + 10 gproteinpr. 100g
feerdig blanding (h er en given konstant).

(I det matematiske fag “linecer programmering” loses blandt andet nogle vigtige varianter af ovenstdende
problemtype, f.eks : en blanding onskes fremstillet billigst mulig ud fra komponenterne, idet der er opgivet mindste
tilladelige indhold af visse skadelige stoffer).
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Opgave 16.10" (rang)

Find rangen af matricen

2 3 4 -2
-2 4 2 3
6 -5 -4
2 -3 -1
Opgave 16.11 (rang)
Find rangen af matricen
1 3 0 5
-1 1 1 0
2 -1 2 5
-1 2 -1 -1

Opgave 16.12 (rang)

Find rangen af matricen
2-i 3-4i 5 6+2i
2 3-2i 2 9-3i
-2i 4-4i -2 4-4
1+i 3+i 5-9i 12-4i

Opgave 16.13 (linecere ligninger )
Indledningen (med petit) kan overspringes,da den ikke er nodvendig for opgavens losning.

Indledning. En fabrik fdr til opgave at fremstille et produkt, der bl.a. skal indeholde 3.2 kg af stoffet I, 3.6 kg af

stoffet Il og 3.3 kg af stoffet I1I. Rastofferne A, B, C og D’s procentiske indhold af I, Il og Il fremgdr af nedenstdende
tabel.

A B C D
1 20% 50% 30% 0%
11 10% 40% 30% 20%
17 30% 0% 20% 50%

Forudsat at alle rdstofferne kan udnyttes, onsker man at finde de antal kg x,, x,, x; 0og x, af henholdsvis 4, B,
Cog D, der skal benyttes ved fremstillingen. Specielt onskes angivet den af de mulige losninger, der giver det mindste
forbrug af det dyre rastof A.

Fortscetter!

Givet ligningssystemet
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2x, + 5x, + 3x, =32
x, +4x, + 3x; + 2x, = 36
3x, + 2x3 + 5x, = 33 .

1) Find den fuldsteendige losning til ligningssystemet.
2) Idet det antages, at x,20, x,20, x;20 og x,20, skal man angive den losning til

ligningssystemet, der har den mindste veerdi af  x, .

Opgave 16.14 (linecere ligninger )

Til beregning af fire storrelser x,, X,, X; 0g x, opstilles folgende ligningssystem

X, + X, + (3+a)x; +2x, = 2+b
-x; +2x, + (2+a)x; + 2x, = S5+b
2x; + 3xy, + (1+a)x; + 2x, = 3+D
3x; + 3x, + (1+a)x, = 1+b.

Det er meget dyrt (meget vanskeligt) at bestemme koefficienterne til x, og konstanterne pd hajre side med stor
nojagtighed. Disse er folgelig angivet med en usikkerhed pd henholdsvis a og b, og x,, x,, X, 0g x, s
afheengighed af disse usikkerheder onskes bestemt.

1)  Angiv de veerdier af a, for hvilke ligningssystemet har netop én losning, og find denne
losning, dvs. find x,, x,, X, og x, udtrykt ved a og b.

2)  Angiv de veerdier af a og b, for hvilke ligningssystemets losningsmeengde er tom, og de
veerdier af a og b for hvilke ligningssystemet har uendelig mange losninger. [ sidste
tilfeelde skal antallet af frihedsgrader angives.

Opgave 16.15 (linecere ligninger)

Mellem variablene x og y geelder den teoretiske sammenhceng
y=A+Bx+Cx?+D23*,

Fra laboratoriet er der kommet folgende mdledata:

x|lo 1 2 3
y |2 o0 4 13

Opstil 4 ligninger til bestemmelse af konstanterne A, B, C, D, og find derpa A, B, C og D.
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Opgave 16.16 (linecere ligninger)

Til beregning af fire storrelser x,, X,, X, 0g X, er opstillet folgende ligningssystem.:

-x, - x, +(a-3)x; + (a+1)x, = 3

2x, + x, + (2a-1)x, = a
(a-1)x; + ax, +(2a+3)x, = -a-1

3x, +2x, + (a+2)x; - x, = a-2.

1)  Angiv de veerdier af a, for hvilke ligningssystemets losningsmeengde er tom.
2)  Angivde veerdier af a, for hvilke ligningssystemet har uendelig mange losninger, og angiv
et udtryk for disse.

Opgave 16.17 (linecere ligninger, blandingsproblem )
Der skal fremstilles 100 kg af et produkt ved at blande 4 ravarer. Sammenscetningen af de enkelte
ravarer er i veegt %:

ravare nr 1 | ravare nr 2 | ravare nr 3 | rdvare nr 4 onsket produkt
protein 10 30 20 10 20
fedt 0 10 20 20 10
kulhydrat 80 10 0 20 30
andet 10 50 60 50 40
ialt % 100 100 100 100 100

Af rdavarer bruges der x, kg af nrl, x, kg af nr2, x; kg af nr3 og x, kg af nr4.
1) Opstil et ligningssystem til bestemmelse af  x,, x,, X; 0g Xx,.

2) Find samtlige losninger til det i sporgsmdl 1 opstillede ligningssystem.

Opgave 16.18 (linecere ligninger )

Til beregning af fire storrelser x,, X,, X, og x, opstilles folgende ligningssystem:

x, +4x, + (2+a)x; + 2x, = 2
=X, - X, - ax; + (a-2)x, = 2
x, +4x, + (4+2a)x, + 2x, = 4
x, +4x, + (4+2a)x; + (2+a)x, = 5.

1) Angiv de veerdier af a, for hvilke ligningssystemet har netop én losning, og find denne
losning, dvs. find x,, x,, x; og x, udtrykt ved a.

2)  Angiv de veerdier af a, for hvilke ligningssystemets losningsmeengde er tom. (Husk
begrundelse).
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Opgave 16.19 (linecere ligninger )

Find for enhver veerdi af a losningsmceengden til ligningssystemet:

x, +(@-2)x, + x3+ x, = a
x +(a-1x, + 3x; +2x, = 2a
2x, + 2ax, + 10x; + 6x, = a’+8 .

Opgave 16.20 (linecere ligninger, kapacitetsudnyttelse )
En virksomhed fremstiller 4 typer produkter 1, 2, 3 og 4. Under tilblivelsesprocessen skal hvert

produkt passere igennem alle virksomhedens 3 afdelinger, men beslagleegger her kapaciteten i

forskellig grad:

1 enhed af type 1 | 1 enhed af type 2 | 1 enhed af type 3 | 1 enhed af type 4
afdeling 1 5% 10 % 10 % 15 %
afdeling 2 10 % 5% 10 % 15 %
afdeling 3 20 % 10 % 15 % 10 %

Lad X; betegne “antal producerede enheder af type j* i en uge.
Sdfremt hver afdelings kapacitet skal udnyttes fuldt ud i denne uge, mad der geelde:

afdeling 1:  5x, + 10x, + 10x; + 15x, = 100
afdeling 2. 10x, + 5x, + 10x; + 15x, = 100
afdeling 3: 20x, + 10x, + 15x, + 10x, = 100 .

1) Vis, at ligningssystemet har en enkelt uendelighed af losninger og angiv herunder den
fuldsteendige losning ved hjcelp af en parameter u.
Hvilke veerdier af u kan forekomme i virkeligheden (husk, at x,20, x,20, x;20, x,20) ?

2) Hvad er det storste antal emner af produkttype 3, som virksomheden kan fremstille pr. uge, ndar
der ikke ma veere ledig kapacitet i nogen af de 3 afdelinger ?
3) Kan virksomheden uden at fd ledig kapacitet i nogen afdeling standse produktionen af type 2 ?

( Bemcerk: I det matematiske fag “linecer programmering” behandles sadanne problemtyper -- gerne med mange

flere variable, idet der benyttes specielle teknikker i forbindelse med edb ).
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Opgave 16.21 (linecere ligninger, Taylors formel, ekstremum, optimering )
Man onsker at bestemme de optimale driftsbetingelser (temperatur T [° C] og tryk P [atm.] ) for

en kemisk reaktor, idet udbyttet z skal veere sd stort som muligt. Ved forsog har man fundet:

temperatur tryk udbytte
- T—1(2)00 y=P-10 z = f(x,y) [kg-min"]
0 0 20
1 0 22
-1 0 16
0 1 19
0 -1 19
1 1 22

hvor der er indfort bekvemme variable x og y for temperatur og tryk.
Metode: Det antages, at udbyttet z = f(x,y) kan tilncermes ved det til udviklingspunktet
(x4>¥5) = (0,0) svarende approksimerende polynomium af hojst anden grad-
P,(x,y) =c +cx+c3y+ c4x2 + csy2 +CeXY .
Af forsogsresultaterne bestemmes

Cy» Cyy « v+ Cg, hvorefier der kan soges storsteveerdi for

polynomiet P, .

1) Vis, at ligningssystemet til bestemmelse af ¢,, c,, ..., ¢s far totalmatricen

1 0 0 0 0 0] 20
1 1 0 1 0 0] 22
1-1 0 1 0 0] 16
1 0 1 0 1 0] 19
1 0-1 0 1 0] 19
1 1 1 1 1 1] 2

2) Vis ved reduktion af totalmatricen, at ligningssystemet har netop 1 losning og bestem herunder
denne losning.

3) Vis, atudbyttethar (x,y) = (2,1) som eneste stationcere punkt, og at storsteveerdien antages
i dette punkt. Beregn derefter storstevcerdien.

Opgave 16.22 (linecere ligninger)

Find for enhver veerdi af a losningsmceengden til ligningssystemet:

X, - X, - x, = -4
-x, +2x, +x; +3x, = 11
2x, - 3x, -3x, =-13
2x, - 2x, + x; +ax, = -3.
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17 MATRIXREGNING

17.1 INDLEDNING

Ved mange anvendelser er det meget nyttigt at erstatte matricer, der maske indeholder mange

hundrede elementer, med enkelte korte symboler som 4, B m.m. Man kan sa regne med disse
symboler, f.eks. danne A+B, A-B, A-B, A™'*B, A-X=B osv., hvorved man pa overskuelig

form omformer og loser problemer, som ellers var ganske uigennemskuelige pa grund af de mange
tal.

17.2 ADDITION OG MULTIPLIKATION

Lighed
To mxn matricer A og B kaldes ens (skrives A=B ), hvis tilsvarende elementer i1 de to

matricer er ens, altsd a, = b, for alle i betragtning kommende verdier af » og s.

Multiplikation af matrix med tal (skalar)
For et vilkarligt reelt tal £ og en vilkérlig matrix 4 defineres k4 som en ny matrix, fremkommet
ved at alle A's elementer er multipliceret med k.

Eksempelvis gaelder

2 -1 6 -3
311 3| =(3 9
0 4 0 12
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17.2 Addition og rmultiplikation

Addition af matricer
Ved summen af to mxn matricer A og B forstds den mXn matrix, der fremkommer ved at

tilsvarende elementeri 4 og B adderes, altsd

a, a, - . . a b11 b12 o bln a11+b11 a12+b12 S & +b

n

Ay Gy . . . @ b, b, ... b, a, +by, ay,th, . . . a,

n

a., .. . a b, b, ... b a.+b_, a,+b_, . . . a_+b

a

Bemark: Béade A4 og B skal veere mxn matricer.

Eksempelvis galder
2 3 1 1 3 4
1 2(+[-1 1] =
0 -1 2 0 2 -1

Multiplikation af matricer

Lad der vare givet to matricer 4, og B, > hvor antallet af sgjleri 4, erlig med antallet af

rekker 1 B, D'

an 9 A
a a e . a
21 22 2n
by by - - . by ... by
by by - o by ... by
Amn= ’ Bnp=
arl arZ ot arn
by by - - by ... b
aml am2 [N amn

Kaldes rakkevektorerne i matricen 4 for a,, a,,...,a,, ..., q,

., » 0g sejlevektorerne i B, »

for 51’ 1;2, cos b, L, bp, defineres produktet Cmp = Amanp ved
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a,°b, a;-b, a;°b, al'bp
a,'b, a,'b, a,"b, az'bp
Cmp = - - . .
a b, a b, a-b ar'bp
a, b a, b, . a,b, ) am°bp

Elementet ¢,  iden r'te r&kke og den s'te sgjle i produktmatricen Cop bestemmes altsé ved det

skalere produkt a,b, :
— n
c = ar.bs = arlbls + ar2b2.s teF arnbns = El aribis :
1:

rs

Da raekker i forste matrix multipliceres med s@jler i anden matrix, kaldes multiplikationen ofte for

en raekke-sgjle-multiplikation.

Eksempel 17.1. Multiplikation af matricer.

-1 0 -1
5 1 -2
Lad 4= (3 { 7 ] og B=| 1 2 2|. BeregnABogBA, hvis det er muligt.
2 1 -2
LOSNING:
-1 0 -1
5 1 -2 -8 0 1
AB = 1 2 2| = , mens BA ikke er defineret.
31 7 12 9 -15

Den nedenfor viste opstilling af matricerne kan gere regningerne mere overskuelige:

-1 0 -1

\S]
\S]

Anden faktor

1 -2 -8 0 1
17 12 9 -15

Forste faktor Produkt
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17.3 Ligni ngssystem pa matri xform

C

Opstillingen kan endvidere let udvides til at omfatte BC | Mellemresultat

produkter af 3 eller flere matricer:
A | ABC | Facit

Maple:
Benyt menuen “Matrix” til at indtaste de to matricer : Skriv A:=, I “MATRIX” ,Valg 2 rekker, 3 sejler, Insert Matrix,
Benyt tabulator nar der flyttes fra en plads til den neeste

-1 0 -1
51 =2
A:= B=|1 2 2
31 7
2 1 =2
AB (Bemerk, at man benytter punktum for gange tegn)
-8 0 1
Resultat:
12 9 -15

17.3 LIGNINGSSYSTEM PA MATRIXFORM

Det linezre ligningssystem
2x, +3x, —4x;- x, =2
3x, - 2xy+ x3 - 2x, =1

-X; +2x, +4x, = 0
kan skrives
X1
2 3 4 -1 2
X
3 -2 1 -2 =
X3
-1 0 2 4 0
Xy
eller kort
AX=B,
X
2
X2
hvor A er koefficientmatrix, mens X = og B=1|1 er sgjlevektorer.
X.
3 0
Xy

Ethvert linezert ligningssystem kan p&4 samme méade skrives pa den korte form AX = B. Sadvanligvis betegnes

sgjlematricerne X og B dog som vektorer x og Z, dvs. Ax =b. Forathave glede af den korte form, ma

vi kende nogle regneregler for matricer, bl.a. ville det vaere godt, hvis der eksisterede en “invers “ matrix A _1,

s Ax=b o x=A7'b.
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174 REGNEREGLER FOR MATRICER,
TRANSPONERET MATRIX

DEFINITION af transponeret matrix. Den transponerede matrix A  fremkommer ved, at reekkerne i A
skrives som sojleri A (1. reekke bliver til 1. sajle, 2. reekke bliver til 2. sajle osv.). Den transponerede matrix
skrives ogsd A T eller A'.

1 3 0
1 0 2 4
0 1 1
Eksempelvis har matricen > 8 den transponerede matrix 31 n 7
0 1 8 y2
4 7 2 2

~
~

Af definitionen folger: A =A. Er A= A, kaldes A symmetrisk.

SATNING 17.1  (regning med matricer). Sdfremt matricerne er af en sddan type, at regningerne er mulige,

geelder folgende

1) A+B =B+A4 (den kommutative lov)

2) A+(B+C) =(4+B)+C; A(BC) = (AB)C (deassociative love)

3) A(B+C)=AB+AC (den distributive lov)
"~/ ~ ~n~

4 A+B =A4+B ; AB =BA4.

Beviserne kan fores ved direkte udregning ud fra definitionerne.

De fleste af disse regneregler er ganske som regnereglerne for de reelle tal. Bemeerk dog, at der ikke gaelder nogen

kommutativ lov for multiplikation, dvs. vi ma normalt forvente, at
AB # BA (se eksempel 17.1).

Bemark endvidere raekkefolgen af matricerne i regnereglen

ANB = BNZ (se eksempel 17.2).

Eksempel 17.2. Illustration af regneregel.

-1 0 -1
Idet A=(3 : 7) og B=| 1 2 2|, vilvivise, at AB=BA.
2 1 -2
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17.4 Regneregler for matricer, transponeret matrix

LOSNING: 8 12
-8 0 1 ~

Ifolge eksempel 17.1er  AB = , dvs. AB=| 0 9
12 9 -15 | -15

Pa den anden side finder vi

-1 1 -2 5 3 -8 12
BA4 =0 2 1 1 1| =]0 9
-1 2 -2 -2 7 1 -15
Heraf fas
AB -B 1.
Maple:

Benyt menuen “Matrix” til at indtaste de to matricer : Skriv A:=, I “MATRIX” ,Velg 2 rekker, 3 sgjler, Insert Matrix,

Benyt tabulator nar der flyttes fra en plads til den naste
51 -2
A=
31 7
Cursor pé udskrift, hejre musetast, “Standard Operations, “Transpose”

5 3
Resultat: 1 1
-2 7

Cursor pa udskrift, hgjre musetast, “Assign to a name”, velg navnet AT

Tilsvarende dannes B, B's transponerede og man giver den navnet BT

-1 0 -1 -1 1 2
B=|1 2 2 0 2 1
2 1 =2 -1 2 =2
A.B (Bemerk, at man benytter punktum for gange tegn)
-8 0 1
Resultat:
{ 12 9 - 15}
-8 12
A.B transponeres | 0 9
1 15
-8 12
AT.BT 0 9
1 -15
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17.5 INVERS MATRIX, MATRIXLIGNINGER

Vivil i dette afsnit betragte meengden M, af kvadratiske n xn matricer.

DEFINITION af enhedsmatrix. Ved en enhedsmatrix (skrives E eller E,) forstds en kvadra-

tisk matrix, hvor alle elementer i diagonalen er 1, og alle elementer uden for diagonalen er (.

0
Eksempelvis er E, = 0 | en enhedsmatrix.
1

(=
S = O

Ved direkte udregning ses, at for en vilkérlig nxn matrix 4 gelder A*E =E‘A = A, dvs.
enhedsmatricen E spiller samme rolle i meengden M,, som 1 geridereelletal. (£ er “neu-

tralt element” for multiplikationi M,).

DEFINITION af invers (reciprok) matrix. Matricen B kaldes invers matrix til matricen A,
hvis A-B = B-4 = E.

Man ser, at B spiller den samme rolle i1 forhold til 4, som f. eks. tallet % gor 1 forhold til tallet

2 (22=2-2=1)

N | =

1.
2
Ligesom 0 ikke har noget inverst element i de reelle tal, findes der sakaldte singulaere matricer,

der ikke har nogen invers matrix.

Man kunne forestille sig, at en matrix kunne have flere forskellige inverse matricer. Dette er
imidlertid ikke tilfaldet:

Bevis. Antag, at B og C begge er inverse matricer til 4. Vi ville da fa
B = B°E = B:(4:C) = (B:4):C = E-C =C, dvs. B=C.

En matrix A4, der har en invers matrix, kaldes invertibel, og A’s inverse matrix betegnes 4 '

Hvilke matricer der er invertible, og hvorledes man finder 4 !, fremgar af folgende satning:

SATNING 17.2 (invers matrix). For en kvadratisk matrix A geelder:
rang(4)=n < A er invertibel.
Den inverse matrix A™' bestemmes pd folgende mdde:

“Totalmatricen” (A|E) reduceres til en dermed rceekkecekvivalent matrix af formen (E|...),
dvs. sdledes at A bliver reduceret til enhedsmatricen E. Matricen pa hajre side af den stiplede

linieerda A™'. Korthaves (A|E) ~ (E|A™).
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17.5 Invers matrix, matrixligning

Bevis. Viskal foren »xn matrix 4 vise, at rang(4)=n < A er invertibel. Nar en matrix Q

bestdr af sojlevektorerne gq,, g,,..

.»q,, vil vi kort skrive Q= (q;, q,,--.,4,). Specielt skal

e, &,...,e, betegne sgjlerne i enhedsmatricen £, dvs. E=(e,, e,,...,¢e,). Vihar

Udledning

Kommentar

rang(A) =n

< Hvert af ligningssystemerne
Ax =e;, Ax,=e,,..., Ax =e,
har netop 1 lgsning
X =qp %=qp e X, 4,
A rang(4) =n.

<> Matrixligningen 4X = E har

netop 1 lesning
X=0=(4919---:4,)
A rang(4) =n.

< Der eksisterer netop 1 matrix

0,s8a AQ=E
A rang(4) =n.

< Der eksisterer netop 1 matrix

0,sa AQ=E. Desuden gzl-
der Q4 =E.

< A erinvertibel.

Folger af setning 16.4 punkt 1), idet rang(A4) =rang(7T) = n.
For at finde x, betragtes totalmatricen (4|e,) for ligningssy-

stemet Ax, =e,. Totalmatricen har rangen n og kan derfor

reduceres til en echelon-matrix med n ikke-nulraekker (ifelge
setning 16.3). Alle elementer i echelon-matricens diagonal méa
da vaere lig med 1. Vi kan derfor yderligere reducere echelon-

matricen til en dermed raekkesekvivalent matrix af formen

100...0]q,
010...0]q,
001 ...0]gq; eller kort (E|q,).
|
000...1]q,
Analogt findes XyyooosX,.
Flere ligningssystemer Ax,=e,, 4x,=e,,..., Ax,=e¢,,

kan sammenfattes til en matrixligning
A(X),%,,...,%,) = (e),6,,...,¢,) ellerkort AX=E.

For at finde X betragtes totalmatricen (4|E), og som ovenfor

beskrevet reduceres den til en dermed raekkeakvivalent matrix
(E|Q), dvs. X=0Q.

Forst bevises “=>". Vi skal altsa vise,at Q4 =E. Da

(A|E)~ (E|Q), er O rakkexkvivalent med E, dvs.

rang(Q) =n. Vianvender nu det tidligere udledte pa matricen
O istedet for 4. Sa fas “der eksisterer netop 1 matrix P, sa

QP=E“. Viharnu A=A < A(QP)=4
o (A0Q)P=A4 < EP=4 < P=A.
Derpa bevises “<=". Vi skal altsa vise, at rang(4) =n.

Da AX =E har netop 1 lesning, md Ax, = e, ogsd have netop
1 lesning, og ifolge setning 16.4 gelder da rang(4) =n.
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En folge af forannzvnte bevis er, at der for kvadratiske matricer A4 og B gelder
AB=E < BA=E. Foratafgere om, om B er invers matrix til 4, er det altsd nok enten at

undersoge om AB =E ellerom BA =E.

Eksempel 17.3. Invers matrix.
1 v 1 1

_ 2 -1 1 2
1)Find 47!, nar 4 =
1 -1 -1 1
1 -1 -1 9 1
_ - - | -1
2) Los ligningssystemet Ax =b, hvor b=
LOSNING:
1) Totalmatricen (A4 |E) opstilles og reduceres:
Kontrol
1 0 1 1 | 1 0 0 O 4
2 -1 1.2 | 01 0O 5
(4|E) =
1 -1-1 1] 0 01 0 1
1 -1 -1 2 | 0 0 0 1 2
1 0 1.1 | 1 0 0O 4
75 - 2’1 0 -1 -1 0 | -2 1 0 0 -3
K- 0 -1 -2 0 | -1 010 -3
I, -h 0 -1 -2 1 | -1 0 01 -2
1 o 11 | 1 0 00 4
K- K 0 110 | 2-1 00 3
n, - 0 0-1 0 | 1-1 10 0
(-Dr, 0 0-1 1 |] 1-1 01 1
1 0o 1 1 | 1 0 0 4
r~~/ 0 1 1 0 | 2 -1 0 3
"B 1o o010 | -1 1 -1 0 0
(-Dr
0 0 01 | 0 0-11 1
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1 000 | 2-12-1) 3
~~ 0100 | 321 0| 3
"ThT o010 -1 1 -1 0] o
h-—h
00071 | 0 0-1 1) 1
2 -1 2 -1
32 1 0
A7 -
1 1-1 0
0 0 -1 1

2) Da A erinvertibel, harvi Ax=b < x=A"'b. Vi finder da

2 -1 2 -1 1 1
- — 3 -2 1 0 -1 5
x=47"b= =
-1 1 -1 0 0 -2
0 0 -1 1 2 2
Maple

Benyt menuen “Matrix” til at indtaste de to matricer : Skriv A:=, | “MATRIX” ,Valg 4 rakker, 4 sgjler, Insert Matrix,
Benyt tabulator nar der flyttes fra en plads til den naste

1 0 1 1
2 -1 1 2
A:=
I -1 -1 1
-1 -1 2
Cursor pé udskrift, hejre musetast, “Standard Operations”, “Inverse”
2 -1 2 -1
3 -2 1 0
Resultat:
-1 1 -1 0
0 0 -1 1|
1
-1
Skriv b:= og indtast hejre side b:= 0
2
Skriv  with(LinearAlgebra):  Derved hentes de enskede procedurer frem
LinearSolve(A,B)
1
5
Resultat:
-2
2
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Matrixligning. Ofte skal man lose flere ligningssystemer

Ax=b,, A%=b,, ..., Ax=b,

med samme koefficientmatrix 4. Man kan da sammenfatte ligningssystemet i matrixligningen AX = B, hvor B

eren n X q matrix, derhar by, b,, ..., bq som sgjler.
Er A4 invertibel, vil matrixligningen AX =B have netop 1 losning X=4 !B, som er en

n X ¢ matrix. Fremfor forst at finde A "1 er det ofte hurtigere at reducere totalmatricen

T = (A4|B) ~ (E|A 'B) pa tilsvarende made som i eksempel 17.3 punkt 1.

Eksempel 17.4. Matrixligning.
Les ligningen AX =B, hvor

1 0 1 1 2 1 0
2 -1 1 2 3 -1 1
A= og B-=
1 -1 -1 1 4 0
1 -1 -1 2 5 2
LOSNING:
Idet A ! er fundet i eksempel 17.3, harvi AX=B < X=A"'B. Vifinderda
2 -1 2 -1 2 1 0 4 1 -3
3 -2 1 0 3 -1 1 4 5 -2
X=47B = =
-1 1 -1 0 4 0 -3 -2 1
0 0 -1 1 5 2 1 2 2

Felgende s®tning vedrerende inverse matricer er ofte nyttig.

SATNING 17.3 (invers matrix). Lad A veere en invertibel matrix. Sd geelder:
1) AB=AC < B=C (forkortningsregel)

2 (471)t=4.
Erogsa B en invertibel matrix, geelder:
3) (4B)'=B7147! ( BEMAERK REKKEFOLGEN !)
~\_1 ~~
o (4)'=a1.

Bevis. 1) B=C = AB=AC (Klart).

AB=AC = A (4B)=4A'(AC) = (4 '4)B=(47'4)C = EB=EC = B=C.
2) Da AA™'=4"'A=E, er A detinverse clement til 47, dvs. (471)'=4.

3) (B"'4")AB=B'(A"'4A)B=B'EB=B'B-E.

~ L NN
4) Ved anvendelse af setning 17.1 punkt4 fis A7 '4 = A4 '=E =E.
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17.6 Legsning af overbestent |igningssystem

Det folger af seetning 17.1 og 17.3, at vi inden for meengden M, af kvadratiske » X n matricer kan

regne efter stort set samme regneregler som inden for de reelle tal. Da den kommutative lov ikke
galder, skal man dog passe pa i hvilken rekkefalge, man multiplicerer. Eksempelvis har ligningen
AX=B losningen X=4 'B, mens ligningen X4 =B har en anden losning X=BA4 .

Ligeledes skal man passe pd, hvis en matrix 4 ikke er invertibel. Er A4 ikke invertibel, er det

saledes ikke sikkert,at AB=AC = B=C (jevnfor opgave 17.4).

17.6 LOSNING AF OVERBESTEMT LIGNINGSSYSTEM

I de foregaende afsnit har vi antaget, at ligningssystemets konstanter er eksakte tal. I tekniske
anvendelser er tallene ofte beheftet med méleusikkerhed og lignende, og sé vil lasningen naturlig-
vis heller ikke blive eksakt. For at mindske fejlen benytter man ofte ekstra ligninger, som vist i

folgende eksempel (og loser dem ved “mindste kvadraters metode”).

Eksempel 17.5. Overbestemt ligningssystem.
Pa et laboratorium analyseres en blanding af tre organiske stoffer kvantitativt ved méling af

et ultraviolet spektrogram. Heraf fds folgende ligningssystem for koncentrationerne
¢y, ¢, 0g cy (for overblikkets skyld er her valgt nemme tal) :

1.00¢, + 1.00c, + 4.00c, = 6.00
1.00¢, +3.00c, + 1.00c, = 8.00

1.00c, +1.00c, + 0.00¢c; = 4.00 .
Ligningssystemet har netop én lesning, men da konstanterne er beheftet med uundgéelige

smafejl (malefejl m.m.) , ensker man at forbedre ngjagtigheden af losningen ved at foretage
nogle ekstra mélinger. Lad os for simpelheds skyld antage, at der kun forekommer yderli-
gere én ligning: 1.00¢, +3.00¢, +3.00¢c, = 10.00.

Den sidste ligning burde vare en linearkombination af de tre forste, men pd grund af
malefejlene er dette sjeldent tilfeldet, s det samlede ligningssystem har normalt ingen

eksakt lesning. Opgaven er nu at finde et talset (c,, c,, c;), som tilfredsstiller ligningssy-

stemet “bedst muligt”, dvs. sdledes at residualerne (resterne) r,, r,, r; og r, givetved

r, = 1.00¢, + 1.00c, + 4.00¢, - 6.00
r, = 1.00¢, +3.00c, + 1.00c, - 8.00
(1)
r, = 1.00¢, + 1.00c, + 0.00c, - 4.00
7, = 1.00¢, +3.00¢, +3.00¢, - 10.00

bliver “mindst mulige”. Ved “mindste kvadraters metode” skal talsattet veelges sdledes, at
RMS-fejlen RMS = ‘/ (rl2 + r22 + r32 + r42 ) / 4 bliver mindst mulig (RMS =root mean square

error ). Bemark, at RMS vedrerer fejl pa ligningerne og ikke fejl pa lesningen c,, c,, c;.

ADVARSEL: Det givne ligningssystem md ikke @ndres ved, at man f.eks multiplicerer en
ligning med 10, da residualet s& multipliceres med 10 (ligningen indgar med en ny “vagt”).
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. . . . 2, .02 2 2
"Udledning" af formel. Vi sgger minimum for funktionen f(c,, c,,c;) = vy +r, +ry+r, .

Ifelge bind 2 kapitel 10 soges stationare punkter for £, dvs. punkter (¢, c,, ¢;) for hvilke

a_f = 0 2 rlﬁ + 6% + rS% + r4% = O
dc, de, de, de, de,
or or. or. or
<a—f=0 P { 2r1_1+r2—2+r3—3+r4—4 =0
dc, dc, dc, dc, dc,
of _ or or. or or
5_0 2"1_1J"”2_2+’”3_3+"4—4 =0
3 de, dc, de, dc,
or, or, or, o, .
dc, Oc, Oc; Oc, r
ol oo fln] |
dc, dc, Oc, Oc, rs
ory or, 9ry Ory |\, 0
Oc; Oc; Oc; Ocy
114
1 111 131 G o 0
il EEEIREER | I | Y I R R K o Adc-b)=0 < d4c=45b,
4 1 0 3 c 0
133 3 10

hvor A4 er koefficientmatrix, og b er hejre side i det givne ligningssystem.

At den af ligningssystemet 4 Ac =Ab fundne losning virkelig er et globlt minimum for f; vil fremga af
setning 17.4.

Vi vil nu generalisere betragtningerne i eksempel 17.5. _

Lad der vaere givet et overbestemt ligningssystem A x = b, dvs. et ligningssystem, hvor antallet
m af uathaengige ligninger er storre end antallet » af ubekendte.

For et givet talseet x defineres RMS-fejlen RMS- da séledes:

m

Erz hvor 7, = a.,x,+d.,x,+ +a, x. -b
.li’ i 1% 7Gxy e T8, X, 70,
i=

1
m

SATNING 17.4 (losning til overbestemt ligningssystem ). For et overbestemt ligningssystem
Ax=b vil den “losning”, som giver mindst mulig RMS-fejl pd _ligningssystemet, veere en
eksakt losning til det sikaldte normalligningssystem A Ax=Ab.

Bevis. Det kan vises, at normalligningssystemet altid har en losning, men vi udelader denne del af beviset. Lad x

vere en eksakt losning til normalligningssystemet Adx=4b. Vivilda vise, at intet andet talset x + Ax giver
en mindre RMS-fejl.
Lad r=A4A(x+Ax)-b.
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17.6 Legsning af overbestent |igningssystem

r, ~

Bemark: Da r=| |, er en sgjlematrix, og 7 er en rekkematrix, er I:'F = "12 +r'22 + ....+r,i.
rm
Vi finder 1 1= ~
(RMS:,2) = —rr=—rr (da 77=r12+r22+....+r3, )
m m _
- LuE+an) -5 (UE+AD -b) (da 7= A(X+AX)-b )
m
N_ ~J _

- L (45-b +4A% ) (45 - b + 4AF) (da CiD- E+B)
r;t ™~/ o~ N~/ ~~ -

= L [(AX -b) (4% - b) + AAX AAT + (A% -b)AAX + AAx (4x -5 )]
m

- Liax-by + (4ARY + (T UT-b) A% + Axd(4x-b )] (da ED= DT
m

= L1UT by + (UAR? + (A4T-ABY A% + Ax (T45-4b)]
m

= Liax-by + (4A%?] (da A45-4b =0 )
m

> L4z by (da (AAD)? > 0 )

= (RMS;)?

Eksempel 17.6. Overbestemt ligningssystem.
Find den “lesning” til ligningssystemet
1.00¢, +1.00c, +4.00c; = 6.00

1.00¢, +3.00¢, + 1.00c,
1.00¢, +1.00¢, + 0.00c,

8.00
4.00

1.00c, +3.00c, +3.00¢c; = 10.00 ,
som giver mindst mulig RMS-fejl.
Find endvidere residualerne og RMS-fejlen.

LOSNING:_
Af Ax=b dannes normalligningssystemet AAx Ab:
114 6
1111 ¢ 1111 4 8 8§ ¢ 28
1 31 8
1313 110 Gl=11313 4@82016 | =164
410 3 410 3 8 16 26 62
133)\4 10 “

Totalmatrix for normalligningssystemet opstilles og reduceres:

Kontrol
4 8 8 | 28 48
8 20 16 | 64 108
8 16 26 | 62 112
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~ 4 8 8 | 28 48
rn-2r |0 4 0] 8 12
r,-2r (0 010 ] 6 16
. 3 9
Heraf fas ==, ¢c,=2, ¢,== .
3 5 2 1 5
Ved inds@tning i de oprindelige ligninger fas:
ro=1-2+12+43- 6= 020
5 5 -
=12 432415 - 8 = 040
5 5 -
P= 12412402 - 4 = 020
5 5 -
ry=1-2+32+3-2-10 = -0.40
5 5 -
RMS = \H-(o.zoZ +0.40% + 0.20% + 0.40%) = 03162 = 0.32 .
Maple:
Skriv A:= og benyt menuen (se evt. eks. 16.1) til at danne matricen
Skriv b : = og dan hejre side
1 1 4 6
1 3 1 8
= b:=
110 4
1 3 3 10
Skriv with(LinearAlgebra) Pakkens procedurer ses
Skriv c:= LeastSquares(A,b) Kopier eventuelt navnet fra ovenstédende procedurer for at undga stavefejl
9
5
Resultat: | 2
3
5

Residualer: » = A.c—b

Resultat:

J10

RMS =+Jr.r/4 Resultat % =0316
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Opgaver til kapitel 17

OPGAVER

Opgave 17.1 (regneregler for matricer).

1 2 1 -1
Idet A= ( 0 ) og B-= [ 0 1 ) , Skal man undersoge, om folgende relationer
geelder:

1) (4+B)* = A2+24B+B? .
2) A*-B? = (4+B)(4-B) .

Opgave 17.2" (regneregler for matricer)

1 0 2 2 0 0
Lad A= og B-= .
0 -1 1 1 0 -1

Beregn 2A+3B, A-2B, AB og AB.

Opgave 17.3 (regneregler for matricer)

2 1 3
Lad A=]1 -1 2
1 2 1

Udregn A3-2A4%*-94 og A*-2A4-9E, hvor E er 3 %3 enhedsmatricen.

Opgave 17.4 (ingen forkortningsregel )

1 -3 2 1 4 1 0 2 1 -1 -2
Lad A=]12 1 3|, B=|2 1 1 1 og C=13 -2 -1 -1
4 -3 -1 1 -2 1 2 2 -5-1 0

Vis,at AB=AC (selvom B # C).

Opgave 17.5" (reciprok matrix, regneregler)

1 1 2 1
Lad A= og Bl= .
3 4 3 1

Find A™Y, (B), (4B)! og (BA)
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Opgaver til kapitel 17

Opgave 17.6 (regneregler m.m. )

1 0 2 1 1 1
Lad A= 0 0 1 og B=10 1 1
0 1 0 0 0 1

Find 24+B, B+2A4, AB, BA, AB, A4, B!, (4)" og (4B)".

Opgave 17.7 (invers matrix )

Find den inverse matrix til hver af de folgende matricer:

" 1 1 %) 0 1 3 1 2
2 3 1 0 3
4 1 1 5 1 0 6 2
1 2 0 -1 3 2
1 0 1 0 1 1 1 1
7) 0 1 1 8) -1 1 0 9) 1 2 -1
1 1 1 1 0 2 2 2 1
0 3 0 O 1 1 1 0 1 1 0 -1
2 2 0 O 0 1 0 -1 2 2 2 -3
10) 11) 12)
1 0 2 2 1 1 2 -1 -1 1 0
0 0 0 1 1 2 1 0 4 0 -1 -2
1 1 1 1
0 1 1 1
13) 0o 0o 1...1 (nuller under diagonal, i ovrigt I-taller).
0 0 O 1

Opgave 17.8 (invers matrix )

Lad A= Find A7! og (Z)'l. ( Husk at anfore mellemregninger.)

S = N O
S O NN W
S N © O
_= N O O
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Opgaver til

Opgave 17.9 (matrixligning )

Lad der veere givet en invertibel matrix

0O 2 0 1
0O 0 1 1

A=
1 0 0 O
0O 1 0 O

Idet

1 0 11 *12
1 1 X1 %23

B = og X= s
2 -2 X31 X35
1 4 X41 X432

skal man lose matrixligningen AX=B. Mellemregninger skal anfores.

Opgave 17.10 (invers matrix, matrixligning )

Lad en matrix A veere givet ved

A W N =

1
2
3
5

N S R S R
W N = =

~

1) Find den transponerede matrix A .

2) Find matricerne A~ og (Z)'l.

3) Los ligningssystemet Ax =

W O O

4) Los ligningssystemet AAX =

W O O =

kapit el

17
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Opgaver til

kapit el

17

Opgave 17.11 (invers matrix, matrixligning )

Find A’s inverse matrix, og los matrixligningen AX= B nar:

-2 3
1M 4=
1 4
2
2) A= 2 -2
-4
1 3
3 4=|1 4
1
1_
-1 0
4 A=
-2

Givet A= |~

e Hl=- -

1) Beregn A4 .
2) Find A7'.

—_ O W N A W W
N =

0g

0g

0g

11
-33

B =

7
14
-7

2
B = 0

29
58
-29
87

N

og B-=

N

-1

-2 3

22
1 )

4

-2

6

1

29

1

3

1
87
58
-29

w W N
— O

3) Find losningsmatricen X til matrixligningen X 'B = 4.

Opgave 17.13 ( overbestemt ligningssystem )

Find den “losning” til ligningssystemet

2.0x, +4.0x, = -5.0

4.0x, -1.0x, = 3.0
5.0x, +1.0x, = 6.0
2.0x, -3.0x, = -4.0,

som giver mindst mulig RMS-fejl.

Find endvidere residualerne og RMS-fejlen.
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Opgaver til kapitel

Opgave 17.14 ( overbestemt ligningssystem )
Find den “losning” til ligningssystemet
1.00x, - 1.00x, = 2.00

1.00x, + 1.00x, = 4.00
2.00x, +1.00x, = 8.00 ,

som giver mindst mulig RMS-fejl.

Find endvidere residualerne og RMS-fejlen.

Opgave 17.15 " ( overbestemt ligningssystem )

To storrelser x og y er mdlt sammen med deres sum og differens

x = 5.00
y = 2.00
x+y =6.00
x-y =400 .

Find den “losning” til dette overbestemte ligningssystem, som giver mindst mulig RMS-fejl.

Find endvidere residualerne og RMS-fejlen.

Opgave 17.16 ( overbestemt ligningssystem )
De tre vinkler i en trekant ABC er malt til 0.53, 1.34 og 1.32.

Find den “losning” til det overbestemte ligningssystem

A = 0.53
B = 1.34
n-4A-B =132,

som giver mindst mulig RMS-fejl.
Find endvidere residualerne og RMS-fejlen.

Opgave 17.17 ( overbestemt ligningssystem )
Mellem de variable x, y, z, w geelder den teoretiske sammenhceng
w=Ax+By+Cz.

Fra laboratoriet er der kommet folgende mdledata:

X v z w
1 0 0 10.0
0 1 0 [1.0
0 0 1 0.1
0 1 1 {09
1 1 0 | 1.2

1) Opstil 5 ligninger til bestemmelse af konstanterne A, B, C.

17

2) Find derpa konstanterne A, B, C, idet RMS-fejlen pa de 5 ligninger skal veere mindst mulig.

3) Find endvidere residualerne og RMS-fejlen.
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Opgaver til kapitel 17

Opgave 17.18 ( overbestemt ligningssystem )
To tryk p, og p, samtdifferencen p,-p, er mdlt med samme ngjagtighed:

)2 = 10
Dy = 3
p,-p, = 6.

Find p, og p, “bedst muligt”.

Opgave 17.19 ( overbestemt ligningssystem )
1) Er folgende tre ligninger uafheengige? (Husk begrundelse.)

y1+2y2_2y3_y4 =0
2y, +2y,-ys =0
Vit Vot Y3+ Yut¥s = 1.

Forklaring (kan overspringes). For systemer med samtidigt fortlobende kemiske reaktioner, f. eks.

C(s) + 20,(8) ~ CO(e) kol 0,(¢)
L1 , startblanding: 1 kmol H,0(g)

Hy(g)+ 50,(g) = H,0(g) > kol Nz(g)

C(s) + 0,(g) = CO,(g) overskud af C(s)

skal man afgore, om fundne molbroksligninger er uafhceengige (i ovenstdende er y,=Yoq, V5= Yco,»

Y3=Yus Ya=Yuor Vs=In,» Mens yo = 0 ved kemisk ligeveegt ) .

2) Lad

- O = O
S NN O B
S O = O
_—0 O =

Lad 4 betegne A’s transponerede matrix. Find A™' og (Z YU (husk at angive

mellemregninger).
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Opgaver til kapitel 17

Opgave 17.20 ( overbestemt ligningssystem )
Der skal fremstilles 1 ton af et produkt ved at blande 3 ravarer (alle tal er i veegt % ):

ravare nr. 1 | rdvarenr. 2 | rdvare nr. 3 | onsket produkt

protein 0 % 10 % 20 % 10 %
fedt 30 % 10 % 0% 20 %
kulhydrat 20 % 30 % 10 % 20 %

Af rdvarer bruges x, tonafnr. 1, x, tonafnr.2 og 1-x,-x, tonafnr. 3.
1) Opstil 3 ligninger til bestemmelse af x, og x,.
2) Find derpd x, og x,, idet RMS-fejlen pd de 3 ligninger skal veere mindst mulig. (Husk at

anfore mellemregninger).
3) Find til sidst residualerne og RMS-fejlen.

Opgave 17.21 ( overbestemt ligningssystem )
Der foreligger folgende ligningssystem:

x = 1.1

xX-y =1

x+y+z = 3.1
y+z =19.

1) Vis, at ligningssystemet ikke har nogen eksakt losning.
2) Los ligningssystemet “bedst muligt”, (dvs. sdledes at RMS-fejlen bliver mindst mulig ).
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18 DETERMINANTER

18.1 DEFINITION AF DETERMINANT

I forbindelse med bl.a. ligningssystemer spiller determinanter en betydelig rolle.

Til enhver kvadratisk 7z xn matrix

a;; ap An

dy Gy Dp
4 =

a, a, . . . a,

horer en determinant:

ap  ap a,

Gy 4y a4,
detd = |4]| =

a, a, . . . a,

Bemeark, at determinanter kun defineres for kvadratiske matricer.

Verdien af en determinant er et tal, der er defineret ved folgende regneforskrift:
1) Man udvalger en bestemt reekke » eller en bestemt sgjle s (helst én med mange nuller).

2) For hvert element a,_ i den valgte reekke eller sgjle dannes et produkt af felgende tre faktorer:
a) Elementet a,_ selv.
b) Elementets “underdeterminant* D, , dvs. den determinant af (n - 1)’te orden, som frem-

kommer ved at slette bdde den raekke og den sgjle, hvori elementet star.
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Det er m nant er

c) Tallet (-1)""*, dvs. +1 eller -1 alt efter om der stér + eller - pd elementet q, 's plads
1 det folgende fortegnsskema

-+ -

-+ - o+

+ - o+ -

- + - +

Skemaet har + gverst til venstre samt skiftevis + og - hen gennem rakkerne og ned

gennem sgjlerne.

3) De dannede produkter adderes:
detd = a,(-1)""'D, +a,(-1)"**D,, +...+a,(-1)""D, .

Determinanten siges nu at vere “oplest” efter den valgte raekke (eller sgjle).

Komplement. For kortheds skyld defineres K, = (-1)"**D, . K _ kaldes komplementettil a

rs *

Viharsi detd = a,K, +a,K,+...+a, K, =a K

rnrn 1s+a2sK2s+"‘+a K

ns~"ns °

4) De fremkomne determinanter af (n - 1)’te orden opleses pa tilsvarende made til determinanter

af (n - 2)’te orden, osv. Til sidst fas determinanter af 2. orden, som udregnes efter den vel-

kendte regel =ad-cbh.

c

Et bevis for, at determinanten far samme veerdi, ligegyldigt hvilken raekke eller sejle der opleses efter, kan ses i
supplement 18A.

Eksempel 18.1. Determinant.

Find verdien af determinanten

1 2 0
2 0 0
D =
-1 0 1 1
0 -2 1 2
LOSNING:

Vi kan f.eks. valge at oplese determinanten efter 2. reekke (som har to nuller !):

1 2 0 1 2 0 1 1 0 1 1 2
bD=-2,0 1 1|+3/-1 1 1|-0(-1 0 1] +0|-1 0 1
-2 1 2 0 1 2 0 2 2 0 2 1
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18. 2 Redukti on af determ nant

Vi kan nu f.eks oplese efter 3. sojle:

0 1 1 2 1 2
D = - 0 -1 +
-2 1 -2 1 0 1
-1 1 1 2 1 2
+310 -1 +
0 1 0 1 -1 1

= -2(0-1-5+21) +3(0-1-1+2-3) = 6+15 = 21 .

Maple: Skriv A:= og dan ud fra menuen “Matrix” den gnskede matrix

1 1 20
2 3 00
-1 0 1 1
0 -2 1 2

Cursor pa udskrift, hgjre musetast, “Standard Operations”, Determinant
Resultat 21

A=

18.2 REDUKTION AF DETERMINANT

Enudregning af en storre determinant direkte ud fra definitionen er s&dvanligvis for tidskravende,
medmindre determinanten indeholder mange nuller. Ved hjelp af de regler, som omtales i den

folgende satning 18.1, kan der imidlertid netop skaffes mange nuller 1 determinanten.

I definitionen pa en determinant er der symmetri med hensyn til den méde, hvorpé raekker og sejler
indgér. Dette bevirker, at nér vi har bevist en satning vedrerende rekker, kan vi umiddelbart

opstille den tilsvarende s@tning vedrerende sojler.

SATNING 18.1 (reduktion af determinant). Lad A veere en kvadratisk matrix af n’te orden.

Der geelder da

1) Multipliceres alle elementer i en rcekke (sojle) med samme konstant k, bliver veerdien af
determinanten k-detA .

2) Ombyttes to reekker (sojler), skifter determinanten fortegn.

3) En determinant, hvor to reekker (sojler) er ens, har veerdien nul.

4) Andres den p’te reekke ved reekkeoperationen r,t k°rq , er determinanten uforandret

(analogt for en sajleoperation).

ADVARSEL: Endres den p’te reekke til k-rp+ r, » bliver veerdien af determinanten k-detA.

Bevis.

a;; 4, i,
a1 Gy A
Lad detd = = a.K,+a,K,+...+a, K .
arl ar2 arn
anl an2 ann
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Det er m nant er

= ka K, +ka,K,+..

.+ka K _ = k-detA.

rnrn

Beviset gennemfores i to trin, idet vi forst viser, at setningen gelder, nar to naborakker ombyttes.

ad 1.
a9y
41 Gy
ka,, ka,,
anl an2
ad 2.
Lad
a1
ay
detA = arl
4,11
anl

a

an 2

rel,2 0t

A 41 92 Ain

@, 3G Gy @,

Ay og detB = %G1 Yz 0 0 0 B |
ar+l,n arl ar2 arn

ann anl an2 st ann

hvor detB fremgaraf det4 ved, atden 7’te ogden r+1'te raekke er ombyttet.

Opleses detd efter r’te reekke, fas

detd = a,(-1y"'D, +a,(-1y"D,, +... +a,(-1Y"D,, .

Opleses detB efter r +1’te raekke, fas
detB = a,(-1)"D,, +a,(-1)"D,, +...+a, (-1)""'D_,

idet underdeterminanterne bliver de samme ved de to oplesninger.

Af disse to udtryk ses, at detB = (-1)-det4.

Da s@tningen geelder for to naborakker, kan vi nu bevise den generelle s@tning pa folgende made:

Lad r; og r, varetorekker, mellem hvilke der stér p andre. Raekken r, antagesatstiover r,. Ved ppi

hinanden falgende ombytninger af naboreekker seenkes r,, s den bliver nabo til r,.

og r,, ogved p pdhinanden falgende naboombytninger flyttes », oppd r; s oprindelige plads. Detsamlede

antal ombytninmgerer 2:-p+1, altsaulige. Da determinanten skifter fortegn ved hver ombytning, er setningen

hermed bevist.

ad 3.

Ved ombytning af de identiske raekker forbliver determinanten uandret samtidig med, at den ifolge s@tning 18.1

stk. 2 skifter fortegn, dvs. detA=(-1)-detd < det4=0.
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18. 2 Redukti on af determ nant

Efter rekkeoperationen r,t kr p pad A har determinanten folgende udseende:

a, a, ... a,
a,, a, .. a,
a, tka, a,+ka, . .. a,tka,
D =
a, A, .. 4,
a, a, ... a,,

Opleses efter p’te reekke, fas
D = (ap1 +kaq,1)KP1 + (ap2 +ka‘12)KP2 +olt (apn + kaqn)KPn
= a,K,va,K,+...+a,K + k-(aqlKP1 +a,K,+...+a,K ) = detA +k-detB,

plopl pnpn qnpn
hvor
a1 A a1
4y Gy a,
a a a
q1 q2 qn
detB =
a, 4, a,,
a, a, . . . a,

Da detB har 2 rekker ens, er detB =0. Satningen er hermed bevist.

Ved hjelp af reglerne i s@tning 18.1 kan vi nu forholdsvis nemt beregne verdien af en nxn

determinant ved en af felgende to metoder.

Udvzlgelsesmetoden

a) Udvealg en sgjle (rekke) med det storst mulige antal nuller.

b) Benyt reekkeoperationer (sojleoperationer) til at opna 1 alt n -1 nuller i den udvalgte raekke
(s@jle).

¢) Oples determinanten efter den udvalgte sgjle (raekke). Pa grund af de mange nuller fés s blot

én (n-1)x(n-1) determinant gange et tal.
a b

c d

d) Gentag metoden, til der nds én 2x2 determinant =ad-ch.
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Det er m nant er

Eksempel 18.2. Udregning af determinant. Udvalgelsesmetoden.

Find verdien af determinanten

detd =

AN = N W

W N = =
A O N O
NN W

LOSNING:
Da 3. sejle allerede har 2 nuller, vaelges at skaffe yderligere et nul i denne sgjle og derefter

oplese efter den (for klarheds skyld sattes en pil ud for den for gjeblikket udvalgte sgjle

eller reekke): l
31 0 3 31 0 3 31 3
detA = 2 122 — 2 122 — 0-2-/1 2 2|+0-0.
1 2 0 2 1 2 0 2 1
r,-2r, opl s 2 1 0|«
6 3 4 4 21 00

Da 3. rekke allerede har et nul, vaelges at skaffe yderligere et nul i denne raekke og derefter

oplese efter den:

detdA —— -2-[-3 2 2| = -2:(-1)-

-3
S1—2S2 0 1

1 3
2‘ = 2(1-2-3+(-3)) = 22.

0l

Diagonalmetoden

Denne metode kan f.eks. benyttes ved edb-beregning af determinanter.
a) Udvelg 1. sgjle og benyt rekkeregler fra setning 18.4 til at skaffe lutter nuller under diagonalelementet a,.

b) Udvelg derpa 2. sgjle og skaf pd samme mdde lutter nuller under diagonalelementet a %, . (Benyt ikke foregéen-

de reekke(r) - det ville adelaegge opnaede nuller.)
c) Fortsat saledes sgjle efter sgjle, indtil der er lutter nuller under diagonalen:

ay ay ay - . . al,
0 a% a% . . . a%y,
0 0 a% . . . aj,
detd = k-
o o o . . . a,
d) Verdien er da detd = kra’jra’,ra%yt ... ca’,, ellersagtiord:

En determinant med lutter nuller under diagonalen er lig med produktet af diagonalelementerne. (Dette
indses ved at oplase efter 1. sgjle, sd igen oplese efter den nye 1. sgjle osv. )
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18. 3 Andre sat ni nger om det erm nant er

Eksempel 18.3. Udregning af determinant. Diagonalmetoden.

Find verdien af determinanten

310 3
2.1 2 2
det4 =
1 20 2
6 3 4 4
LOSNING: |
l 1£02 12 0 2
1202—0322:0—32—2
2 1 2 2| 793 - -
det14:—3103r22r1 0_50_3’3—2600—21
ren 53 r-3r 22
6 3 4 4| r-6r, 109 4 -B[U"7% 1y o o
12 0 2
0-3 2 -2
— 10 1 10 11
= -|0 0 -2 | = -3 - -=] = 22.
3 P3| ooy 2
h 11
00 0 -—=
5

18.3 ANDRE SATNINGER OM DETERMINANTER

De folgende to satninger har blandt andet betydning i teorien for ligningssystemer.

SATNING 18.2 ( determinant forskellig fra nul ). Lad A vcere en kvadratisk matrix af n’te
orden. Der geelder da, at detA # 0, hvis og kun hvis rangen p af A er lig med n.

Bevis. Viskal vise,at p(4)=n < detd #0. Vihar

p(4) = n
p(4°) =n (4 kan omdannes til en echelonmatrix 4°. Rangen @ndres ikke.)
1 X ... X
0 X . X
47=(00 1 ... % (Da p =n angiver antallet af lineert uafthengige rakker, har 4°
: ingen nulrakker. )
000 1
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Det er m nant er

i

det4” # 0
detd # 0 (Hver af de operationer, hvorved 4 omdannes til 4", vil hgjst multipli-

cere determinanten med en konstant k& # 0 eller skifte fortegn pé
determinanten.)

SATNING 18.3 ( alternativ metode til beregning af invers matrix ). Lad A veere en kvadratisk matrix af n’te
orden med rangen n. A’s inverse (reciprokke) matrix A~ er da bestemt ved

K, K, . . .K,

K, K, . . .K,
Al = 1 . = 1 E
detA detd ~ ’

Kln K2n * N * Knn

hvor man ved udregningen af A™' har

1) erstattet hvert elementi A med sit komplement, sda man far en matrix K,
2) dannet den transponerede K , og

3) divideret alle elementer i K med detd.

Bevis. Ifolge definitionen pé en determinant kan det4 findes ved oplesning efter den »'te raekke:

detd = oK +a,K,+...+a,K (1)

rnrn

hvorkomplementet K, = (-1)""*D, . Erstattes a,,a,,,...,a,, i(l)medelementerne ag,,az,,...,az,
fra en anden raekke, svarer det til oplesning af en determinant, der har to ens rackker (den r'te og den R’te ), men
en séddan determinant har vaerdien nul ifelge satning 18.1.

Vi har derfor
ap K1 +ag, Ky + .+ ap, K

rn

~ detd for R =r
0 for R # r.

Den sidste ligning kan skrives pa matrixform:

ay; 4y - - Oy K K - - K, 1 0
dy; Gy - - Gy K, Ky, - . . K, 0
) SRR
a, a, . . .a, K,K,. . .K, 00 1
Altsa har vi
AK =E-detd < A UK-A"'E-detd & EK=-A'detd o A4'-_L F.

det4
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18. 3 Andre sat ni nger om det erm nant er

Eksempel 18.4. Beregning af invers matrix.
Find den inverse matrix til
1 2 0
A = 0 1 1
-1 0 1

LAOSNING:
1) Hvert element erstattes af sit komplement
1 -1 1
-2 1 -2
2 -1 1

2) Matricen transponeres

1 -2 2
-1 1 -1
1 -2 1

3) Determinanten detA beregnes, og hvert element divideres med detA. Da detd =-1, fas

-1 2 -2
A1 = 1 -1 1
-1 2 -1

De folgende to s@tninger anferes uden bevis:

SATNING 18.4 ( regneregler for determinanter ). Lad A og B veere kvadratiske matricer af n’te orden. Sd

geelder
det 4 = detd

det(4B) = (detd)-(detB) .

SATNING 18.5 ( formel for determinant ). For en vilkarlig nxn matrix

A, 4 - - . 4,
a a .. a
21 722 2n
A=
a, a4, - .- . a4,

kan determinanten detA beregnes efter formlen

n n n
detd = E "'Zsilizmin.alil.aﬁz.‘".ani ’
hvor i=1 i=1 i=1
1 hvis i,i,,...,i, kan omordnes til 1,2,...,n

ved et lige antal naboombytninger (f.eks. er e5,,=1)

= -1 hvis i,i,,...,i, kan omordnes til 1,2,...,n

iyiye.d,
" ved et ulige antal naboombytninger (f.eks. er €,,;, = -1)

0 ellers (feks. er €,,,=0).

193



Det er m nant er

18.4 CRAMER'S SATNING

Vi betragter nu et ligningssystem Ax = b bestaende af n ligninger med n ubekendte. Vi vil

antage, at det4 #0 (dvs. 4 har rangen n).
SATNING 18.6 (Cramer s scetning ). Et ligningssystem Ax = b med detd # 0 har én losning
bestemt ved (X132, ..,%,) = ——(detB,, detB,, ..., detB ),

det4

hvor B, er den matrix, man fdr ved at erstatte den i'te sojlei A med b, altsd

ap 4y, ay i1 b, i1 =+ - Gy

)y Gy - - - Gy b, Ayiv1 + - Gy
B,=

anl an2 an,i—l bn an,i+1 o ann

Bevis. Da A4 harrangen n, eksisterer der en invers matrix 4 ~!. Vi finder da

A%=b © A Ur=A"b o Ex=Ab o x=47b.

Afsztning 18.3 fis 47 1= Lf, dvs.
detA4
K, K . . K, ||bH Kb, +Ky by +...+K b,
K, K,, . - Ko |0 Kb, +Kypby + ..+ K 0b,
7- L Rp- 1L I
detA det4 detAd
Kln K2n * * * Knn bn Klnbl +K2nb2 ... +Knnbn

Betragtes den i'te rekke K ;b, +K,.b, +... +K b ses, at dette netop er determinanten for den matrix B;, der

fremkommer ved at den i te sgjlevekor erstattes af b. Altsé har vi

detB,
detB,
- 1
x =
det4
detB,
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18.4 Craner s sa& ning

Denne determinantmetode (Cramer's metode) har stor teoretisk interesse, men er seedvanligvis for
besvearlig at anvende i praksis, da man skal udregne » + 1 determinanter af n'te orden.

Er man kun interesseret i at finde én ubekendt, er determinantmetoden dog velegnet (jeevnfer
eksempel 18.5).

Eksempel 18.5. Lesning af ligningssystem ved determinantmetoden
(Cramer's metode).
Find x, af ligningssystemet

2x, +2x, - x3+ x, = 1
2x, +3x, - 3x, = 4
-X, —X;+ x, = 2
X, +2x, +3x, = -1.
LOSNING: l l
2 1 -1 1 2 1 -1 1
2 4 -3 0 2 4-30
-1 2 -1 1 -3 1 0 0
1 -1 0 3 — -5 4 3 0
27 2 2 -1 1 - 2 -1 1
KE-h
2 3 -3 0 roar 3 -3 0
-1 0 -1 1 -3 -2 0 0
1 2 0 3 -5 -4 0
2 4 —i 2 4 —i
-1-|-3 1 0 -3 1 0
—_— -5 4 3 —_— -3 0 O
- 2 3 -3 - 2 3 -3
opl S, -1-/-3 -2 0 K+H -3 -2
-5 -4 -3 -1
301 -3 )
— 1300 _ 3 0| _ 3 _
T -3 -2 T -3 -2 -3 =
opls, 3|3 3 1 ‘
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Det er mi nant er Suppl ermrent

supPLEMENT: 18A BEVIS: EN DETERMINANTS VARDI
ER UAFHANGIG AF OPLOSNINGS-
MADEN

SATNING 18A.1 (determinants veerdi). Ved udregning af en determinant fas samme veerdi, uanset hvilke reekker

eller sajler der oploses efter.

Bevis. Beviset fores ved induktion efter determinantens orden n.

n=2 | Man kan direkte efterprove, at pastanden geelder for determinanter af 2. orden, idet man far

a, a
11 % . . .
= a,,a,, - a, a,,, uanset hvilken raekke eller sejle der opleses efter (det er her underforstaet, at en
a, a
21 Y92

determinant af forste orden defineres som identisk med dens eneste element). Eksempelvis fas ved oplesning efter

an 9
2. rekke = (-1Dayay, +a,ay, = a0, - a,a,, .
a3 Gy
n=2,3,4,...,p-1 Induktionsantagelsen er nu: “for alle determinanter til og med (p-1)’te orden er det

ligegyldigt, hvilken reekke eller sgjle der opleses efter”.

n=p | Vi skal da blot vise, at det samme gaelder for enhver determinant af p’te orden

all a12 P alp

a a. RO §

21 22 2
D = P
apl ap2 P app

Forst vil vi vise, at

“determinanten oplest efter rekke nr. R = determinanten oplest efter sgjle nr. S, €))
dvs.
a .| . a, . o
¢ . I
S L g - B
s=1 = === = q r=1 = === =
|- a I e
hvor

a) ap, betegner det element, som star i den R’te reekke og den s’te sgjle af D,

b) V og =@ skal betegne, at hele s’te sgjle og R’te reekke er slettet,
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Suppl enmrent 18A Bevis: en deternminants vadi er uafhangig af opl gsni ngsmaden

c) (-1)®* erdet fortegn, som stari R’te rekke og s’te sojle i fortegnsskemaet

\V4 Y
.

a . o

a4,
+ || - ¢ = o _1y+S. g0 || . N
fj (-1)R=-qp - M = Y (%ag|l Q
s=1 = === = @ r=1 = === =
(s%5) *R) ”
R N
hvor der kun summeres over numrene 1,2,...,S-1,8t1,...,p og 1,2,...,R-1,R+1,...,p.

Determinanterne i ligning (3) er kun af p - 1'te orden, sé ifelge induktionsantagelsen kan vi frit veelge, hvilken raekke
eller sgjle de videre skal opleses efter. Pa venstre side i ligning (3) valger vi at oplase efter S’te sgjle fra D, og pa

hajre side opleses efter den R’te reekke fra D. Derved omformes ligning (3) til

P P . = = = e = = Q
El (_1)R+s_aRs Zl (_l)r* S*.ars. e ||
S§= r= . . . .
(s#S) (r*R) I ” _ q
= == = =
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Det er mi nant er Suppl ermrent

vV V

‘111--"-”-
I - )

ST ST AN I ” <
r=1 s=1 . .

(r#R) (s5) _ __ Lo = @
- - - i — -

|| * || app

hvor * skal erindre om et lille fortegnsproblem, der stammer fra, at vi tidligere har slettet en reekke og en sgjle:
saledes ma r* regnes 1 mindre end 7, hvis R<r, mensomvendt R* skal vaere 1 mindre end R, hvis »<R;
dvs. enten 7* eller R* indeholder en korrektion pé -1, men ikke begge. Analogt skal enten s* eller S* vere

mindsket med 1, men ikke begge. Det ses, at summerne pa de to sider af lighedstegnet i ligning (4) er ens, hvis blot

* . 5k ¥, g%
fortegnene er ens, dvs. hvis (=1)8*+(-1)" 5" = (=1)y*S-(-1)®" **", eller enklere
R-R¥-(r-r¥) _ §-5% -(s-5%) . . . % % .
(-1) = (-1) . Herer venstre side altid -1, fordi netop et af tallene R* og r* er mindsket

med 1 i forhold til R og ». Analogt er hgjre side -1. Vi har altsa bevist ligning (4) og dermed ligning (1).

Ogsa for en determinant af p’te orden er det altsé ligegyldigt, hvilke raekker eller sgjler der oplases efter (eksempelvis
vil oplesning efter en reekke R, give samme resultat som oplesning efter en rekke R, , fordi ifolge ligning (1)
vil begge give det samme som oplesning efter sgjle S). Dermed er induktionsbeviset gennemfort, og setningen altsa

bevist.
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OPGAVER

Opgave 18.1 (determinant )

Find veerdien af hver af determinanterne

1 2 1 1

1"y D=3 1 1 2) D,=|2
11 2 1

01 2 1 1

4 D,- 100 3) D, - 2
2 1 -1 1 1

1 2 1 0 1

Opgave 18.2" (determinant )

Find veerdien af hver af determinanterne

08

N = N =
N = O DN
N N ==
—_— N N
— N bk

Opgave 18.3 (determinant )

Find veerdien af determinanten

3
2
5
7

N = N =
wm N = W

2
1
3
4

Opgave 18.4 (determinant )

Find veerdien af hver af determinanterne

2
1
4
0

w N O =

110

- NN

o W o O

N = = =

— 00 N N

N —= N =

.—A\O.—A;—A

Y S —y

6) D=

S O O O O N

S O O O W wn

S O O 0

S © v N wn

S N N = = W

N = NN ==




Opgaver til kapitel 18

Opgave 18.5 (determinant )

Find veerdien af hver af determinanterne

0 0 0 0 0 1
1 2 1 2 1
0 0 0 0 2 1
0 0 1 1 1
0 0 0 3 2 1
og |1 1 0 0 O
0 0 4 3 2 1
0 0 1 1 2
0 5 4 3 2 1
1 1 2 1 1
6 5 4 3 2 1
Opgave 18.6 (determinant )
Find veerdien af determinanten
1 0
2 1
1 1
n-21 1 1 . . . 1 0
n-11 1 1 . . . 1
n 1 1 1 1 1

Opgave 18.7 (determinant med komplekse tal )

Find veerdien af determinanten

i 1+7 1-2i
2i 2-i 3+i
3i 1+2i 2

Opgave 18.8 (determinantligning )

Los ligningen

0O x 1 O
x 0 x
=0.
-1 x 0 «x
0 -1 x O
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Det er m nant er

Opgave 18.9 ( determinant, interpolation )

Et preecisionsinstruments fejlvisning w afhenger af 3 variable: x (temperatur), y (barometer-
stand) og z ( lufifugtighed ). 1 4 tilfeelde kendes fejlvisningen w:

i X Yi Z; w;
1 0 760 01l -2
2 10 800 0 0
3 0 800 50| -5
4 10 760 50| 13

Ved “linecer interpolation” mellem disse veerdier skal man i tilfeeldet (x, y,z) = (5, 770, 30)

beregne fejlvisningen w:

1) Forklar ved hjcelp af en kendt scetning om determinanter, at ligningen

1
1
1
1
1

bgl
Y2
Y3
Y4
Yy

T W™
Z W
z;, wy| =0 (1)
Zy Wy
z w

eropfyldt for (x, v,z w)=(x;,v,,z,w;, ), i€{1,2,3,4}.

2) Vis, ved oplosning efter sidste reekke i determinanten, at ligning (1) udtrykker en linecer

sammenhceng af formen

crre,x+tey+ez+esw =0

( veerdierne af konstanterne c,, c,, ¢5, ¢, C5 onskes ikke udregnet ).

3) Linecer interpolation: Beregn derefter den sogte fejlvisning w ved hjelp af determinant-

ligningen

S S Y
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760
800
800
760
770

0 -2
0 O
50 5{=0.
50 13
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Opgaver til kapitel 18

Opgave 18.10 ( determinant, 971

[ forbindelse med losningen af fire sammenhorende differentialligninger fremkommer folgende

Laplace-transformerede funktion x(s):

-1 s+3 0 s+2
- 1 3 0 -4 s-2
x(s)=—, hvor D =
D -5 5-s5 25 2s+5
1 s+43 -2 &

Find x(t) = ge*{

}.

Opgave 18.11 ( determinant )

S|~

Udregn determinanten

2x+y 2x x 2x
x+y xty y 2y
2 4 2 3
1 2 1 2

Opgave 18.12 ( determinant, radder i polynomium )
Der er givet folgende ligning

% X O
S S S g Sy
1l
(=]

% 8 O = =

1
1
1
0
X

2 8 v 8 O

b 0

Udregn venstre side af ligningen, og vis derved, at ligningen har rodderne 0, -1, i og -i.

Opgave 18.13 ( overbestemt ligningssystem )

I laboratoriet har man fundet folgende overbestemte ligningssystem:

X+ty+z =1
y+z+w =1
xX+y 1
z+w =1
y+z =1

1) Opstil normalligningssystemet (eventuelt pd matrixform) for det overbestemte ligningssystem.

2) Udtryk den “bedste” losning for y som et forhold mellem 2 determinanter.
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3) Udregn det i sporgsmal 2 fundne udtryk. ( Mellemregninger skal anfores.)
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Opgaver til kapitel 18

Opgave 18.14 ( determinant, invers matrix )

Lad
121
A=1203
1 01
1) Beregn |A4|.

2) Beregn A7l

Opgave 18.15" ( Cramers scetning )
Benyt Cramers scetning til at finde y af ligningssystemet

x+2y+z =15
xX- y+z =2
2x+ y-z =1

Opgave 18.16 ( Cramers scetning )
Benyt Cramers scetning til at finde z af ligningssystemet

x+2y+ z =4
x+2y+2z =6
x+3y+3z=9.

Opgave 18.17 ( overbestemt ligningssystem, Cramers scetning )

Med et apparat i laboratoriet har man mdlt sig frem til et overbestemt ligningssystem:

x, + x, = 1.0
X, + x, =20
x,+x, = 1.0

X, + X, = 1.0
Xy + Xy = 1.0

Man onsker kun at finde  x;.

1) Udtryk den “bedste” losning for x, som et forhold mellem to determinanter.

2) Udregn det i sporgsmdl 1 fundne udtryk ( husk at angive mellemregninger).
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Opgave 18.18 ( determinant, ligningssystem )

1) Beregn determinanten

-1 2 a 1
a-3 2 2a 0

D =
-4a+7 -2 0 O
-2a+6 -6 -3a -2

2) Givet ligningssystemet

X t2x,+ ax; + x, = 2
(a-3)x, +2x, +2ax, = 2
(-4a+T)x, -2x, = -2

-6 .

(-2a+6)x, -6x,-3ax, -2x,

For de veerdier af a, for hvilke ligningssystemets determinant er forskellig fra 0, skal

ligningssystemet loses. Den fuldstendige losning onskes ikke angivet, men kun veerdien af  x, .

Opgave 18.19 ( determinant, ligningssystem )

1) Beregn determinanten

a 1 -1 1

0 -1 a+1 O
D =

1 0 -1 1

0 1 0 a

2) Givet ligningssystemet

ax; +x, - x;+ x, =0
-x, +(a+1)x, =1

X, - Xp+ x, =2, acR.
X, +ax, =1

For de veerdier af a, hvor der er preecis 1 losning, onskes veerdien af x, bestemt.
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19 EGENVARDI, EGENVEKTOR,
DIAGONALISERING

19.1 INDLEDNING

Det er som regel s@rlig nemt at lose problemer, hvori de optreedende matricer er sdkaldte diago-

nalmatricer, dvs. kvadratiske matricer med luttet 0 'er uden for diagonalen.

Differentialligningssystem

Systemet ay Dy, hvor D er en diagonalmatrix

-2 0 0
D = 0 3 0},
o 0 2
kan skrives
d
A -2y,
2 0 0 ;’t
d)7 — 3%)
=L = 0 3 0 o I == =3
dt Y dt Y2
0O 0 2 @ _
dt 3

Systemet lader sig umiddelbart lase, idet de tre enkelte differentialligninger ikke er koblede til

hinanden.

Det mere generelle problem % = Ay, hvor A eren vilkarlig nxn matrix, ville derfor blive

steerkt forenklet, hvis vi kunne indfere nye koordinater z ved en substitution y = § z, séledes

at differentialligningssystemet ? = Ay gar over i et differentialligningssystem % = Dz,
t t

hvor D er en diagonalmatrix. I sé fald vil vi sige, at 4 er “diagonaliseret”.
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19. 1 I ndl edni ng

y=8z,
hvor § er en invertibel nxn matrix, der ikke athaenger af 7. Indsettes i differentialligningen

dy -
4 - 4y,
a7

fas
S _ 457 o % - S-1487.

Hvis det er muligt at bestemme S, s& S48 =D, hvor D er en diagonalmatrix, si har vi faet

den enskede forenkling.

Da S7'4S=D < AS=8D, gzlder det om at finde en matrix S og en diagonalmatrix D, si

AS=S8D. Lad os for nemheds skyld tenke os, at 4 er matricen

o2
-1 4)°
og lad
A O a, b,
0 A, a, b,
Idet sojlevektorerne 1 S benavnes
q b,
PO og ¥® = ,
3 b,
kan S kort skrives
S=(x0 x@),
Vi har nu
a, b l-a,+2-a 1-b,+2-b
S = I 2 2| 1 2 1 2 | (450 47®)
-1 4)\ a, b, -1-a,+4-a, -1:b;+4-Db,
a, b A, O a A, b A
sp=| O T ST T s aFe).
a, b, 0 A, a,A, b,A,
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Egenvas di, egenvektor, diagonalisering
Vi ser derfor, at
A48=SD & AxW=75xD A 4x@ =)D,

Nir vektorerne ¥ og ¥ multipliceres med matricen A, forbliver vektorerne alts parallelle

med deres egen retning. Man kalder x(!) og x® for egenvektorer til matricen 4, mens

A, og A, kaldes for de tilherende egenvaerdier. Jevnfer figur 19.1.

(IK
\

) —1 2 — 1
Fig. 19.1. Vektorerne x = . og x?P= | er egenvektorer for

1

2
L4 ) med egenveerdierne A‘l =2 og 2.2 =3, mens vektoren

matricen A = (

<l

-1
= ( 0 ] ikke er egenvektor for A.

Ovenstaende kan generaliseres til kvadratiske nxn matricer af vilkarlig orden n: egenverdi-

erne A, A,,..., A, idiagonaleni D ogegenvektorerne x™M,x®@, ... x™ i S er losninger

tilligningen Ax = Ax (egenvardiproblemet). Der findes numeriske metoder og edb-programmer
til bestemmelse af egenveardier og egenvektorer for en kvadratisk matrix 4 -- ogsa i det tilfzelde

hvor der optreeder komplekse tal i egenveardier og egenvektorer.

Kvadratisk form
Lad en funktion af tre variable f(x,y,z) have det 2. Taylorpolynomium
F(xp,2) = ¢y +byx; +byx, + byx, + alxl2 + a2x22 + a3x32 +2a,%,%, +2a,%,%; +2a.%, %, .
Ogsa her kan man opna en forenkling ved at skifte til nye koordinater.
Betragtes kun andengradsleddene, dvs. leddene af typen ax, X fas en sdkaldt “kvadratisk form™:
a1x12 + a2x22 + a3x32 +2a,x,x, +2a;%,%;, +2a.%,%; .
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19. 1 I ndl edni ng

Den kvadratiske form kan omskrives:
x (alx1 + X, + a6x3) + xz(a“x1 + Ay, + a5x3) + X, (a6x1 +agx,+ a3x3)
a X+ ayx, + agx, a, a, ag X
+ + -4 —
(X, %55 X3) | QX T BXy 4 AsXy | = (x),%,,%3)| G4 G, G5 X,| = xAx.
AgXy) + AsXy + 3%, s as a; | \ X
Ligesom ved differentialligningssystemet er det nu enskeligt at foretage et koordinatskifte x =Sz, si den

kvadratiske form x Ax gar overi

Ay 00 z,
(21922523) 0 A‘Z 0 Z2 = A’lzl2 + A'2222 + A‘3232 *
0 0 A, z,

Her er alle produktled forsvundet, og udtrykket er derfor enklere at behandle.

Funktion af matrix
Antag, at en kvadratisk matrix 4 kan diagonaliseres til en diagonalmatrix D =814 . Heraf fas

AL 0 ... 0
0 A ...0

SD=AS <« AS=SD < A=SDS°', dvs. A=S§ st
00 ...24

En funktion f kan da generaliseres til at have diagonalisérbare matricer som argument, idet man definerer f(4)

ved :
fh) 0 ... 0
A)... 0
f4) = 8§ k) s (1)
0 0 ...fh)

Hermed har vi udvidet funktionsbegrebet til f. eks. at omfatte 4% e4, sind, Arctand .
At definitionen er rimelig, ses ved at betragte potensfunktionen f(4) =A%, ke {1,2,3,...}.
Af A=8SDS! fis

A2 = (SDS™Y)(SDS™') = SDDS! =

A, 0 S 0) (A 0 A0 0
0 A 0 0 A .0 0 A 0
S 2 2 S1=§ 2 5!
0 0 PR A.n 0 0 PO A,n 0 0 L. Ai
Analogt fas
Ao 0
0 A 0
A% = (SDS 'Y = SDkS!' = § 2 S,
0 0 ...

Dette illustrerer, at definitionen (1) er rimelig.
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Egenvas di, egenvektor, diagonalisering

19.2 EGENVARDIER OG EGENVEKTORER

DEFINITION af egenveerdi og egenvektor. Lad A veere en nxn matrix. Et tal A kaldes en
egenveerdi for A, hvis der findes en vektor X+ 0, sd AX =Ax. Vektoren X kaldes da for en

egenvektor for A ( horende til egenveerdien A ).

Idet E er en enhedsmatrix af n’te orden, kan der foretages folgende omskrivning:
Ax=A% < AX=AEXx << (4-AE)x=0. (1)

Vi vil nu vise, at der geelder folgende satning:

SAETNING 19.1 ( bestemmelse af egenveerdier og egenvektorer ).
Egenveerdier. Ettal A er egenveerdifor en nxn matrix A, hvis og kun hvis det(4-AE)=0.
( Ligningen kaldes “karakterligningen for A*).

Egenvektorer. De til egenveerdien A horende egenvektorer er losninger x # 0 til ligningssyste-
met (A-AE)x=0.
Bevis.

Egenvardier. Vi skal vise, at

det(A-AE)=0 < A er en egenvardi for 4 .

Vi har
Udledning Kommentarer
det(4-AE) =0
o  rang(4-AE)<n Folger af s@tning 18.2
< rang(4-AE) = rang(4- AE| 6) <n En ekstra 0 - sgjle kan ikke @ndre rangen.

Folger af diskussionen om lgsningsmangde sidst i
afsnit 16.3.

o (4-AE)x = 0 har uendelig mange lgsnin-
ger

o der eksisterer ¥ # 6, shat A¥ =A% Da der er uendelig mange losninger, er der andre

losninger end nullgsningen.

< A eren egenveerdi for 4. Folger af definitionen pé egenverdi.

Hermed er forste del af setningen bevist.

Egenvektorer. Ifolge definitionen er x en egenvektor horende til egenvardien A , hvis og kun hvis Ax = Ax
og X # 0. Ved omskrivningen (1) fis umiddelbart, at x er en egenvektor herende til egenvardien A , hvis og

kunhvis (4-AE)X = 0 og x# 0. Hermed er anden del af setningen bevist.
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19. 2 Egenvar di er og egenvektorer

Eksempel 19.1. Bestemmelse af egenvaerdier og egenvektorer.

Lad

o N o
F N NN

1
4 =12
1

1) Find alle egenverdierne for 4.
2) Find alle tilherende egenvektorer for A.

LOSNING:
1)  Egenvardier. Karakterligningen er

1-2 0 -2
2 2-4 4|=0 o (2-2)
1 0 4-A

1-A -2

-0
1 4—1‘

e Q-M[A-VD@E-D)+2]=0 o (2-M)(HW-51+6) = 0
A=3 V A =2 (dobbeltrod).

< (2-M)(A-2)(A-3)=0

2a) Egenvektorer herende til A=3. Ligningssystemet Ax=Ax < (4-AE)x=0

har totalmatricen 7, der omdannes til en echelonmatrix:

2 0210y A~ (2 0210
T=|2-1 4]0 h+h 0 -1 20
10 1]0) rir 0 00
2
~ 1 0 1]0
1
(‘5)”1 210
0 0]0
(-D)r, |

Ligningssystemet har 1 frihedsgrad. Settes x;=¢, fés

x,-2t=0 & x,=2t, x+t=0 & x,=-t.

Egenvektorer er folgelig 2 (t, t+0 .
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122

-1
Det ses, at til enkeltroden A =3 horer egenvektoren xM =] 2 | (de ovrige
egenvektorer horende til A =3 er proportionale med x ). 1

2b) Egenvektorer herende til A=2. Ligningssystemet (4-AE)x =0 har totalmatri-

cen T, der omdannes til en echelonmatrix:

1 02]0) /A~ (1 0 2]0

T=12 0 410 2*2% |0 0 0o
v,+F

1 0o 210) 3% (oo oo
(-Dr,

Det ses, at ligningssystemet har 2 frihedsgrader. Settes x,=¢ og x,=s, fas

x+2t=0 < x/=-2¢.

-2 0
Egenvektorer er folgelig O t+] 1 |s, togs ikke begge 0
1 0

Enhver egenvektor herende til egenvardien 2 kan altsa skrives som en linearkombi-

nation af to uathaengige (ikke parallelle) egenvektorer:

-2 0
x@ = 0 og *®=11
0
Maple:
Skriv A:= og benyt menuen “Matrix” til indtastningen (se evt. eks. 16.1)
1 0 -2
A=|2 2 4
1 0 4
Cursor pa udskrift, hejre musetast, Velg “Eigenvalues etc.”, Eigenvectors”
2(1-2 0 -1
Resultat: [21],| 0 1 2 | Egenverdier er 2,2 3 og de tilherende egenvektorer std i samme reekkefolge
311 0 1

Onskes kun egenvardierne vaelges “Eigenvalues”



19. 3 Di agonal i sering

19.3 DIAGONALISERING

Som det fremgar af afsnit 19.1 er det vaesentligt, at kunne “diagonalisere” en kvadratisk matrix 4.

DEFINITION af diagonalisérbar matrix. En nXn matrix A siges at veere diagonalisérbar,
hvis der findes en invertibel nxn matrix S, sdledes at matricen D=S"'4S er en diagonal-

matrix ' .

Folgende satning viser, hvilke matricer der er diagonalisérbare, og angiver, hvorledes man 1
bekraftende fald kan finde S.

SATNING 19.2 ( diagonalisering ). Lad A veere en nxn matrix. Sd geelder:

A er diagonalisérbar A har n linecert
med diagonaliserende matrix < uafheengige egenvektorer
S=(xOx@ xm) O, 5@ M,

Endiagonaliserende matrix S eraltsa S = (f Mx@, xm ) dvs. en matrix, der har egenvek-

torerne som sajlevektorer’

Diagonalmatricen D= S7'48 er

A 0
L0k 0|
0 0 A
hvor Ay, Ay, ..., A, eregenveerdierne horende til egenvektorerne xM,x®, ... x®

(A, Ay, ..., A, behover ikke at veere forskellige ).

Man kan undersgge, om X M x@ . x™ erlineart uathengige ved at undersoge, om deter-

minanten det(rx® ... x®) er forskellig fra nul ( jevnfer setning 18.2) .

' Derma gerne indga komplekse tal i S, D, egenverdierne og egenvektorerne.

% Der ma gerne indga komplekse tal i S, D, egenvardierne og egenvektorerne, se eventuelt eksempel 19.6
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Bevis. Vi skal vise, at

Vi har

A er diagonalisérbar <> A har »n linezrt uafthengige egenvektorer.

Udledning

Kommentarer

A er diagonalisérbar

< der eksisterer en invertibel matrix S, sdat D= S~ 148§

AL O L. .00

0 A, ... 0
bliver en diagonalmatrix D =

0 0 . A

A 0

0 A, 0
hvor D er en diagonalmatrix D =

0 0 . A

<> der eksisterer en invertibel matrix

§=(FWF®. ™) sat

<> der eksisterer en invertibel matrix

§=(¥Mx®.. ™) saat

(AFO LED . AF0) = (45O 4T ... 4x®)
<> der eksisterer n lineert uathengige vektorer
M x@ x™) siat
(AFO LED . AF0) = (45O 4T ... 4x®)

<> A har n lineart uathengige egenvektorer

x®, @ x™,

A0 ... 0
o _ 0 A, ... 0 e _
(x(l)x(z)...x(”)) =4 (x(l)x(z)...x(")
0 0 . A

Folger af definitionen pa diagonalisér-
bar matrix.

Her er S blot udtrykt ved sine sgjle-
vektorer.

Regningerne svarer til dem, der er vist i
indledningen (afsnit 19.1) for 2x2
matricer.

S er invertibel, netop nar S har rangen
n (setning 17.3), dvs. netop nar sgjle-
vektorerne er lineert uafthengige
(jeevnfor definitionen pa rang).

Folger af definitionen pa egenvektor.

De ogvrige pastande i s@tningen folger ogsa af udledningen ovenfor.
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19. 3 Di agonal i sering

Eksempel 19.2. Diagonalisering.

Undersgg, om matricen

1 0 -2
A=12 2 4
1 0 4

kan diagonaliseres, og find i bekraeftende fald en diagonalmatrix D samt en diagonaliseren-

de matrix S.
LOSNING:
Af eksempel 19.1 fremgik det, at 4 havde egenvektorerne

-1 -2 0
M= 2, x®=] 0 og xP=|1
1 0
-1 -2 0 .
Da determinanten detS = | 2 0 1| =(-1) - ‘ = -1 # 0, erdetrevektorer
1 1 0

lineert uathengige, og 4 er folgelig diagonalisérbar .

I eksempel 19.1 fandt vi ligeledes, at 4 havde egenverdierne A =3 (tilherende egenvektor

-1 -2 0
xM=| 2 [) og A=2 (tilherende egenvektorer x@=| 0 | og x®=| 1 |).
1 1 0

Af setning 19.2 fs da, at

S

1l
o o w
o N o
N o ©

og en diagonaliserende matrix er

-1 -2 0 -1 0 -2
S = 2 0 1 eller 2 1 0
1 1 0 0 1

Vikunne naturligvis have byttet om pé reekkefolgen af A -verdiernei D, blot vi tilsvarende

byttede om pa reekkefolgen af sgjlerne ¥, x® og x® i S.
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di agonal i seri ng

Eksempel 19.3. Lesning af differentialligningssystem.

Find den fuldstendige losning til differentialligningssystemet:

dy,
dt
dy,
dt
dy,
dt

=0 -2y
=2y, +2y, * 4y;

=y1+4y3 .

LOSNING:

Differentialligningssystemet kan skrives:

a,
dt
a,
dt
dyy
dt

N
b o)
V3

Il
—_— N
S NN O
A~ B~ DN

Indfores substitutionen y = Sz og dermed

S _ 457 o 92

dt dt

Afeksempel 19.2 fis, athvis S =

Vi har derfor
dz
il S 3z,
dt
= _ dz
dz _ Dz & 2 - 2z,
dt dt
a'z3
— = 2z3
dt

\

Nu kan y findes:

Y = —z,-2z,
y=8z &
V3= 21tz
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22 571487,

V=22, + 2y, dvs.

_ 1 0 -2
o D45 hor 4= 2 2 4
dt
1 0 4
ay _ g4z g
dt dt
-1 -2 0 3 0
2 0 1|, sder D=8S"485=|0 2
1 1 0 0 0
z, = C,e¥
e {z =GCe*, C(,C,C,eR.
z; = Cye*
y, = -C,e"-2C,e*
y,=2C e+ G, C,,C,,C,eR.

- 3t 2t
y3= Cie'+ Cye



19. 3 Di agonal i sering

Sammenfatning af resten af kapitlet

For at vise, at en given kvadratisk » x n matrix 4 er diagonalisérbar, kan man ifelge setning 19.2

finde de tilherende egenvektorer og vise, at de er lineert uathengige (jevnfor eksempel 19.2).

Ofte kan man imidlertid pa en nemmere made indse, at 4 er diagonalisérbar, idet der gaelder:
1) hvis 4 har n forskellige egenvaerdier, sé er A diagonalisérbar (jevnfer setning 19.3 punkt b)

2) hvis 4 er en reel symmetrisk matrix (4 = 4 javnfor setning 19.4 punkt a), s er 4 diagonali-

sérbar.

SATNING 19.3 ( egenvektorer, diagonalisérbarhed ). Lad A veere en nxn matrix. Sd geelder:
a) Hvis A, A,,..., A, er k forskellige egenveerdier (k<n), og M x@ L x® ertilho-
rende egenvektorer, sd vil disse veere linecert uafhengige.

b) Hvis A har n forskellige egenvceerdier, sd er A diagonalisérbar.

¢) A er diagonalisérbar, hvis og kun hvis der til enhver egenveerdi A; horer lige sd mange linecert uafhcengige
egenvektorer, som det antal gange A, er rod i karakterligningen (dvs. til en dobbeltrod horer to linecert

uafheengige vektorer, osv.).
Bevis for s@tningen findes i supplement 19A.

Komplekse egenvardier. Har karakterligningen komplekse redder, vil der ogséd indgé komplekse tal i egenvek-

torerne. Alle metoder og satninger gaelder imidlertid lige sa godt i dette tilfalde (en nermere forklaring findes i

supplement 19B ).

Ikke -diagonalisérbare matricer. Kan en matrix 4 ikke diagonaliseres (heller ikke ved brug af komplekse tal), kan

man vise, at der altid eksisterer en matrix S, saledesat D =84S bliver en nasten diagonal matrix, nemlig en
matrix pa sdkaldt Jordan-normalform. Matricen D far da egenvardierne (eventuelt komplekse) i diagonalen, men

ogsa ét eller flere 1-taller umiddelbart under diagonalen, f.eks.

2+3i 0

S O O O O W
S O O O

N

|

w

-~
S = O O O
- A~ O O O ©
A O ©O © © ©

Singuler vardi dekomposition. I supplement 19C omtales den sakaldte singuler veerdi dekomposition (SVD),

som kan minde lidt om diagonalisering.
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194 EGENVEKTORER FOR SYMMETRISKE
MATRICER

En nxn matrix 4 kaldes som tidligere n@vnt symmetrisk, hvis den ved transponering gir over

1 sig selv, dvs. 4d-4.

1 2 3
Eksempelviser | 2 4 5 | en symmetrisk matrix.
3 56

Det erindres, at to vektorer a og b kaldes ortogonale, hvis det skalare produkt a:b er 0.

For symmetriske matricer gelder folgende s@tning, der anfores uden bevis.
SATNING 19.4 ( symmetrisk matrix). Lad A veere en reel symmetrisk n x n matrix. Da geelder:

a) A er diagonalisérbar.

b) Alle A’s egenveerdier er reelle.

¢) Der findes n indbyrdes ortogonale vektorer xM,x® ... ,x™ som er egenvektorer til A.

d) Som diagonaliserende matrix S kan altid bestemmes en sdkaldt ortogonal matrix, dvs. en
matrix, hvor sojlevektorerne xV,x®, ... x™ er indbyrdes ortogonale enhedsvektorer

( metode: gor de ortogonale vektorer fra punkt c til enhedsvektorer og benyt disse som sajler
iS).

1 1
V2 2
En ortogonal matrix, f.eks. S = 1 1 o |- €r serlig bekvem at arbejde med.
V22
0 0 1

Den har saledes en invers matrix S ™!, der er nem at finde, idet den blot er den transponerede S.
Herom handler den folgende sa&tning:

SATNING 19.5 (ortogonal matrix ). En kvadratisk matrix S er en ortogonal matrix, hvis og

kun hvis § =871
Bevis. Lad S = (¥Mx® .. . x®™). Viharda

e 10 .. .0
@ 0

§=8'  SS-E o C(zwF@ | zw) -
x® 00 .. .1
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19. 4 Egenvektorer for synmetriske natricer

- . Z0- { 1 for i=j

0 fori=j
= XD xPD . ¥® erindbyrdes ortogonale enhedsvektorer
o §=(xO3® . ¥®) eren ortogonal matrix..

Eksempel 19.4. Symmetrisk matrix
9 -2
Diagonalisér matricen A = 6 | og find en diagonaliserende ortogonal matrix

S. -2

LOSNING:
Da matricen er en reel, symmetrisk matrix, ved vi fra s@tning 19.4, at den er diagonalisérbar,
at egenvardierne er reelle, og at den diagonaliserende matrix S kan valges som en ortogo-

nal matrix.
Karakterligningen er
9-4 -2
=0 o (9-M)(6-1)-4=0 o A2-154+50=0
"2 6-4 o A=5V A=10.

Egenvektorerne svarende tilherende til 4 =5 findes:

9-5 -2 X 0
= < 4x-2x,=0.
-2 6-5 x, 0

Systemet har 1 frihedsgrad. Sattes x, = ¢, fas x, = 2¢.

1 -
Egenvektorer er folgelig ( 5 ) t, t+0. Enhedsvektor XV =

Sl Tl

Egenvektorerne svarende tilherende til A =10 findes:

9-10 -2 X1 0
= o -x-2x,=0.
-2 6-10) | x, 0
Systemet har 1 frihedsgrad. Sattes x, = ¢, fds x, = -2¢.
' -2 -
Egenvektorer er folgelig ( ) )t, t#0. Enhedsvektor x® =

_2
/5
1

/5

_ 50 11 -2
Viharaltsa D = og S=— .
0 10 SL2 1
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Eksempel 19.5. Reduktion af kvadratisk form

130

Lad der vaere givet ligningen
9x12 —4xx, + 6x22 =5. (1)

Undersog, om ligningen fremstiller en ellipse eller en hyperbel, og skitsér kurven i koordi-
natsystemet.

LOSNING:
X1 4 9 -2
O =
8 -2

diagonalelementerne a;, og a,,, og halvdelen af koefficienten til x,-x, placereti
elementerne a,, og a,, (seeventueltunder “kvadratiske former” i afsnit 19.1).

] , hvor koefficienterne til x12 og x22 er placeret i

Lad x = (
Xy

Ligning (1) kan nu kort skrives

= _ 9 2| [* '
xAx =5 (xl , x2) 2 6lly =5 (ses ved udregning).
2

1 -2
Ifolge eksempel 19.4 kan 4 diagonaliseres med den ortogonale matrix S = 1 ( ) 1 )

50 V3
til diagonalmatricen D = .
0 10
. - [ o _ o~ _ ~
Indferes nye variable y = ved ligningen y = Sx, fis x =Sy (da §=871).
Y2

Indseettes dette i ligningen XAX = 5, fas

XAX =5 o SyASy=5 o ySASy=5 (da Sy =58 )
o yDy =5 (da S48 =D )
5 0N 2 2 J’12 J’22
S , =5 o S5y;+10y, = o =+ =1,
(y1 .)’2)(0 10] [J’z] N1 V> 12

dvs. 1 (y,,y,) —koordinatsystemet fremstiller ligningen (1) en ellipse med centrum

i (0,0) oghalvakser 1 og 1 .
/2



19. 4 Egenvektorer for synmetriske natricer

Det indferte (y,, y,) —koordinatsystem er bestemt ved, at

-_ g5 X1 (1 —2) 321
AR IS 2 1)y,
- (2)-althe sl
X, J5\2 N S 2

1
—( 2] , og andenaksen har basisvektoren

1
/5

-

dvs. forsteaksen har basisvektoren x(1) =

_ -2
@ = i( ) ] (s@jlevektorerne i ).

/5

5
/_") /o=l

51~
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supPLEMENT: 19A BEVIS FOR SATNING 19.3

SATNING 19.3 ( egenvektorer, diagonalisérbarhed ). Lad A veere en nxn matrix. Sd geelder:
a) Hvis Ay, Ay, ..., A, er k forskellige egenveerdier (k< n), og x, x®, ..., x® ertilhorende egenvektorer,

sa vil disse veere linecert uafhcengige.
b) Hvis A har n forskellige egenveerdier, sd er A diagonalisérbar.

c) A er diagonalisérbar, hvis og kun hvis der til enhver egenveerdi A; horer lige sd mange linecert uafhcengige
egenvektorer, som det antal gange A, er rod i karakterligningen (dvs. til en dobbeltrod horer to linecert

uafheengige vektorer, osv.).

Bevis:

a) Beviset fores ved induktion for stigende vaerdier af .
1) For k=1 er pastanden indlysende.
2) Lad péstanden vere sand for et tal k&, hvor 1 < k<n.

Vi ved da, at de tilherende egenvektorer x(1, x®, ..., x® er linezert uafheengige, dvs. ligningen
e XD+, @+, +¢,x® = 0 har kun losningen ¢;=c,= ...=¢,=0.
Lad nu A,,, vere en egenverdi forskellig fra A, A,,...,A,, oglad x*Dyzre en tilsvarende egenvektor.

Vi danner nu ligningen

axP+axP+. . +axP+a, x*D=0. (1)

Multipliceres ligning (1) med 4, fas

a,AxV+ @, 47D+ .. +a,Ax®+a, AXED =0,

Idet AxW = AxD, fas

aMEV+a, M xP+ . +a A xP+a, A, FED =0, ?2)
Ved at multiplicere ligning (1) med A,,, og subtrahere ligning (2) fra ligning (1), fas

a; (A - AT+ ay(Ay - A)TP+ L+ (A - AP = 0. 3)
Dad, #A, Apy# Ay o ooy A # Ay, 0g D, x@ L0 x™® er lineert uathengige, ma
a=a,=...=a;=0.

Indszttes dette i ligning (1), fas a,,, x**1) = 0, dvs. a,.,=0. Vihar dermed vist det enskede.

b) Eralle n egenverdier indbyrdes forskellige, vil de tilharende egenvektorer vare linezrt uathaengige (ifolge

setningens punkt a). Ifelge saetning 19.2 er 4 da diagonalisérbar.

¢) Viskal vise, at

til enhver p gange rod A, i karakterligningen
4 er diagonalisérbar < for A herer p linezrt uathangige egenvektorer,
pef{l,2,...,n}.

1) Forst bevises implikationen <= .
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2)

Vi skal altsd vise, at 4 er diagonalisérbar. Ifelge satning 19.2 behever vi blot at vise, at de i alt » navnte

egenvektorer er linezrt uafhengige. Egenveerdierne opstilles i en sddan rekkefolge A, A,,...,A,, at ens

egenvardier folger lige efter hinanden, f.eks. 2,2,2,3,3,5,5,5,5,8,9,9, og beviset kan sa fores ved induktion efter
antallet af grupper.

Lad det vare sandt, at alle egenvektorerne ¥V, x®). .., x® til og med den j’te gruppe er linezert uathaengige
(det geelder 1 hvert fald for j = 1), og lad den (j+1)’te gruppe have p ens egenverdier

Apars Mg -+ 5 Ay, (forskellige fra alle andre egenverdier).

Vi danner nu felgende ligning

axWV+axP+. . +ax®+q, xED+ 4 ak+pf(k+”) =0. “4)

Multipliceres ligning (4) med 4 - A__. E, fés som under punkt a:

q+1
a; (A= A XD+ ay (A=A, TP+ .+ gy (A=A, )T ® = 0.

Dax®,x@, ..., x® er lineart uafhengige, ma (som under punkta) a,=a,=...=a,=0.

Indsattes dette i ligning (4), fas a,, x* D+ ... + ak+p3? G2

(k+2)

Da vi er get ud fra, at egenvektorerne x**D), x ..., x¥*P) j en enkelt gruppe er linezrt uafhangige,

samaogsd a, =a,=...=a,,=0.

Hermed har vi vist, at alle egenvektorerne x, ¥, ... x**P) til og med den (j+1)’te gruppe er linezert

uafhengige. Induktionsbeviset er derfor gennemfort.

Nu bevises implikationen = .

Vi gar altsé ud fra, at 4 er diagonalisérbar. Der eksisterer da en invertibel matrix

1 0
0 A, . 0

S = (J?(l), X2, ...,J?(”)) ogen diagonalmatrix D =| . . . . . .|, saledesat
0 0 A

A=8DS!. Da S erinvertibel, mi vektorerne X, x@), ..., ¥™ vezre linesert uafhaengige.
Afligningen AS = SD folger endvidere, at
AJ?(I)=A-13?(1) A5(2)=A_2;(2) Ax® =) x  dys

s s s n ’ .

¥, x| X" er egenvektorer, og Ay Ay, ..., A, er de tilhorende egenveerdier.

Til sidst betragtes karakterligningen:
det(4-AE) =0 < det(SDS'-AE) =0 < det(S(D-AE)S') =0

o det(S)-det(D-AE)-det(S!) =0 <«  det(D-AE) =0
o (M- (A-2)...(A-2)=0.

Den sidste ligning viser, at A,, A,, ..., A, netop er rodderne i karakterligningen regnet med multiplicitet.
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supPLEMENT: 19B K OMPLEKSE EGENVARDIER

Har karakterligningen komplekse redder, vil der ogsa indgd komplekse tal i egenvektorerne. Alle metoder og

setninger fra afsnit 19.1 og 19.2 geelder imidlertid ogsa i dette tilfaelde.

Eksempel 19B.1. Kompleks diagonalisering.

1 -1
Lad A:(l ]

1
1) Find alle egenverdierne for A.
2) Find egenvektorer for 4 svarende til de fundne egenverdier.
3) Find en diagonalmatrix D og en diagonaliserende matrix S.
LOSNING:

1) Egenvaerdier. Karakterligningen er

1-4 -1

=0 o (A-1P%+1=0 & A=1zi.
1 1-A —_—

2a)  En egenvektor herende til A =1+i.

Ligningssystemet (4 -AE)x = 0 har totalmatricen T:

i -1]0) A~ [-i-1]0 N(l—iIOJ'
1 -i o) nin (o o |o ir, \0 0 [0

Systemet har 1 frihedsgrad. Sezttes x,=¢, fis x,-it=0 e x =it.

_ i
En egenvektor er folgelig x‘V = ( 1] .

2b)  En egenvektor herende til A =1 -i.

Ligningssystemet (4 -AE)x = 0 har totalmatricen T:
A [irro) A~ (i ~(1i|°].
{1t ij0) n+in o 0)o) -inp (0 0[]0

Systemet har 1 frihedsgrad. Sezttes x,=1t¢, fds x,+it=0 < x = -it.

_ -1
En egenvektor er folgelig ¥ = ( 1] .

3) A kan diagonaliseres til
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1+i 0 i -i
D = med S = .
0 1-; 1 1

Der er saledes intet principielt nyt, nér blot vi er villige til at acceptere komplekse tal, hvor de matte forekomme. Er

vi imidlertid ikke det, geelder felgende setning om, hvordan man i stedet kan finde en “nasten-diagonal” reel matrix

D = S714S8 ved hjelp af en reel substitution S.

SATNING 19B.1 ( reel “ncesten-diagonalisering” ). Lad A vcere en reel kvadratisk matrix. Antag, at A

som kompleks matrix betragtet er diagonalisérbar . Lad A, A,, ..., A, veere de reelle egenveerdier for A, og lad
de ikke-reelle egenverdier vere a;+ib,,a,-ib,,a,+ib,,a,-ib,,...,a,+ib,,a,-ib,, hvor
a;,b,,a,,b,,...,a,,b, € R. (Alle egenveerdier er ncevnt med gentagelser efter multiplicitet.) Sd findes der en

invertibel, reel matrix S, sdledesat S™'AS8 = D, hvor D er “nasten” diagonal:

A, 0000 O 0 0 00O
0A, 000 0 0 0 000O0OOC O O

o
o
(=]
(=4
(=]

>
o .
(=]
(=

0 0 00 A, 00000 O O
0 0000 a b 0 00000 0 O
D = 0 0000 -b,a 0 00000 O O
0 0000 O O a H,0000 0 O
0O 0000 O O -b,a, 0000 0 O

0O 0000 O O O O0O0O0O0GO0 g b,
0O 0000 O O O O0O0O0O0O0 -b a

Sojlerne i S er egenvektorerne horende til de reelle egenveerdier fulgt af skiftevis realdel og imagincerdel af

egenvektorerne horende til a, +ib,, a, +ib,, ..., a, +ib,.

Beviset for satningen udelades, men for at forstd dens indhold betragtes det folgende eksempel.

Eksempel 19B.2. Reel nasten-diagonalisering.

1 0 1
Lad 4=({0 0 -2
01 0

1) Find alle egenvardierne for A.

2) Find egenvektorer for 4 svarende til de fundne egenverdier.
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3) Find en nasten-diagonalmatrix D og en nasten-diagonaliserende matrix S.

LOSNING:
1) Egenvardier. Karakterligningen er

1-4 0 1
0 0-2 -2 |=0 e (1A-MDAR*+2)=0 <o A=1V 1==/2i.
0 1 0-1

2a)  En egenvektor hgrende til A =1.

00 1]0
Ligningssystemet (4 -AE)x = 0 har totalmatricen T =|0 -1 -2 | 0
01 -17]0

Systemet har 1 frihedsgrad, idet x; kan veelges frit. Vi far af ferste ligning x,=0 og derpd x,=0.

1
En egenvektor er folgelig x = | 0
0

2b)  En egenvektor herende til A = 2i.

Ligningssystemet (4 -AE)x = 0 har totalmatricen

1-y2i 0 1 |0 1-2i 0 1 1]0
T = 0 -y2i 2 |0 r3+ir2 0 -y2i 2|0
0 1 ~/2i | 0 V2i 0 0 010

Systemet har 1 frihedsgrad. Settes x, =7, fis (1 -2t +x%,=0 o x=(-1 +/2i)t

og —2ix,-2(-1+2)t =0 & x,=(-2-y2i)1.

1
En egenvektor er folgelig x@® = | -2 -2i

-1 +42i

2c¢)  En egenvektor herende til A= -y2i.

Ligningssystemet (4 -AE)x = 0 har totalmatricen
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1+2i 0 1 |0 1+/2i 0 1|0

V2 | ] V2 |

T = 0 +/2i 2 |0 %_er 0 +2i 2|0
0 1 +/2i] 0 V2i 0 0 010

Systemet har 1 frihedsgrad. Sazttes x,=¢, fis (1 +\/§i)t+x3=0 < x3=(—l—\/§i)t
og ﬁix2—2(—1—ﬁi)t=0 < x2=(—2+\/§i)t.

1
En egenvektor er folgelig x® = | -2 +2i

-1-4/2i

Bemerk, at til kompleks konjugerede egenverdier herer altid kompleks konjungerede egenvektorer,
da 4 erreel

3) Ifolge setning 19B.2 fis den nesten-diagonale matrix D ud fra egenvardierne:

1 0 0
D=1]0 0 42
0 /2 0

Endvidere folger det af satningen, at sgjlerne i S er

1 1 0
M =]0], Re(¥@) = | 2 og Im(¥®)=|-y2
0 -1 J2
11 0
Vi har altsi S=10 -2 -2
0 -1 2

At stningen er rigtig i dette tilfelde, kan ses af felgende udregning:

o 1)[1 1 O 1 0 2

AS =10 0 2||0 2 —2| =]0 2 -242
01 0)lo -1 2 02 -2
1 1 0)(1 o0 o0 1 0 2
SD =10 -2 -2[|0 0 2| =|0 2 -242
0 -1 v2/10 -2 0 0 2 -2
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Viharaltsi A4S =SD, s& D =S8"14S.
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Suppl enmrent 19C Si ngul e vexdi dekonposition

supPLEMENT: 19C SINGULAR VARDI DEKOMPOSITION

Singuler verdi dekomposition (SVD) af 4. Man kan vise at enhver reel mxn matrix 4 kan dekomponeres
(omskrives) pa formen (se reference 15 i litteraturlisten)

4=USY, (1)
hvor
U erenortogonal mxm matrix <= U’s sgjler er indbyrdes ortogonale enhedsvektorer <= U=U L
V eren ortogonal nxn matrix €= Vs sgjler er indbyrdes ortogonale enhedsvektorer € ¥V = V1,
S eren mxn matrix med lutter nuller, bortset fra de r forste elementer i diagonalen , som alle er
positive og ordnet efter faldende veaerdi:
6, 00 .. 00..0
0 o, 0 ... 00..0
0 0 o5...00..0
S=1 - ], 0,20, ... 20,>0, r =rang(4).
0 0 0 ..o, 0 0
0 0 0 .. 00 0
0 00 ... 00..0
Singuler veerdierne for 4. Elementerne o,,0,,...,0,,0,0,...,0 idiagonalenaf S kaldes 4’s singulzer

veerdier, og de er entydigt bestemt, nar A4 er givet.

Eksempel 19C.1.

34 12
Foretag SVD afmatricen 4 = {2 3 2 1|.
11-11

LOSNING:
Med matematikprogrammet Maple fas:
> with( linalg): A :=matrix( 3,4,[3,4,1,2, 2,3,2,1, 1,1,-1,1]):
S=ecvalf (Svd( A, U, V)); [A=evalm(A), U=evalm(U), V=evalm(V) ];

S =[6.967,1.860, .1927 10715]
-.5347 1885 -.1421 -.8114

34 12 -.7838 2288 -.5774
-7319 .008101 .5616  .3858
A=123 21, U=|-590 -5644 .5774|, V =
-2541 -9101 -.3271 .01324
11-11 -.1938 .7932 .5774

-3375 3689 -.7466 .4388
Heraf ses, at 4’s singuleer vardier er o, = 6.967, 0, =1.860, 0, =0, dvs. 4 harrangen r=2.

Singuleer verdi dekomposition (SVD) af 4. Lad 51,;2,. . .,;m betegne sgjlevektorerne i U. Og lad

;1 , ;2, R ;n betegne sojlevektorerne i V. Sa kan dekompositionen (1) udtrykkes p& formen:

A =u0,v, +u,0,V, +...+u0,V,. 2)

<

Er en singuler vardi, f.eks. o,, forskellig fra de ovrige, er 52 og 52 entydigt bestemt pa naer et fortegn, saledes

at skiftes fortegn pé ;2, skal der ogsé skiftes fortegn pa 52.
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Egenvar di, egenvektor, diagonalisering Suppl ermrent

Geometrisk tolkning af 4. Ligningen y =Ax definerer en afbildning af vektorer x€R” over i vektorer yeR™.
Man kan identificere 4 med denne afbildning. Ligning (2) fortaeller, at 4 kan karakteriseres fuldstendigt som en
lineer afbildning, hvor de r ortogonale vektorer 51,52,. . Gr afbildes over i hver sin af de » ortogonale

vektorer u;,u,,. . .,u, og samtidig forstorres med den tilsvarende af singuler verdierne ¢,,0,, . . .,0,.

Egenvardier og SVD. Er 4=US IN/, sd har A4 og A4 egenverdier of,oi, .. .,of samt 0'er for resten.

Sejlerne i U og V er egenvektorer for henholdsvis A4 og AA. Er 4 en nxn symmetrisk matrix med

hvorved diagonaliseringen 4=0DO og SVDen A=USV
bliver nasten identiske for V=0 og U = “O med modsat fortegn pa de sojler, som svarer til 4,<0*.

egenverdier A;,A,,...,A, , gelder |[A,|=0

i’

. . . . + _ - 1= - 1= -1
Pseudoinvers til 4. Herved forstds matricen 4 = vi—u +Vy,—u, +...+V,—
o o
1 2 r

SN

o

. . o .. .. + -
Hvis A er nxn matrix med rangen n (“fuld rang”), fis den sadvanlige inverse matrix til 4, dvs. 4 = A7

Losning af ligningssystem. Lad 4 vare en vilkirlig mxn matrix. Ligningssystemet A4x=5b har da den
fuldsteendige bedste losning (den som opfylder ligningssystemet med mindst mulig RMS-fejl):

x=AdB+C vV, +C V... +CT 3)

r+1 "r+l r r+2 n'n

. . N +— .
hvor C’erne er arbitraere konstanter. Sattes alle C’erne til 0, fais x = 4 b, som kan vises at vare den af alle

losningerne, som har den mindste leengde |x]|.

Konditionstallet for 4. Forholdet mellem den sterste og mindste blandt de positive singuler verdier kaldes A’s

o
konditionstal: konditionstal(4) =
o

Er konditionstallet f.eks. 109, mé man forvente at miste ca. 9 betydende cifre ved numeriske beregninger med 4

(lesning af ligningssystemer, pseudoinvers matrix, ...). Dvs. at kan computeren regne med en ngjagtighed pa 15
betydende cifre, sa mistes de 9 sidste cifre overalt, sdledes at der kun bliver 6 pélidelige cifre tilbage overalt i
resultatet.

Effektiv rang af 4. Er 4 en 5x5 matrix med singuler verdierne o, =9, 0,=4, 0, =1, 6,=0,=0, sd har 4

rangen =3, og et ligningssystem 4x = b vil have uendelig mange bedste losninger givet ved ligning (3). Men hvis
elementerne i A4 er maletal med sma maélefejl, vil rangen normalt @ndres til 5, og ligning (3) giver kun 1 bedste
lgsning. Dvs. de sma ubetydelige malefejl kan skjule losningernes sande karakter. Det er naturligvis ikke godt. Men
her kan singular verdierne heldigvis hjelpe. Hvis de er ¢, =9.0001, o, =3.9999, o, =1.0001, o, = 0.0002,

0, =0.0001,s4 er der et afslorende kraftigt fald fra o, til 6,, som viser, at vi dykker ned pé niveauet for de rene

malefejl. Den effektive numeriske rang er altsa 7,qyq, =3, 0g rangen 3 ber genetableres eksakt, f.eks. ved at vi saetter
0,=05,=01 (2)eller (1), siledes at vi igen far en matrix 4 med den helt rigtige rang. Derved s@nkes samtidig

konditionstallet fra 90000 til 9, hvilket ogsa er godkt.

Kvadratsum af 4. Man kan vise, at kvadratsummen afalle 4’s elementer er lig med kvadratsummen af alle singulaer

m n
. 2 22 2 . .
verdierne: ) a; = 0]+0,+ ... +0, (det samlede “indhold” af matricen 4).
i=0 j=0

Determinanten af 4. For en kvadratisk #xn matrix er den numeriske veerdi af 4’s determinant lig med produktet

af alle dens n singuler verdier: | det(4)| = 0,70, ... 0, .
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Egenvar di, egenvektor, diagonalisering

OPGAVER

Opgave 19.1 (substitution, egenvektorer )
Besvar de folgende sporgsmdl a), b) og c) for ét af de folgende scet veerdier af A og S, idet det er

givet, at S er en invertibel matrix.

11 1
1 4= : S =
-2 4 12
-1 1 1
) A= ] S =
-6 4 23
5 -2 12
3) 4= , S =
6 -2 23
7 -2 12
4 A4 - : S -
15 -4 3
011 011
5y A4=|-32 , S=|-101
110 111
8 1 -4 1 1 1
6 A= 23 2|, S=|1 2 -1
10 2 -5 2 2 1

a) Vis ved indscettelse, at substitutionen y = Sz forenkler differentialligningssystemet

% = Ay til % = Dz, hvor D er en diagonalmatrix. Angiv D.
t t

b) Lad n veere antallet af sojler i A.

Angiv egenveerdierne A, A,,...,A, for A, samt et scet tilhorende egenvektorer

n

M x@ L x ™

c¢) Kontrollér ved direkte udregning, at resultatet i sporgsmal b) er korrekt, dvs. at
Ax W= Alf“) Ax® = 2.21?(2) Ax™ =} X
’ 9 ey n )

sdfremt denne udregning ikke blev foretaget under sporgsmdl b).
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Opgave 19.2 (funktion af matrix )

Opgaver til

Besvar de folgende sporgsmdl, idet det oplyses, at D = 8148 er en diagonalmatrix:

1)

2)

3)

Opgave 19.3 ( egenveerdi, egenvektor)

Find alle egenveerdier og egenvektorer for de folgende matricer :

17)

4)

7)

10)

13)

167)

19)

Find 24

Find cos(mA)

Find /A

1 -2
0 -1

-4 12
-2 6

0 -1

- O
S NN O
S O =

2 0 2
2 1 -1
4 0 4

A

A

2)

8)

11)

14)

17)

20)

-1 4
25

-2 6
-13

2

0

3)

6)

9)

12)

15)

18)

21)

—_— = O
N ey

-2 2
-3 3

6 0 -2
18 -9 1

kapit el

19
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Egenvar di, egenvektor, diagonalisering

-1 0 0 -9 -15 12 -1 1 0
22) 4 1 -4 23) 0 2 0 24) -2 2
0 0 -1 -4 -9 5 -4 2
2 -2 3 2
16 9 -33
0 -12 2
25) 14 9 -30 26)
0 -1 0
10 6 -21
0 -1 -6 3
25 -18 -18 18 4 6 -12 0
48 -35 -36 36 3 7 -12 0
27) 28)
36 -27 -38 36 2 4 -7 0
48 -36 -48 46 2 4 -9 2

Opgave 19.4 (diagonalisering )
Undersog for hver af matricerne i opgave 19.3, om matricen kan diagonaliseres, og find i

bekreeftende fald en diagonalmatrix D samt en diagonaliserende matrix S.

Opgave 19.5 (losning af differentialligningssystem )
Find for hver matrix A iopgave 19.3 den fuldsteendige losning til differentialligningssystemet

Opgave 19.6 (symmetrisk matrix)

Diagonalisér hver af de folgende matricer A, og find en tilsvarende diagonaliserende matrix S.

5 2 3 -2 6 3
) A= 2) A= 3) =
2 2 -2 6 3 -2
2 10 -2
4 6 3 4
4 A= 5) A= 6) A=|10 5 8
6 -1 4 -12

-2 8 11
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Opgaver til kapitel 19

Opgave 19.7 (reduktion af kvadratisk form )

Undersog for hver af de folgende ligninger, hvilken kurve (ellipse eller hyperbel) ligningen
fremstiller, og skitsér kurven i koordinatsystemet.

1) 5x]+4xx,+2x; =9

2)  3x]-4x;x,+6x; =28

3)  6x] +6xx,-2x; =21

4)  4x! +12xx, -x; = 80

5 3x)+8x;x,-12x; =52 .

Opgave 19.8 (reduktion af kvadratisk form )

Lad det 2. Taylorpolynomium for en funktion veere
2x12 + sz2 + 11x32 +20x,x, —4x,x; + 16x,x, .

Reducér polynomiet til et udtryk af formen

2 2 2
Az +Ayzy + Ayzy

X1 &
ved en substitution X, | = 8|2 |, ogangiv S
X3 Z3

Opgave 19B.1 ( komplekse egenveerdier)
a) Find samtlige egenveerdier og tilhorende egenvektorer for de folgende matricer .

b) Angiv derpd matricerne pd reel “ncesten-diagonalform”. Angiv bade D og S.

2 -1 0 5 2 4 2 10 -6
1M 2 -1 1 2) -4 3 4 3) -4 -6 8
2 -2 2 -4 0 3 -4 -5 1
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20 RAKKER

I dette kapitel omtales de sakaldte raekker, der er summer bestdende af uendelig mange led.

20.1 BEHOV FOR RAKKER

Beregning af funktioner. Der er behov for rakker til udregning af nejagtige verdier af funk-

tioner. Vi er vant til, at lommeregnere og computere “kender” visse standardfunktioner, f.eks. e*,
og kan beregne vardier af disse. Beregningerne ma imidlertid dybest set foregd ved hjelp af
de fire elementaere regneoperationer + - -/ . Eksempelvis kan en funktion f(x) vere

tilnermet ved det n’te Taylorpolynomium med udviklingspunkt x,:

f'(%) 1" (%) (%) "
Jx) & ) = == %)+ — (x-x)® + ...+ o %)
For funktionen f{(x) = e€* ogudviklingspunktet x,=0 fis siledes
. X x? x”
et = 1+ =+ =+, + =
1 2! n!

Jo flere led der medtages 1 denne sum, desto ngjagtigere tilnermes e*. Medtages led 1 det

uendelige, fas en raekke (engelsk: “series”):

X x? x"
1+ = + Z— + ...+ ==+ ...

o2 n!
hvor de sidste tre prikker markerer, at der skal adderes uendelig mange led pd samme méde.

b

Man kan vise, at denne Taylorraekke eksakt giver : for enhver veerdi af :€ R Derfor kan
e”* beregnes med en vilkérlig stor nejagtighed, nar blot der medtages tilstrekkelig mange led

af reekken.

Vanskelige integrationer. Der er behov for reekker ved vanskelige integrationer. Eksempelvis

kan integralet f e dt beregnes eksakt ved at benytte reekken for e*, sa vi far:

2 22 23 _2\n
fe"zdt f(1+ t+(t)+(t)+...+u+... dt
1! 2! 3! n!
3 5 7 _1\m s 2n+1
P 7 , (D"t

113 215 317 77 Tpt@a+))

+
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20. 2 Konvergens og sum

Vanskelige differentialligninger. Der er endvidere behov for rekker til at lose vanskelige

differentialligninger. Eksempelvis kan differentialligningen

d2
t;f -yn =0, ¥y0)=0, '0)=1

loses eksakt ved at gette pa en reekkelosning:
y(0) = cpretre e vttt

(Geettet indsattes i differentialligningen, hvorved koefficienterne o, ¢;, ¢,, . . ., C,, .

kan bestemmes under brug af begyndelsesbetingelserne  3(0) =0, y/(0)=1.)

Udvidelse af funktioner. Der er ogsa behov for reekker til at udvide definitionsmangderne for mange kendte

funktioner, s de kommer til at omfatte komplekse tal og kvadratiske matricer. Eksempelvis kan man definere,

01
at e4 for A4 = [ . 0] skal vaere givet ved rekken:

(kan f.eks. benyttes i kvantemekanik og ved losning af systemer af lineere differentialligninger).

20.2 KONVERGENS 0G SUM

En rekke er et udtryk af formen

ayta, tay,+...ta, ...

Ofte skrives blot  a, +a, +a, +... eller );0 a, eller Zan )

Definitioner
Ved den n’te delsum s, ( kaldes ogséd n’te “afsnit”) forstds summen af leddene op til og med
detn’teled a, ,dvs.

S = a0+a1+a2+...+a

n n

I det folgende vil vi opfatte s, som en funktion s(n) af n, hvor n€ {0,1,2,...} .

DEFINITION 20.1 (konvergens, sum). En reekke
ay+a +tay,+...+a, +...

siges at veere konvergent, hvis og kun hvis den n’te delsum
S, = ay+ta;+ta,*...+a,

har en greenseveerdi for n— oo . Greenseveerdien s kaldes reekkens sum.
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Rakker

Sn Sn
A
L] q
S 1
.\_‘ y i ’w. (]
S v 4 LY I3 “ X
‘\‘h N T
-9 [J
- e s .
S - e p
Y —— S, § | B S, { |
0 5 0 5

Fig. 20.1. Delsummer for tre konvergente reekker.

En raekke kaldes divergent, hvis den ikke er konvergent.

Fig. 20.2. Delsummer for tre divergente reekker.

Eksempel 20.1. Konvergens.
Undersog hvilke af de folgende reekker, der er konvergente.
1) 1+1+1+1+...+1+...
2) 1-1+1-1+...+1-1+...

3) l+l+l+l+. +l+... (den “harmoniske” raekke)
1 2 3 4 n
4y £+L45408, v E4, (c#0)
1 2 3 4 n
LOSNING:
1) Idet ay=1, a,=1, a,=1, ..., bliver den n’te delsum
s, =a,+ta,+tay+...+a, =n+1.
Heraf ses, at s, = oo for n = oco. Derfor er rekken divergent .
2) Idet ay=1, a;=-1, a,=1, ay=-1, ..., bliverden n’te delsum

0 for n ulige
S, =a,ta +tay,+...+a, =

1 for n lige
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20. 2 Konvergens og sum

Da delsummen s, ustandselig springer mellem 0 og 1, har den ingen grensevardi

for n = oo, Derfor er rekken divergent.

3) Vihar ' = % + % +o.lt 1 Lad eksempelvis n have vaerdien 5. Af figuren

ses, at s, er arealet af de pé’lnﬁguren indtegnede rektangler. Vi har derfor klart,

at
‘1
s> | —dx = In6 .
1 X
Analogt fas, at N
n+l |
1 v
sn>f —dx = In(n+1) . 14 X
1 X

Da Inn — o for n — oo, erden

harmoniske raekke Zl divergent.
n

o= 1=

(Sammenligning mellem rekke og inte- - S

gral omtales senere i integralkriteriet.) >

4) I forhold til den harmoniske raekke er den

n’te delsum nu blot c¢-s, (c #0),0g vil derfor stadig ikke have nogen greensevardi

for n — oo, Rakken er altsd divergent.

Kvotientraekke

Ved en kvotientrekke forstis en rekke af formen

ctcqgtcq®+cqgi+...+tcq"+... c#0 .

Reakken siges at have kvotienten ¢, fordi forholdet °q = mellem ethvertled (n>1)
og dets foregdende led er lig med g¢. €q

SATNING 20.1 (kvotientreekke). Kvotientreekken
ctcqg+cqg’+...+tcq"+... c*0

er konvergent for |q| <1 med summen IL og divergent for |q|=>1.

[ee]

Eksempelvis er 3, 2™" en kvotientraekke med ¢=2"° og q=% . Da |q]|-= % <1, er

n=5 -5
c 2 1
raekken konvergent med summen = = — .

1-¢q 1-

1
2
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Rakker

Bevis. Den n’te delsum undersages:

s, = c+tcqg+cq®+...+cq" = c(l+q+q*+...+q")
- lc (1-)(1+g+q%+...+q") (g#1)
-q
= = (l+g+q®+...+q"-q-q¢*-q¢*-...-q""")
1-g
= S (1-gm1) - £ for [q|<1.
1_q (n— o) 1_q

Rakken er altsd konvergent med summen IL for |g|<1.

n

For |g|>1 harvi |cq"|>|c|, sidanatdelsummen c+cq+cq?+...+cq™ @ndres med mindst

|e| forhver ny n-veerdi og derfor ikke kan have nogen greenseverdi for n — oo .

Moderat zendring af raekke
Det fremgér af definitionen pa konvergens, at konvergens / divergens af en given raekke
ikke &ndres ved, at man

1) indfejer eller udelader led med vardien nul,

2) e@ndrer pi et endeligt antal led,

3) multiplicerer hvert led med samme tal £# 0.

Eksempelvis vil rekken

3+O+2+l+i+i+...+i+...

2 22 23 o

vare konvergent, da rekken bortset fra de 3 forste led er en kvotientreekke med kvotienten
1

(%ummen af de tre forste led er 5, og til hvert s, for kvotientreekken er der derfor blot
adderet 5. Der eksisterer derfor stadigvaek en graenseveardi for n - oo ; granseverdien er
blot blevet 5 storre.)

Parenteser
Af definitionen pa konvergens folger, at man i en konvergent rzekke, f.eks.

(1+1) +(i+i) +(i+i)+... eller %+i+i+..., idet de nye

2 22 23 2t 28 23 28
delsummer so*, sl*, sz*, ... ogsa vil konvergere mod s, fordi de fremkommer ved blot
at slette nogle af de gamle delsummer s, s,, §,,... . Derimod kan en konvergent
rekke, feks. (1-1)+(1-1)+(1-1)+..., dvs. 0+0+0+..., blive divergent,

hvis man forseger at have parenteser, f.eks. sémanfar 1-1+1-1+1-1+...
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20. 3 Konvergenskriterier

Andre regneregler

I appendix 20.1 forklares udferligt, i hvilken udtraekning man kan tillade sig at regne med
kon-vergente rekker pa samme made, som man regner med udtryk bestaende af et endeligt
antal led.

Eksempelvis geelder:
SATNING 20.2 (addition og multiplikation). Hvis Xa, og Xb, erkonvergente med summerne a og b,
sd vil reekkerne  X(a,+b,)) og Xc-a, vere konvergente med summerne a+b og c-a.

. / Vi .

Bevis. Da delsummerne s, = Xa, og s, = Xb, har grensevaerdierne a og b for n- oo,
i=0 i=0

vil

n
o / .
delsummerne X (a;+b;) =s,+s, og Xc-a, =c's, have grensevardierne a + b og c-a.
i=0

20.3 KONVERGENSKRITERIER

I det folgende vises en raekke s@tninger, “konvergenskriterier”, som kan vare til hjelp ved af-
gorelse af, om raekker er konvergente eller divergente.

N’te-ledskriteriet

SATNING 20.3 (n'te-ledskriteriet). Hvis a, ikke gdr mod 0 for n— oo, sd er rekken XZa,
divergent.

NB: Selvom a,— 0 for »n— oo, kan man dog ikke heraf slutte, at rekken Xa, er

konvergent (eksempel: den harmoniske raekke X 1 ).
n

Bevis. Vi vil fore et indirekte bevis for setningen. Antag, at a, ikke gdrmod 0 for »— co, ogat
rekken alligevel er konvergent med en sum s. Da

a, = (ay+a,+a,+...+a,) - (ay+a,+a,+...+a,|) = 5,8, ,

vil a,» s-s for n-oo. Viharfolgelig,at a,—0 for n- oo, hvilketeristrid med det antagne.

Eksempel 20.2.  n’te-ledskriteriet.

(o0}
Undersog, om reekken Y] er konvergent.

n=1 n\/;

LOSNING:
1 1 -Inn
a, = 1=—1=n"=e”—>e°=1¢0 forr n- o,
yn 5

n
dvs. rekken er divergent .
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Rakker

Sammenligningskriteriet

Man kan ofte afgere, om en rekke Xa, er konvergent ved at sammenligne den med en

kendt rekke Xb .
En oversigt over kendte raekker findes 1 appendix 20.2 og 1 Schaums hédndbog.

HJALPESATNING 20.4 (positive led, begreensede delsummer). Lad Xa, veere en reekke med positive led.
Lad endvidere meengden af delsummer veere opadtil begreenset. Reekken XZa, vil da veere konvergent.

Bevis. Da M = {s,,s,,5,,...} eropadtil begrenset, vil der findes “overtal”, som er sterre end eller
lig samtlige tal i M. Lad k& vare det mindste overtal. Der vil da for ethvert & >0 findes et nummer N, sé
s,>k-¢ for n>N. Darakkens led er positive, md s,<s,,,<8§,,,<..., hvilket betyder, at s,>k-¢

for alle n> N. Dette viser netop, at s, -~k for n- oo .

M overtal
50 S] 8,5 33 8y83 k

SATNING 20.5 (sammenligning ved ulighed). Lad 0<a,<A, . Da gelder
1) Konvergens af XA, medforer konvergens af Xa, .
2) Divergens af Xa, medforer divergens af LA, .

Sagt anderledes:
1) Hvis en raekke med “store” led er konvergent, sd vil en reekke med “mindre” led ogsé vare konvergent.

2) Hvis en raekke med “smd” led er divergent, sd vil en reekke med “sterre” led ogsa vare divergent.

Bevis. Lad s,=Xa, og S,=X4;,. Da 0<a,<A , ma s, <8, (sefiguren).
i=1 i=1

~.

A . ° 04—8;

)

Sp--4---» . & .

)

)

S| -=-q1---®
‘ ‘ - 1
> 3 45

1) Hvis X4, erkonvergent medsum S, vil S, - § for n-oo.
Da s,<8,<8 foralle n, er M= {s,5,,...,5,,...} opadtil begrenset, og ifalge hjzlpesatning 20.4
er Xa, derfor konvergent.

2) Hvis Xa, erdivergent, vil s,>oc0 for n—-oco. Da §,25,, md §,—»>oc0 for n—oo, dvs.
XA , er divergent.
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Eksempel 20.3. Sammenligning af raekker.

Undersog, om reekken Z Isinnx| er konvergent for enhver verdi af xeR.
2"
LOSNING:
Da Isinnx| <—, og X L er konvergent (kvotientreekke med kvotient g = 1. 1), erden
2" 2" 2" 2

givne razkke konvergent (ifelge satning 20.5).

For at undersege, om X g, er konvergent, vil man ofte for store vardier af n kunne

teenke sig a,, tilnermet ved et enklere udtryk b, . Eksempelvis kan a, = = 1+107
1

+10"

tenkes tilnermet ved b, = -~ for store veerdier af n. Hvis X b, erenkendt r&kke

(f.eks. kendt fra appendix 20 2 eller Schaums hidndbog), kan man da ofte benytte den

folgende satning 20.6 til at afgere, om X a, er konvergent.

SATNING 20.6 (sammenligningskriteriet). Lad a,>0 og b,>0 foralle n, ogantag, at

an
— —=c¢ for n—oo.

n

Hvis 0<c<oo, sier Xa, og Lb, enten begge konvergente eller begge divergente.

NB: Hvis ¢=0, kan dette kriterium ikke hjelpe, men s@tning 20.5 kan eventuelt
anvendes.

a a
Bevis. Da —2 -¢ for n— oo, mi —2-¢c—-0 for »n— oco. Mankan derfor finde et helt

n n
tal n,, siledesat |——-c¢ <§ for n=2m;. For mnzmn, geldernu
n
a a a
D <t o <D<t o 3. o o <ga <39
n n
b, b, 2 2 b, 2 2 2

Setning 20.5 viser da, at a, og Xb, entenbegge er konvergente eller begge divergente.

Eksempel 20.4. Sammenligningskriteriet.

3¢

n

Undersog, om raekken 2 L er konvergent.
n=1 n+lnn
LOSNING:
Da —L  for store vaerdier af # ligger teet ved 1 , er det rimeligt at sammenlig-
n+Inn - n
ne med den velkendte harmoniske reekke 2 1 . Vihar a, = L >0
n=1 n n+lnn
_1
a
b=i>0. Da =2 = ntlnn 1 - 1 for n - o,
" n b 1 Inn
n _ 1+ ==
n n

vil B 1 vere divergent , fordi 2 1 er divergent (ifelge eksempel 20.1).
—_— n

n+lnr
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Numerisk-rakke-kriteriet

Sammen med en rekke X a, betragtes ofte den sdkaldte numeriske rakke:

lag| +[a,| +]ay| +... +]a,|+...

SATNING 20.7 (numerisk-reekke-kriteriet). Hvis den numeriske reekke 3 |a,| erkonvergent,

sd er reekken Xa, ogsd konvergent.

Bevis. Vihar O0<a,+|a,| <2|a,].

Da X |a,| erkonvergent, erogsé 2X|a,| konvergent.

Af seetning 20.5 folger da, at Z (an +|a,| ) er konvergent.

Vi har derfor, at Y, [ (an+ |a, |) -|a,| ] = Yya, erkonvergent ifolge saetning 20.2 .

Absolut konvergent reekke. Hvis den numeriske reekke X |a,| er konvergent, kaldes den

givne rekke X a, for absolut konvergent. Eksempelvis er rekken

1+ it r, .1 1 _ 1, ... absolut konvergent, idet dens numeriske rekke
2 4 8 16 32 64 128
1 1.1 1 1 1 1 .
l+=—+—+=—+—+—+—+ +... er en konvergent rekke (kvotientrekke med
2 4 8 16 32 64 128
kvotient 1
2

Betinget konvergent rzkke. En rzkke X a, kaldes betinget konvergent, hvis rakken

X a, selv er konvergent, men den numeriske reekke X |a,| er divergent. Eksempelvis er den

1 1

konvergente raekke 1-1+ = - +... Dbetinget konvergent, idet dens

numeriske rakke 1+1+ +... ma vare divergent ligesom den

harmoniske raekke.

152



20. 3 Konvergenskriterier

Rod- og kvotientkriteriet

Fra setning 20.1 ved vi, at en kvotientrekke ¢ +cq+cq?+...+cq"+... er konvergent
for |g| <1 ogellers divergent. Der gaelder
1
Via = Vieqr = lel™lq] = lc|lql = |g| for n— oo
0g

| @y _ Jeg™

- q]

|a,| lcq”|
I denne henseende minder mange numeriske raekker om kvotientraekker, sdledes som det ses af den
folgende s&tning:

SATNING 20.8 (rod- og kvotientkriteriet). Lad der for rekken Xa, (0-led kan bortkastes)
geelde

an+1

lim \Ta] = ¢ eller lim

al
a

n— oo n— co n

Da har man:

Hvis q <1, er ZXa, absolut konvergent.
Hvis ¢ >1, er Xa, divergent.
(Af q =1 kan der intet sluttes.)

Beyvis.

1) Lad W — g for n—>o00. Hvis g > 1, vil der for alle tilstreekkelig store veerdier af n gaelde
la,|>1, ograekken Xa, ma davere divergent ifolge n’te-ledskriteriet.
Hvis ¢ < 1, kan vi valge et reelt tal k, hvor ¢ < k < 1. For alle tilstraekkelig store verdier af n gelder da
m <k, dvs. |a,|<k". Da kvotientrekken X k" er konvergent for |k|<1, mi raxkken

2 |a,| med denumerisk mindre led ogsd vaere konvergent ifolge satning 20.5.

2) Lad |a,,,|/|a,] = g for n— co. Hvis g > 1, galder for alle tilstrakkelig store verdier af n, at
la,..|/|a,| >1, dvs. |a,,|>]a, , siledes at |a,| vokser med n. Heraf ses, at der ikke kan
gelde a,— 0 for n— oo, ograzkken Xa, ma derfor veere divergent ifolge n’te-ledskriteriet.

Hvis ¢ <1, kan vi veelge et tal k, hvor ¢ <k < 1. For alle tilstreekkelig store vaerdier af n, lad os sige n> N,
gelderda |a,,|/|a,| <k. Heraffas

layal | layal | laysl law,l

. < kP, dvs. M < k% eller |ay,,| < kP|ay|.
| aNl | aN+1| | aN+2| | aN+p—1| | N
Da kvotientraekken X k7 |ay| er konvergent for |k|<1, mé rekken Zay, | (og

dermed X|a,|) med de mindre led ogsé vare konvergent ifelge s@tning 20.5 .
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Rod- og kvotientkriteriet er is@r anvendeligt pd mange potensrakker, dvs. pa raekker af formen

2 n
CotCX+Cx"+. .. +Cc X" +. ..

Eksempel 20.5. Rod- og kvotientkriteriet.
Vis, at man for hver af potensraekkerne

00 1 " o0 1
3+— n n
2;( +n)x %% %mx

kan bestemme et skel » mellem konvergens og divergens, saledes at raekken er absolut
konvergent for |x|<r ogdivergentfor |x|>r (eventueltkan r vere 0 eller o).

LOSNING:

Rodkriteriet.
1) Nar rekkens n’te led er et udtryk, der er opleftet til n, vil det ofte veere godt at

n

"Tal - J(%l) . (3+1)|x| T
n n (n— o)
1

Ifolge rodkriteriet er reckken derfor absolut konvergent for ¢ = 3| x| <1, dvs.for - % <x<-—,

forsege med rodkriteriet. Idet det n’te led er a, = (3 + l) x", finder vi

og divergent for ¢ =3|x|>1, dvs. for |x| >%. Der er altsd et skel r = 3
mellem de x’er som giver konvergens, og de x’er som giver divergens. Denne

verdi r kaldes potensraekkens konvergenstal eller dens konvergensradius.

Kvotientkriteriet.
2) Naér rekken indeholder fakultetsfunktioner, f.eks. (n+1)!, vil det ofte vaere godt at

1
Jat

n

forsege med kvotientkriteriet. Idet det n’te led er a, = x”, farwvi

|yl _ x| ml n! x|
|a,| J@rD!  |x7 (n+1)!

_ n(n-1)(n-2)...2-1 x|
\ (r+Dn@®-1)#n-2)...2-1

- g lxl > ol = a
\ n+l (n— c0)

Ifolge kvotientkriteriet er reekken derfor absolut konvergent for g =0-|x| <1, dvs.
for |x|<oo. Konvergensradius bliver derfor r =oo.
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Alternerende-raekke-kriteriet
Rakker som

1

1
+ — -
1 3

1 1
+ - - — +
5 6

N =
A

og
1-1+1-1+1-1+

kaldes alternerende reekker, idet fortegnet alternerer (= veksler), sidan at leddene bliver reelle tal,
der skiftevis er positive og negative.

SATNING 20.9 (alternerende-reekke-kriteriet). Hvis der for en alternerende reekke

ay-a,+a,-a;+ ... +(-1)'a, +
geelder

1) ay>a;>a,> ... >a,>...>0 og

2) a,—0 for n— oo,

da er reekken konvergent.

Bevis. A /H]
aAp F----
0 ///
a7 L-o_-__ (_ _A
1
a [ S g —— —— - —
N Z/// v/,
]
a, F---- R P —— —— - s
L 7777, N BN 7777
5
- 1
1 2 3 1 5 6 7
P& figuren er afsat rektangler med arealerne a,, a;, a,, ... . Vi betragter de tilherende delsummer
Sgs Sqs Sps v o 0 - Idet s, =ay-a,, er s, arcalet af det overste skraverede rektangel. Idet

s, =a,-a,+a,-a, =s,+a,-a,, er s, arealetaf de to pverste skraverede rektangler tilsammen. Analogt fis,

at s, er arealet af de tre overste overste skraverede rektangler tilsammen. Séledes kan fortsattes, og vi har

folgelig (se figuren)
1) §,<83<8<8;< ... <8< ...
2) 0<s,,,,<a,.
Ifolge hjxlpesetning 20.4 vil s,,,, derfor have en grenseverdi s for n—>oco. Idet vi ved, at

Gy, > 0 for n—oo0, harvi s,,.,=85,,,%4,,, s for n— 00,

Ifolge definitionen pd konvergens af rekke, er rekken X (-1)"a, derfor konvergent.
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Eksempel 20.6. Alternerende-raekke-kriteriet.

o)

Undersag, om raekken 2 -n" sin( l) er konvergent.
n=1 h
LOSNING:
1 1

Da sinl >sinl =| >sinf =| > . .. >O,ogsinl =0 for n— oo,
1 2 3 n

er den givne raekke en alternerende rakke, der opfylder betingelserne i satning 20.9.

Reakken er folgelig konvergent.

Integralkriteriet

En raekke kan ofte sammenlignes med et integral:

SATNING 20.10 (integralkriteriet). Lad f(x) veere en aftagende, positiv, kontinuert funktion for x € [1;00[
(se figur 20.3). Sa geelder

2 f(n) er konvergent = f “f(x)dx er konvergent,
1

n=1

dvs. reekken er konvergent, hvis og kun hvis det besleegtede integral er konvergent.

Bevis. Vihar s, =f(1)+f2)+...+f(n).

Lad eksempelvis n have vaerdien 5. Af figur 20.3 ses, at s5 er arealet af de pé figuren indtegnede rektangler.

A
! A
.
| >
I T
|
:< —
|
I
P\ : - ¥
/ 2 3 4 3 6 / 2 51 4 i1 0
Fig. 20.3. Arealet under kurven er mindre Fig. 20.4. De 4 rektangler kan forskydes til den
end det totale areal af rektanglerne. stiplede position, sa de ligger under kurven.

Vi har derfor klart, at f 6 Sfx)dx < s; . Affigur 20.3 ses endvidere, at s, -f(1) er arealet af de 4 mindste
1

rektangler. Tankes disse forskudt 1 mod venstre, kommer de under kurven, se figur 20.4. Vi har derfor

sg-f(1) < flsf(x)dx , (1

dvs.

55 < f(1)+f15f(x)dx. (2)
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Af (1) og (2) fas, at

[(Feax < s < f)+ [*f@ds . ©

Analogt til (3) fas, at

[ @ < s, < fO)+ ["f@adx . (4)
1 1

Af (4) ses, at s, haren grenseverdi for n— oo, hvis og kun hvis integralet er konvergent.

Eksempel 20.7. Integralkriteriet.

1) Undersog, om reekken Y, % er konvergent.
n=1 N

2) Underseg, for hvilke o €]0;00[ rakken Y 1 er konvergent.

n=1 n%
LOSNING:
1) Idet 1 er en aftagende, positiv, kontinuert funktion for x€[1l;c0[, kan vi benytte
integr::lkriteriet. Vi har
P x> 00
[ - F2[77 o ()

Da integralet er konvergent, er den beslagtede reekke Y, iz ogsa konvergent.
n=1 N

2) Idet 1 er en aftagende, positiv, kontinuert funktion for xe[l;c0[, kan vibenytte

xﬁ
integralkriteriet. Vi har
oo —g+l Jx—o0 konvergent for o> 1
“1 f La - | - 1 [mxer -1 ~
1 x -+l | —a+l| Lo divergent for a<1
had 1 x— 00
o=1: f —ldx = [Inx]; ~ divergent for o =1 .
1

X

konvergent for oo €]1; 00
Den beslzgtede rekke Yy 1 er altsé g ] [
n® divergent for € ]0; 1] .

Den harmoniske rekke 3} 1 (som selv er divergent) ligger séledes pa randen mellem konvergens

og divergens for rakketypen 3, ia :
n

EL o div. PY konv. _
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20.4 POTENSRAKKER

Rakker af formen ¢, + c;x + c,xt+.. . +c X" +... kaldes potensrakker. De spiller en sarlig
rolle ved anvendelserne.
Fordele
1) Man finder ret nemt eksakte potensrzkkelosninger til mange vanskelige problemer (se eksempel 20.8 og
20.9).

2) Mange funktioner kan darligt defineres praktisk pad anden made end ved en potensreekke. Den giver en
eksakt og elementaer forskrift, som er et godt udgangspunkt for beregning, f.eks. pa en computer.

3) En potensreekkefunktion f(x) kan naturligt udvides, f.eks. til f(z), hvor z er en kompleks variabel,
ellertil f(4), hvor 4 eren n X n matrix.

Vi har i1 eksempel 20.5 set, at der for de naevnte potensrekker eksisterede et skel r, sddan at
reekken var konvergent for |x|<r og divergent for |x|>r. Den folgende setning viser,
at dette gaelder for enhver potensrakke.

SATNING 20.11 (konvergens af potensrcekker). Hvis X c, x, erkonvergent, sier % c,x"

absolut konvergent for alle x for hvilke |x|<|x,] .

Bevis. Da Xc, x, er konvergent, ma c, x, = 0 for n— oo (n’te ledskriteriet). Der ma folgelig findes

il

n
Rekken Z [M) er en kvotientreekke med kvotienten g = M Hvis |x|<|x,|, er [g|<1, dvs.

n

. n . x
€, %o _n
Xo

. . x
etN, s& ¢, xy|< for n>N. For n>N fisderfor |c,x"|= =

%o

Xo|

n 0
kvotientrakken er konvergent. Eftersom |c,x"| < [%) , folger ved sammenligning med kvotientreekken
X
0
(setning 20.5), atogsa X |c,x™| er konvergent.

Af setningen folger, at der for enhver potensreekke ma eksistere et “tal” r» (eventuelt 0 eller
o), sddan at reekken er konvergent for |x| <r og divergent for |x|>r. Derimod kraever
tilfeldene x =-7 og x =r hver for sig n@rmere undersogelse (ved hjelp af andre kriterier
end rod- og kvotientkriteriet). Tallet » kaldes potensraekkens konvergenstal eller konvergens-
radius. Konvergensforholdene kan abenbart illustreres ved skitsen:

absolut konvergent
|
[
r 0 r

divergent

\j
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Kompleks variabel x. Hvis x er en kompleks variabel x;+ix,, kan konvergensforholdene illustreres ved en
“konvergenscirkel” med centrum i 0 og “konvergensradius” r. Inden for denne cirkel er raekken absolut
konvergent og udenfor divergent.

A

divergent

Fig. 20.5. En kompleks potensreekke er konvergent inden

absolut
konvergent

for en cirkel.

Y

Taylorrakker. Kendte potensraekker. Som det er bekendt fra bind 1, kan mange funktioner

approksimeres glimrende ved deres n’te Taylorpolynomium s,(x) = f(x) med udvik-
lingspunkt x,=0:

20 = ) = J0) + L Oy L0z SO0,

n!

Og fejlen kan skrives

_ — f(n+1)(£) n+l
1) 5,09 = L

hvor & ligger i det dbne interval mellem 0 og x:

b

<
rye
—

For n— oo gar Taylorpolynomiet over i en Taylorraekke:

0+ L0 L0 O,

21 n!

Ifolge definitionen pa konvergens er denne potensraekke konvergent med summen {x) hvis

F(n+1)
og kun hvis s,(x) = f(x) for 1 — co dvs. hvis restleddet (7f)£')x”+1 — I for n—> oc0. Pa
n+1j)!
denne médde kan man for mange funktioner danne en potensrekke og finde dens konvergensra-

dius. I oversigter over kendte rekker, f.eks. i appendix 20.2, optreeder derfor ret mange

potensrakker, og som regel er konvergensradius » og sumfunktionen (x) = f(x ogsé angivet.
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Entydighed. Man kan vise, at en given funktion hejst kan fremstilles ved én potensrakke af typen Xc, x".

(Derudover kan funktionen eventuelt ogsa fremstilles ved potensraekker af typen X a,*(x-xp)", hvor x,#0.

Disse typer vil vi dog ikke omtale sarskilt, da de ved substitutionen y =x-x, géroveri Xa,y".)

Substitution. Kendte potensrakker kan nemt omskrives til nye potensreekker ved hjelp af en

substitution af typen x =k-t?. Eksempelvis kan potensraekken for In(1+2¢3) findes ved

at substituere x =273 i den folgende kendte potensrakke (fra oversigten i appendix):

2 3 n
In(l +x) = %—%+%—...+(—1)ﬂ+1x7+... (|x]|<1) .
Herved fas
In(1+2#3) = 2T’3—(2%3)2+...+(—1)"+1(2#3)"+... (|2£3|<1),
dvs.
(1 +2¢3) = %t3—%2t6+...+(—1)”*12—nt3"+... (|t|<3i] :
§ V2

Hermed har vi fundet potensraekken for n(1 +2¢3 og fundet konvergensradius til ' =

=1

Multiplikation med x?. Ud fra en given potensrakke

fx) =cptox+exit.tex+... (|x]|<r)
kan man ved multplikation med x? (p hel) danne en ny potensraekke
FO)xP = cgxP +ex!P e, x® P+ e x™P .. (|x]<r) .

Konvergensradius r er uaendret, fordi multiplikation af alle led med samme tal (som navnt i

afsnit 20.2) hverken kan @ndre en konvergent raekke til en divergent eller omvendt.

Differentiation og integration af potensreekker. Potensrakker kan for |x|<r benyttes i

beregninger pa lignende made som polynomier. Specielt geelder folgende satning:
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SATNING 20.12 (differentiation og integration af potensreekker). Lad en funktion s (x) veere

givet ved en potensrceekke

(o]
sx) = Zc,x" = co+clx+czx2+c3x3+...+cnx”+...

; |x|<r
n=0

med konvergensradius r > 0.
For |x|<r er s(x) da envilkarlig ofte differentiabel og integrabel funktion. De afledede
funktioner s'(x), s"(x), ... ogintegrerede funktioner fs(x)dx, f(fs(x)dx)dx, ... oer

givet ved de tilsvarende ledvis differentierede og integrerede potensrcekker, som alle fdir

konvergensradius r:

[}
s(x) = Xc, x" , |x|<r
n=0
[><]
s’'(x) = Z]lncnx""1 , |x|<r
-
I 5 2
s"(x) = n}§2n(n—1)cnx”' , |x|<r
© ¢
fs(x)dx = c, + X 2 xm! , |x|<r
1
n=0 n+1
® c
S S
n=0 (n+2)(n+1)
hvor c¢_y, ¢_,, ... erarbitreere konstanter.
Formlerne i s@tningen kan skrives mere udferligt:
s(x) = cprtextox? +ex’ o+ oext 4+ c,x”  +... , |x|<r
s'(x) = c,+2¢,x +3c,x% + dex .+ ne, x4 , |x|<r
s(x) = 2¢,+3-2¢c;x +4-3¢,x? +...+n(n-1)c,x"? +... , |x|<7
c c c c
fs(x)dx = cq+2x o+ —x2a 2x3e e gy , |x|<r
1 2 3 n+l
c c c
f(fs(x)dx)dx =c,text—x?+ Ly e — 2 x"2 | |x|<r
217 32 (n+2)(n+1)
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Bevis for sztning 20.12. For kortheds skyld nejes vi med at vise, at konvergensradius hverken andrer sig ved

ledvis differentiation eller integration af en potensrakke.

n-1

1) Forst viser vi, at den ledvis differentierede rekke X nc,x er absolut konvergent for |x|<». Lad x

vare et reelt tal, som opfylder uligheden x|<»  Der eksisterer da et tal x;, som opfylder uligheden

|x|<|x,|<r, hvilket medforer, at Zc,x; er konvergent. S& mé& (jevnfer n’te-ledskriteriet)
c,x” > 0for n— oo, dvs. for tilstrekkelig store verdier af n gelder |c,x;"| <1. Anvendes nu

rodkriteriet pd den ledvis differentierede reekke B nc, x; 7 fas

n-1 n-1
|nc,x™ 1| = ynlc,||x|""

n-1 _ n-1
x| m x n
T 2u N P 2 PARENE
| x, | | %, | | x, | |x, |
n-1 L
| x| n - ¥l n_ |
x| | x, | | x, | |x, |
Inn-In|x, |
= |x| e n-1 —_ |x| e® = |x| <1,
X (n > o) | %, | %, |

dvs. den ledvis differentierede rakke er absolut konvergent for |x|<r.

2) Dernaest viser vi, at den ledvis integrerede rekke _; + X "1 x™ er absolut konvergent for x|<r Dette
n+
c
kan vises ved at sammenligne det almindelige led —"lx"+1 med det tilsvarende led ¢,x" i den
n+
oprindelige reekke. For en given veerdi af x geelder nemlig for n+1>|x|, at
c
0< ——x"! < |c,x"| .
n+l
: Cn n+1 H n
og af setning 20.5 folger nu, at X —1 x er konvergent for |x|<r, fordi X |cnx er det.
n+
3) Vi har nu vist, at konvergensradius hverken bliver mindre ved ledvis differentiation eller integration. Heraf

ses imidlertid indirekte, at konvergensradius heller ikke kan blive sterre, idet integration efterfulgt af

differentiation skal give den oprindelige raekke, altsé uaendret konvergensradius.
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Eksempel 20.8. Integration ved raekkeudvikling.

Find en potensrekke for funktionen y(x) = f *cos(t?)dt (integralet findes ikke i
integraltabeller). °

LOSNING:

En potensrakke for cosx er

2 4 6 8 2n
X x X x s (1) X

20 41 6! 8! (2n)!

+aa.,

som geelder for alle |x|<oo.
Heri substitueres x =¢2, sa vi far en potensrakke for cos(#?) :

4 8 12 16 4n
cos (t?) = l—t—+t_—t_+t__”‘+(_1)n.t
2! 4! 6! 8! (2n)!

+.

.. P}

som mé gaelde for alle |#2|<oco, dvs.foralle € ]-oco; co.

Ved ledvis integration af denne potensrekke fas en potensrekke, som ifelge s@tning

20.12 har samme konvergenstal 7 =00 og har summen f *cos(t?)dt:

y(x) f * cos(t2)dt
0

x 4 8 4n
f (1-’_+’——...+(—1)"-’ +...)dt
. 21 41 2n)!

x xt4 xts x t4n
f1dt—f—dt+f—dt—...+(—1)”f dt +
0 0o 2! o 4! 0o (2n)!

. PEE O fan+1 x
- 13- : Y ]
5:21, [9-4!], 4n+1)-2n)! |,
5 9 4n+1
= x-2_+ 2 —...+(—1)"-x—+
5-:21 9-4! (4n+1)-2n)!

X € ]-00; oof.
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Beregningerne ovenfor kan skrives mere kompakt:

cosx = 2 x> for |x|<oo,
=0 (2n)'

5 n. (t2)2n _ ad _ n.t—4n
cos(2) E( D" i 2 (-1) T
ye) = [Foos(e)ar - fxfl(—n"- A

0 0 n=0 (2n)!

IS SRR S d Kl

n=0 Jo (2n)! n=0 (2n)! | 4n+1|,

- Dy e

n=0 (4n+1)-(2n)!

Vi har hermed fundet y(x) eksakt i form af en potensrekke, som vil vere et godt
udgangspunkt for videre beregninger sammen med andre funktioner. -—--
For |x|s1 kan talverdier for y(x) udregnes meget ngjagtigt pd computer ved blot at
medtage de forste f& led af reekken (med 5 led bliver |fejlen|<107%; metoder til

fejlvurdering omtales senere i dette kapitel).

Lesning af differentialligning ved hjelp af potensraekke

Vi betragter en differentialligning af formen

dYy dk'
PO+ ST+ DD Dy = b,
dt* dt
hvor  p,, p,.y» - .., p, betegner polynomier, og funktionen /s kan fremstilles ved en

potensreekke XA, t"”. Man vil under visse meget generelle betingelser' kunne finde losninger
til en sddan differentialligning ved at gette pd lesninger, der indeholder potensrekker.

Fremgangsmaden fremgér af det folgende eksempel.

' Lad p(0)#0, oglad XA, t" have konvergensradius p >0. Man kan da vise, at der svarende til givne

begyndelsesvardier 1(0), y/(0), ..., y®(0) eksisterer netop én potensrakke (med konvergensradius
r>0), som er losning til differentialligningen. Lesningen er gyldig for |#| < min{p, r} .
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Eksempel 20.9. Potensrakkelosning til differentialligning.

Lad der vaere givet differentialligningen

2
(1—r2)% - 2% £2y =26, y0)=0, y(0)=1,

oglad y(¥) = n{lo c,t™ vere en potensrekkelosning til denne differentialligning.

1) Angiv en rekursionsformel for ¢, .

6
2) Angiv y(f) = 2_‘.Ocnt ", dvs. begyndelsen af rakken op til ogmed n=6.

3) Angiv hele raekken Z_IO c,t™ eksplicit (dvs. sidan at der i1 udtrykket for reekken kun
optreeder n og f).

4) Angiv konvergensradius for den fundne potensrakkelosning.

LOSNING:
1) Der gettes pa en potensrekkelosning, som antages at have konvergensradius
r>0 (at >0, eftervises 1 sporgsmaél 4).

Rakken differentieres 2 gange:

[>2]

@ = Zc,t” : [t] <r,
2]

y'@ = ’Eon'cnt""1 , |t <r,

Yy = En(n—l)c "2 || <r
n=0 n ’ )

Ved indsattelse i differentialligningen fés:

(l—tz)Zn(n—l)cnt”'2 - 2z‘§]ncnt""1 + 220nt” = 2t
n=0

n=0 n=0
< 2”1(”1—1)0,,1"_2 - t22n(n—1)cnl‘”_2 - 22ncnt" + 22cnt” = 2¢
n=0 n=0 =0 "0
= X n(n-1)c,t"?* - 2 (n(n—l)cn +2nc, - 2cn)t" = 2¢.
n=0 n=0
Da vi ensker, at alle summer skal vaere af typen X (~)t”, foretages folgende
omskrivning: n=0
Zn(n—l)cntn—z = Zn(n—l)cntn—Z (da n(n-1)=0 for n=0 og n=1)
n=0 n=2
= E}O (P+2)(P+1)Cp+2 t? (substitueret n=p+2)
= ,E) (n+2)(n+l)c, , t" (substitueret p=n) .
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Vi har derfor nu:

%(n+2)(n+1)cn+2t” - io(n(n—l)cn +2nc, - 2cn)t” = 2t
A 4 E [(n+2)(n+1)c

n=0 "

o~ (n(n-1) + 2n - 2)cn}t” = 21 . (1)

Denne ligning skal galde for alle 7, hvor |#| <#. Derfor ma udtrykket i den kantede
parentes vaere 0 foralle n# 1, ogvere 2 for n=1.

n#l: (n+2)(n+1)c

n

o~ nr-1)+2n-2)c, = 0

o . _ n(r-1) +2(n-1) c

"2 (n+2)(n+1) "
= c,, = n-l c, -
n+l
Rekursionsformlen er folgelig ¢, ., = n_i c, for n#l.
n+

2) a) Forst findes ¢, og ¢, ved hjelp af begyndelsesbetingelsen.
Indsattes y(0)=0 i

WD) = ¢, +c1l‘+c2t2 +c3z‘3 ...

fas ¢, =0.

Indsettes y/(0)=1 i
y/() = ¢, + 2¢c,t + 3c3t2 +.. .

5

fas ¢, =1.

b) Ved at indsette n=0 i rekursionsformlen findes

c, = —¢c, = 0 .
2 L
¢) Rekursionsformlen gelder ikke for n=1, men da den kantede parentes 1 ligning
(1) skal veere 2 for n=1, fas

1)1+, - (1-(1-1) +2:1 -2)¢, =2 ¢, - %
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d) De resterende led kan nu alle findes af rekursionsformlen:

1
¢, = —¢, =0
4 32
c:zc:g'lzl
S 43 4 3 6
3
c. = =¢, =0
6 5
~ 3 1 s
y@ =t+ —t +Et

3) I det folgende angives to metoder til at finde ¢, udtrykt alene ved n. Det vil veere
praktisk, at rekursionsformlen har ¢, pé venstre side (i stedet for c,,,); dette

opnds ved at erstatte » med n-2, sarekursionsformlen far udseendet

c, = n—_scn_z, n#3. (2)
n-1

Eksplicit formel for ¢, - Metode 1: Fra smd » mod store n. Vi har fundet

0= Cy=¢,=cs= 0 ogaf rekursionsformlen (2) ses da, at y=c;y=...=0

dvs. ¢, =0 foralle lige vaerdier af n.

For n ulige fas

Cy = % (fés af sporgsmaél 2c)
cs = Zc3 2.1 _1 (fas af rekursionsformlen)
4 4 3 6
4 4 21 1
c.= 2o =220 2 2 . -
7 6° 643 9 ( )
(o6, 6421 1 (- N
> 87 8643 12

Vi geetter derfor pa, at for n ulige og n>3 er

L_n3. 5 n7. 6421 0 _ 2.1
" n-1 n-3 n-5 8 6 43 " n-1 3
Det kontrolleres, at den sidste formel :, = 21 - giver =%, Cs =%, cy =
n- :
0g ¢ =i. Faktisk ber man nu indsette : = 2 . og: , = 2 -
12 n-1 (n-2)-1

i rekursionsformlen (2), for at se om denne er opfyldt, men det undlades ofte, hvis

man foler sig sikker.
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Vi har hermed bestemt alle ¢, :

-

2 L for nef3,57,9,..)
n-1 3
c = 4
" 0 for ne {0,2,4,6,...}
1 for n=1.
Eksplicit formel for ¢, - Metode 2: Fra store » mod sma n. Vi forestiller

0s, at n er stor. I rekursionsformlen (2)

c,= —C,, , n#3 (2)

er ' udtryktved c,,, somikke kendes. Ideen er nu, at udtrykke ¢, , ved c,_,,

c, =0 for n lige .

udtrykke @, _ ved : _. osv.indtil alt er udtrykt ved f.eks. ¢; og c¢,, som allerede
kendes. Forst erstattes n med »-2 1 formel (2), s& vi fir ¢, _, = n—_zcn_4.
-
Indsettes c,_, herfraiformel (2), fas
¢ =n3.n5, 3)
n-1 n-3
Analogt fas ¢, , = n—_z ¢,_¢» som ved indsettelse 1 ligning (3) giver
n-
_n-3 n-5 n-7
c, = . . Cp g+
n-1 n-3 n-5
Gentages denne proces, fas til sidst
4 2 2 21 .
*—rZcy= ——c¢;= —— — for n ulige
o -n3 . n5 n7 n9, 6 4 n-1 n-13
" n-1 n-3 n-5 n-7 5.3
7 5

U.)|n—-

Dermed er alle c, bestemt:

A for ne {3,5,7,9,. ..}
n-1 3

" 0 for ne {0,2,4,6,...}
1 for n=1.
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Formel for razkken. Pa grundlag af de eksplicitte udtryk for ¢, (metode 1 eller

metode 2) kan vi nu opskrive potensraekkelosningen:
yi) = t+ 0N 2 g,
n=3,n ulige 3(n-1)
Da n erulige, kan vi erstatte n med 2p+1:

> 2]

yo = t+ B2 o gy

1
pa1 3(2p+1-1) 35

M8
N -

1

AL 4)

4) Konvergensradius - Metode 1. Med henblik pad at benytte kvotientkriteriet pa

reekken (4) finder vi

1 2D 11
led,,,| |3 p+l _ 3ptl [t®P _ p
ledp l l 21 l l 12+l p+1
3p 3p

t? >t for p— oo,

Da t?<1 e |t|<1, folger afkvotientkriteriet, at konvergensradius r=1.

Konvergensradius - Metode 2. Rekursionsformlen (2) giver

c t” -
- n _ n 3 12 N t2
(2 n-1

led
foregdende led

cn—2

for n— oo,

dvs. kvotientkriteriet giver som under metode 1, at r=1.

Konvergensradius - Metode 3. Normeres differentialligningen, fas

d _ 2t dy L 2 y - 2t
s> 1-12dt 142 1-12
2t oy
Man kan nu vise?, at hvis alle de i differentialligningen optradende funktioner af #: 1-¢2 — 08 —
1-r+  1-¢*

kan skrives som potensreekker med konvergensradier henholdsvis

ry, 7, 0g 73, sd vil den fundne

potensrakkelgsning 3(f) have en konvergensradius, der er storre end eller lig med den mindste af de
tre radier r;, r, og r,. Af oversigten over kendte rekker kan r,, 7, og r; ofte findes. Vi finder siledes

i appendix 20.2 rekken

(1+x)* = (g)l+(TJx+(;)x2+...+(Z)x"+...
1

med konvergensradius bestemt ved

0g

; x| <1

2t have r1=r2=r3=1.Vihar

Indszttes & =-1 og =-t2> fis en potensrazkke for 5
1-1
|-#2| <1 e |t|<1. Da en potensrzkkes konvergensradius ikke @ndrer sig ved multiplikation med
. . 2t 2
-2t, 2 eller 2¢, vil de tre optredende funktioner -
1-12 1-#*

folgelig, at den fundne losning har konvergensradius r>1.

2 f.eks. ved hjelp af seetningen i ref. 3, side 163.

-t
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20.5 TILNARMET BEREGNING AF EN KONVER-
GENT RAKKES SUM

Metode og metodefejl
At en rekke Xa, er konvergent med summen s, betyder, at den n’te delsum

s,=a,+a;+...+a girmod s for n »oo. Entilnrmelse s til summen s kan derfor

findes med sa lille en numerisk fejl &, som det enskes, ved blot at medtage tilstrekkelig

mange led i en delsum s, =a,+a, + ... +a,. Fejlen ved denne metode bliver

e = restrekkens sum,

metode §=8y = Ay tay,tayst ...

hvor bogstavet e betyder “error” (latin, engelsk, m.fl.).

I praksis bar N velges sa stor, at metodefejlen bliver numerisk mindre end cirka £ ,
hvorved der ogsa bliver et passende spillerum for de andre fejl, som vil komme fra afrundinger
under udregningen og fra slutafrunding af resultatet. Valget af N kan foretages ved hjelp af
“fejlkriterier”, der udbygger nogle af de tidligere omtalte konvergenskriterier. Feorst omtales
og anvendes nogle fa af de vigtigste fejlkriterier, og senere sammenfattes alle fejlkriterier
overskueligt 1 én setning, som derpa bevises.

Rod-fejlkriteriet. Lad [|a,| = g <1 Vivedda, at for store n-vardier vil n,/ la,| ligge

(n—>oo)

teet ved ¢, dvs. der ma eksistere et tal O<1, saledes at n,/ la,| < O forstore n-vaerdier (n>N).
Vi har da, at

|aN+1 | < QN+1 s |aN+2| < QN+2 ’

og dermed
N+l N+2 N3 oM
laya | *+ lay,| + laysl +. .0 < ©Q + 0 + 0 te.. = I—Q.
Det sidste folger af sumformlen for en kvotientraekke. Der gelder derfor
QN+1
| €metode | < 1 4
-0
hvor man kan sette
q ndr |a,| vokser med n for ne {N+1,N+2,...}

Q =
N+1,/|aN+1| nér n,/|an| aftager med n for ne {N+1,N+2,...}.
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1 n

-- Eksempelvis fas for rekken ¥, — = aftagermod 0 <1 for m—o00. Vi

n"
kan derfor veelge Q = ,/ Ay, | 7 og har sé fejlvurderingen
\J (NV+1)™

S |—

1 N+1
e | < (N+1) _ 1
metode - 1 N‘(N+1)N
N+1
Vi skal altsd vaelge N, sédan at _ 1 & .
N-(N+1)Y 2

a
Kvotient—fejlkriteriet. Lad 21| —> g <1 Der mé sa findes et tal O < 1, sdledes at

an (n—»oo)
a
ALY Q forstore n-vaerdier (n> N). Vi har da, at
an
|yl < Olayal, |aysl <Qlay.,l < Q2|aN+1|, | Ayagl < Q3|aN+1|’
og dermed
1
Ayl * layal + oo < aygl + Qlay,l +Q2|aN+1| oo = |aN+1|@
Der gaelder derfor
| ay.,|
| Cmetode | < 1- Q ’
hvor man kan sette
o an+1
q nar vokser med n for ne {N+1,N+2,...}
an
Q = A
Ay.2 o | @ne1
nar aftager med n for ne {N+1,N+2,...} .
N1 a,
a
-- Eksempelvis fas for rekken ) , at |-—=L1] - n = 1 vokser mod
n-2" a 2(n+1) 1
" 2| 1+—
n
% <1 for n— oco. Vikanderforvaelge Q = % og har sé fejlvurderingen
1
| € metode | N+1)-2Vt 1
metod - :
etode l_l (N+1)2N
2
Vi skal altsd veelge N, sadan at . < &
(N+1)-2V 2
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Alternerende -raeekke —fejlkriteriet. Lad restrekken vare

Uneg ~ Unip TNz ~ Uy T

eller

TUnag T UN T Uy TNy T
hvor wuy, > uy,>uy ;> ... >0 og u,—-0 for n—oo.
Sa galder

|emetode| < Uy
--Eksempelvis fés for den alternerende raekke Z _Cn , at u, = . aftager mod
0 for 7 - oo n2 n’-lnn ntnn
Vi har derfor

1
| € metode | 2 ’
(N+1)" - In(N+1)
Vi skal altsa vaelge N, sédan at 1 < £
(N+1)* - In(N+1) 2

Udregning og afrundingsfejl
Efter at N er valgt, beregnes delsummen s, = a,+a,+... +a, ved hjelp af et passende
regnemiddel, f.eks. en lommeregner eller en computer. Den samlede afrundingsfe;jl

Catrund = SN ™ SN, beregnet * der opbygges af regnemidlet ved additionerne, kan forventes at vaere

begraenset ved uligheden
|esmal < (antal led i delsum s,)*-107%*! -max|a,| '
idet B er antallet af betydende cifre i regnemidlet, og max|a,| betegner det storste af tallene

lagls layls [ay]s o5 [ay] -

Nzrmere om afrundingsfejl. Hvis regnemidlet i alle sine beregninger medtager B betydende cifre (omregnet

til 10-talsystemet), vil hver regneoperation + - - / kunne give et resultat, der fremtrader, som om det fejlagtigt
var ganget med et tal af typen 1+ 5. Tallet & er den “relative fejl”, som er begreenset ved uligheden | 8| <D, hvor
D=G+-1078, idet G betegner grundtallet i regnemidlets talsystem. Sadvanligvis er G = 2, 10 eller 16, si ved at

sette G = 16 tages hejde for praktisk taget alle regnemidler. Eksempelvis fas for et regnemiddel med 11
betydende cifre i 10-talsystemet:

' Hertil burde egentlig adderes et sken for fejlene pa de N+1 enkelte led, feks. i1 alt

(N+1)'max | g, —ai,bmgnet| . Men da denne storrelse kun vokser proportionalt med N+1, kan den som regel

negligeres for regnemidler af god pracision (f.eks. med 15 betydende cifre).
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0.900 000 000 19 0.500 000 000 12 x 2.000 000 000 1
+ 0.100 000 000 19 50 000 000 012
1.000 000 000 3 1.000 000 000 240 000 000 000

1.000 000 000 2

Ved summationen s, = a,+a,+a,+...+a, fistilsvarende

| eafrund | = | sN,beregnet _SNl

= L. [[(@+a)(1+8) +a,](1+8,) +a,1(1+8,) + ... +ay](1+8y) - sy |

[... [[(ao+al)e61 +az]e62+a3]e63 ... +aN]eaN —sN‘

_ 8, +8,+...+8, 8, +8;+...+0,
= ‘(ao+a1)e a,

= |(a0+a1)(1+61+62+...+ ) +tay(1+0,+0,+...+8,) +...+aN(1+6N)—sN|
= [(ag+a)(8,+8,+...+8y) +ay(8,+8;+...+8,) +... +ay 8, |

< |a,*a,|ND + |a,|(N-1)D + ... + |ay|D

< max | q;| -D~[N+N+(N—1)+(N—2)+. .. +2+1]

N(N+3)

= max|aq;| D"
2

= 8N(N+3) 1078 - max | g, |

(N+1)*107%*! - max | a, | .

IA

Slutafrunding og slutafrundingsfejl

Til sidst afrundes regnemidlets slutresultat s, beregnet til et passende antal cifre, hvorved der fas

enny verdi s . Den herved begéede fejl

~

eslutaﬁ'und = SN, beregnet -8
kan umiddelbart afgreenses ved en ulighed, se eksempel 20.10.
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Resultat og samlet fejl

Resultatet s har nu en samlet fejl:

esamlct = emctodc + eaﬁ'und + eslutaﬁ'und

med begransningen

| esamlet | < | emetode | + | eafrund | + | eslutafnmd

Eksempel 20.10. Tilnzermet beregning af en konvergent raekkes sum.

174

Beregn for den konvergente reekke 2 n+l entilneermelse s til summen s, siledesat |s -5 | <e,
n=0 37
hvor & =0.02.
LOSNING:

Metode og metodefejl. Erraekken X a, konvergent, vil en delsum

. . : : £
Sy =ay+a; +...+a, tinaerme rekkens rigtige sum s med en numerisk fejl <—=, nar
NT G474 N 5’

blot N gores tilstrekkelig stor (ifelge definitionen pa konvergens af en reekke). At den
foreliggende raekke er konvergent, kan vises ved hjalp af kvotientkriteriet:

2
1+=
[l _ (n+1)1+1_ 31 ) 3n+21 ) n_ 311+00 ) %<1f0r o
n+ + + +
n
Det tilherende fejlkriterium satter greenser for sterrelsen af metodefejlen e, ;. = s -5y
= Gy, * Ay, * ... (i vores metode opstdr metodefejlen altid ved, at restrekken
bortkastes). Idet
d laal) _ i( n+2 ) _ 3D -(2)3 | -1,
dn| |a,| dn\ 3(n+1) 9(n+1)? 3(n+1)?
a
er || "+1|| en aftagende funktion af »n foralle n> N+1.
an
a
Vi kan derfor velge Q = v | _N43 , og har si fejlvurderingen
Ay 3(N+2)
0.041 (N=4)
laya| _ N+2 1
| Cmetode | < o i N < ) 0016  (N=5)
3(N+2) 0.0059 (N=6).
Valges N=6, har vialtsi |e_ . | < 0.0059 <§ :
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Udregning og afrundingsfejl. Delsummen s, beregnes nu for N=6 ved hjelp af et

passende regnemiddel (lommeregner eller computer):

_ i+£+_+i+i+%+l6 ~ 2.2441700957 .

Det er her antaget, at det benyttede regnemiddel medtager B =11 betydende cifre i alle
sine beregninger. Den samlede afrundingsfejl fra regnemidlet under beregningen af

delsummen s, med N+1 led, kan da forventes at veere begranset ved uligheden

|esumal € V+1?1078" -max|a,| = (6+1)*107'"*'-1 = 72-107° = 49-107 .

Slutafrunding og slutafrundingsfejl. Til sidst afrundes regnemidlets slutresultat til et

passende antal betydende cifre, f.eks. til § = 2.24, og den herved begédede fejl ey .o .

vurderes:
|eslutaﬁund| = 0.0041700957 < 0.0042 .

Resultat og samlet fejl. Den samlede fejl e, ;.. er nu begraenset ved uligheden

|esam1et| = |emetode + eafrund + eslutaﬁund'

< | emetode | + | eafrund | + | eslutafrund |

0.0059 + 4.9:10° + 0.0042 < 0.0102 < 0.02 .

IA

Det har interesse at angive bdde resultatet 2.24 og den kendte begrensning 0.02 pa
den samlede fejl. Det kan gores ved at skrive s = 224+0.02 .
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OPGAVER

Opgave 20.1 (konvergens, sum)
Undersag, i hvert af de folgende tilfcelde, om reekken er konvergent, og find i sd fald summen.

1 1-2+3-4+5-6+7-8+...+(-1""'n+...

ZT) l l+l l+l l+.
1 1 2 2 3 3
3) l_l_l+1—l_l—_+1—l—l_l_l+
2 2 3 3 3 4 4 4 4
4) 1-1+2-2+3-3+4-4+.

5 (A-D+@Q-2)+B-3)+@-4)+...

6) Q+DH-2+2+1)-3+@3+1)-4+@4+1)-5+...
7) 1-1+2-1-1+3-1-1-1+4-1-1-1-1+..

8) 1-1+2-1-1)+@B3-1-1-H)+@-1-1-1-1)+...

9) lnl+1n2+ln§+...+lnn
2 3 4

n+l

+ .

10) Z_locos(nn) .

Opgave 20.2 (kvotientreekke)
Undersog, i hvert af de folgende tilfeelde, om reekken er konvergent, og find i sa fald summen.
2 2 2 2 2

1) 2+ 2+ 2 S 2 2
3 32 33 3 3"

b1/ N SR U U S G )
2 22 23 2 2"

37 2+l+l+l+,,,+l+
3 3 36 3"

4) e +rel+e?+ed+. .. +e"+. ..
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Opgaver til kapitel 20

RNC RO RN R

-2 3 -4 -
6) el +el+el+  +el +. ..
7) 8+l+i+i+i+...+i+...
2 22 2 2 2"

9 Lian+Liey+LlicaysLli@ay. ..
3 32 33 3¢

9) 7+l+l+—+—+...+—+...

Opgave 20.3 (n'te - ledskriteriet)
Undersag, i hvert af de folgende tilfeelde, om rcekken er konvergent.

I f: In(n3?+1)

1 In(nS+1)

1 1 1

2) + oot — 4
1)\! 1)? 1)”
1+ — 1+ — 1+—
1 2 n

3) » WELE

n=1
y 2 (1 - l)
n=1 n
5) N In(2n+1)
n=1 In(7n+1)
6) sinl - sin2 +sin3 - ...+ (-1)"!sinn + ...
7D i
n=1 Arctan n
8) § nd+2n%+1

S
1}

1203+ 10n%+50

9) § J/n-cos(nm)

n=2 Inn
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Opgave 20.4 (sammenligningskriteriet)
Undersog, i hvert af de folgende tilfcelde, om reekken er konvergent.

i) )y 1000 » 6) 3 n
n=1 n3+1 n=1 n2+1000
o XL 7 »_1
n=1 n+l n=1 n2+e—n
n
x —n+l b 4 2
3 X2 8) n_t
n=1 n=1 n6+1
[e e} [e e} 9
4) 2 (In2)"- Arctan n 9) I 4
n=1 n=l pl04py8.py
x —]nn—l o n
55 Xe ™ 10) » n
n=1 n=l n

Opgave 20.5 (numerisk-reekke-kriteriet)
Undersog, i hvert af de folgende tilfcelde, om reekken er absolut konvergent.

17 )y (-1 4 )y cos(nm)
n=1 n2 n=1 e’
o . . sin(nE)
2) »_ D 5) 2
n=1 p2- Arctan n nsl D7

3) E (_l)nn4

n=1 % +2p3+12
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Opgaver til kapitel 20

Opgave 20.6 (rod- og kvotientkriteriet)
Undersog, i hvert af de folgende tilfcelde, om reekken er konvergent.

1) io}lm 6) io]l(Arctann)'"
n= n: n=
PL f} _8n?+7|" . f: (-1)"
= R =
3 f; 1 8 § In(n+1)

n=1 /n! n=2 2".1nn

" f} cos(nm) 9 f} n?+4n+2
n2 (lnn)" n=1 2n+3)!

[ In(7n8 + 1) ]
In(8n7 + 1)

DM s

1

n

5) 2(1n2+l)n 10)

Opgave 20.7 (alternerende-rcekke-kriteriet)
Undersog, i hvert af de folgende tilfcelde, om reekken er konvergent.

o DL 5 B (1y neie2m
n2 [Inn n=1 In(n®+n%+1)
, 5w ) Ber|ET
/ =l [ / n=1( ) n3+2n%+1
3 3 (-1 8) )y cos(nm)
n=1 n*Arctann n=2 In(lnn)
" E (-1 n 9 f} cos(nm)
nl p2+2n+7 n=1 cosh(nm)
5) ¥ G 10) » sin(—c"s(”“))
n=1 n n=1 n
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Opgave 20.8 (integralkriteriet)
Undersog, i hvert af de folgende tilfcelde, om reekken er konvergent.

) Danel? 5 Xone™
n=1 n=1
) X1 s X1
n=2 n-lnn n2 p-/Inn
ad .N-Inn oo
3) )y (Inn)-2 7) )y 1
n=1 n n=3 n-Inn-In(lnn)
4) 2 1 8) 6,6 .6, .
nl 1+n? 22 3
9) 1 + 1 + 1 + ..t _r
1 +cosh0 1 + cosh1 1 + cosh2 1 + coshn

Opgave 20.9 (konvergenskriterier m.m.)
Undersog, i hvert af de folgende tilfcelde, om reekken er konvergent.

1) fl(—ln n’ ] 5) » @n!

n=1 n2 +1 n=1 (n+3)'
) Dp Bbn 6) —T-Inn
n=2 n=1{ In(8n)

3) fl(i) 7 x 2

4 f: (-1)"-2n
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Opgaver til kapitel 20

Opgave 20.10 (konvergenskriterier m.m.)
Undersag, i hvert af de folgende tilfeelde, om reekken er konvergent, og find i givet fald summen.

poo19+f1-i-L) (ol L 1y 1 1 1 1
2 2 3 3 3 4 4 4 4

2) el +et+et .. re?

3) In= +hnh=+In—+...+1In
1 3

4) ) (In2)*

5)

B

N
S
S

IS

+
(]
(=}
71
S

6)

|
)

2 3 4 »
l7+l7+l7+, +l7+
2 2 2 2
5 X
n=1 "
9) 2(1113—1)
n=1 n

10)

Opgave 20.11 (konvergenskriterier m .m.)
Undersog, i hvert af de folgende tilfeelde, om reekken er absolut konvergent, betinget konvergent

eller divergent.

1) )y (-1 4 )y n-co2s(nn)
n=1 n\/; n=0 n<+1
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5

+
NN
I
SRR
+
w |
I
W[
+
A
I
i YN
+

3) » C 6)

Opgave 20.12 (konvergensradius)

Find konvergensradius r for hver af de folgende potensrcekker.

17) (l'cosl) x2" 7)
n=1 n

) > 3= 8)
n=1 n

3) » (1 + l)"zx" 9)

had 2n

4) ) I — 10)
n=1 5”(n2+3n)

5) I 11)
n=1 nn

6) » (mva) o

Opgave 20.13 (konvergensradius)

Bestem konvergensradius r for hver af potensreekkerne

8

x3n

/1

o]
2
n=0

2_:; In(n!)x” (sveer!).

Y 3n(n+d) on (-2 In(n+2) x™
n=1 1

n’ n

og undersog, om reekken er konvergent for x =r, samt om den er konvergent for x =-r.
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Opgaver til kapitel 20

Opgave 20.14 (givet funktion, find potensrcekke)
Find en potensreekke for hver af de folgende funktioner, og angiv konvergensradius (oversigt over

kendte reekker kan benyttes).

X

1" y@) = e 3) y(x)=1n(1+x)

2) y(x) = x-Arctan(x>) .

Opgave 20.15 (givet integral, find potensrceekke)
Find en potensrcekke for hver af de folgende funktioner, og angiv konvergensradius (oversigt over

kendte reekker kan benyttes).

. x Arctan(i)
1) y(x) = f e dt 3 oy = f - \2) g
27 y(x) = f sinf 4 y) = f il B

0 t 0 t

Opgave 20.16 (givet potensreekke, find funktion)

Det opgives, at summen af reekken 20 x" erlig med % for |x|<1.
n= -x
Bestem f.eks. herudfra summen af reekkerne 22 n(n-1)x"? og 22 n(n-1) X
n= n= 2n

[oo] n
Beregn konvergensradius for 22 n(n-1) x
n= n

Opgave 20.17 (givet potensreekke, find funktion)

Det opgives, at summen af reekken 21 (-1t X oer ligmed In(1+x) for |x|<1.
n= n

Bestem f.eks. herudfra for |x|<1 summen af reekkerne

n+l 2

§ (_1)n+1 X og n§1 (_1)n+1 X

(=) x2n
2 (_1)n+1 )
n=1 n n=1 n(n+1) n
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Opgave 20.18 (givet potensreekke, find funktion)
Find for hver af potensrcekkerne

2 3 n
1) 1+ 02 v E . 3 R PRI
2 4 8 on 25 125 57
2 3 n 3 4 n+l
2) L S A 4) X X +
27 3n 75 500 (n+1)5"

konvergensradius r og summen g(x) for |x|<r.

Opgave 20.19" (differentialligning)
Lad der veere givet differentialligningen

2
Iy y-0, y0-0, yO-0,
dt? dt

oglad y(f) = 2_10 c,t” vere en potensrceekkelosning til denne differentialligning.
1) Angiv en rekursionsformel for c, .
6
2)  Angiv y(@) = 2_‘.0 c,t”, dvs. begyndelsen af reekken op til og med n = 6.
3)  Angiv hele reekken Z_]O c,t” eksplicit.

4)  Angiv konvergensradius for den fundne potensrcekkelosning.

Opgave 20.20 (differentialligning)
Find en potensreekkelosning til hver af de folgende differentialligninger, og angiv konvergens-

radius.
2
o Ay e WO =1, »(0)=3
dr? dt
2
LT (L) [P AL A S P%, Y0)=0, Y(©O)=1 (svar)
dr? dt
2
39 @34 - 2P 6y -0 YO =1, »(0)=3
dt? dt
2
9 a-mEY D,y YO =1, y'(0)=0
dr? dt
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5)

6)

7)

8)

Opgave 20.21 (tilncermet sum af reekke)

»0) =1,

»0)=0

Opgaver til

y(0)=0

¥(0)=0, »0)=1

»0)=0, y'(0)=1

kapit el

20

Beregn for hver af de folgende raekker (der alle er konvergente) en tilncermet veerdi s for summen

s, sdledes at |s-5|<107* .

1)

2)

3)

4)

5)

1
L (n!)

2

M3

n

6)

7)

8)

9)

10)

)y 1
n=0\ 2n+1
i
n=0 (211)'
% (-1y
ol 2-\n
2 (-n" ntl (krcever over 100 led!)
n=0 +1
(o<} n '
2 (-n" i (krcever over 20 led!)
n=1 n
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21 FOURIERRAKKER

21.1 INDLEDNING

En klasse af funktioner kan fremstilles ved potensreekker. En langt mere omfattende klasse af
funktioner f kan imidlertid fremstilles ved trigonometriske raekker, dvs.
o0

0= Ja )

(a,, cos(PE 1y +b, sin(ZL 1) |,

n=1 ! !

hvor ¢ er den uafhangige variable, mens /, a’erne og b’erne er konstanter. Opfattes ¢ som
tiden, vil rekkens enkelte led reprasentere svingninger, som netop ved mange praktiske anven-
delser har en direkte fysisk fortolkning, f. eks. elektromagnetiske svingninger, mekaniske sving-
ninger eller lydsvingninger.

Den systematiske fremstilling af “vilkérlige” funktioner ved trigonometriske reekker er forst
indfort af Fourier i1 verket “Théorie Analytique de la Chaleur” (&r 1822), hvor han undersogte
varmeledningsproblemet. Dette problems lgsning kan give en god introduktion til teorien om

Fourierrekker og bliver derfor gennemgéet i supplement 21A.

21.2 FOURIERRZAKKER

En meget stor klasse af funktioner kan udvikles i en uendelig rekke bestdende af sinusled og
cosinusled, de sidkaldte Fourierrekker.

Ved en stykkevis differentiabel funktion f defineretiintervallet [ -/, /], forstds en stykkevis
kontinuert ! funktion £, som har en afledet funktion f/, der ogsd er stykkevis kontinuert i
[-1;1] (sefigur21.1).

Fig. 21.1. Stykkevis differentiabel funktion f.

! definition af stykkevis kontinuert funktion findes i bind 1, afsnit 1.5.
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21.2 Fouri errakker

Vi vil i det folgende antage, at f* er en periodisk funktion med periode 2/, og at f'er stykkevis
differentiabel 1 intervallet [ -/, [].

DEFINITION af Fourierrcekke. Ved f’s Fourierrcekke forstds den uendelige rcekke
1 T (W 27 . [ 27
—a,+a,cos| —x| + bsin| —x| +a,cosf —x| + bysin| —x| +...
2 / 1 / /

+ancos(%x) +bnsin(%x) +.o..0, (D

hvor

Q
1l

l
) %f_lf(x)-cos(%x) dx, n=0,1,2,... 2)

S+
1l

L[ axy-sin| 27 -
. 7f_lf(x) sm( lx) dx, n=1,2,... . 3)

Forklaring af formlerne for koefficienterne a, og bn

Hvis raekken (1) er konvergent med summen f(x), ma koefficienterne nedvendigvis vere
bestemt ved (2) og (3). Dette indses ved at multiplicere ligningen (1)

[o0]

f(x) = %a0+ E(ancos(%xw bnsin(%x)) : )

n=1
med samme funktion, som indgér i det led, der indeholder a, eller b,, hvorefter der integreres L
Multipliceres saledes pa begge sider af ligning (4) med cos(? x) og integreres fra -/ til /, fas

flf(x)'cos 2T x| dx = fl@-cos BT | dx +
-1 / -1 2 l

1 1
(f akcos(anx) . cos(%x) dx + f b, sin(an x): cos( %x) dx)
-1 -1

For n+#k og n>0 fis,vedf.eks. at benytte Schaums hdndbog formel 17.18.15 0g 17.19.2, at

de ovennavnte integraler pa hojre side af lighedstegnet er 0. Ligningen reduceres derfor til

| Qg I

1

d

1 1 1
f(x)w:os(%x) dx = f ancoszn(%x) dx +[ bncos(%x) -sin(%x) dx
-1 -1 -1

Ved nu at benytte Schaums handbog formel 17.18.9 og 17.19.1 fés

Man kan vise, at funktionerne i Fourierraekken udger et “ortogonalsystem” (se supplement 21B), og at det er tilladeligt
at integrere led for led.
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Fouri errakker
1
2nm .9
! s1n( x) sin (—x)
ff(x)'cos nr dx=an1+— +b, = a,l
-1 [ 2 nm nm
4.7 2.0%
) 2 I ;
Heraf fas
=1,2,....

I
a, = %f f(x)wos(%x) dx, n
-1

Tilsvarende findes g, (ved at multiplicere med cos(0-x), dvs. med 1) og b, (ved at
multiplicere med sin(nT x) ).

Eksempel 21.1. Udvikling af en funktion i en Fourierraekke.
Et musikinstrument skaber tryksvingninger ud for eret. Lad trykket vare givet ved en

funktion f med perioden 6 millisekunder:

_J 0 for te]-3;0[
) ‘{ 5 for te]0:3[.

Find f’s Fourierreekke (grundtone, overtoner).

VAQ)
.: H § = H - H
3 3
LOSNING:
Vi finder
1f3 1f° 1f3 5 .3
a, = — Hdt = = 0dr + = 5dt = = [t =5.
0 3-3f() 3J.3 3J0 3[]O
a = lf3f(r)-cos B4 ar
" 3J-3 3

1(° nw 1 (3 nw
—f O-cos| — | dr + —f 5-cos| — | dt
3J-3 3 3Jo 3
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21.2 Fouri errakker

= é =
3| nm
3 0
b= L[ 20y -sinf 27 ¢) as
"3l 3
1 0 . | nm 1?3 . [ nm
= —| O-sin| —¢t|dt + —| 5S5-sin| —¢| dt
3/-3 3 3Jo 3

5]

- cos| — ¢

3 \3 )} . i-i[—cos(nn)+cos0] = i[—(—1)"+1]
3 3 nm nm

0 for n lige

= 10
ntm

for n ulige .

Fourierrekken for f er da

5 10 . (= 10 . (37 10 . (57

= + —sin| —¢| + —sin| =—¢| + —sin| —¢| + ..
2 T 3 3n 3 Sn 3

Da n erulige, kan vis®tte n =2p+1. Viharda

2 | sin
2 T 2p+1

5 T 10 . (3= . 3
(1) D m,\m(zl) —5111(%1) Iism(ﬂl)
T 3 s 3

Al 3 T D ST Rl

.
g ~ \/ = VQUQU&’
Fig. 21.2. Symbolsk grafisk fremstilling af f’s Fourier-udvikling.
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Fouri errakker

1o ltn

rolon
|

|=

w

=
—

=]
-
N

Dt
1o n

- 10 Gy (L,) - ]ﬂ() Sin( ‘:TE 1)
I Al ST b

msin(E /‘) + 10 i (ﬂ,) fl_—()sin( Skl [)
Bl bl Dﬂ

R 2

Fig. 21.3. Grafer for f og de forste delsummer for f’s Fourierrcekke.

Man siger, at funktionen f (periodisk “firkant-impuls”) er blevet udtrykt som en superposition
(overlejring) af indbyrdes harmoniske rene svingninger, eller man siger, at der er foretaget en
harmonisk analyse af /. Grundsvingningen % . sin( g t) har amplituden I—T? , svingnings-
tiden 6, frekvensen — og vinkelfrekvensen T De folgende rene svingninger i superpositio-
nen, f.eks. 10. si ( 3% t) , er oversvingninger (i akustik: overtoner) med frekvenser, der er

3n
hele multipla af grundsvingningens frekvens.

EDB-lgsning. I Maple loses eksempel 21.1 pa folgende made.

Der findes ikke en direkte ordre til at danne en Fourierreekke, men folgende lille Mapleprogram laser problemet:
restart ;  fourier := proc(f, x, t, n, L) local j;
> collect(combine((add(int(f*cos(j*(x-t)*Pi/L), x=-L..L), j=-n..n))/(2*L),trig), [sin,cos]); end; # program er slut

> f = x-> piecewise(x<0, 0, x>0, 5) ; #definition af funktion
> fourier(f(x), x, t, 5, 3) ; # kald af fourier (nogle af leddene er 0, s& 5 angiver ikke nadvendigvis antal led).
sin( 3 tn) . 1 t n)
§+2 3 , 10 sin(z m) +105in3—
T 3 b b

Bemark, at reekkefolgen af leddene er tilfeldig.
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21.2 Fouri errakker

Konvergens af Fourierrakke
Som det fremgar af figur 21.3, synes Fourierrekken at konvergere mod f{(x) i punkter, hvor f

er kontinuert, medens den tilsyneladende i et diskontinuitetspunkt x, konvergerer mod “midt-

v f(xo"') +f(x0_)
2

punktet hvor {x,+) = lim f(x og (x,-)= lim f(x (se figur21.4).

x—»x0+ x—>x0—

y

Fig. 21.4. Diskontinuitetspunkt.

At det altid forholder sig séledes, fremgar af folgende satning, som anferes uden bevis.

SATNING 21.1 (konvergens af Fourierrcekke ). Fourierrcekken for en stykkevis differentiabel
funktion f iintervallet [-1;l] konvergerer mod f(x), hvis [ er kontinuert i x, og mod
S&x+) +fx-)

2 2
Fourierrcekken mod iG] +2f(_l+) .

hvis f er diskontinuert i x. I endepunkterne x =1 og x = -1 konvergerer

Da cos (% x) og sin(% x) er periodiske med perioden 2/, vil Fourierreekken for alle

reelle tal x konvergere mod den periodiske funktion, som 1 periodeintervallet [-/ ; / ] svarer til

f(x) (jevnfer eksempel 21.1).
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Fouri errakker

21.3 FOURIERRAKKER FOR LIGE OG ULIGE
FUNKTIONER

En funktion f kaldes en lige funktion, hvis der geelder f{(-x) = f(x) (se figur 21.5) ligesom for

potensfunktionerne x2, x*# x, ... med lige potens. Vi vil vise, at for en lige funktion er

Fourierrekken en “ren” cosinusraekke.

."
A

Fig. 21.5. Lige funktion,
dvs. f(-x) ~f(x)

( grafen symmetrisk om
y-aksen ).

\j

En funktion f/* kaldes en ulige funktion, hvis der geelder f(-x) = -f(x) (se figur 21.6) ligesom
for potensfunktionerne x U x3, x5 ... med ulige potens. Vi vil vise, at for en ulige funktion er

Fourierrekken en “ren” sinusrakke.

] Fig. 21.6. Ulige funktion,
dvs. f(-x) = - f(x)
Q\ O\ Q\ ( grafen symmetrisk om
: 3 » \  begyndelsespunktet

Sammenh&ngen fremgéar af den folgende setning.
SATNING 21.2 (Fourierrcekke for lige og ulige funktion). Hvis f er en lige funktion med
perioden 21, har f Fourierrcekken

[o0]

%ao + E ancos(%x),

n=1

I
=%ff(x)'cos(%x) dx, n=20,1,2,...
0

hvor

Hvis f er en ulige funktion med perioden 21, har f Fourierrcekken

E b, s1n(— x),

n=1

bn=—ff(x)-sin 2% yxldx, n=1,2,...
IJo /

hvor
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21. 3 Fourierrakker for lige og ulige funktioner

Bevis. Lad g (x) - f(x)~cos(¥x) og h) - f(x)-sm(%x). Er f lige, dvs. f(x)=f(-x), fasved

indszttelse, at &,(-%) =g,(*) og h,(-x)=-h,(x) ,dvs. g, erligeog h, erenulige funktion.

lige lige ulige

»

VA

Af symmetrigrunde (se pa de tilsvarende arealer) ma

! _2 (! "h (x)dx = 0
f_lgn(x)dx 2f0gn(x)dx og f_l ,,(x) x .

Hermed er s@tningen vist for f lige.

Er f ulige, kan beviset fores pa ganske samme méade.

Eksempel 21.2. Fourierrakke for lige funktion.

Vi vil finde Fourierraekken for den funktion £, der er givet ved

gx+2 for -3<x<0

=4 3

—§x+2 for O0<x<3.

LOSNING:

AV

- X

(]

Da f er lige, fis af setning 21.2
(o)

1 nm

—ay + a cos| —x|,

2 ’ nzl § ( 3 )

hvor
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Fouri errakker

Vi fér

nT . ’ . [ nm ;
cos| —x x-sinf —x sin| — x
_ 4 4 3
= - — + + = — = 7
9 (,m)Z nx 3 nm
3 3 0 3 0
4 - cos(nm) - cos 0 4 4
= - _ = ‘[1-cos(nm = ——-[1-(-1)
5 tmy o eos(rm)] = e[ (1))
3

0 for n lige
= 8

n2x?

for n ulige .

Da n erulige, kan visatte n=2p+1, og vi fir da rekken

8

_ . 8 1 Cp+)mn
flx) = 1 n2p=0—(2p+1)2cos(—3 x).

21.4 KOMPLEKS FOURIERRAKKE, FOURIERTRANS-
FORMATION

I dette afsnit gives en meget summarisk gennemgang af mere avancerede emner inden for Fourier-
analysen (nogle anvendelser kan ses af opgaverne 21.6, 21.7 og 21.8).
Man kan omskrive Fourierreekken

(o]

NORETES)

n=1

(an cos(% f)+b, sin(% 1) (5)

ved at indsatte cos og sin givet ved Eulers formler

eiu + e—iu . iu _ e—iu
cosy = —— smu = -
2 2i
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21. 4 Konpl eks Fouri errakke, Fouriertransformtion

Herved fés den elegante

Fourierrekke pé kompleks form:

co —inmt

=Y cre T, teR, periode 21

n=-00

med komplekse koefficienter:

inmt

1f’ ;
= — t)-e dt .
©n 21 —lf()

Seettes V;F% (= “frekvensen”), Av =% og F(v,) =c,2l, farvi
(o8]
fity = Y F)-e ™" Av
n=-00

0og ;
F(v,) = f_lf(t)-eizm"tdt .

For [ — oo fis heraf formelt “Fouriers integralsatning”, som anferes uden bevis:

SATNING 21.3 ( Fouriertransformation ). Lad f veere en stykkevis differentiabel funktion,

(1) = J+) +f(2-)

5 , 0g hvor integralet

som i diskontinuitetspunkterne har veerdien

o0
f |f(¢) | dt er konvergent. Sdkan f skrives som et “Fourierintegral ”:
-0

o0
40 =f F(v)-e 2™V gy teR ,
-0
hvor F(v) erden ( komplekse) “Fouriertransformerede” funktion:
o .
F(v) =f f(t)-e'2™Vidt velR .
-00

K
(Det forste integral ovenfor skal forstds som greenseveerdien  lim f F(K)-e 2"kt dK').
K- oo ' K

Bemark: Bade f(#) og F(v) er defineret for alle reelle tal # og v -- wuden krav om
periodicitet.

Bemeark: Fouriertransformationen og tilbagetransformationen er ens bortset fra eksponentens
fortegn.
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Ved praktiske beregninger vil man ofte ngjes med at betragte vaerdierne af  f{(#) for et stort antal
xkvidistante vaerdier af 1:  fy =f(1,), f,=f(t, +At), . . ., fy =f(t, +(N-1)At).

Man kan da bevise en tilsvarende “diskret Fouriertransformation”:

SATNING 21.4 ( diskret Fouriertransformation ). ~ “Funktionen” f, kan skrives som en

endelig sum:
N-1 _i2 n
1 i2nk ﬁ .
f, = ¥ E F.-e s n helt tal, J,, har periode N ,
k=0

hvor F, erden “ diskret Fouriertransformerede”:

N1 i2nk R
F, = Ej”n'e N k helt tal, F, har periode N .
n=0

Bemark: f, og F, kandefineres foralle hele tal n og k, men skal sd benbart opfattes som

periodiske med perioden N.

Bemark: Transformation og tilbagetransformation er ens bortset fra normeringen % og

eksponentens fortegn.

Den diskret transformerede F, benyttes mest ved numerisk tilnermelse af den “kontinuert”

_k_
N-At~
hjeelp af metoden “Fast Fourier Transform” (forkortet FFT) med en regnetid, der er proportional

med N-log N. Sadvanligvis ber N davzare en potens af2, f.eks. N =21=1024. Ofte sattes

transformerede F(v,) = F,*At, hvor v, = Beregningerne udferes pd computer ved

f(¢) til nul i en del af intervallet for at undga gener fra den periodiske fortsattelse i den diskrete

approksimation.
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Eksempel 21.3. Fouriertransformation. Autokorrelation.

Autokorrelation (“selvmodsvarighed”) c¢(¢') for f:
o0
ety = [ A0y -fa-t'yde, ¢ eR.
-0
Autokorrelationen c¢(#’) er et mél for, hvor meget f{(#) ligner sin egen forskudte

funktion f(¢-#')' (mankan vise,at c(0)z=c(t') foralle ¢’ ).

Idet der glder autokorrelationsszetningen:
C(v)=|F(v)|? (store bogstaver betyder Fouriertransformeret),

kan c(t’) ipraksis hurtigt beregnes ved FFT (forst findes F(v) ved FFT, og der-
pa findes c(¢’) ved invers FFT anvendt pd |F(v)|?).

Vis, at c(¢') er en lige funktion, dvs. at c(-t') =c(¢') for alle relle ¢'.

LOSNING:

Vi har
ety = [ fuy ety ar.

Substitueres u =t+t/, dvs. t=u-t' og dt=du, fis

ety = [ fu-ty-fwydu = [ fwyfu-tdu = o(r'y.

1

Narmere forklaring af autokorrelation. For at angive hvor meget den forskudte funktion f(#-¢') afviger
fra f(¢), erdetnarliggende at betg)agte afvigelsens kvadrat i et punkt ¢ og derpd integrere (summere) over
alle vaerdier af t: SAK(t') = f oo[f(t) -f(t-tPdt (SAK ~ “Sum af Afvigelsers Kvadrater”).

Ved udregning fis SAK(t) = [ _(AOYdr + [ (fu-t2de - 2oy fu-t'yar.

Her er de to forste integraler ens ( arealet under grafen for (f(¢/))? er lig (gled arealet under den forskudte
graf), og det sidste led er er autokorrelationen c(t’y: SAK(t)) = 2-f oo(f(t))zdt - 2-c(t)).

Da 2 f oo(f(t))zdt ikke athenger af ¢/, ma afvigelsesmalet SAK(;/ ) altsé blive desto mindre, jo
storre autokorrelationen c(t’) er. Det er derfor rimeligt at sige, at f{(¢#) ligner sin forskudte
funktion f(¢#-¢’) mest for de forskydninger ¢/, hvor autokorrelationen c¢(#’) er storst.
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suppLEMENT: 21A LOSNING AF VARMELEDNINGS-
LIGNING VED FOURIERRAZAKKER

Indledning 2r

Den systematiske fremstilling af “vilkarlige” funktioner ved
trigonometriske raekker er forst indfert af Fourier i verket
“Theorie Analytiqe de la Chaleur” i 1822, hvor han underseg-
te varmeledningsproblemet. Da det er et godt eksempel pa
anvendelsen af Fourierrekker, gennemgés det 1 det folgende.

Problem 140°C

En industrivirksomhed opvarmer plader mellem 2 jernflader iern -(runlqmi iern
med temperaturen T, = 140°C, f.eks.ved vulkanisering af ’ = ’
gummiplader. Forinden har pladematerialet overalt tempera-

. . . Opvarmning af plade
turen T, =40°C. Spergsmélet er nu: Hvor hurtigt stiger

mellem 2 jernflader.
temperaturen i de forskellige dybder af materialet under
behandlingen?

Forudsztninger

Pladernes data er:

tykkelse 2r, = 0.023m
varmefylde c, = 1500 J/ (kg:°C)
massefylde o = 1194 kg/m?

varmeledningstal k = 0.16 J/(m-s-°C).

Man ser bort fra varmemodstanden i grensefladen plade/jern. Pladerne er sé store, at der kan ses bort fra
varmestremmene ved kanterne. Temperaturen inde i en plade athaenger da kun af afstanden ud til overfladen,
séledes at varmeledningsligningen bliver reduceret til

med rand- og begyndelsesbetingelserne

T(0,t) =140°C  for ©>0

T(2r,,t)=140°C  for ©>0

T(X,0)

40°C for 0<X<2r, .

Her betegner T = T(X,t) temperaturen inde i en plade til tiden T i afstanden X fra pladens ene sideflade.
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Omformning af problem
Normalt vil man gerne slippe for at se en masse fysiske konstanter som faktorer i savel differentialligning som
losning. Desuden vil man gerne have, at udferte beregninger skal kunne bruges pé situationer med andre data.

Derfor indferes de 3 dimensionslgse variable

X . xmlt R T - I,-T  140-T
o e p 6005 10mim’’ 771" 100 )
m Q Cp m a i
Herefter kan problemet formuleres pa folgende made:
Til den partielle differentialligning
3 _ g (M

ot ox2

onskes fundet en losning, som tilfredsstiller 2 randbetingelser og 1 begyndelsesbetingelse:
q(0,7)=0 for >0
g(m,7) =0 for >0
q(x,0) =f(x) for 0<x<m.

I dette eksempel er f(x) =1 foralle 0<x<m.

Lesning
I det felgende udledes en lesning pé problemet. Vi vil dog ikke medtage beviset for, at denne lgsning er den eneste
mulige.

1. Adskillelse af de variable. En klassisk metode til at forenkle problemet er, at man starter med at sgge

losninger af typen gq(x,t)=u(x)-v(¢t). Ved indszttelse i den partielle differentialligning fas
u(x)-v/(t)=u"(x)-v(t). Divisionmed u(x) v(z) (#0) giver

Vi) ')

v(?) u(x)
. . V(1) . u(x) . .
Parameteren A ma veare en konstant, fordi W er uathengig af x, og (— eruathengig af r. Viskal
v u(x
altsd finde losninger til de seedvanlige differentialligninger
dv
Z2Y s Av=0 2
it (2)
d*u
~—+Au=0
dx 2 (3 )

for de veerdier af A, hvor der eksisterer lgsninger.
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2. Differentialligningen i #. Den forste ligning % +Av =0 harlesningen v(#) =K, e M,

3. Differentialligningen i x. Vi skal nulgse den anden differentialligning

du
dx?

+Au=0

i det givne interval [ 0; 7z ] med de givne randbetingelser:

u(0)=0 (jevnfer ¢(0,7)=0)
u(m)=0 (jevnfer g(m,t)=0)

for de vaerdier af A, hvor det kan lade sig gore.

Karakterligningen er

A2+)=0.
Vi finder heraf
£i/[A] for A>0
A= £4/TA] for A<0
0 for A=0.

2
Tilfeldet A >0 : Differentialligningen d l; +Au=0 harfor A >0 den fuldsteendige losning
dx

u(x) = a-cos(yAx) +b-sin(yAx), abelR .
Randbetingelsen #(0) =0 giver a =0, og randbetingelsen #u(m) =0 giver da

b-sin(yAm) = 0 S b=0 V sin(yAm) =0.
For b =0 far vinullesningen u,(x) =0.

For sin(yAm) =0 firvi yA = n, hvor ne {1,2,3,...}, dvs.de mulige losninger bliver

u,(x) = b, -sin(x) , b eR
u,(x) = b,-sin(2x), b,eR
u,(x) = b,-sin(nx), b,eR
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Som det fremgar af nedenstdende fodnote !, vil tilfeldene A4 <0 og A =0 kun give nullesningen. Vikan

derfor i det folgende begranse os til tilfeldet 4 > 0.

4. Lesning udtrykt ved raekke. Da g(x,7) = v(?)-u(x), bliver de mulige losninger til (1)

q(x,t) = K,e™*-b -sin(nx) = K,-b e " sin(nx).
For kortheds skyld s&ttes K- b, =c,, hvor ¢, er en arbitrer konstant.
Vi har derfor uendelig mange lgsninger til (1) af formen

q(x,t) = cn'e'"zt'sin(nx).

Enhver sum af de fundne losninger vil ogsa tilfredsstille den partielle differentialligning og randbetingelserne. Det
er derfor naerliggende at fremstille en losning g(x,#) ved en reekke

q(x,t) = Ecn~e"‘2"sin(nx),
n=1

hvor koefficienterne ¢;,¢c,,...,c,,... soges bestemt sddan, at ogsd begyndelsesbetingelsen g(x,0) = f(x)

bliver opfyldt, dvs.
Y c,sin(nx) = f(x)  foralle xe]O;m[. 4)
n=1

I dette eksempel er f(x)=1 foralle xe€]0;x[.

' Tilfeldet A <0 : Differentialligningen #’ + A u =0 har her den fuldstzndige losning

IAlx 4 p.gVIrlx a,beR.

u(x)=a-e
Randbetingelsen #(0) =0 giver a +b =0, og randbetingelsen u#(w) =0 giver
a-eVIHm 1 p e VIRm = g,
Af a+b=0 fis a=-b, somindsat giver

—peVIAm e VIRIm = g

hvoraf vi fdr b =0 og dermed a =0. Den eneste mulige lgsning er altsd nullosningen u,(x) =0.

Tilfzeldet A =0 : Differentialligningen er her #” = 0, og den har derfor den fuldsteendige losning

u(x)=a-x+>b, a,beR.

Randbetingelsen #(0) =0 giver b =0, og randbetingelsen u(m) =0 giverda a*mn =0, dvs. a =0.

Den eneste mulige losning er altsd nullesningen #,(x) = 0.

Da gq(x,t)=v(t) u(x), kan nullosningen ¢(x,z) =0 i tilfeeldene A<0 og A =0 ikke skelnes fra
nullgsningen g(x,#) =0 itilfeeldet A>0.
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5. Bestemmelse af konstanterne i rekken (4). For at bestemme ¢, fir man nu den idé (se eventuelt

supplement 21B om ortogonalsystem), at multiplicere ligning (4) med sin(nx) (altsd med samme funktion, som

indgér i det led, der indeholder c,)):
¢, *sin(x) sin(nx) + ¢, sin(2x)-sin(nx) +... + ¢,'sin(nx) sin(nx) +... = f(x)-sin(nx)

og derefter integrere pa begge sider over intervallet fra 0 til 7 :

c fonsin(x)-sin(nx)dx + czfonsin(2x)-sin(nx)dx +o o+ cnfonsin(nx)-sin(nx)dx + ...
- fonf(x)'sin(nx)dx.
Da
- 0 for nzm
fo sin(mx) * sin(nx)dx = g for n=m=+0 (Schaum 18.26),
o T _ (™.
fas c, 2 fo sin{nx)dx
T
= c,= 2. |-cos(nx)| " _ i~(—cos(n1t) +cos0) = i~(1 - cos(nx)).
T n |, n=m nm
Da
1 for n lige
cos(nm) =
-1 for n ulige,
fas
0 for n lige
c =
" 4 for n ulige.
nn

6. Slutresultat. En lgsning til differentialligningen er falgelig

4 ) R 25t
g(x,t) = —|e*-sinx + T'sm(3x) + -sin(5x) + . . .
b
Da n erulige, kan vis®tte n=2p+1. Viharda
[o2)
q(x,t) = EL'e'@P”)Z’-sin((2p+1)x). (5)
011:(2p+1)
p-
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Vikan naturligvis ikke vaere sikre p4, at vi virkelig har fundet en lesning til differentialligningen, for vi har indset:

a) at den fundne raekke er konvergent. Dette ses ved at sammenligne raekken med kvotientrakken

%nz)(e")",

2
b) at der eksisterer partielle afledede % , a—g , og at differentierer vi reekken (5) med hensyn til x og ¢, sa
ox
2
vil de ledvis differentierede rekker vaere konvergente med summerne % og a—z . Ifelge appendix 20.1 om
ox

raekker er dette opfyldt, hvis de pagaldende differentierede raekker har konvergente majorantreekker. Dette

er tilfeeldet, da en majorantrakke er 4 E n(e )",
b
n=0

c) at begyndelsesbetingelsen gq(x,¢) = 1er opfyldt. Dette fremgar af setning 21.1, idet funktionen f{x) =1 er
stykkevis differentiabel, séledes at Fourierraekken for funktionen 1 vil veere konvergent med summen 1 i hele
intervallet ]O; .

1 /—\\,\\a ,\\Ow -
/ . Ay
/ R \

0.5 / X

Losningens afhcengighed af x og t.
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140 e —
130 W 40 min %
120 \\%ﬁﬁ
110 \\ / /

1o LN /1]

T 90 \ \ — ot /
AR i
o S )
50 \ A@S— S
40 T [ A

0 'm 2rm
X —»

Resultatet afbildet ved hjcelp af de oprindelige variable.
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supPLEMENT: 21B FUNKTIONER SOM VEKTORER,
ORTOGONALSYSTEM

Funktioner som vektorer, skalarprodukt

Kontinuerte funktioner g og # defineret pa et interval [a;b] kan opfattes som vektorer med skalarproduktet
b
goh = f g(x) - h(x)dx .

Anskueligt kan det forklares ved, at vektoren (g(x,),8(x,),....,g(x,)) beskriver funktionen g godt, nar
A=X, X3y X3, ..., X,_;, X, =b er&kvidistante punkter med afstanden Ax . Eksempelvis kan man ud fra vektoren
definere en spline, som tilnermer g i [a;b].

Da fabg(x) -h(x)dx tilnermes ved (g(xl)- h(x) +g(x) h(x,) +...+g(x,)" h(xn))Ax, ses heraf bag-

grunden for definitionen af skalarproduktet.

Ortogonalsystem

Funktionerne sin(x), sin(2x), ..., sin(nx), ... siges at udgere et ortogonalsystem pa intervallet [0;7], da

ethvert par af disse funktioner er indbyrdes ortogonale, dvs. har skalarproduktet 0 (ifelge Schaum 18.26).

Funktionerne kan derfor opfattes som basisvektorer i et oco-dimensionalt vektorrum, ligesom i_, j_ og ker

basisvektorer i det 3-dimensionale rum. Enhver vektor a i rummet kan som bekendt opleses efter

basisvektorerne: @ = a,*i +a,'j + a;*k, hvor f.eks. koordinaten a, kan bestemmes ved at multiplicere skalzert

med j_: ]_ ‘a =0 +a,1+0. Pd samme made kan “enhver” funktion f, feks. f(x)=1, opleses efter

“basisvektorer” sin(x), sin(2x), ..., sin(nx), ... pa folgende made:
o0}
f(x) = Y ¢, -sin(nx),
n=1

idet “koordinaten” ¢, bestemmes ved at multiplicere skalert med sin(nx):

f(x)osin(nx) = 0+c,* g +0 (Schaum 18.26 ).
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supPLEMENT: 21C PARSEVALS LIGNING

Lad der over en elektrisk modstand pa 1 ohm vere en spending pad f(#) volt, der varierer med tiden ¢ S& vil

der i tiden dt afszttes energien (f(¢))?-dt i modstanden, der bliver varm, og over en periode pd 2/ sekunder

vil den gennemsnitlige effekt (energien pr tidsenhed) blive

1 l
o [ L(ydr wa

Ved at erstatte f(¢) med dens Fourierraekke og integrere under anvendelse af ortogonalitetsegenskaberne fas den

sékaldte Parsevals ligning:

1 (! 1 2 Is[ 2 .2 -
2_lf—1(f(t))2dt = Zao +5§ |:an +bn] = n;w |cn|2,

som viser, hvordan effekttabet fordeler sig pa de enkelte frekvenser i Fourierrekken. Det sékaldte ensidede

effektspektrum P(v) som funktion af frekvensen v= % bliver da

%aoz=|co|2 for v=0
P(v) = | %af +%b3 =2|c,|? for v =211
0 ellers .

Parsevals ligning gaelder ogsa for Fouriertransformationerne:

[Cowrar - [T iFeray

(total energi =)

og her defineres det ensidede energispektrum

P(v) = |F(V)|*+[F(-v)|*.
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OPGAVER

Opgave 21.1 (Fourierrcekke)

Find Fourierrcekken for hver af de folgende funktioner:

X for -2<x<0
D flx) =
0 for 0<x<2
2)  flx) =x for -1<x<1
-X for -1<x<0
3 flx) =
X for 0<x<1
1 for -2<x<0
4) fix) =40 for 0<x<1
1 for 1<x<2
0 for -2<x<0
5 flx) =
e’” for 0<x<2.

Opgaver til

kapit el

21
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Opgave 21.2 (krydskorrelation, genkendelse af forlob)

T
Figa Funktion f(L)
— bt NSNS, SR AV: VSN
-5 5 10 t
/»g(l)
Flg b Funulon 9([)
— AL A5 S
-5 5 10 t
T gt-3)
Fig ¢ Funktion g(t-3) 4
e e S e B S Bt L LA S e T SRRt
-5 5 10 t
S c(t’)
t
Fig d Krydskorrelalion T
af (1) og (1)
bttt —t—t—t—t—t—F—t—t—t—1
-5 5 10 L

Figur a og b viser malinger af koncentrationerne f(t) og g(t) for et stof A i to stromme.

Figur d viser den sdkaldte krydskorrelation c(t') for f og g:

ety = [T -gt-tydr,  ieR.
Tallet c(t') er et mdl for, hvor meget den forskudte funktion g(t-t') ligner f(t).
Der geelder korrelationsscetningen

C(v) =F(v)-G(v),

hvor store bogstaver betyder Fouriertransformeret, og stregen over G(Vv) betyder kompleks

konjugeret.

Ud fra korrelationsscetningen kan c(t') hurtigt beregnes ved FFT: forst findes F(Vv) og
G(v) ved FFT, og derpd foretages invers FFT af F(v):G(v) -

1) Ved at ombytte f og g fds en ny krydskorrelation ¢, :
o) = [ gty ft-t'ydt,  t'eR.

Vis, at cl(t/) = c(-t') foralle t'eR. (Vink: benyt f. eks. en substitution i integralet.)

2) Angiv sd najagtigt som muligt en veerdi t', for hvilken funktionerne f(t) og g(t -t') ligner
hinanden mest muligt. ( Vink: betragt figur d ).
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Opgave 21.3 (energispektrum, dataudglatning, optimal filtrering)

Figur a viser et malt koncentrationsforlob f(t) for et stof A i en strom.

Figur b er et logaritmisk diagram, der viser det sdkaldte “energispektrum” for f(t)’
P(v) = |[F(V)|?P+|F(-v)|*, ve[0;oof,

hvor F(v) er den Fouriertransformerede af funktionen f(t). Den spektrale energitethed

P (V) kan derfor i praksis hurtigt beregnes ved FFT: forst findes F(v) ved FFT, og derpa kan

P(v) beregnes.
Figur c viser en udglattet version f,(t) af den givne funktion f(t), idet meget af “baggrunds-
stojen” er fjernet ( se sporgsmal 2) .

1) Afgor om noget af variationen af f(t) er periodisk, og angiv i sd fald de pdgeeldende
frekvenser. (Vink: betragt figur b).

2) For energispektret P(v) af den givne funktion kan man oftest skonne en opspaltning
P(v) = P(v) + P,(v) i “signal” P (V) og “stoj” P, (V). Indtegn pd figur b en ret li-

nie, som dit skon over stajniveauet P, (V) ved alle frekvenser v € [0;00] .

( Derpd kan en udglattet funktion f,(t) findes ved tilbagetransformation af
F(v)
P,(v)
1+
P(v)
Metoden kaldes optimal filtrering. Er opspaltningen korrekt, fis nemlig en funktion f, (t) med

mindst mulig RMS-fejl. )

' P(Vv) kaldes ogsd den “ensidede spektrale energitcethed”.
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Opgave 21.4 (foldning, cendring af signal gennem apparatur)

f(t) [l(gA/m 3 :| — — a(t) [kg m 3 :l
3 ™ opholdstids- 3 -
10 m-/h fordeling (1) 10 m~/h
f(t)
Fig a Funktion f(t) 1
e B B T L B e
-5 5 10 t
r(t)
Fig b Funktion r(t) 1
%_- -§_ i i t t } t f { i i +—t } } t } +—
-5 5 10 t
glt)
Fi Foldni (v 1 -
e e L NG SN K —>
-5 5 10 t

Figur a viser et malt koncentrationsforlob f(t) for et stof A i en strom til en tank, som har god

omroring.

Figur b viser en tidligere mdlt opholdstidsfordeling r(t) for stoffet i tanken ( ¥(t')dt’ er den

brokdel af molekylerne i udlobet, som har haft opholdstider mellem t' og t'+dt’ i tanken).

Figur c viser en beregnet funktion g = f*r, den sakaldte foldning (engelsk ‘convolution’) af

funktionerne f og r:

g() = [ Ay re-t'yar’, feR.
Der geelder foldningsscetningen
G(v) = F(v) R(v),

hvor store bogstaver betyder Fouriertransformeret.

Ud fra foldningsscetningen kan funktionen g(t) i praksis hurtigt beregnes ved FFT: forst findes
de transformerede funktioner F(v) og R(v) ved FFT, og derpa findes funktionen g(t) ved
invers FFT anvendt pd funktionen F(v):R(V).
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1) Vis, at foldning er kommutativ: f*r = r *f, dvs. vis, at

[Cran-ra-tyar = [~ ra)y-fa-t'y ar', t'eR.
(Foldning er i ovrigt ogsa associativ: f* (r*s) = (f*r) *s).

2) Forklar hvorfor foldningen af f(t) og r(t) netop giver koncentrationen g(t) i udlobet fra

tanken.
(Mange procesenheder, maleapparater m.m. kan beskrives som en foldning. Faktisk gcelder:
en afbildning af input f(t) pa output g(t) er en foldning, hvis og kun hvis afbildningen er
linecer og forskydningsinvariant, dvs. hvis:

h— & \ a‘fi+bf > a g +bg

fHh— g S, forsinket k — g, forsinket k ).

3) Antag, at funktionerne r(t) og g(t) var kendte. Hvordan kunne man sd i praksis forsoge at
regne sig tilbage til funktionen f(t)? ( Vink: benyt Fouriertransformation.)
(Tilbageregningen kaldes affoldning, engelsk ‘deconvolution’.)

4) Hvordan kunne man i praksis nemt mdle sig til opholdstidsfunktionen r(t), som karakteriserer
tanken? (Vink: Veelg en speciel funktion f(t), og mdl sa g(t) i udlobet.)

Opgave 21A.1 (varmeledning)
Indledning. Opvarmningen i supplement 214 standses efter 23 minutter (dvs. t=2.3), og

pladerne varmeisoleres fra omgivelserne (sd er g—§ =0 pd overfladerne).

Hvordan varierer temperaturen derefter med tiden t i forskellige dybder af en plade?
Indfores variablen t =t -2.3 samt x og q somisupplement 214, kan problemet formuleres

som folger:

Problem. Til den partielle differentialligning

99 _ &g
atl ax2
onskes fundet en losning, som tilfredsstiller 2 randbetingelser
%(0,1‘1)=0 for 1,>0
0
a—z(n,t1)=0 for t,>0

og 1 begyndelsesbetingelse

q(x,0) = 4.¢23 sin(x)  foralle xe[0;m].
T
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Fouri err akker

Opgave 21A.2 (varmeledning)

Indledning. Der betragtes samme problem som i
supplement 214, men de 2 jernflader har nu uens
temperatur, henholdsvis T = 135°C og T, = 145°C.

N
Hvor hurtigt stiger temperaturen nu i forskellige 1357C \ e
dybder af materialet? \ T
Indfores variablene x og t som i supplement 214 \ o
samt \
T,-T, x|, T,-T, § :
= +pr = vor = '
1 T, -T, P | P T, -T,

Jern Gummi

kan problemet formuleres som folger.
Problem. Til den partielle differentialligning

%:ﬁ
ot Ox?2

onskes fundet en losning, som tilfredsstiller 2 randbetingelser

{ q(0,¢) =0 for t>0
q(m,t)=0 for t>0

og 1 begyndelsesbetingelse

q(x,0)=1+p'£ foralle xe]0;m|.
)

Opgave 21A.3 (partiel differentialligning)
Til den partielle differentialligning

@ = 3t2.@
ot axz

onskes fundet en losning, som tilfredsstiller 2 randbetingelser

94.(0,1 =0 for >0
ox

94 (x.1)=0 for >0
Ox

og [ begyndelsesbetingelse
q(x,0) = sin(x) foralle xe[0;m].
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Opgave 21A.4 (partiel differentialligning)
Til den partielle differentialligning

2
99 - tanh(r)- 94
ot Ox?

onskes fundet en losning, som tilfredsstiller 2 randbetingelser

{ g(0,£)=0 for t>0
q(m,t)=0 for t>0

og 1 begyndelsesbetingelse
q(x,0)=x foralle xc]0;x[.

Opgaver til

kapit el

21
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Appendix 15.1 Tabel 1 over Laplace-transformerede

APPENDIX 15.1. TABEL 1 OVER LAPLACE-TRANSFORMEREDE.

Nr f(t) F(s)
1) 1 1
)
2) t 1
2
s
3) t? 2
3
s
4 t” n!
sn+1
5) e—at 1
s+a
6) t,e—at 1
(s +a)
7) t2,e—at 2
(s +a)’
8) tn,e—at n!
(s+ay!
9 cos{w?) s
s+ w?
10) t-cos(wt) §2 - 2
(s2 +(.02)2
11) t?-cos(wt) 253 - 6w?s
(s2 +(u)2)3
12) t3-cos(wt) 6s*-36w%s? + 60*
(s2 +(.02)4
13)] e cos(wt) s+b
(s +b) + w?
14| ¢-ebcos(wi) (s +b)? - w?
(s + 8y +
I15) | £2-e7 . cos(w?) 2(s +b) - 6w*(s + b)
(s +B) + ?]
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Nr f(1) F(s)
16) | ¢3.e7®tcos(w?) 6(s +b)* -36w°(s +b)* + 6w*
[(s + 5y + 2]
17) sin(w?) (™)
57+ 0?
18) t-sin(wt) 2ws
(sz +m2)2 ....................................
19) t2-sin(wt) 6ws? -2’
(S2 +w2)3 ................................................
20) t3-sin(w?) 4 ws> - w's
(S2 + (.1)2)4
2 [ esin(wt) ®
(S + b)2 + m2 -----------------------------------------------------
22) [ t-e Pt sin(wi) 2w(s+b)
(G2t
23) | £%-e b sin(wt) 6w(s+b)?-2w°
(G2t
24) | £3-e7btsin(wt) 04 ©(s +b) - (s +b)
(s + )? + w?]*
25) cos(wz +¢) s cos(P) - w-sin(p)
s?+w?
26) | t-cos(wt+ ) (52 - w?)-cos(P) - 20 s-sin(P)
(sz +m2)2 ....................................
2| t*-cos(wt + ) (253 - 60%s) cos(P) + (- 6ws? +2w*)-sin(P)
(sz +w2)3 ................................................
28) | £3-cos(wt+ ) (65 -36w2s2 + 60*)-cos(P) +(- 24w s3 +24w3s)-sin()
(S2 +(1.)2)4
29) | e™®-cos(wt + ) (s +b)-cos(d) - w-sin(P)
(S + b)2 + m2 -----------------------------------------------------
30) | #-e7"-cos(wt + ) ((s + B - @?)-cos(d) - 2w (s + b)-sin(P)
((s N b)2 M w2)2 ......................................................
31) | £2-e7¥-cos(wt + ) (2(s +b) - 60*(s +b))-cos(P) + (- 6w (s + b)? +2w3)-sin(d)
((S + b)2 + m2)3 ------------------------------------------------------




Appendix 15.1 Tabel 1 over Laplace-transformerede

Nr J(1) F(s)
32) | £3-e - cos(wt + §) (6(s + b)* - 36w%(s + b)? + 6w*)-cos(d) + (- 24w (s + b) + 240 (s + b))-sin(d)
((s + b)Y + &)
33) sin(wt + ) s+sin(¢) + w-cos(P)
5%+ @?
34) | t-sin(wt+d) (s2 - &?)sin(¢p) + 2w s-cos(P)
(s2 +(.02)2
35| ¢2-sin(wt+ ) (253 - 66?s) sin(P) +(6ws? - 2w*) cos(P)
(s2 +(.02)3
36) | £3-sin(wt + ) (654 - 36252 + 600*)-sin() + (24w 53 - 24w3s)-cos(d)
(S2 +0)2)4
37) | e tsin(wt + ) (s +b)-sin(d) + w-cos(P)
(s +b)* +w?
38) | #-esin(wt + ) ((s + b)Y - @2)-sin(d) + 2w (s + b)-cos(d)
((s + B + @Y
39) | £2-esin(wt + §) (2(s +b)* - 60(s +b))-sin(P) + (6w (s + b)? - 2%)-cos(d)
((s +BY + &7y
40) | £3-etsin(wt + ) (6(s + B)* - 36w2(s + b)Y + 6w*)-sin(}) + (24w (s + b)® - 24w3(s + b))-cos()
((s + by + &)
41) cosh(ct) s
§2 -2
42) t-cosh(ct) §2 42
(S2 _02)2
43) | t>-cosh(ct) 253 +6¢2s
(S2 _02)3
44)|  ¢3-cosh(ct) 6s* +36c%s2 +6¢c*
(S2 _02)4
45)| e ®-cosh(c?) s+b
(s +b)? - ¢?
46) | ¢-e ®-cosh(c?) (s +b) +c?
[(s + By - 2’
47) | t?-e - cosh(ct) 2(s +b)} +6c3(s +b)




Appendix

N (1) F(s)
48) | ¢3-e b cosh(cr) 6(s+b)* +36c%(s +b) +6c*
(s + By - c2]*
49) sinh(c?) ¢
S2 —02
50) t-sinh(ct) 2cs
i
51) 12-sinh(ct) 6cs?+2c3
R
52) [ #3-sinh(ct) g4 c8°+c%s
(s2 - c2)*
53)| e ®-sinh(c?) c2 n
(s+b)"-¢”
54)| #-e™-sinh(c?) 2c(s +b)

56) | #3-e7®t-sinh(ct) c(s+b)P +c3(s+b)

(s + B> - 2]
57)| cosh(ct +q) s-cosh(q) + c-sinh(q)
§2 - o2
58)| #-cosh(ct +q) (s% +c?)-cosh(q) +2cs-sinh(q)
(S2 _02)2 -------------------------
59)| t2-cosh(ct +q) (253 +6¢25)-cosh(g) +(6¢cs2 +2c3) sinh(q)
(S2 _02)3 .........................
60) | £3-cosh(ct +q) (65 +36c2s% + 6¢c*)-cosh(q) +(24cs3 +24¢3s)-sinh(q)
(S2 _02)4
61) | e7**-cosh(ct +q) (s + b)-cosh(q) + c-sinh(q)
(S + b)2 N 02 -------------------
62) | #-e7cosh(ct + q) ((s + )2 + ¢2)-cosh(g) +2¢ (s + b)-sinh(q)
((S + b)2 . 02)2 ------------------------------
63) | £2-e7*-cosh(ct + q) (2(s +b)* +6¢(s +b))-cosh(q) +(6c (s +b)* +2¢3)-sinh(q)
((s +bY -c?)




Appendix 15.1 Tabel 1 over Laplace-transformerede

Nr /(1) F(s)
64) | £3-e bt-cosh(ct + q) (6(s + B)* +36¢%(s + b)Y + 6¢*)-cosh(q) +(24c (s + b)} +24c3(s + b)) sinh(q)
((s +bY - c?
65) sinh(ct +q) s-sinh(q) + c-cosh(q)
s2 _02
66) | ¢-sinh(ct +q) (s2 +c?)-sinh(q) +2cs-cosh(gq)
(S2 _02)2
67) | ¢2-sinh(ct +q) (253 +6¢2s) sinh(g) + (6¢cs? +2c3)-cosh(q)
(S2 _02)3
68) | ¢3-sinh(ct +q) (654 +36c252 +6c*)-sinh(g) +(24cs3 + 24¢3s)-cosh(q)
(S2 _02)4
69) | e ®*sinh(ct + q) (s + b)-sinh(q) + c-cosh(q)
(s +b)? - c?
70) | #-e7*-sinh(ct + ) ((s + )2 + ¢2)-sinh(q) + 2¢ (s + b)-cosh(q)
((s +b)y -y
71) | £2-e7**-sinh(ct + q) (2(s +b)® +6¢2(s +b))-sinh(g) +(6¢c (s +b)? +2¢3)-cosh(q)
((s +b)? -c?y
72) | £3-e ®tsinh(ct + q) (6(s + b)* +36¢2(s + b)? + 6¢*)-sinh(q) +(24c (s + b)Y + 24¢3(s + b))-cosh(q)

((s + b} - c2)*

ﬁ _
73) u(t-a) b ‘ ‘ ‘ > 1 a
0 a t Se
enhedstrinfunktion
74)
u(-a)-u@-b) | f i Les_ b
! L >t s
a b
rektangelfunktion
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20 3T LN )

periodisk rektangel- funktion

Nr (1) F(s)
A €
8,(1-a) = 1 —
€ : H
1 for te[a-¢;a] N e for e~ 0
€ Vo
75) i
0 ellers. o
5 (
a
deltafunktion
76)
Ky + 1
(k- ku(t-a,) + A S (k, +
(k- k) )u(t-a,) + K o Y— (k- ke "+
(-kut-a)+... | 3 1 — (k,- ke 2"+
S S— (-k)e ™ +...)
0 ;h Aj \ oo;
tilneermelse af funktion
77) 1-u(t-a) A
+u(t-T) -
- l.l(t -a- T) 1763':
+u(t-2T) a a | s(1-¢e%)
~u(t-a-2T) : ' " 7
+ut-3T)-... ' . - 1 !
| L] t : ] |




Appendix 15.2

Tabel 2 over <71

APPENDIX 15.2 TABEL 2 OVER ¥ 1 (BRUDDEN RATIONAL FUNKTION)

| Fe | A0
NAVNER AF 1. GRAD
78 A Ao~
S+a
79 A t
4 -
cs+1 —e ¢
C

NAVNER AF 2. GRAD

arg(x,y) er vektoren [xj ‘s retningsvinkel.
Y.

80 | 4s+B [(1-ar) A+ Bi]e™
(s +0t)2

31 As+ B B—aAe_erbA—Be_bt
(s+a)(s+b) b-a b—a

82 As+ B _
% A-cos(bt) + B—ad sin(br) |e”%" eller
(s+a)+b

2
A%+ (B —baA) e sin(bt + 9), o= arg(

B—aA,Aj
b

NAVNER AF 3. GRAD

arg(x,y) er vektoren (xj ‘s retningsvinkel.
Y

8 | 4+ Bs+C ) 2| —at
— 3 A+(B+2aA)t+(a A—aB+C)—e
(s+a) 2
84 As? + Bs+ C aZA—aB+Ce_a;+ b(b—2a)A+aB—C+—b2A+bB—Ct bt
(s+a)(s+b)° (b-a)? (b-a)? b-a
85 As2+Bs+C

a*A4-aB+C _a,+b2A—bB+C _b,+c2A—cB+c et

(s+a)s+b)(s+c)

e e e
(b—a)(c—a) (a—-b)(c-b) (a—c)b-c)
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F(s) NAU)
2
86 As“ +Bs+C ;{(azA —aB+ C)e_‘” + {(bz —2ab+cz)A +aB— C}e_bt cos(ct)
(s+a)(s+b)2+c2] (@-b)y*+c*
+l{(ab2 —ac* -b° —bcz)A + (b2 +c? - ab)B +(a —b)c}e"” sin(ct)}
C
eller
2 2 2, 2
- A-bB B-2bA
CAoamiC [(b cj b +c} +AB-2ay
—_—— e T 4+ — e 7 sin(ct + @)
(a-b)* +c? ¢ (a—b)* +c?
hvmf¢:M4P2—01A—bB+Q43—2h4)—mga—h@
87 | 4s* +Bs+C at a
—3 3 L (aZA—aB+C)e7m +(2a2A+aB—Cje2 cos[ﬁat]+\/§(a8+€)ez sin[ﬁat]
s°+a 2 2 2

3a

1 2 L (B
— (aZA—aB+c)e‘“’+\/(2a2A+aB—c) +3(aB+C) e sin[7al+(p]
3a

hvor ¢= arg(ﬁ (aB+C)2a% A +aB - cj
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Appendix 15.3 Regneregler for Laplace-transformation

APPENDIX 15.3 REGNEREGLER FOR LAPLACE-TRANSFORMATION

F(s) f(1) se side
a-F(s) +b-G(s) af()+b-g linearitet 4
s*F(s) ~£(0) Yy
2
2, L _df ﬂ )
s°F(s) - s:1(0) E(O) dl;z
s3:F(s) - s2:£(0) - s* =L (0) - =<£(0) dt differentiation
dt dt? d—4f(t)
2 3 dt*
s4F(5) =534 (0) ~s* 2 0) -5- 2L 0) - 1 (g)
dt dt? dt’ d;‘ f. )
/)
af ey dt
n, _on-1, _on2,. 9% - -
$TF(s) =s"f(0) =5 dt ®-... di" ! © f; '£(0)d0 integration 7
1 . 14
—F(s) u(t-a)- f(t-a) forsinkelse
s
e f (1) forskydni 22
s orskydning
e *F(s) i
t .
F(s+a) f ( ;) affinitet
a-F(as) u(t-c)* 1. f (2) affinitet + forsinkelse
a a
e “*F(as)
u(t-c) e 9-f(t-c) forskydn. + forsink.
e “F(s+b) b
| LA | . .
F(as+b) " e Y-f (;) forskydning + affinitet
byog forskydn.+affin. 22
—cs 1 = t-c 1-
e " Fas+b) u(t=cy a © 'f(Tc) + forsinkelse 22
1 T . e
SLED T f(t) (periode T)  periodicitet
s fo e /() -
F(s5) G(s) f*g: fo "f(t-v)-g(v)dv  foldning
22
3"F(x,s) (1) differentiation
ox" Ox™ mht. parameter
@ (-1)y"-f(® t-multiplikation
S n
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lim F(s) =0

s§— 0

lim sF(s) =£(0)

§— 0

lim sF(s) = lim £(¢)

5= 0+ t— o

(hvis lim f(t) eksisterer)

t— 00

begyndelsesverdi

slutveerdi

22

22

22
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Appendix 15.4 Tabel over konstanter ved numerisk Laplace-tilbage..

APPENDIX 15.4 TABEL OVER KONSTANTER VED NUMERISK
LAPLACE - TILBAGETRANSFORMATION

N=2 ]1a=0.7 b=2 C1=2.568 (C,=-1.544

N=4 |a=223 b=15 (=18.8210 C,=-37.4849 (3=259963 (C4=-6.3282

N=8 |a=2.87 b=13 (}=-102.25733 (C, =748.24393  (3=-2026.19854 C4 =2890.68823
C5=-2440.17420 Cg=1244.10618 C; =-358.89850 Cg= 45.49009
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8) G. Fodor: "Laplace Transforms in Engineering", Budapest, 1965.

9) Jean-Paul Marchand: "Distributions", North-Holland Publishing Company, 1962.
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eksempler med partielle differentialligninger fra anvendelserne er gennemregnet.

13) M.R. Spiegel: “Theory and Problems of Laplace Transforms", Schaum’s Outline Series,
McGraw-Hill Book Company, 1965.
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14) W.H. Press et al: “Numerical Recipies", Cambridge University Press, 1986.
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FACITLISTE

KAPITEL 15

2 _ 32
15.1 (1) % (2) é (3) SZ(':)(J)Z (4) (:2+((:2)2

8
152 (1) 1. 15¢ 750
S

(s+2)7+9 (s+2:In(5))?

ik
N

2 _ 6
(2)§+2\/§ s“+2s-1 . 6 e | 1
s (s+2)+1P s+2 s+2 s+In(2)

(3)

2 6 1 s+2 1
+ — + + +
244 st s-mB3) 3244 Lo
3

(4)ﬁ+ A 1 L1 1 s s-1 . s+1
s (s+1) (s_ln(3))2+l 25 25244 (s-1P+1 (s+1P+1
2

153 (1) 3e7? -¢* +2¢e* N le'3’cos(4t) - Ae'3tsin(4t)
25 25 100

+i+ l+1 e'2t
4 \ 4 4

t

3 1 ]. 2t

(3) 4" + 83, L Lo, ie:"”cos(2z‘) + ie“”sin(2z‘)
3 40 16 80 80

(2) 1+ 2te73t 4+ ( cos(5¢) - %Sin(st)) e ! -

-

4
(4) ( cos(2¢) - %sin(Zt)) e +2 +(—2 -2t - tz)e" + %e"

154 (1) Y = 4 + L , y=ie3’+(—l—r)e-f
(s-3)(s+1)* (s-3)(s+1) 2 2

1,7 3

2)Y i3 G y = te

+7e”

1 N 1
s+l (s+1)(s>+1)

-t

(3) Y

e’ - lcost + lsint
2 2

3
2

228



Facitliste

4 7Y = s+1 2 - 2 , y =(2-t)cost+3sint -¢'
s2+1  (s2+12 (s-1)(s2+1)
2
(5) Y = v, 1 .y = et + Lot
s+l (s+1)°
6) 7 = 65 + 14 L4 .5 15  6s+12

(s+1)(s-1)(s%2+1) s-2 s+1 s-1 2+1

y = 3¢ - 10e' + 4e*' + 3cost + 5sint

1_'5 Z = 2 , Z:ge_t_ge—4t
(s+1)(s+4) 3 3
1 1 -L
156 Y, = ———, y3:1+(—1—1——t2)e2
s(2s +1)° 2
157 Z- 60 e s¥10 15 9 e 11 s,
s(s +4)(s+8) (s+4)(s+8) 8 4 8
ls+1
M (1)Y= s +3 + 3 , y =26—t+(_§_gt) e—zt
(s+1D)(s+2) (s+2)? 3 3
(2) Y = s -1 , Y= —le"+(l+§t)e‘5’
(s +1)(s +5)* 8 8 2

1 1
+

3) Y = ,
G) s+2  (s+2)?

15.9 heddernu 15.C1

15.10 (1) sint + (-sinf + l)u( t—g) +(-1+cost)u(t-m)

(2) 2t +(-2¢+ e )u(t-1) +(-e! " +2) u(t - 3)
(3) t+(-t+2)u(t-2)+(-2 +2&3 )u(t-3)

4 2t+3-30)u(t-1)+(t-2)u(t-2)

229



Lapl ace-transfornmati on

230

(1) e ™1 y(t-4)(t-4)Pe 5D
s2+1
e[ 2+ 2 1) u-1)cos@-1))
s3 s%2 s
(3) e s+sinh 6 + 3 cosh6 u(t- 3).(6_@_3) _e_z(t_g))
s2-9
454 1 4 CeN.(s_ S\a-2(6-5)
(4) e + , u(t-5)(t-5e
(s+1)2 s+1

52 s s+1 s+1 s
(3) L _ e—2s.i +e—3s(__2 + 2 ) ( ) l 3¢~ 1 +e—2s i
s? 52 ) s+1 52 52 g2
Y = 1 1 -3s _ -t 1 3 ( 3-¢ 4)
) (s+1)+s? ) (s+1)'s26 y= etmlrtrule=3){-etor
-2s -4s -Ts
7 - 37, 2e L ~2e

S+2 (s+1)(s+2)s2  (s+1)(s+2)s?

z = 3-u(t—2)e'2("2)+u(t—4)(2e'("4)—%e'z("“)—%+(t—4))

+u(t- 7)( -2 4 %e'z("” + % - (¢t- 7))

_ 3 N 96—4.9 _ 36—8—4.9 . 46—3.5'
+2)(s+7) s+ (s+2)(s+T)  (s+2)(s+T)

g = S 3., u(t -3) o203 _ A -70-3)
5 5 5 5

+u(t—4)(

<o

_ 9104 8.3 o20-4) L 8.3 o-7¢-4)



Facitliste

1515 (1) Y= —2 L = alt-1)] Eer 1 (1-8yet-D
s T T A C A Y
-2s

2) Y=L & &7y oetau(t-1)(1-e D) s u(r-2)e D
s+1  s(s+1) s+1

15.16 heddernu 15.D1

1517 (1) Ze'yi, ult-3)——e ? -fi-3
=

_5 T 23 23
@) 2yms 2, -2ms 2, 2 2, =yl ?
4 8 4 2s
(3) 2In(s) +2y -3 2In(s +1)+2y -3 In(s) +y -1
s3 ’ (s +1) ’ s3 ’
_ 1 5
4) 2ef+r-1 5) -— 6) —
(4) (5) 6 (6) 2
15.C1 (yc="1 0 oo e 1ye
s+1
3x
2)c="+X =¥ty
s+1 52
2x
3)c =-S5 s X2 , c=e¥ T+xt+t?
s+1 S2 s3
. ° _ n+l
(4) ¢ = X 2sioh(s) o A D gy
S g-sinh(y/s) Tnl R
(5) C = 1 +(cy_ci) COSh(x\/E) ,
s -cosh(y/s)
4(c,-¢,) &N (-1)y -@n-17nis _
=c, + S (D" 4 cos| 2Ly
T n-12n-1 2
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Lapl ace-transfornmati on

15.01
(1) N=2: 0558 N=4: 05267 N=8: 052033
eksakt: erf( %) ~ 0.5204998778..
(2) N=2: 0.736 N=4: 0.7600 N=8 0.76550
eksakt: J,(1) = 0.765197686...
(3)N=2: 128 N=4: 1.049 N=8 0.9970
eksakt: 1
(4) N=2: 125t N=4: 1.149¢ N=8: 1.1275t
cksakt: —2> (= 1.128379167.../7
ﬁ
3
(5) A-u(f-2)-(t-2)2, hvor A er givet ved
N=2 122 N=4: 0833 N=8: 0.7455
cksakt: —2— = 0.752252778...
3ym
(6) N=2: ~0.73 - 1.024-In(7) N=4: ~0.603 - 1.0042-In(¢)

N=8: -0.57640 - 0.99986In(?)
eksakt:-0.57721566... - In(¢) = -y - In(?)
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Facitliste

KAPITEL 16
16.1 (1) (@ - (b)ja (¢)2  (d) eksempelvis aV a® a®
(2) (a)- (b)negj (¢)3 (d) eksempelvis a¥ a® a@®

ek
N
N

|0

[
=)
(9]

ek
N
=

|0

[
=)
)]

ek ek
=)
o =)

‘o

[y
=)
[y
w

[
?\
o
S

[
=)
[
9]

3) (@ - (b)nej (c)2 (d) eksempelvis a‘V a?®

(4) (a)- (b)nej (¢)2 (d) eksempelvis a¥ a®

(1) (3,0,3) (2)©9 (3) ecksempelvis (3,0,s) (4) eksempelvis (3,t,s)
(1) (-5,7,-1) (2) @ (3) eksempelvis (0,0,t) (4) eksempelvis (0,s,t)
(1) (1,0,0) (2) cksempelvis (1 -2t,0,t)

. 91 191
1) O 2) eksempelvis (-2 -2s -2t,1 -3t,s,t 3 ==, =,
(1) (2) p ( ) () ( 2°5° 20 5)
(3,5,5,10) 16.7 @ 16.8 eksempelvis (- 9 +lt,2 7 ,ﬁ —Qt,t)
16 16 4 4 16 16

(3,5,1,1) 16.10 3  16.11 3 16.12 3

i, 317 30| (@) [ 20,2211
33 5’

1) eksempelvis | -
(1) p ( s

1 1
o+
3 3
a=-4 b#-1: 0
(2) a=-4 b=-1:p0=1

(1) et 1, 35808 100, 1

4+a " 4+a’ 2
(-6,0,2,1)

(1) a=0 a=-2: L=0 (2) a=2 eksempelvis( -2t,-5 +t,t,%)

N

(2) eksempelvis 100 —lt 100 2t 100 itt
3 33 3 3 3

2
(1) a+0Aas-2: (_12a +14a+12 2+3a 2 1)

3a(2+a) 3(2+a) 2+a’a
(2) a=0 a=-2: L=0
a2 ANa#4: L= a=2 eksempelvis (2-s-1,2 -2s -t,s,t)

a = 4 eksempelvis (-4 +3s +t,4 -2s - t,s,t)

1) eksempelvis (%(—4 +u),§(—4 +u),4(5 —u),u) ,ue[4;5] (2)4 (3)ja, j

(20,3,0,-1,-1,1) 16.22 .+ -1: 1, ,
a+1 a+1"a+1

5a+2 2a-1 3 ),a=—1:L=Q
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17 Mat ri xr egni ng

KAPITEL 17
20 0
8 0 4 -3 0 2 2 -1
17.2 -1 0 1
3 -2 -1 -2 -1 3 0 -1
50 -1
000 -5 5 5
4 -1 23 -11 -11
173 000 1 -1 -1 17.5
-3 1 11 10 10
000 3 -3 -3
315 113 113 100 1 20 1 -1 0
176 |0 1 3 0 01 011 111 0 01 0 1 -1
021 011 010 310 0 10 0 0 1
100 1 -2 -1
201 0 -1 1
010 0 1 0

R

. 1(3—1) 2(01] 3(—5 2) 4(2—1] 5(1 0]
1 |, | @, ] @, ] @] ®f

- 0 -1 1 20 -1 -4 -1 3
(6)(_3 2) M| 1 1 -1 ®|21-1] O3 1 -2

-1 0 1 -1 0 1 2 0 -1
< 500 13 51
2 -1 -1 0 4 4 4 4
3 00 0 10 0 1 113
(10) o, 4 @777
1 DA
s 12 -1 -1 0 1
0 0 0 1 -4 1 -2 0
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Facitliste

(13)

DI
24.00
114.0

S——

—_—
ﬂv0‘|.44A
4001
_— T

||
12%0

N, —

~

(@]

N’
—
<t N n <
AN AN on o
AN~ AN A
— e =

1710 (1) [
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17 Mat ri xr egni ng

7 3 -3 20 -19 -5
-1 1 0| x=|2 2 2
10 1 4 4 0
1 2 9 4 0 4
(121 13 14 3 0 26
@ L X-
29|13 3 1 6 0 52
19 9 3 11 29 -47
11 2 o 0 9
Lo o V6 V6 /6 /66 /11
1712 (1) 01 0| (2) S 4 (3) A2
' 00 1 /66 /66 /66 /6 /66
311 1B 8
YU /11 11 V6 66 11
1713 (0.50457,-024125)  17.14 (2—73’§] - (3.2857,1.1429), RMS = %
17.15 5,i , r=0, r2=—g, r3=l, ry= i, RMS=i
3 3 3 /6

17.16 (4,B) =(0.514,1.324), r =r,=r;=-0.016, RMS =0.016

1717 (0.1,1,0), r,=0.1, r,=0, r;=-0.1, r,=0.1, r,=-0.1, RMS =0.089
10 2 1 10 1
1718 |31 14 1719 (2) 00 % 0 O(; -
i/.10 3 s 3 A/l.AT 7 1 9 9o
11 2 -1 2
10 -2 0 10 -1 0
1720 @) | 2, -2, -2 e L Rus- !
3575 175 175 175 5 /105
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Facitliste

KAPITEL 18

[

181 (1) -7, (2) -1, (3)0, (4)3, (5)3, (6)7' 182 7 -1 18.3 -8

184 -77 -504 185 -720 1 18.6 (-1)"! 18.7 -14 +15i 18.8 =+1

189 4 18.10 x(r)=ie-3’+ e"’sin(Zt—E) 18.11 x2-y?
16 8,2 4

0 -1 3

2, .3, .4 2 1 1

1812 x+x%+x3+x 18.13 5 1814 (1)2 (2) 5 0 5

0 1 -2

18.15 1 18.16 2 18.17 % 18.18 -2a®+4a, x,=1
2 -
18.19 (1) 3a>-1, (2)arz-L. x-203a°1
V3 3a%2-1
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Egenveas di ,

KAPITEL 19
191 (1) 20 2, 3 ! ! (2)
A O 3 » b b 1 b 2
(3) 1, 2 : 2 (4)
b b b 2 b 3
100 0
S| o1o0], -1,1,2,] -1},
00 2 1
100 1 1
(6)|o 20|, 1,2 3, , |2
00 3 2 2
2 (1) -4 12 5 -12 3
— -6 14 2 -5
1 1
193 (1) -1, Lt(l),t#O, t(

238

egenvekt or,

di agonal i sering

10
02

1
H 19 29
2
10
2 ]" 29
2

1
3

H

2
5

|



Facitliste

0 -1
(10) 0 (2 gange), t(l),taeo (11) 2 (2 gange), t[ IJ,ta&O
2 2 1
(12) 9 (2 gange), t(l),taeo (13) -1, 2, t(l),taeo, t(o),taeo
4 3 3 2
(14) -2, -1, ¢ ,t#0, ¢ ,t#0 (151, 2, ¢ ,t#0, ¢ ,t#0
3 2 2 1
-1 1 0
(16) -1, 1, 2, ¢t| O|,t+#0, ¢£|O|,2+0, t|1|,2#0
1 1 0
-1 0
(17) -1, 1 (2 gange), #| O |,z#0, s|O]| +¢]|1],(s,7)#(0,0)
0

1 0
(19)0, 1, 2, t| -1|,¢#0, 7|1

0 1
(18) -1, 0, 1, #| 1|, ¢#0, t|1|,t#0, ¢
1 0]

01,2#0
1

| 10
(20) 1, 2, 3, t|0],t+0, #| 1
0 5

N =

- o O

~— N —————
~
b
(=}

(21) -1, 0, 1, ¢| 6|, £#0, ¢|7
9 9

,t#20, t ,t#0

|
o
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Egenvar di, egenvektor, diagonalisering

1 -1 0
(22) -1 (2 gange), 1, s|O| +#| 2|, (s,2)#(0,0), t|1|,2+0
1 0 0

3 3
(23) -3, -2, -1, ¢|0|,¢t#0, ¢{ 1,220, ¢{O0|,7+0

1 1 0
(24) 0, 1 (2 gange), ¢| 1|, t#0, s|2|+£|0], (s,2) #(0,0)
2 0 1

3 1 3
(25)0, 1, 3, ¢|2|,¢#0, #|2],1#0, #|3],¢%0
2 1 2

26) -1, 1, 2(2 gange), #| |, 60, ¢ |,t%0, s| | +¢| |,(s,)%(0,0

W = O\ W
= O NN
—_—0 = O
S O O =

4
(27) -2 (2 gange), 1 (2 gange)’ N +t 1 ’ (S9 t) # (050)’

—_— O AN

S + ,(S,t)¢(0,0)

1
(28) 1 (2 gange), 2 (2 gange), s +1t 0 , (s,7) # (0,0),

_ = O A

+t , (5,1) #(0,0)

_= o O O
S N W W
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Facitliste

o4 (1) (—1 0] (1 1) . (1 o) (0 1)
194 (1) ja, Y N ()Ja,oz,11
N (0 0) (1 2] " [0 0] (3 2)
()J-'st,Ol,13 ()Ja,oz,11

syia | 20! (6) ja, A, E (7) ja, A, B
a" b a" 9 a" b
! 0 1 11 ! !
(8) ja, A, E (9) nej (10) nej (11) nej (12) nej
(13 ; -10) (21 (14 2 0) (43
a, ’ a, ’
! 0 2 10 ! 0 -1 32
-1 00 -110
(15) j Lo 3 2 (16) j 010 0 01
a, ’ a, ’
! 0 2 21 !
0 02 110
-1 00 -1 10 -1 00 011
(17)ja, | 01 0f, | 0 O 1 (18)ja, | O O Of, |1 10
0 01 1 10 0 01 111
000 10 100 1 10 0
(19)ja, [0 1 Of, |-1 1 0 (20)ja, |02 0], O 1 O
0 02 10 003
-1 00 2 31 -1 00 1 -10
(21)ja, | 0O O O], |6 7 2 (22)ja, | O -1 0|, [0 21
0 01 9 92 0 01 1 00
-3 0 O 233 0 110
(23)ja, | 0 -2 O, |01 O (24)ja, [0 1 O, [1 2 0
0 0 -1 132 1 201
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Egenvar di, egenvektor, diagonalisering

-1 00 0 3201
000 313
) ) 0100 6210
25)ja, | 01 0, | 2 23 (26) ja, ,
0020 1000
003 212
0002 3110,
-2 000 2 2 -33 1000 4 203
) 0 -200 4 4 0 4 ) 0100 0 103
27) ja, , (28) ja, ,
0O 010 0 -1 12 0 0020 1 002
0 001 1 0 16 0 0002 1 010,

19.5 (1) Cie*+C,ef, Cie’, C,C,eR (2) C,e*, C,e'+Ce*, C,,C,eR
3) C,+2C,e', C,+3C,e!, C,C,eR (4)3C,+2C,e¥, C,+Cye*, C,,C,el
(5) -Ce"+Cyef, Cie’+C,e', C;,C,eR (6) C;, C,, C,,C,eR
(7) Ce*, Ce*, C,,C,eR (8) C,e*, C,e*, C,,C,eR
(9) [C,+ Cyt]e!, Cye', C,,C,eR (10) C,, C;t+C, C,,C,eR
(1) [C - (G + G t]e¥, [C+(C+ Cy)t|e®, C),C,eR
(12) [C,+(-2C,+4Cy)t]e”, [C+(-C+2Cy)t]e”, C,,C,eR
(13) 2C,e*+ Cye’, Cie™, C,,C,eR
(14) 4Ce™¥+3Cye™!, 3Ce*+2Ce”, C,,C,eR
(15) 3Ce'+2C,e*, 2Cie'+C,e*, C,,C,eR
(16) -C,e”"+ Cye!, Cse*, Cie'+C,e', C,,C,,C,eR
(17) -C,e”"+ Cye, Cie!, Cie'+Cye', C,,C,,C;eR

(18) C,+ Cye!, Cie'+C, Ce+C,+Cye', C,,C,,C,eR
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(=)}

Facitliste
(19) C,+ Cye*, -C,+C,e!, C,+2Cse*, C,,C,,C;€R
(20) Cie'+10C,e*, C,e*, 5C,e*+Cse*, C,C,,C;eR

(21) 2Ce"+3C,+ Cye!, 6Ce"+7C,+2Ce, 9C,e"+9C,+2C,¢,

C,,C,,C,€R
(22) (C,- Ce™, 2C,e+Cye!, Cre”, C,,C,,C,eR

(23) 2C,e3"+3Ce ¥ +3Ce™!, Cye™®, Ce?'+3Ce?+2C,e7,

C,,C,,C,€R
(24) C,+ Cye!, C,+2Cye!, 2C,+Ce', C,,C,,C,eR

(25) 3C,+Cye'+3C,e*, 2C;+2C,e"+3Cse¥, 2C, +C,e'+2C; €,
C,,C,,C;€R

26) 3C,e""+2Ce'+ C,e*, 6Cie'+2C,e'+ Cye?, Cie”, 3Ce'+Cye'+Cye?
C,,C,,C;,C,€R

(27) 2Ce™+2C e * -3Cse' +3C e, 4Cie*+4C,e ¥ +4C,¢,

-C,e¥+12C,e!, Ce¥+16C,e', C,,C,,C;,C,eR

(28) 4C,e'-2C,e'+3C,e*, C,e'+3C,e*, Ce'+2C,e*, Ce'+Cye¥,

C,,C,,C;,C, e R
| 10) [—12) 2(20] (2—1] NEX (—13]
()06’21 ()07’12 ()07’31

) —50) (—23] S —130] (—14]
*) 08) | 32 ) 04) | 41

90 0 2 21
(6) 9 0, |2 12
0 18 1 -2 2
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Egenvar di, egenvektor, diagonalisering

19.7 (1) ellipse (2) ellipse (3) hyperbel (4) hyperbel (5) hyperbel
2 21
19.8 -9z7+9z7+18z2, S=|-2 1 2
1 22
1 1+i 1-i
199 (1)1, 1+i, 1-i, ¢ 1], t#0, t| 2 |, t=0, tl] 2 |, t=#0,
0 2
1 00 111
D=0 11|, S=(120
0 -1 1 020
1-i 1+
(2) -1, 1+2i 1-2i, t|0|,z#0, t| 2i|,t=0, t| 2 [,r#0,
2 2
-1 00 11 -1
D=0 12|, S=[(00 -2
0 21 12 0

(3) -1, 2+4i, 2-4i, t| 0|, r#0, ¢ 1|, ¢%0, ¢ 1], ¢=#0,
1 1
-1 00 20 -1
D=|0 24|, S={01 0
0 -4 2 11 0
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Facitliste

KAPITEL 20

[\*3
=
(<N

(1) divergent (2) konvergent, 0 (3) divergent (4) divergent (5) konvergent, 0
(6) divergent (7) divergent (8) konvergent, 0 (9) divergent (10) divergent

20.2 1) konvergent, 3 (2) konvergent, % (3) konvergent, % (4) konvergent, _°
e —
(5) konvergent, 3 (6) konvergent, - 1 ” (7) konvergent, 9
EE
1 35
(8) konvergent, 5 (9) konvergent , )
20.3 Alle er divergente

204 (1) konvergent (2) divergent (3) konvergent (4) konvergent (5) divergent
(6) divergent (7) konvergent (8) konvergent (9) divergent (10) divergent

20.5 Alle er absolut konvergente

20.6 (1) konvergent (2) divergent (3) konvergent (4) konvergent (5) konvergent
(6) konvergent (7) konvergent (8) konvergent (9) konvergent (10) divergent

20.7 (1) konvergent (2) konvergent (3) konvergent (4) konvergent (5) konvergent
(6) divergent (7) konvergent (8) konvergent (9) konvergent (10) konvergent
20.8 (1) konvergent (2) divergent (3) konvergent (4) konvergent (5) konvergent

(6) divergent (7) divergent (8) konvergent (9) konvergent
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Rakker

209 (1) konvergent (2) konvergent (3) divergent (4) konvergent (5) divergent
(6) divergent (7) konvergent

20.10 (1) konvergent, 19 (2) konvergent,

(3) divergent
e’ -1

In2
1-1n2
1

-

(4) konvergent , (5) divergent (6) konvergent, 1

(7) konvergent , (8) divergent (9) divergent (10) divergent

20.11 (1) absolut konvergent (2) betinget konvergent (3) betinget konvergent
(4) betinget konvergent (5) absolut konvergent (6) absolut konvergent

2012 (1) 3 (2)% (3)% (4) 5 (5) (6)% (7)% (8)1 (9)0

(10) » (11) 1

20.13 (1) r-= % , konvergent 2)r-= % , divergent

018 (N Y o @) Y1y 2l (3)22 -
o0 n! n=0 2n+1 l
on+l - (_l)n. 2n+1
M()nzon,(zm) (),;,(2n+1)(2n+1)'
(1Y x 2n+1 (2x)"
3 4 %
();zz;)(2n+l)2 22n+1 ()Z:nn'
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Facitliste

20.17 (1) In(1 +x2) (2) (1+x)-In(L+x) -x (3) x2-In(1 +x)

2 2 2
2018 1) 2, ——  (2)3, X 3)s5 20X (4ys5 x- X _sn)1-X
1-% 9-3x 5-(5-x)* 10 5
2
,. 1, 1.4 1 (-1)yen
2019 1) ¢ = 22 2) 1- =2+ = ¢4 ¢S 3 4) c
20.19 1) ¢, " (2) 5 e 13 ()ni;) P (4)
n.42n g n+1
20.20 (1)3t+2( 1) LA @Y
"-n! n=0 n!

(3) 1+3¢+3£2+t3+0+0+...+0...,

@) 1+y ErD @) (@n-2P+ D) (S)E- -
n=1 (211)' n=0 n—l
6) Z( {y1.(2n=3):2n=5)".. 2753 1, 1
n! 2
Ny e mY L
nln((n—l)') a0 2n+ 17

2021 (1) 1.2795 (2) 0.1879  (3) 1.0039  (4) -0.3604  (5) -0.9470
(6) 13764  (7) 0.6796  (8) -0.3917  (9) 0.2387  (10) -0.9570
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Fouri errakker

KAPITEL 21
86_2'3 had 2 _2pYt
21.1 I—E " (2Pt cos(2px)
2 =1 2p-1)(2p+1)
(n+1)
21.2 22 1+(p+1)( 1) 2t°sin(nx)
T p=1
21.3 1+2 e~ (P c0g(2px)
[ pEl 1- (2p)2
214 22( (cosht) n® -sin(nx)
1 -« 4 Qn-1)=
215 (D) f(x) = -—+ COS( )
2 El (2n-1)n? 2
+ 2 sin| 2r-Dm ) Lsin(rzﬂ:x)
(2n-1)'m 2 nTw
b n+l
@) fx) = 27 L 1) sin(nmx)
T n=1
3) /@) = 2- 2% L cos((@n+1)ma)
2 m2ac0 2n+1)?
(4) f(x) =§+i§l cos| 2T | — 1| -sin| 2T x| - sin| 2* | - cos| 22 x
4 Twwuon 2 2 2 2
1 1 5. v 8 2n-1)n
5)f(x) = =-=e“+e os(—xJ
2 2 E 4+2n-1)"*m 2
. 20@2n-Dm .sin((Zn—l)nx)
4+(2n-1)*n? 2
M - = 39
21.7 ja med v, = 0.65 og v, ~ 1.0, vandret linie svarende til logP(v) ~ 0.08.
218 -, -, (3) find R(v) og G(v) ved FFT, og find si f(¢) ved invers FFT af %
4 ) srart med koncentrationen ) 1 tTanken oo vaelo fi1) =0(f) — [a hhver rltl(=v(7)(t



Synbol li ste

SYMBOLLISTE (Se ogsa symbollisten i bind 1 og 2)
SYMBOL BETYDNING BEMZERKNINGER
Laplace-transformations- Se afsnit 15.2.
operatoren 1
2 . e ) -
LU®) = f e f (D) dr sra
0
den inverse Laplace- 1
a1 transformations-operator Se afsnit 15.2. Si"l{ } = e
g sta
F(s) kort skrivemade for |
L{f(0} Hvis f(¢) = e %, er F(s) =
s+a
Se afsnit 15.5.
1
u(t-a) | enhedstrinfunktion med
spring i a
t
Hvis f(t)=¢ ", er
t . u(t-a) j(t-a “t-a
[f( )]forsmketa ( ) f( ) [f(t)]forsmketa = u(t — a) e 7(t )
Se afsnit 15.6
A €
! o
€ P
— for tela-¢g;a| P
8,(t-a) € .
0 ellers.
5% t
a
o(t-a) Dirac’s deltafunktion Se afsnit 15.6.
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Synbol li ste

SYMBOL BETYDNING BEMZARKNINGER
foldningen af f med g, dvs.
f*g ftf(t—v)g(v)dv Se afsnit 15.7 og opgave 21.4.
0
skalarproduktet af f og g
fog over et givet interval [a; b], | Se supplement 21B.
dvs.  [°f(x)-g(x)dx
) 123
A en matrix betegnes seedvan- | 4 =
ligvis ved et stort bogstav 456
3 den transponerede af matri-
A cen A, dvs. rekkernei 4 123 N
; Teri A Hvis 4 = , er 4 =
skrives som sgjleri 4 456
n % n enhedsmatricen (har
E 1-taller i diagonalen og O'er | F =
n 3
udenfor) :
den inverse tilen nxn
matrix A4, dvs. en matrix
1 . 1 2 7 -2
A som opfylder Hvis A = Cer A7 =
37 -3 1
AATV =414 = E,
rang af en matrix A, dvs. det 111
o(4) storste antal lineaert uathaen- .
rang (4) gige reekkevektorer, som kan | HVis A=1011/{ ere(4)=2
udtages fra A. 000
) 12
) Hvis 4 = , er
detA4 determinanten afen n xn 34
matrix 4
12
det4 = =14-2:3 =-2
3 4
€. antager en af vardierne Se afsnit 18.3.
ijk...v
-1,0, 1
RMS ‘root mean square error’ Se afsnit 17.6.

250




STIKORDSREGISTER

A
absolut konvergent raekke 152
addition

af matricer 75

af reekker 149

af vektorer 48
adskille variable 200
affinitetsreglen 22
affoldning 212
afledet fra hejre 2
afrundingsfejl, rekke 172
akkumuleret i stofbalance 10
algebraiske ligninger 11
alternerende raekke 155
alternerende-reekke-fejlkriteriet 172
amplitude 190
areal ved deltafunktion 17
associative love

for matricer 78

for vektorer 48
autokorrelation 197

setningen 198

B

basis for vektorrum 50
begraenset, eksponentielt 2
begyndelsesbetingelser 199
begyndelsesverdireglen 22
betinget konvergent rekke 152
blokdiagram 8

C
convolution 22
Cramers satning 105

D
dataudglatning 210
deconvolution 212
dekomponering 9
delsum af reekke 145
deltafunktion

areal ved 18

iintegral 18

definition 17
determinant

definition 96

formel 104

fundet numerisk 228

komplement 97

-metoden 106

reduktion 98

regneregler 104
diagonal i matricen 51
diagonalisérbar matrix 123
diagonalisering af matricer 123, 134
diagonalisering, naesten 135
diagonalmatrix 116
diagonalmetode for determinant 101
differentialligning

af 3. orden 8

homogen 32

inhomogen 33

lost ved potensraekke 165

med deltafunktion 17

med forsinkelse 15, 34

partiel 32

system 10, 18, 116, 126
differentiation

af rekke 160

fra hejre 202

med hensyn til parameter 22
differentiationsreglen 6
differentielt regnskab 15
diffusion 29
diffusionskoefficient 29
diffusionsligning 29
dimension af vektorrum 78
diskontinuitetspunkter 2
diskret Fouriertransformation 196
distributive love

for matricer 78

for vektorer 48
divergent rekke 146

E
echelon-matrix 53
effektiv rang af matrix 139
effektspektrum 207
egenvektor 118, 120
egenvektorer, komplekse 127, 134
egenverdi 116, 118, 120, 134
egenveaerdier, forskellige 127
eksponentiel begreensning 2
element i matrix 50
eliminationsmetode, Gauss 53, 54
energispektrum 210
enhedsmatrix 80
enhedstrinfunktion 12

differention af 12
ensidede spektrale energiteethed 210
entydighed

af L7 27

af potensrekke 160
erf 33
erfc 33
error function 33

F
fast Fourier-transform (FFT) 196
fejlfunktion 33

komplementaere 33
fejlkriterier 170
FFT 196
Ficks 2. lov 32
filtrering, optimal 210
foldning 22
foldningsreglen 22
forkortningsregel for matricer ugyldig 89
forsinkelse 13, 226
forsinkelsesfaktor 14

Sti kord
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forsinkelsesreglen 14 interpolation, lineaer 112
forsinket funktion 13 invers matrix 80
forskydningsreglen 22 invertibel matrix 80
fortegnsskema for determinant 97
Fourierintegral 195 J
Fourierreekke 186 Jordan-normalform for matricer 127
konvergens 191
pa kompleks form 194 K
Fouriers integralsetning 195 karakteristisk polynomium 8
Fouriertransformation 195 karakterligning 32, 120, 121
affoldning 212 kendte rackker 234
autokorrelation 197 koefficientmatrix 47, 52
convolution 211 kommutative love
dataudglatning 210 for matricer 78
deconvolution 212 for vektorer 48
diskret 196 komplekse egenverdier 127, 134
energispektrum 207,210 kompleks Fourierreekke 194
ensidede spektrale energitethed 210 kompleks variabel 3
foldning 211 komplement 97
foldningssetning 211 komplementare fejlfunktion 33
korrelationssetning 209 konditionstal for matrix 139
krydskorrelation 209 kontinuert
optimal filtrering 210 fra hejre 2
frihedsgrader 59 stykkevis 2
fuldsteendig lesning til ligningssystem 52 kontrol af reduktion 57
funktion kontrolsejle 57
af matrix 119 konvergens
eksponentielt begrenset 2 absolut 152
forsinket 13,226 af Fourierreekke 191
kontinuert fra hgjre 2 af potensrekke 158
lige 192 af reekker 145
med spring 2 betinget 152
ortogonalsystem 206 konvergenscirkel 159
stykkevis defineret 12 konvergenskriterier for reekker 149
stykkevis kontinuert 2 konvergensradius 158
stykkevis differentiabel 186 konvergenstal 158
ulige 192 korrelationssatning 209
funktionsrum 206 krydskorrelation 209
kvadratisk form 118, 130
G kvadratisk matrix 51
Gauss’ elimination 54 kvotientkriteriet for reekke 153
Givens rotationer 229 kvotient-fejlkriteriet 171
graensefunktion 18 kvotientrekke 147
grenseveaerdi fra hejre 2
getning af partikuler losning 33 L
Laplace-transformation 1
H affinitetsregel 22
harmonisk analyse 196 begyndelsesverdiregel 22
harmonisk rekke 140 differentiationsregel 6
homogen differentialligning 32 foldningsregel 22
homogent ligningssystem 52 fordele 1
forsinkelsesregel 14
I forskydningsregel 22
inhomogen differentialligning 33 integrationsregel 22
inhomogent ligningssystem 52 invers 3
input 8 karakteristisk polynomium 8
integralkriteriet for rekke 156 linearitetsregel 4
integration operator 3
af potensreekke 160, 169 overferingsfunktion 8
af rekke 230, 233 parameter-differentiationsregel 22
med deltafunktion 18 periodicitetsregel 22
integrationsreglen 22 t-multiplikationsregel 22
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slutveerdiregel 22
tabel 216, 222
ved Maple 6, 14, 21
Laplace-transformeret 3
lige funktion 192
ligning
algebraisk 11
homogen 32
inhomogen 33
ligningssystem 47, 52
homogent 52
inhomogent 52
losning 54, 139
numerisk losning 228-229
overbestemt 85
linearitetsreglen 4
linearkombination af vektorer 48
lineeert ligningsystem 47, 52
pa matrixform 77
lineser programmering 68, 72
linezer vathengighed 49
litteratur 226
losning
fuldsteendig 52
partikulaer 52
til differentialligning 7

M

majorantraekke 230

Maple anvendt til
beregning af determinant 98
beregning af egenveerdier 122
beregning af invers matrix 83
egenvektorer 122
Laplace-deltafunktion 21
Laplace-forsinkelse 14
Laplace-tilbagetransformation 6
Laplace-transformation 6
losning af ligningssystem 55, 59, 139

losning af overbestemt ligningssystem 88, 139

multiplikation af matricer 77, 79
rang af matrix 138, 139

SVD (Singuler Verdi Dekomposition 138

transponering af matrix 79
udvikling i Fourierrekke 190
matricer, ens 74
matrix
associative love 78
definition 50

determinant 96, 98, 104, 106, 139, 228

diagonal 51

diagonalisering 123, 134, 135
distributive lov 78

echelon- 53

effektiv rang 139

egenvektor 118, 120, 134
egenverdi 116, 118, 120, 134
enheds- 80

funktion af 119

geometrisk tolkning 139
ikke-diagonalisérbar 127
invers 80, 139

invertibel 80
Jordan-normalform 127
karakterligning 120, 121
kommutative lov 78
konditionstal 139
kvadratisk 51
kvadratisk form 118, 130
kvadratsum 139
ligning 84
multiplikation 74, 75
nasten-diagonalisering 127, 135
ortogonal 128
pseudoinvers 139
rang 56, 138, 139
reciprok 80
regneregler 78
rekke 51
reekke-sojle multiplikation 76
singuler 80
singulaere vaerdier 138
SVD 138
symmetrisk 78, 128
sejle 51
transponeret 78
type 51
matrixligning 84
metodefejl 170
mindste kvadraters metode 85
momentsatning 27
multiplikation
for matricer 74, 75
for reekker 149, 160, 230
for vektorer 48
multiplikationsreglen 22

N

neutralelementer 48
normalligningssystem 86

n’te ledskriteriet 149
numerisk-raekke-kriteriet 152
numerisk tilbagetransformation 34, 37
nasten-diagonalisering 135
navnerpolynomium 9

o

ombytning af reekker (sgjler) 53, 57, 98
omordning af reekker 230
oplesning af determinant 96-98
optimal filtrering 210

ortogonal matrix 128
ortogonalsystem 206

output 8

overbestemt ligningssystem 85
overforingsfunktion 8

overlejring af rene svingninger 190
oversvingninger 190

P

parameter-differentiations-reglen 22, 30
parenteser i reekke 148, 230, 232
Parsevals ligning 207

Sti kord

253



Sti kord

partiel differentialligning 29
partikuler lgsning til ligningssystem 52
periodicitetsreglen 22
pivotering 65
polynomium, karakteristisk 8
potensraekke
differentialligning 164
differentiation 160
entydighed 160
integration 160, 163
konvergens 158
konvergenscirkel 158
konvergensradius 158
konvergenstal 158
- losning til differentialligning 165
multiplikation 160
substitution 160
pseudoinvers matrix 139
pulser 17

R
rang
af matrix 56, 138
effektiv 139
reciprok matrix 80
reduktion
af determinant 98
af kvadratisk form 130
regneregler
for determinanter 104

for L og ' 2
for matricer 78
for raekker 230
for vektorer 48
affinitetsreglen 22
begyndelsesvardireglen 22
differentiationsreglen 6
foldningsreglen 22
foldningssatning 211
forsinkelsesreglen 12, 14
forskydningsreglen 22
integrationsreglen 22
korrelationssetning 209
linearitetsreglen 4
parameter-differentiationsreglen 22
periodicitetsreglen 22
slutveerdireglen 22
t-multiplikationsreglen 22
regnskab, differentielt 15
rekursionsformel 165
residual 85
respons 8
RMS-fejl 85
rod-fejlkriteriet 170
rodkriteriet 153
rodkriteriet for reekke 153
root mean square error 85
reekke
absolut konvergent 152
addition 149
afrundingsfejl 172
alternerende 155
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alternerende-raeekke-fejlkriteriet 172
betinget konvergent 152
delsum 145
divergens 146
harmonisk 146
integralkriteriet 156
kendte 234
kvotient-fejlkriteriet 171
multiplikation 149, 160
n’te-ledskriteriet 149
numerisk-raekke-kriteriet 152
potens- 158
rod-fejlkriteriet 170
rod- og kvotient-kriteriet 153
sammenligningskriteriet 150
tilnazermet beregning af sum 170
raekkeoperation 53
reekke-sojle multiplikation 76
rackkers konvergens 145
rekkevektor 51
raeckkesekvivalente matricer 53

S
sammenligningskriteriet for rekker 150
Schredingerligningen 30
singulaer
matrix 80
verdier af matrix 138
verdi dekomposition 138
skalarprodukt af funktioner 206
slutafrundingsfejl 173
slutveerdireglen 22
spring 1-2
stambreker 9
starttidspunkt 1
stykkevis
defineret funktion 12
differentiabel funktion 186
kontinuert funktion 2
substitution i potensreekke 160
sum af rekke 145
superposition af rene svingninger 190
SVD 138
svingninger, rene 190
svingningsligning 29

svingningstid 190
symmetrisk matrix 78, 128
system

af differentialligninger 10, 18, 116, 126

af ortogonale funktioner 206
af tanke 10, 15

symbolliste 259

sojle 51

sgjlevektor 51

sgjleoperation 53, 98, 101

T

tank 10, 18
Taylorreekker 159
tidsforsinkelse 13
tilbagetransformation
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entydighed 3

numerisk 34, 37

tabel 222
tilbagetransformations-operator 3
tilneermet beregning af reekkes sum 170
t-multiplikationsreglen 22
totalmatrix 47, 52
transponeret matrix 78
trigonometriske reekker 186

u

uathaengige ligninger 61
uathangighed 49

udspeznde et vektorrum 48
udvealgelsesmetode 100

uendelighed af lgsninger 59

ulige funktion 192

underdeterminant 96

underrum af vektorer 48

uniform polynomieapproksimation 27

\Y%

varmeledningsligning 29

varmeledningsligning lest ved Fourierraekke 199
vektorer (= funktioner) 206

vektorrum 48

vendetangent 36

vaegt for ligning 85

W
Weierstrass’s setning 27

B

endring
af rekke 148
pludselig 12
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