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FORORD

Bogen gennemgér det pensum, som er beskrevet i fagplanen af 2009.

Det er en forudsatning, at de studerende har et solidt kendskab til det matematiske pensum, der
findes 1 lerebogen “P. Madsen: Teknisk Matematik™ kapitlerne 1 til 10

Har man ikke denne bog kan man pa internettet pd hjemmesiden larsen-net.dk gratis hente
leerebogen “Mogens Oddershede Larsen: Matematik fra C til A- niveau”. Her svarer pensum
nogenlunde til kapitlerne 1 - 5 +afsnit 6.1 og 6.2. (siderne 1 til 62)

Selv om avancerede matematiklommeregnere let kan reducere selv de vanskeligste udtryk, og
lose selv meget komplicerede ligninger osv. sa viser erfaringen, at det er meget sveert, at anvende
matematikken, hvis man ikke er 1 stand til at manipulere med simple udtryk.

Det bliver ogsa naesten umuligt at leese en teknisk tekst eller herer et foredrag, hvori der indgar

nogen matematik, hvis man ikke i rimelig grad behersker symbolikken.

Anvendelse af lommeregner.

Der forudsattes, at man har radighed over en “matematiklommeregner” (her TI89).

Denne er en avanceret minicomputer, og det er en del af pensum, at man larer at anvende den
pa forskellige problemstillinger.

Eksemplerne er dog ofte regnet bade med og uden brug af lommeregner.

Opgaver er anfort efter hvert kapitel.

En facitliste til disse opgaver findes bagerst 1 bogen.

august 2009 Mogens Oddershede Larsen
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1.2. Definitioner
1 Vektorer i planen

1.1 Indledning

Som indledning til rumgeometrien repeteres her kort de vaesentligste definitioner fra vektorer i
planen. Beviserne er ofte udeladt, men kan findes 1 leerebogen “Matematik fra C til A niveau”
der kan findes pé nettet (se forordet)

Specielt gennemgas vektorer givet i polere koordinater.

1.2. Definitioner
Ved mange mélinger og beregninger er man blot interesseret i

. - . 4
at opnd et tal som resultat. Man siger ogsd, at resultatet er en
skalar. Dette gaelder eksempelvis ved maling af en masse (10
kg) eller en afstand (5 m). Ofte er tallet forsynet med en enhed.
I andre tilfeelde er man ikke alene interesseret i et tal som
resultat, men ogsa i en retning. Dette gaelder eksempelvis hvis
man vil angive et skibs hastighed, som jo bade er den retning
skibet sejler 1, og dens fart.
Dette sker normalt ved pile som bade har en retning og en laengde (se figuren).
Et andet eksempel er de kraefter der pavirker et legeme. Ogsd her har man behov for bade at
angive kraftens retning og dens storrelse.

S

Det er netop regning med sddanne 'pile’, vil skal se pa i dette kapitel.

Definition: Mangden af alle liniestykker med samme lengde og samme retning kaldes en
vektor. Hver af disse orienterede liniestykker kaldes en pil, og hver pil kaldes en repraesentant
for vektoren.

Vektorer betegnes med sma bogstaver med en pil over eksempelvis a .

%
Hvis vektoren har begyndelsespunkt 1 A og endepunkt i B betegnes den AB

G

\
o)
o
S
S

Fig 1.1: Vektorer

Pa figur 1.1 era = AB = CD og b=EF=GH ,mensd#b (da de har forskellig retning).



1. Vektorer i planen

%
Lzengden af vektoren 4 = 4B skrives |d| og defineres som lengden af liniestykket AB.

Nulvektoren 0 er en vektor med langden 0.
Egentlig vektor: Vektor der ikke er nulvektoren

Vektoraddition.

Lad G og b vere to egentlige vektorer. Vektoren @ + b defineres pa folgende made.
Et vilkarligt punkt A valges som begyndelsespunkt for @ . Lad B vere endepunkter for a .

Derefter afsatter vi b med begyndelsespunkt i B. Endepunktet for 5 kaldes C (se figur 1.2).
Vektoren a +b er da defineret som vektoren med begyndelsespunkt i A og endepunkt i C.

Indskudssaetningen: A%C = ZB+ B%C (kaldes saledes, da B er skudt ind mellem A og C)

Fig 1.2 Vektoraddition

Krzfternes parallelogram. En anden méide at konstruere summen af G og b er ved at afsatte
de to vektorer med samme begyndelsespunkt (pa figur 1.2 i punktet D). Vektoren a +b er da
diagonalen i det af @ + b udspendte parallelogram.

Hvis d@ og b var kreefter der pavirkede et legeme i punktet D, s er & + b den resulterende kraft.

Det ses umiddelbart af en figur, at der geelder

i+b=b+a og a+(15+a)=(a+15)+5
Disse 2 regler bevirker, at man regnereglerne for addition af reelle tal og for vektoraddition bliver
de samme. Man kan séledes have og satte “plus’parenteser efter behag.



1.2. Definitioner

Vektorsubtraktion

For reelle tal gaelder som bekendt, at 6 - 4 er
det tal der lagt til 4 giver 6, eller 4 + (6-4) = 6.
P4 samme mide skal det gelde, at

b+(@-b)=a .
P4 figur 1.3 er dog b afsat med samme
begyndelsespunkt. G —p er da den vektor, der

a
har begyndelsespunkt i b ‘s endepunkt og b
endepunkti a ‘s endepunkt . \

Fig 1.3 Vektorsubtraktion

b

Multiplikation med tal

Definition: Lad a vare en egentlig vektor og ¢

vare et reelt tal.

Vektoren ¢-a er da bestemt ved: b

Hvis ¢t > 0: t-d og a er ensrettede og t-a ert . 2-d
gange sd lang som a . a
Hvist<0: ¢t-a og a er modsat rettede og t-a er k

o - 2
¢ gange sd lang som 4 . 1])\
2

Hvist=0: 0.6 =0.

Fig. 1.4 Multiplikation med tal
Specielt ses, at (—1)-a er vektoren der er modsat rettet @ og lige sé lang som @ . Den benavnes
kort —a .
For multiplikation af vektorer med tal geelder se seedvanlige regneregler som vi er vant til fra tal.

Eksempelvis 2(d +3b)—4(3d —2b) = 2d + 6b —12d +8b = —10a + 14b

Ved en enhedsvektor ¢ forstds en vektor med laengden 1

| =

Enhedsvektor & ensrettet med en given vektord er € =

[ Y

Hvis eksempelvisa har lengden 5, sa er en enhedsvektor 1 @ ‘s retning @ =

v



1. Vektorer i planen
1.3 Vektorers koordinater

Lad i et koordinatsystem punkterne O, E og F have koordinaterne O = (0,0), E =(1,0) og F =
(0,1).

Vektorerne ; = JE, j= JF kaldes koordinatsystemets basisvektorer (jeevnfer figur 1.5)
En vektora kan nu skrives @ =a, +a,, hvor a, er parallel med x - aksen og @) er parallel med

y - aksen.
Da d, er parallel med i findes der et tal a,, sa g, = al’? hvor tallet a, er entydigt bestemt.

Analogt haves d, =ayj
Vi har derfor a =a, +a, = aji +arj

Vi siger, at vektoren a har koordinaterne (¢, , a, ).
For at kende forskel pa punkters og vektorers koordinater, vaelger man ofte at skrive vektorens

a
koordinater “lodret”: a = ( lj .

a
A
I'\
ay N
a: Jay
FA N
J
O i E s i j
Fig. 1.5. Basisvektorer / [1

Regning med koordinater

. . [ D - (b
Seetning 1.1. Lad a = og b =

a b,
- i al‘l‘bl = i al_bl = tal
Da geelder a +b = , a—-b= , t-da=
a, +b, a, —b, ta,

Bevis:
d=ai+ayj , b=bi+byj

- 7 s = g = e = ay +bl
d+b=aji+a,j+bi+b,j=(a,+b)i +(a,+b,)j=
a, +b,

P4 ganske samme made bevises de to andre formler. ¢



1.3 Vektorers koordinater

Eksempel 1.1. Regning med vektorer

-2 -~ (3
Lad der vaere givet a = (3 ) og b= (5)

Find koordinaterne til 24 +5b
Lesning:

- (—2) (3} (2-(—2)+5-3) (11}
2G+5b =2- +5- | = -
3 5) (2:3+45:5 31

TI-89: 2#[-2,3]+5*[3,5]  Resultat[11 31]

4
A
Stedvektor ‘ P=(x.v)
Lad P=(x, y) vare et punkt i planen og O=(0,0).
Vektoren OP kaldes stedvektoren til punktet P.
Det ses umiddelbart af figur 1.7, at stedvektoren OP og
punktet P har samme koordinater.
0 \
Fig 1.7. Stedvektor
Satning 1.2. Koordinater for vektor givet ved to punkter
Lad punktet A= (a,, a,) og punktet B = (b,, b,).
e b, —a,
Der geelder da, at vektoren| AB =
b, -a,

Bevis: Af indskudsreglen fas:

OB = OA+ AB < AB = OB— 04

Da OB og Oder stedvektorer, har de samme koordinater som A og B.

- - - b b —
Heraf fis AB:OB—OAz( 1]—(‘“):(1 alj ¢
b, a, b, —a,

Eksempel 1.2. Koordinater for vektor givet ved 2 punkter
Lad punkterne A = (5,2) og B = (-3, 6).

%
Find koordinaterne til vektoren AB.
Lesning:

(7330 .



1. Vektorer i planen

Vektors leengde.
Satning 1.3. Langde af vektor

‘d‘ =.la’+a3 |, hvor a :(01) .

a,

Bevis:
Vektorerne @,i og a,j danner sammen med @ en retvinklet trekant med @ som hypotenuse (se figur 1.8). Da

leengderne af kateterne er‘alf‘ = ‘al‘ og‘azf‘ = ‘az‘ fas af Pythagoras s&tning: |a’ =|¢,|" +|a,|" < [a| =\ +a2

¢
Eksempel 1.3 Lzengde af vektor

-3
1) Find leengden af vektoren a = ( 4 j .

2) Find en enhedsvektor e ensrettet med a .
Lesning:

D d)=y(-3)* +4% =5

-3
- i 5

2) T T

a

4
5

TI 89: 1)\/_ ((-3)*2+412)  eller norm([-3,2]) (norm kan findes under CATALOG)
2) unitV([-3,4]) (unitV angiver enhedsvektor og kan findes under CATALOG)

1.4 Skalarprodukt.
Vi vil nu definere et produkt af 2 vektorer, hvor resultatet er et tal (en skalar).

Definition af skalarprodukt.

a - (b
Ved skalarproduktet (ogsa kaldet “prikproduktet”) af vektorerne a = ( lj og b = (bl j forstas

Eksempel 1.4. Skalarprodukt

-2 -~ (3
Lad der vaere givet a = (3 ] og b= (5] .

Find skalarproduktet G b.
Lesning: d-b =(-2)-3+3:5=9
TI189: CATALOG\ dotP([-2,1],[3,5]) ‘



1.5 Retningsvinkel, polere koordinater

Der galder folgende regneregler for skalarproduktet:

Setning 1.4. Regneregler for skalarprodukt

(1) a-b=b-a

Q) d-(b+é)=a-b+a-¢
b)=t

(3)(td)-b =a-(t (@-b)
4)a*=ad-a= |*|2 (sammenhceng mellem leengde og skalarprodukt)
Bevis:

Alle regler bevises ved koordinatregning, efter ssmme metode som nedenfor bevist:

- (@ ~ (b - [4a
Lad a = , b= og ¢ =
aj b, %)

(1) @-b=a,b, +a,b,, b-d=ba, +bya,.
Da de to sider er ens er (1) bevist.

L 4

Regnereglerne (1), (2) og (3) svarer ganske til de man kender fra almindelige tal, sa vi kan derfor
tillade os at benytte samme metoder ved udregning.

Eksempelvis har vi (a-b)?>=(a-b)a-b)=a>+b>-2a-b

i 2 12

a-if -fat [

Da lengden af en vektor er den samme uanset hvilket koordinatsystem der arbejdes ( blot man

har samme enhed) si viser ovenstdende, at skalarproduktets verdi ogsd er uathengigt af
koordinatsystemet.

Heraf fas a‘-z?:%(5—5)2_52@2)@5.5:%[

1.5 Retningsvinkel , polzere koordinater
Lad a vere en egentlig vektor. Vi har tidligere vist, at
en enhedsvektor € i samme retning a er givet ved

é =|"T|. Heraf fas @ =|al- ¢

7]
Hvis vi afsetter ¢ med begyndelsespunkt i (0,0) vil
endepunktet P ligge pa enhedscirklen (se figur 1.8).

|

Fig. 1.8 Retningsvinkel

Lad ¢ danne vinklen v med den positive del af x - aksen. Punktet P far da koordinaterne

CosV
(cos v,sinv) . Da en stedvektor har de samme koordinater som punktet er € = ( . )

sin v
. [cosv |5|cosv
Vi har dermed ¢ = |a|'€ = |a|- =

sinv |c7| sinv) ”



1. Vektorer i planen

Vinklen v fra x - aksens positive del til @ ‘s retningsvektor kaldes a ‘s retningsvinkel og regnes
“med fortegn” sadvanligvis i intervallet [-180° ; 180° ] eller i intervallet [0° ; 360°]

N

Da det er ganske besverligt med “handkraft” at regne 1 poleere koordinater, vil man seedvanligvis
benytte en lommeregner som TI-89 til det.

Man siger ogsa, at punktet P har de poleere koordinater [OP

Eksempel 1.5 Regninger i poleere koordinater med TI89
1) Omregn vektoren [;j til polaere koordinater

2) Omregn vektoren 5.4 ~21.8° til retvinklede koordinater
3) Udregn 3,6 ~25°+6.1 ~120°i polare koordinater

Lesning:

1) [5,2]p Polar (p Polar kan findes under CATALOG) Resultat: [5.385 ~ 21.80]
2) [5.4, £21.8](« findes over EE) Resultat: [5.01 2.00

3) [3.6, £25]+[6.1, £ 120]p Polar Resultat: [6.81 ~88.2

L 4

Eksempel 1.6. Regning i polaere koordinater

Et skib sejler i 4 timer fra punktet A til punktet B med en begyndelseskurs pé 340° og en fart p&

16 knob.

I B &ndres kursen til 300° . Man sejler med uandret fart videre i 5 timer , hvorefter man er niet

til punktet C

a) Hvor mange semil har skibet sejlet for at komme fra A til C.

b) Angiv kursen 1 A, hvis man i stedet direkte havde sejlet direkte fra A til C, og angiv af antal
semil man har sejlet.

Lesning:

a) Skibet har sejlet 16-(4 +5) =144 sm

b) I polere koordinater haves 4B = (4-16,£2340) og BC = (5-16, £300)

Heraf fis AB+ BC = AC dvs. [64, ~ 340] +[80, ~ 300]p Polar = [135.43, ~ - 42.32]

Kursen er 360 - 42.32 = 317.68° og antallet af somil er 135.43 sm
L 4

1.6 Vinkel mellem vektorer

Hvis a ogb er egentlige vektorer, danner de en vinkel v med hinanden. Vi vil her altid regne
vinkler som placeret i intervallet [ 0° ; 180° ] (eller [0; 7] ). Vi regner altsé ikke her vinkler med

fortegn.

Satning 1.5. Vinkel mellem vektorer

Ql
Sy

Hvis d ogb er egentlige vektorer og v er vinklen mellem dem geelder cosv =

Q

Sy

Bevis:
Kan ses i leerebog Fra C til A



1.7 Yvaervektor, determinant

Eksempel 1.7. Vinkel mellem vektorer
Find vinklen mellem vektorerne |

(i)

Lesning:

|| = 5% +2% =429
bl=13"+(-2)" =13

a-b=53+2-(-2)=11

K

=V

a-b 11 b
COSV = — = =0.5665

lal-p| 29413
v =55.49°
T1 89: Idet cosv =————=¢,-&,, hvor e, 0g e, erenhedsvektorer fas

al-|p
cos™( dotP(unitV([5,2]),unitV([3,-2])))
hvor de enkelte vektorordrer findes i CATALOG eller ved MATH, MATRIX, L: Vector ops

To vektorer siges at vare ortogonale hvis vinklen mellem dem er 90°

Af setning 1.5 folger: ib=0calb

1.7 Tvaervektor, determinant.

Definition af tvaervektor. Ved tveervektoren a til en egentlig vektor d forstds den vektor, der
fremkommer ved at dreje d 90° i positiv omlobsretning (d.v.s. mod uret).

Specielt geelder , at i et seedvanligt koordinatsystem er; = ; .

Satning 1.6. Tvaervektors koordinater .

a . ~ . ~ | T
Lad G = ( 1} veere en egentlig vektor.  Tveervektoren aq har da koordinaterne a = (a ) .

a, 1
Bevis: “se leerebog “fra C til A%

| 4
Eksempel 1.8. Tvarvektor

-2
Find tvarvektoren til vektoren a = (5 j

Lesning:

()



1. Vektorer i planen

Definition af determinant.
Ved determinanten for vektorparret (a,b) forstds tallet det(a,b)=a-b
Er ﬁz(alJog Ez(bljbliverdet(a b)=a-b = (_ azj .(bl) —ab —ab
a, b, ’ a, b, e T
Man bruger en speciel skriveméde for determinanten for et vektorpar, nemlig et kvadratisk
talskema med a som forste sgjle og » som anden sgjle.
ay b

det(d@,b) =
et(a,b) a, b,

=ab, —ayb,

Eksempel 1.9. Beregning af determinant.

3 - (=2 - -
Lad a = (J ogh = (4 j . Beregn determinanterne det (a,b) ogdet(b,ad).

Lesning:
B} - . -2 3
det (G,b) = =12—-(-2)=14 , det(b,d)= =2-12=-14 .
€ ((l,b) 1 4 ( ) , ac (baa) 4 1
TI 89: CATALOG: det([3,1;-2,4]) 2

Saetning 1.7. Areal af parallelogram.

Lad a og b vere to egentlige ikke-parallelle vektorer. Lad endvidere d= det(ﬁ,l; ), V veere
vinklen mellem G og b og A arealet af det parallelogram, som G og b udspcender.

Der gzelder da: A4 = |d| = |5|~‘5‘~sinv.

Bevis:
Se leerebog “fra C til A”

Eksempel 1.10. Areal af trekant
Lad A=(5,1), B=(6,-2) og C=(3,-4). Find arealet af A ABC .

Lesning:
- 1 - -2
Vi finder 4B = og AC = .
-3 -5
) ) N
Da determinanten =—5—-6=—11,hardetparallelogram der udspeendes af vektorerne 4B

n

L 4

11
og A_>C arealet T = 11. Vi har folgelig, at A ABC’s areal :? =3

10



Opgaver til kapitel 1

Opgaver til kapitel 1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

Los lion; -2 (x—2j 0
os ligningen . =
gning 24 4

a) Skriv a :( 3) pa poler form .

b) Find de polere koordinater for punktet P = (2, -3)
¢) I polare koordinater er Q = (5, 46°) . Angiv Q’s koordinater pa rektanguler form
d) Beregn (6, 120°) + (4, -30°) i polere koordinater.

%
AB har begyndelsespunkt A = (3,-1), l&ngden 6 og retningsvinklen 133°. Bestem med 3
decimaler koordinaterne til B.

Et skib sejler i 3 timer fra punktet A med en begyndelseskurs pé 30° og en fart p4 15 knob.

(en kurs er vinklen i forhold til nord (y-aksen) regnet positiv med uret, og 1 knob er 1

semil/time)

Herefter andres kursen med 20° i sydlig retning (med uret) og farten andres til 12 knob.

Efter 4 timers sejlads med den nye kurs nés til punktet C.

a) Hvor mange semil har skibet sejlet for at komme fra A til C.

b) Angiv kursen 1 A hvis man i stedet direkte havde sejlet direkte fra A til C, og angiv af
antal semil man har sejlet.

5 - (=9
Bestem vinklen mellem vektorerne a = (12] og b =( 12}

Bestem vinklerne i A ABC, nar A =(17,8), B =(-5,22) og C = (8,-10)
a) Vis at punkterne A = (-2,2), B = (-1,-2), C = (4,1) og D = (3,5) udspander et
parallelogram.

b) Find den spidse vinkel mellem diagonalerne.

Lad A=(-1,1),B=(1,5) 0og C=(11,0)
Vis, at ABC er retvinklet, og bestem de to spidse vinkler 1 trekanten.
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2 Rumgeometri

2. Rumgeometri

2.1 Vektorer i rummet.
Vi vil i dette kapitel antage at repraesentanterne for vektorerne er “pile” der er beliggende 1 “det
tredimensionale” rum. Et eksempel herpa kunne vaere hastighedsvektoren for en partikel 1

rummet.
Definitionerne i afsnit 1.2 (af leengde, enhedsvektor osv.) og regnereglerne i afsnit 1.3 (addition,

subtraktion, multiplikation med tal) geelder ogsé for disse vektorer.

Eksempel 2.1. Parallelepipedum
Ved et parallelepipedum ABCD-EFGH forstas et legeme begraenset af parallelogrammer (se figur

2.1)
Idetad = /TB, b = A%D 0g ¢ = A%E skal man udtrykke diagonalvektorerne AG, BH, EC og

FDved a,b og C.

Lesning:
Af indskudssatningen fas

AG= AB+ BC+ CG=Gd+b+¢
b

- - - -

BH = BA+ AD+ DH = —a +
EC= EA+ AB+ BC=G+b-¢

- - - -

FD=FE+EA+ AD= -G —¢+b

+c
G

Fig. 2.1. Parallelepipedum

12



2.2 Koordinatsystem 1 rummet

2.2. Koordinatsystem i rummet.

Lad a ,b og ¢ vare 3 egentlige vektorer i rummet, som er tegnet med E‘ z
begyndelsespunkt i samme punkt, og som ikke ligger i samme plan.

e T T,
= 'S

De tre vektorer @ ,b og @ navnt i denne rekkefolge siges at vaere i 4 \{f\
hajrestilling, hvis folgende regel gaelder: p. 30 |
Omslutter man vektoren¢ med hejre hand (se figur 2.2) og lader { " 4
fingrene folge rundt samme vej som den mindste drejning, der forer % g‘w

a overi b , vil tommelfingeren pege i ¢ ‘s retning. -

Fig.2.2.Hojrestilling

Et (saedvanligt) retvinklet koordinatsystem i rummet er givet ved et begyndelsespunkt O , og 3
enhedsvektorer (kaldet basisvektorer) som to og to star vinkelrette pd hinanden. Basisvektorerne

benavnes sedvanligvis 7, j og k og er i denne rekkefolge placeret i hejrestilling.
De tre orienterede linier der gir gennem O og har 7, j og k som retningsvektorer kaldes

koordinatsystemets akser, og benavnes henholdsvis x, y og z - aksen. (eller (1), (2) og (3) -
aksen).
|

e
R
I
k
< — S - )
i/ = )
X Q=(x,1)

Fig. 2.3. Koordinatsystem

Punktet P projiceres ned i xy - planen i punktet Q. I xy - planen projiceres Q ind pa x - akseni R
og pdy - aksen i punktet S. Desuden projiceres P ind pé z - aksen i punktet T. (jeevnfor figur 2.3).

- - - - -> - - -

5
Indskudsreglen for vektorer giver OP = OQ+ QP = OR+ RO+ QP = OR+ OS+ O

- -

Da 5R ,0S og OT er parallelle med henholdsvis 7, 7 og k fas

- - -

— —
OP = OR+OS+OT = xi + yj +zk -
X
N
Man siger, at P har koordinaterne (x, y, z) og vektoren OP =| y

z

13



2 Rumgeometri

Regning med vektorernes koordinater foregar pd samme made som det blev vist 1 det plane
tilfeelde . Der gaelder séledes

b, —a,
%
HViSA:(alaaz’aS) 0og B:(blabz’b3)JS§er AB = bz —4d; 0g|ﬁ|=\¢a12+a§+a§
by —a,
D

Tetraeder

Ved et tetraeder forstas et legeme begranset af fire
trekanter (Jevnfor figur 2.4).

Ligesom en trekant er en grundleggende figur i
plangeometrien er et tetraeder en grundleggende
figur i rumgeometrien.

Man kan vise, at rumfanget V af et tetraeder er
VZ%-G-h, hvor G er grundfladens areal og h er

hejden.
Fig. 2.4. Tetraeder

Eksempel 2.2. Tetraeder.

I tetraederet ABCD er A = (0,1,0), B=(0,4,0) og C =(2,2,0).
Idet M er midtpunktet af BC, er D bestemt ved, at D har positive koordinater, at DM star

vinkelret pa xy - planen, og \DM ‘ =3 |

Skitser tetraederet, og find D’s koordinater. - D
Losning:
Tetraederet er skitseret pa figur 2.5. Idet

2 0-2 1
- I 1
OM:OC+ECB: 2 +E 4-2|=|3

0 0-0 0

fasD =(1.3.3)

Fig. 2.5. Skitse af tetraeder

14



2.3 Skalarprodukt

2.3 Skalarprodukt.
Skalarprodukt defineres pd ganske samme made som i planen.
Definition af skalarprodukt:

a by
Hvis a =|a, |og b= b, | er to vektorer i rummet, defineres skalarproduktet @-b ved
as by

For skalarproduktet geelder derfor regler, der er ganske mage til de tilsvarende i planen.
Vi vil derfor ikke gentage dem her, men henvise til afsnit 3.4, 3.6 og det felgende eksempel.

Eksempel 2.3 Anvendelse af skalarprodukt
Givet punkterne A = (1,2,-3), B=(2,-2,3) og C=(3.,4,5).

- -
1) Find skalarproduktet AB- AC

- -
2) Find vinklen mellem AB og AC.

Lesning:
2-1 1 3-1 2
- -
AB=|-2-2 |=|-4|, AC=|4-2 |=|2].
3-(-3) 6 5-(-3) 8

> >
1) AB-AC=1-2-4-2+8-6=42
2) Vinklen mellem 2 vektorer findes af formlen i setning 1.5.

> o
AB- AC 42 7
cosv = = = =0.6799 =470
S > . v=47"16
18 Lid V5372 ios 0
TI89: CATALOG
1) dotP([1.-4,6],[2,2,8]) Resultat 48
ab . L
2) Idet cosVv = r =e, ¢y, hvor e, og ¢, erenhedsvektorer fas
al-|b
cos™( dotP(unitV([1,-4,6]),unitV([2,2,8]))) Resultat 47°16

L 4
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2 Rumgeometri

2.4. Linier i rummet.

Lad / vaere en ret linie i rummet, som gér gennem et fast punkt Pjog er parallel med en egentlig
vektor /. For vilkarlige punkter P pa linien / og kun for disse punkter vil der da gelde:
PyP=1t1 ,hvor ¢ er et reelt tal. For hver veerdi af t (kaldet parameteren) svarer der ét punkt pa

linien og omvendt.
- - -

. . . - -
Af indskudss@tningen fis op = ORy+ ByP < OP = OFy+1 -1
- - -
OP=O0F,+t-1 , kaldes en parameterfremstilling for linien /, med parameteren t (som er
et reelt tal).
I kaldes liniens retningsvektor.

[N

\ Pu:(»\'u-."wzn)

L/0O

~i

Fig.2.6. Ret linie |

a
Lad vektoren / =| b | og Py=(x,, ¥, .z,). (jevnfer figur 2.6)
c
x X, a
En parameterfremstillingen for / i koordinater bliverda | y [ =| y, |+t b|, ¢ reelt tal
z Zy c
En linie har mange parameterfremstillinger, da man dels jo kan velge forskellige faste punkter
pa [, dels vil alle vektorer proportionale med [ kunne benyttes som retningsvektorer.

16



2.4 Linier i rummet

Eksempel 2.4. Linies parameterfremstilling.
1) Find en parameterfremstilling for linien / gennem punkterne A=(3, 1,4) og B =(2, 1, -3).
2) Angiv en parameterfremstilling for liniestykket AB
Leosning:
. 2-3 -1
1) Da AB=|1-1 |=|0 |og et punkt pa linien er A er en parameterfremstilling for /:
-3-4 -7

2) Da t = 0 svarer til punktet A og t = 1 svarer til punktet B, har liniestykket AB
X 3 -1

parameterfremstillingen |y |=|1|+#0 |, t€[0,]] L 2
z 4 -7

Man kan opfatte parameterfremstillingen for / som en beskrivelse af en jeevn retlinet bevagelse

x'(¢) a
i rummet, hvor ¢ angivet tiden. Bevegelsens hastighedsvektor er| y'(¢) | =| b | .
Z'(t) c
Eksempel 2.5. Retlinet bevagelse.
X 0 4
Lad| y|=|1|+¢ 2| beskrive et legeme L’s retlinede bevegelse i rummet, hvor # angiver tiden
z 0 4

og hastigheden males i m/s.

a) Find vejlengden (i m) som legemet gennemleber 1 3 sekunder.
b) Find den tid det tager for L at gennemlobe en straekning pa 90 m.
Lesning:

a) Fartener V4% +22 +4% = V36 =6m/s 13 sekunder gennemlebes 18 m.

b) 90 m gennemlobes pa %0 =15s
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2 Rumgeometri

Skeering mellem rette linier

[ rummet vil to rette linier som ikke er parallelle ikke nedvendigvis skere hinanden. Eksempelvis
vil to linier, der indeholder to modstaende sider i et tetraecder ikke skeere hinanden.

Linier, der ikke er parallelle og ikke skaerer hinanden kaldes vindskaeve.

Eksempel 2.6. Skeering mellem linier

X 1 -2 X 5 1
Lad der vaere givet linierne /: | y|=|3|+# 6 |ogm:|y|=|4|+s2
z 4 -5 z 2 -1

Vis, at linierne / og m er vindskeave.

Lesning:
-2 1
Retningsvektorerne I=|6 og m=|2 | erikke parallelle (ikke proportionale)
-5 -1
Et eventuelt skaeringspunkt mellem / og m ma ligge pa begge linier, dvs. at der ma kunne findes
veerdier af s og ¢ s&

X 1 -2 5 1 1-2t=5+s s+2t=-4 |s=-4-2t (1)

v =|3]+#6 |=|4|+s2 |eller 3+6t=4+25<6t-25=1<25=6t-1 (2)

z 4 -5 2 -1 4-5t=2-5 §—5t=-2 s=-2+5t (3)
7

Indsaettes ligning (1) i ligning (2) fas2(-4 -2¢) =6t - 1< 10t =-T7T <t = o

Indszettes ¢ = ——— i ligning (1) fis 5= 4 2(— l] o2
10 10) 10

. T . 26 7 26 15
Indszettes disse verdier i ligning (3) fis ——=-2- 5(— —) &S-=—
10 10 10 10

Da der ikke findes parametervardier der tilfredsstiller alle tre ligninger skarer de to linier ikke

hinanden. Linierne er vindskeeve.

TI 89

F2: solve(1-2t=5+x and 3+6t=4+2x and 4-5t=2-x,{t,x}) Resultat: false
Anden mulighed

APPS, A|b , New , Number of eqns : 2, Number of unknown : 2, Enter Udfyld skemaer, F5

18



2.4 Linier i rummet

Vinkel mellem linier
Ved vinklen mellem to linier forstas den spidse vinkel mellem liniernes retningsvektorer.

Lad liniernes retningsvektorer vere / og m

I afsnit 3.6 fandt vi, at den spidse vinkel v er cosv = ‘{ m‘
!
Eksempel 2.7. Vinkel mellem linier
x 3 2 X 5 -2
Lad der vaere givet linierne I: | y | =|5|+¢ 3|ogm:|y|=|-8|+s|5
z 2 5 z -9 3

a) Vis, at linierne skerer hinanden, og find koordinaterne til skeeringspunktet S.

b) Find vinklen mellem / og m.

Leosning:

a) Et eventuelt skeeringspunkt mellem / og m ma ligge pa begge linier, dvs. at der mé kunne
findes verdier af s og ¢ s&

Xy (3 (2) . ) 342t=5-2s  [2s42t=2  [s=1-t (1)
y|=|5[+¢3 z[—8}+s[s Jeller 543t=-8+55s ©¢3t-5s=-13<3t=5-13 (2)
2) \s) 245t=-9+3s  |St-3s=-11 |5t=3s-11 (3)

Indsettes ligning (1) 1 ligning (2) fds3r =5(1-¢1)-13 < 8 =-8<=r=-1
Indsaettes ¢ = —11ligning (1) fis—3=5s—-13 < s=2

Indsattes disse verdier i ligning (3) fis 5(-1)=3-2-11< -5=-5

De to linier skarer hinanden i det til t = -1 svarende punkt S = (1, 2, -3)

Som kontrol kan vi se, at indsattes s = 2 fis samme punkt.
TI 89 a) F2: Solve(3+2t=5-2x and 5+3t=-8+5x and 2+5t=-9+3x,{t,x}) Resultat: t=-1 and x = 2

b) Lad en vinkel mellem / og m vare v. Vi har da

2) (-2
3115
sy /- 5/ \3 —4+15+15 26 .
=0 = = = — V= .
[l Va+9+25Va+25+9 3838 38 T T
TI 89
I-m . L
b) Idet cosv = W =e;-e, , hvor ¢, og e, erenhedsvektorer fas
-|\m
cos™( dotP(unitV([2,3,5]),unitV([-2,5,3]))) Resultat: 46.83° ¢
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2 Rumgeometri

2.5 Vektorprodukt.

Ved mange anvendelser har man brug for en anden form for produkt af to vektorer, hvor
resultatet er en vektor (og ikke et tal). Dette produkt kaldes vektorproduktet (eller kryds-

produktet ) af de to vektorer G ogb og skrives G x 5 . Man siger kort “a kryds b”.

Definition af vektorprodukt.

Lad G ogb veere to egentlige, ikke-parallelle vektorer.

a x b er da en vektor,

1) hvis retning er bestemt ved, at G x b stdar vinkelret pd bade @ ogh , 0g G ,b og G x b i denne
reekkefolge er i hojrestilling,

2) hvis leengde er arealet af det parallelogram, der udspcendes af @ ogb

dvs. ‘67 X I;‘ = |67”5‘ SinV hyvor v er vinklen mellem @ ogh (0<v<r). L 2

[

Q
X
S

Fig.2.7. Vektorprodukt

Eksempel 2.8. Rotation.
Lad der veere givet et stift legeme L, som roterer om en akse / med vinkelhastigheden @. Fra et vilkarligt punkt O

pé [ afsattes en vektor @ , hvis lengde er lig vinkelhastigheden, og hvis retning er fastlagt siledes, at den sammen
med drejningen om / bestemmer en “hejreskruning” (se figur 2.7).
Til et givet tidspunkt har hver partikel P i legemet L en hastighed, der taenkes afsat som en vektor V pud fra punktet

P. Det er klart, at ‘VP‘ = w-d , hvor d er afstanden fra P til aksen / (se figur 2.7). Idet d er hojden i det af @ og

7= 5P udspandte parallelogram, har dette parallelogram arealet @ - d , og dermed er |{/ P| = |5) X ;7| .Da V pogsé

er ensrettet med @ x 7, er hermed vist v, =@ x 7.

d
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2.5 Vektorprodukt

Eksempel 2.9. Momentvektor

Lad k vere en kraft, der har angrebspunkt i punktet P.
Kraftens momentvektor 72 om et punkt Q defineres ved : 5

Fig. 2.8. Momentvektor

-
m=QPxk

Regneregler for vektorproduktet.
Lad G, b og ¢ veare vektorer i rummet og ¢ et reelt tal. Da gaelder

1) axb=-bxa Den kommutative lov gelder ikke.
2) (@xb)xc#ax(bxé) Denassociative lov geelder ikke.
3)ax(b+c)=dxb+axc¢ Den distributive lov gzlder.

1@ xb)=(ta)xb Den distributive lov gaelder.

Bevis:
(1) folger umiddelbart af definitionen.
(4) folger ogsé af definitionen, ved at gennemprove de forskellige muligheder ¢ >0, 1=0, ¢<0.

(2) geelder ikke for alle vektorer, thi hvis 7 , ] og k er basisvektorer i et koordinatsystem, er (i x i) x j =0 mens
Ix(@x)=ixk=—].
(3) har et noget vanskeligere bevis:

~ - a . . .
r a = 0 geelder (3) umiddelbart. Er a@ en egentlig vektor og er € = H er det tilstreekkeligt at vise
a
ex(b+c)=éxb+ex¢ (5)
da vi blot har divideret alle led i (3) med || .

Lad nu « vare en plan vinkelret pd €, og Vv en vilkarlig
vektor (jevnfer figur 2.9)
Lad endvidere v , vaere projektionen vere projektionen af

vVpd a.
Vi vil sa forst vise, at € x V=€ XV, .

Er v nulvektoren, eller v parallelmed e erbegge produkter
lig 0

I alle andre tilfelde vil det af e og V udspaendte
parallelogram have samme areal som det af ¢& og
Vv, udspendte rektangel. De to vektorer har altsd samme

Fig 2.9. Tveervektor i plan

leengde, og som figur 2.9 viser, har de ogsd samme retning. Da |E X Va| = | Va| er e x v, simpelthen v, ‘s
tvervektor v iplanen @ . Vihar folgelig exv=exv, =7,
Anvendes dette pa ligning (5) fés
— - — — - — — — - — - - — — NS ~ ~
ex(b+c)=exb+eéexceoex(b+c),=exb,+exc, < (b+o), =b, +¢,

Den sidste ligning er sand ifelge regning med tvaervektorer. L 2

Reglerne (3) og (4) sikrer, at vi kan multiplicere to flerleddede storrelser pa sedvanlig vis.
Reglerne (1) og (2) viser, at man ikke ma “ombytte” faktorer, og ikke have “gange” parenteser.
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2 Rumgeometri

Eksempel 2.10. Regneregler.
Beregn (G +2b — &) x (d - b).

Lesning:
(G+2b-C)x(G-b)=dxada+2(b xa)—¢xd—axb—-2bxb+¢xb=3bxa)—¢xada+cxb
L 4
Seetning 2.1. Vektorprodukts koordinater.
a, b,
as by
a b, % b, 0 b
Lad d =\ a, og b= by, |. Dagelder dxb=|a,|x|b,|= a3b3
11
a b a b
3 3 3 3 a b
a, b,

En huskeregel er,

a, b,
at 1. koordinateni G x b er determinanten man fér, hvis man ser bort fra 1. reekke i [azJ x [sz ,
as by
2. koordinaten er med modsat fortegn den determinant man far hvis man ser bort fra anden raekke
og 3. koordinaten er den determinant man fér, hvis man ser bort fra 3. reekke.
Bevis: Idet g = alf + azj' + a3/€ og b= bii +byj+ b3/€ , fas ved benyttelse af regnereglerne (1), (3) og (4) samt
relationerne i xi = jx j=k xk=0,at

Gxb=(aji+a,j+ask)x(bi +b,j+bsk)=(ayb, —asb,)i +(ash, —a,by)] + (a,b, — a,b) )k

| 4
Eksempel 2.11. Vektorprodukt.
LadA=(2,3,-1),B=(-1,4,4) og C=(1, 2, 3).
- -
a) Beregn vektorproduktet 4B x AC
b) Find arealet af A ABC.
Lesning:
-3 -1 -3 -1 9
a) IdetAB=|1 | og AC=|-1]ler ABx AC=|1 |x|-1|=|7
5 4 5 4 4
1| > - 1 1
b) Trekant ABC’s areal er 7' = 5‘ B x C‘ = 5\/92 +77 +4% = S V146
TI1 89: CATALOG:
a) crossP([-3,1,5],[-1,-1,4]) Resultat[97 4]
b) 1/2* \/_ (dotP([9, 7, 41,09, 7, 4 1)) Resu|tat%¢146
| 4

22



2.5 Vektorprodukt

Eksempel 2.12. Krzfter.
Lad der vaere givet et stativ af steenger af form som et tetraeder. Hjornespidserne A, B og C tenkes bundet til et
vandret plan, hvori de kan forskydes gnidningsfrit (se figur 2.10)
Stativet har sddanne dimensioner, at valges denne plan som xy - plan og punktet A som begyndelsespunkt i et
retvinklet koordinatsystem, far hjernespidserne koordinaterne
A=(0,0,0), B=(4,0,0),C=(0,5,000gD=(1,6,3) (sefigur4.11).
0
Idet vi teenker os punktet D belastet og dermed pavirket af en lodret kraft k=|0 |, k>0.

-k

skal vi finde de reaktionskreefter & A> k B 0g k ¢ - der virker i understgtningspunkterne A, B og C, sdledes at stativet

eriligevaegt..

Fig. 2.10. Kran Fig. 2.11. Idealiseret kran
Lesning:
Da der ingen gnidning er, mé reaktionskraefterne vere lodrette.
0 0 0
Swttes k 4=10], k 5=|0] og lgc =| 0| fas ifolge statikken, at ligevaegten kraever
a b c
lg + lg + E +k=0 (kreefternes sum er nul)
AB X k + AC X k + Aﬁ x k=0 (moment om A4 er nul)
0 0 0
9
0|+ 0|+ 0|+0 0 atbtc—k=0 . a=-=-k
a 0 0 -5¢ 6k 1
= =|0|=<b= —k
0) (4 0 4b|+|0 | +| -k 0 4
0[x| 0| +|0|x|5]|+ 0 0/ 0 0 c= S
b) L0 0 >
0 0
k,=0 , kg=|0 |, kc=]|0
92 Ly L
20 4 5
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2 Rumgeometri

Afstand mellem punkt og linie.

Lad en linie / ga gennem punktet A og have retningsvektoren [ .
Afstanden fra et punkt P til linien / kan findes af formlen

AP
d

Bevis: Vektorerne AP og i udspander et parallelogram hvis ene side eri og hvis hgjde er PQ (se figuren)

dist(Pl) =

‘A%Px [
Arealet af parallelogrammet er | PQ)| ~‘f ‘ = ‘A%lea < | PO = H
/
Eksempel 2.13 Afstand punkt- linie
X 2 3
Find afstanden mellem linien /:| y | =|1 [+¢5 og punktet P=(1, 5, 4).
z -3 -2
1-2 3 —-43
S 5-1|x|5 19
APx1
4+3 -2 =17 /2499
Lesning: Idet A=(2,1,-3) fas dist(Pl) = ————= = = =8.109
[ JEesee? VB W —
T1 89: CATALOG: norm( crossP([-1,4,7],[3,5,-2]) )/norm([3,5,-2]) ¢

2.6. Planer i rummet.
Lad P, vere et givet punkt og7 en given egentlig vektor.
Ved en plan « gennem P, med vektoren 77 som normalvektor forstds mengden af punktet P for

%
hvilken vektoren P, P star vinkelret pa vektoren n (se figur 2.12).

A -

./\j

Fig 2.12. Plan
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2.6 Planer i rummet

a
Lad punktet Py=(x,, ,, z,) 0g # =| b | (jeevnfor figur 2.2).
c
X—Xq) (a
Da geelder P:P-ﬁ =0 | y—y||b|=0alx—xy)+b(y—yy)+c(z—2,)=0 (1)
zZ—2, c
Ligningen (1) kaldes planens ligning. Vektoren 7 kaldes planens normalvektor
Enhver plan kan altsd fremstilles ved en ligning af ferste grad ax+by+cz+d =0,
Omvendt vil enhver ligningax +by+cz+d =0 hvor (a,b,c) # (0,0,0) fremstille en plan med
a
vektoren 7 =| b | som normalvektor.

C

Eksempel 2.14. Ligning for plan.
Find ligningen for planen gennem punkterne A = (1, 2, 1), B=(0, -1, 2) og C = (-1, -2, 2).
Lesning:

-1) (-2 1
En normalvektor til planen er 7 = AB ZC: -3|x| -4|=|-1
1 1 -2
Planens ligning erda: I(x-1)-1(y—-2)-2(z-1)=0=x—y—-2z+3=0 L 2

Vinkel mellem to planer.
Ved vinklen mellem to planer forstas vinklen mellem deres normalvektorer. Denne vinkel kan
enten vare spids eller stump. Er intet andet navnt vil man sedvanligvis mene den spidse vinkel.

‘na }’lﬁ‘

ﬁﬂ‘

Denne spidse vinkel v kan beregnes af cosv = . (se figur 2.13)

n

[21

Fig 2.13. Vinkel mellem planer
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2 Rumgeometri

I en rumlig figur eksempelvis et tetraeder kan man enske at finde den indvendige vinkel i figuren,
og denne kan jo godt vaere stump.

Onsker man eksempelvis i tetracderet ABCD (se

figur 2.14) at bestemme den indvendige vinkel D

mellem planerne ABD og BCD, sé skal man valge

normalvektorerne siledes at den ene normalvektor

peger indad i figuren og den anden udad figuren.
- - C

ngep = BDx BC peger her ind 1 figuren

A
- -

n 4zp = BDx BA peger ud af figuren
Den indvendige vinkel i tetraederet er sa

B Npep "M app B
cos(V)= 1= 1= ]

‘nBCD HnABD‘ Fig. 2.14. Tetraeder
Eksempel 2.15. Vinkel mellem planer.
Lad hjernerne i et tetraeder ABCD have koordinaterne
A=(1,2,1), B=(0,-1,2),C=(-1,-2,2)0gD=(2,3,5)
Find den indvendige vinkel i tetracderet ved kanten AB
Lesning:
1
Ifolge eksempel 2.14 har planen ABC normalvektoren 7, = 4B < Ac = [ 1}
-1\ (-1 -13
- -
Planen ABD har normalvektoren 7, = ABx AD=|-3|x|1 |=|3
1) \4 4

cosv=lile 137348 o476 v =10434°

iy 1+ 1+4/169+1+4 —
TI89:
1) Idet cosv :% =¢é,-€,, hvor e, og e, er enhedsvektorer fas

a .
cos™( dotP(unitV([1,-1,2]),unitV([-13,3,-4]))) Resultat: 104.34

L 4
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2.6 Planer i rummet

Afstand mellem punkt og plan «

Ved afstanden mellem et punkt og en plan forstas afstanden |PPa ,hvor P er P’s projektion

pa planen « (se figur 2.15)

A - P=(x.y.2)

/)
k

0 7 b

d p

1

X
Fig. 2.15 . Afstand d mellem P og plan

Afstanden findes lettest ved benyttelse af setning 2.2.

Satning 2.2. Afstandsformel.
Punktet P, = (x,, y,, z,) ‘s afstand fra planen med ligningen ax+by+cz+d =0 er

‘ax0 +by, +cz, +d‘

“Jat +b* +¢?

Beviset er ganske analogt med det tilsvarende bevis i planen for afstand mellem punkt og linie, og vil derfor ikke
blive gentaget her.

dist(P,,a) =

Eksempel 2.16. Afstandsformel

Lad der vare givet et punkt P=(1, 0, 2) ogenplana: 2x+2y+2z-13=0 .
Find punktet P’s afstand til « .

Lesning:

2:142-0+1-2-13
dist(PO,a):‘ ‘:i:; ¢

2% 422 412 9

27



2 Rumgeometri

Skeering mellem linie og plan.

P& figur 2.17 er tegnet en linie / som skerer Az
planen « i punktet S.

Da punktet S ligger bade 1 planen « og pé
linien / mé dens koordinater tilfredsstille bade
liniens parameterfremstilling og planens

/\
.. S
ligning.
Fremgangsmaden fremgér af det folgende 2\
k

eksempel 2.17.

Fig. 2.16 . Skcering mellem linie og plan

Eksempel 2.17. Skaering linie - plan.

x 0 2

Lad der vaere givet en liniel: | y|=|2 |+t 1| ogenplan a: 2x+2y+z—-11=0
z 0 1

Find skaringspunktet S mellem linien og planen.

Lesning:

X 0 2 x =2t
Parameterfremstillingen | y|=|2|+¢ 1| <y =2+1

z 0 1 z=t
indsattes i ligningen 2x+2y+z—-11=0
20+20)+2Q2+t)+t—-11=0<=1¢t=1
Indsattes t= 1 1 parameterfremstillingen fds skeringspunktet. S=(2,3, 1)
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2.6 Planer i rummet

Vinkel mellem linie / og plan « .
Projektionen af / pd & er den linie /, som fremkommer ved at alle punkter pa / projiceres ned pé
planen « .

Vinklen mellem en linie og plan er vinklen mellem linien og dens projektion pé planen (se figur
2.17).

u

Fig. 2.17 . Vinkel mellem linie og plan

Vinklen v mellem en linie / med retningsvektor ! og en plan ¢ med normalvektor n beregnes
lettest ved, at man ferst beregner den spidse vinkel u mellem retningsvektoren for linien og
planens normalvektor. Derefter er v =90° - u (se figur 2.17)

\Z-fz

i

Da cos(«) =sin(90—u) = sinv fds sinv =

Eksempel 2.18. Vinkel mellem linie og plan.

X 0 2
Lad der vaere giveten linie/: | y|=|2|+¢ 1| ogenplan a: 2x+2y+z—-11=0
z 0 1
Find vinklen v mellem linien og planen
Lesning:
2\ (2
1|12
‘ ‘Z . ﬁ‘ 1) 7
sinv = = =0.9526 v="72.28°

i[i -~ Vevo  3J6 ==

TI 89:
sin”(abs(dotP(unitV([2,1,1]),unitV([2,2,1])))) Resultat: 72.28°

L 4
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2 Rumgeometri

2.7 Polyedre, cylinder, kegle og deres rumfang.

Polyedre

Indledning. Ved et polyeder forstas et legeme, der er
begraenset af et endeligt antal plane polygoner. Disse
polygoner kaldes polyederets sideflader, og deres sider
og vinkelspidser betegnes henholdsvis som polyederets
kanter og hjernespidser.. En diagonal er en ret linie,
der forbinder to hjernespidser uden at ligge i en af
polyederets sideflader. (se figur 2.18).

Et konvekst polyeder er et polyeder, hvor det for
vilkarlige punkter A og B 1 polyederet gelder, at hele
liniestykket AB tilherer polyederet..

Prisme.

Lad der vere givet to polygoner F og G, som ikke ligger
1 samme plan, og hvor F kan feres over i G ved en
parallelforskydning. (se figur 2.19). Ved prismet bestemt
af ' og G forstés det polyeder, hvis kanter er siderne i
og G samt forbindelsesstykkerne mellem tilsvarende
vinkelspidser i1 de to polygoner. Afstanden mellem F og
G (prismets grundflader) kaldes prismets hgjde.

Rumfanget af et prisme er G-/ hvor G er grundfladens
areal og h er hejden, dvs. afstanden mellem de to
parallelle flader.

Nedenstiende figurer viser specielle prismer.

Ret prisme
(sidekanter
vinkelret pa
orundllade)

Parallelepipedum

(grundflader er Kasse

parallelogrammer) (alle Mader cr
rektangler)
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2.7 Polyedre, cylinder, kegle og deres rumfang

Pyramide

Ved en n - sidet pyramide forstds et polyeder, der
frembringes ved, at vinkelspidserne i en given plan # - kant
ABC, ... forbindes med et punkt T uden for polygonens
plan (se figur 2.20).

Polygonen ABC... kaldes pyramidens grundflade og
trekanterne TAB, TBC, ... kaldes pyramidens sideflader. Er
H projektionen af toppunktet T pé grundfladen, kaldes HT
for pyramidens hejde

Af specielle pyramider kan navnes de tidligere omtalte
tetraedre, som er begranset af fire trekanter.

1
Rumfanget af en pyramide E'G'h hvor G er

grundfladens areal og h er hgjden

B C
Fig. 2.20. Pyramide

D

B
Fig. 2.21. Tetraeder

Rumfanget af en cylinder er G-/ hvor G er grundfladens areal og h er hejden, dvs. afstanden

mellem de to parallelle flader.

1
Rumfanget af en kegle er —* G-/ hvor G er grundfladens areal og h er hgjden.

3
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2 Rumgeometri

2.8 Kuglen

Pa figur 2.22 er tegnet en kugle med centrum i C = (x,, y,,z,) og radius r.

Fig 2.22. Kugle med radius r

Kuglen kan vises at have rumfanget V :% z-r* ogoverfladen O =4 77>

Satning 2.3.Kuglens ligning
En kugle med centrum i C = (x,, y,,2,) og radius 7 har ligningen

(x=x0)° +(y=y0)’ +(z—z0)* =77

Bevis:
Lad P = (x, y, z)veere et vilkarligt punkt pa periferien af kuglen.
Da Kugleperiferien bestér af netop de punkter, hvis afstand til centrum er radius r, er |CP| =r.

I folge afstandsformlen haves nu

ICP| =7 & J(x=x0)2 + (y=y0)? +(z=29)> =1 (x=x0)” +(r=10)> +(z=2)° =1

L 4
Eksempel 2.19 Kugle
Opskriv ligningen for kuglen med centrum i C = (1, -2, 5) og radius r =5 .
Lesning.
(x-D>+(y+2)* +(z=5* =25
L 4

Ganges kuglens ligning ud fas
X—Xx )2+(y—y 2+(z—z 2=r2<:>x2+y2+zz—2x xX=2y,y—2z z+x2+y2+22=r2
0 0 0 0 0 0 0 0 0

Vikan derfor omvendt se, at hvis vi har en ligning indeholdende leddet x* + y? + z* sé fremstiller

det muligvis en kugle.
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2.8 Kuglen

Eksempel 2.20 Kugle
Undersog om ligningen x? +y? +z2 —2x+4y—12z+32 = 0 fremstiller en kugle, og angiv i

bekraeftende fald kuglens centrum og radius.

Lesning:

Vihar,at —2x, =-2A-2y,=4r-2z,=-12 x5 =1Ayy) =—2Az, =6
Hermed fs x,” +y,” +z,” =41 dvs. 41-32=9= r?ellerr=3

Lad en kugle have centrum C og radius . Ved kuglens tangentplan i et punkt P pé periferien,
forstas den plan, som gar gennem P og star vinkelret pa CP.

Eksempel 2.21. Tangentplan

En kugle har centrum C = (3, 4,5) og radius 7 =469 .

1) Vis, at punktet P = (4, 2, -3) ligger pa kugleperiferien.
2) Find ligningen for tangentplanen til kuglen i punktet P.

Lesning:
I -
1) cP=|-2| |cPl=vita+64 =409
-8
5
Da |CP| = r ligger P pa kuglens periferi.
1
2) Tangentplanen gar gennem P og har normalvktoren C_’>P =[-2
-8

Tangentens ligning: 1(x—4)+(-2)(y—-2)+(-8)(z+3)=0< x-2y—-8z=24
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2 Rumgeometri

Opgaver til kapitel 2
2.1 Afsati et koordinatsystem punktet P = (1, 2, 0) og punktet Q = (0, -2, 3). Afsat endvidere
2
5
punktet R, saledes at vektoren PR =| 0|, og angiv R’s koordinater.
1

2.2

2.3

24

2.5

Lad der vaere givet punkterne A =(-1, 0, 0), B=(3, 0, 4) og C=(6, 3, 7).
Bestem punktet D, s ABCD danner et parallelogram.

3

Find det arbejde som kraften k =| -2 | udforer pa en partikel, nar denne beveger sig retlinet
4

fra punktet A = (8, -2, -3) til punktet B = (-2, 0, 6).

1 1 -5
Undersog om vektorerne a=|1|, b=|2 og ¢=|4 |er indbyrdes ortogonale
1 -3 1

(vinkelrette pa hinanden).

I terningen ABCD - EFGH med kantlaengden a, skal man finde vinklen u mellem diagonalen
i grundfladen AC og diagonalen AG. Find endvidere vinklen v mellem diagonalerne AG og
BH.

2.6 Linien / gar gennem punkterne A = (2,-3,4) og B=(-1,4, 3)

2.7

2.8

Angiv en parameterfremstilling for /.

X 2 1
En anden linie m har parameterfremstillingen | y|=|3 |+¢3
z -1 2
Undersgg om linierne / og m skerer hinanden.
X 2 2
Lad en partikel P bevage sig med jevn hastighed bestemt ved | y|=|1|+¢ 2|, hvort
z 4 1

angiver tiden i1 sekunder og afstande regnes i meter.
a) Find farten (i m/s)
b) Find den streekning (1 m) som legemet gennemleber 1 5 sekunder.

Givet punkterne A = (4, 3,-2),B=(5,9,1),C=(2,-1,-1) ogD=(4, 19, 12).

Lad / vere linien gennem A og B og lad m vere linien gennem C og D.

a) Find koordinaterne til linierne / og m’s skaeringspunktet E (forudsat naturligvis at de skeaerer

hinanden).

b) Find vinklen mellem de to linier
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Opgaver til kapitel 2

1
2.9 Etretlinet rer med en diameter pé 10 skal fores fra punktet P i én bygning til punktet Q i

en anden bygning. Rerets centerlinie gar gennem P = (-2, 1, 3) og Q = (5, 4, 6).

a) Find en parameterfremstilling for linien gennem P og Q.
b) Undersog om rerstykket frit kan passere en

2.10

2.11

2.12

2.13

2.14

2.15

kommende kasseformet udbygning K givet ved K
= {(x,y,z)‘—léxﬁ 1/\2Sy£4/\0£z£4}

Q
(Vink: tegn figuren set ovenfra).

En kugle med radius 4 m og med centrum i koordinatsystemets begyndelsespunkt roterer
om z - aksen med en vinkelhastighed @ = 2 rad/sec ("hgjre om”).

Find hastighedsvektorerne v, og Vi punkterne P =( 24/2,-22,0) og
Q = (27 37 - ﬁ )

Lad der vaere givet et stativ af stenger af form som et tetraeder. Under samme betingelser
som i eksempel 2.12 skal man finde reaktionskrafterne i punkterne
A=3,0,0), B=(2,1,0)0gC=(-1,-2,0), nar punktet D = (1, 2, 6) er pdvirket af
0
kraften & =| 0
-4
a) Angiv ligningen for en plan « , som gir gennem punkterne
A=(3,1,-2),B=(1,2,3)0g C=(-1, 3, 2).
b) Angiv ligningen for en plan, der gar gennem D = (1, 3, 2) og er parallel med o .

Find arealet af A ABC., hvor A=(2,0,-1), B=(1,-1,2)ogC=(0,2,1)

Lad der vaere givet punkterne A =(2, 1, 1), B=(-1, 2,3) og C=(0, 1, 2).
a) Find ligningen for den plan « , som indeholder A, B og C.
b) Find ligningen for den plan £, som indeholder A, B og er parallel med z - aksen.

¢) Find ligningen for den plan y , som indeholder A, og er parallel med yz - planen.
d) Find de tre planers skaringspunkter med x - aksen.
I tetraederet ABCD er A = (6, 0, 0), B=1(2, 0, 3) og C = (0, 0, 0). Idet D har positive

koordinater,

1
DB‘ = ‘DA‘ = 23 og D’s projektion pd xz - planen falder pa liniestykket AB,

skal man
a)  Skitsere tetraederet i et retvinklet koordinatsystem og finde D’s koordinater.

2
b)  Idet P er det punkt péd BD for hvilke ‘BP‘ = 3 \BD , skal P’s koordinater angives.
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2 Rumgeometri

2.16 To rette linier / og m er givet ved parameterfremstillingerne

X 1 X 2 2
L ly|l=t2]|, teR og m. |y|l=|1 |+s/1]|, seRrR
z 3 z -2 1

Find en ligning for den plan « , som indeholder / og er parallel med m.

2.17 a) Undersog om linierne

X -2 1 X 1 1
Llyl=|5 |+{1|, teR og m |y|=|2|+s/2|, s€R skearerhinanden.
z 10 2 z 4 3

b) Find skeringspunktet mellem linien / og planene med ligningen
a: 6x+7y+2z=26

2.18 Beregn toplansvinklen mellem to diagonalplaner i en terning.

2.19 Taghaldningen er overalt 45° pd en firleenget gérd (hvor leengerne stir vinkelret pa
hinanden.
Find vinklen mellem to sammenstedende tagflader tilherende hver sin leenge.

2.20 Tetraederet ABCD er bestemt ved
A=(8,2,0),B=(0,4,0),C=(3,-1,0) 0g D=(0, 0, 2).
a) Find afstanden fra C til planen ABD.

1
b) Idet rumfanget af en tetraeder er 3 G- h,hvor G er grundfladens areal og 4 er hgjden

skal man finde rumfanget af tetracderet ABCD
¢) Find vinklen mellem kanten CD og planen ABD.
d) Find den indvendige vinkel ved kanten CD.
e) Fodpunktet for hejden fra C pd planen ABD kaldes H. Find H’s koordinater.
f) Find vinklen mellem linierne CD og AD.

2.21 Der er givet et punkt P = (2, 3, 1), samt en ret linie m med parameterfremstillingen

X 2 2
y|=|6 |[+t1]|, teR
z -5 2

a) Find ligningen for den plan « , som indeholder punktet P og den rette linie m.
b) Find ligningen for den plan S, som gar gennem P og star vinkelret pa linien m.
¢) Find skeringspunktet H mellem m og .

d) Bestem en parameterfremstilling for linien gennem P, som skarer m under en ret
vinkel.
e) Find koordinaterne til punktet P’s symmetriske punkt med hensyn til linien m.
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Opgaver til kapitel 2

2.22 En kugle har centrum i C = (3, 5, -2) og gér gennem punktet P = (0,2, -3).
Opskriv kuglens ligning.

2.23 Angiv en ligning for den kugle, der gér gennem punktet P = (4, 6, 9) og som tangerer
xy-planen i punktet O = (0.0.0)

2.24 Bestem centrum og radius for de kugler, hvis ligninger er
a) x2+y>+z2 —6x+16y+64=0
b) x? +y2 +z° -8y+15=0
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3.2 Sferisk trekant

Ved den “sfeeriske” afstand mellem to punkter A og B forstds den mindste af de to storcirkelbu-
er, der forbinder punkterne malt i grader (eller radianer)

Sfeerisk tokant

To forskellige storcirkler deler kuglen i 4 omrader. Hver af
disse omrader kaldes en sferisk tokant.

En tokant begraenses altsé af 2 halve storcirkler . Pa figuren
er det skraverede omrade sédledes en tokant.

Tokantsvinklen v er afstanden mellem de to halvcirklers
midtpunkter, hvilket er den samme som vinklen mellem de
to planer der bestemmer storcirklerne .

Det bliver derfor ogsé den sferiske afstand mellem de to
poler P og Q pé figur 3.3. Velges de poler, der ligger pa
samme side af storcirklen som tokanten bliver det vinklen
mellem P, og Q, dvs. den bliver 180 - v.

Fig. 3.3. Tokant

3.2 Sfaerisk trekant

Tre storcirkler, der ikke gar gennem samme punkt, deler
kuglen i otte omrdder. Hvert af disse kaldes en sfarisk
trekant. Pa figur 3.4 er aftegnet en af disse trekanter med
vinkelspidserne A, B og C. Hver af de sferiske afstande
mellem to af trekantens vinkelspidser kaldes en side.
Disse sider betegnes pd samme made som i plangeometri-
en med a, b og c.

Ligeledes taler man 1 en sfarisk trekant om medianer,
hejder osv. 1 tilsvarende betydning som for en plan
trekant.

Fig. 3.4. Sfeerisk trekant

Lillecirkel

Skerer vi kuglen med en plan, der ikke gar gennem centrum af kuglen bliver skaringskurven en
cirkel. Denne kaldes en lillecirkel.

En breddecirkel er et eksempel pa en lillecirkel (idet dog vi her ser bort fra akvator, som jo er
en storcirkel.
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3. Sferisk geometri

Af figur 3.5 ses, at hvis lillecirklen er en “breddecirkel”
pa b’ bredde, s er radius BA = r-cosbh.

Omkredsen af lillecirklen er folgelig 2- 777 -cosb

Er den sfaeriske afstand mellem to punkter pa storcirklen
v’ sd er den tilsvarende buelaengde pé lillecirklen folgelig v - cos b

Fig 3.5 Omkreds af lillecirkel

Eksempel 3.1. Sejlads langs breddecirkel

Et skib sejler fra Esbjerg (55.3° N, 8.15° @) til et punkt P (55.3° N, 1.5° V) ved den engelske kyst
langs breddecirklen 55.3° N.

Idet skibet sejler med en fart pa 16 knob, skal man beregne hvor lang tid det tager for skibet at
sejle fra Esbjerg til P.

Lesning:

PA figuren er N nordpolen og NB og NA er l&engdecirk-

lerne gennem E og P ned til &kvator.

N
Idet Z N =1.5+8.15=9.55" er BA =9.55° ‘
Heraf folger at EP = 9.55-cos(55.3) = 5.44°
A4 .
Idet 1° = 60 sm vil sejladsen vare > 1660 =204 timer
= N

L 4

Til beregning af stykkerne i en vilkarlig plan trekant anvendes cosinus- og sinusrelationerne.
Ganske pd samme mide kan man for en vilkarlig sferiske trekant udvikle cosinus-og
sinusrelationer. Beviset for disse relationer er ret omfattende og kraver en raekke supplerende
begreber udviklet. Dette sker i det folgende afsnit.
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3.3 Sferiske koordinater

3.3. Sfeeriske koordinater, polartrekant

3.3.1 Polartrekant

Ved polartrekanten A,B,C, til en sfariske trekant ABC forstds den
sfeeriske trekant, hvis vinkelspidser er poler for siderne til den givne
trekant, idet man ved udvealgelsen af polen for en trekantside skal vaelge
den pol, der ligger pa samme side af trekantsiden som trekant ABC.

Pa figur 3.6 er sdledes A, pol for storcirklen gennem B og C, og afstanden
A A, < 90° da A, ligger p4 samme “halvkugle” som A

Der gelder nu folgende s@tninger: Fig. 3.6. Polartrekant

Seetning 3.1. Hvis A,B,C, er polartrekant til ABC, vil omvendt ABC veere polartrekant til AB,C,.

Bevis:

Idet B,C, indeholder en pol for hver af siderne AC og AB, er B,C, vinkelret pa disse to sider. Gennem sidernes
skaeringspunkt A vil der derfor gé to forskellige storcirkler vinkelret pd B,C,. A er folgelig en pol for B,C,.
Tilsvarende indses, at B og C er poler for henholdsvis AC og AB.

Seetning 3.2 Er A |B,C, polartrekant til ABC vil sider og vinkler i AB,C, veere supplementvinkler til vinkler og sider
i ABC. Der geelder altsda

A, =180"-a, B,=180"-b, C,=180°-c, a,=180°-A, b, =180°-B, c,=180°-C.

Bevis:

Betragte den af AB og AC bestemte tokant, er den sferiske afstand a, mellem de to poler C, og B, (ifelge afsnittet
om tokanter ) 180° -toplansvinklen A. dvs. a, = 180° - A

Tilsvarende kan vises for de avrige sider.

Da ABC er polartrekant for A,B,C, fés tilsvarende, at a =180° - A,, hvoraf A, = 180°-a ¢

3.3.2 Sfeeriske koordinater
Vi betragter en kugle med centrum O og radius . Vi anbringer et
koordinatsystem med centrum i O (se figur 1.7)

For et vilkérligt punkt P betegner vi dens sferiske afstand til
punktet (0, 0, 7) med O

> 5 o
Vi har nu, at OP=0P,+OP, , og r* =|oP’ =|oB,|* +|oR|* (1)
Af den retvinklede trekant OPP,, fis |OP,|=r|cos €]
Indsaettes dette i (1), fas

r? =r? cos? 9+‘OPl‘2 o op|* =r2(1-cos? 6) = |oP|* =12 sin> @

Da 0<@<rer sind>0,dvs. |OP|=rsind

N
Koordinaterne til OP kan derfor skrives pa formen

(7sin @-cos @, sin O-sinp,0) , hvor 0< <27

- - . . -
Da trediekoordinaten til OPer OP-k=r-cos@har vi nu OP‘s
koordinater, og dermed P’s koordinater

P= (r sin 8- cos @, r sin H-Sin(p,rcosﬁ)

Fig. 1.7. Sfeeriske koordinater

Beliggenheden af P pa kuglen kan derfor karakteriseres ved talparret(g,6), som kaldes punktets sfaeriske

koordinater.
I geografien og astronomien méles vinklerne ofte i grader, og man erstattes i reglen @ med v=90°- @
Eksempelvis ligger Kebenhavn 55°42' nordlig bredde og 12°35' gstlig leengde.
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3. Sferisk geometri

3.4. Grundformler for en vilkarlig sferisk trekant

Saetning 3.3
For en sfaerisk trekant ABC med siderne a, b og ¢ gelder folgende formler
Cosinusrelationerne:

cosa—cosb-cosc

(la) cosa=cosh-cosc+sinb-sinc-cos A4 eller (1b) cosd= - -
sinb-sinc

cos A+cosB-cosC

(2a) cosA=-cosB-cosC+sinB-sinC-cosa ¢eller (2b) cosa= - -
sin B-sin C
Sinusrelationerne:
sina sinb sinc
Q) —=——=—
smd smB sinC

Det er klart, at har man en trekant PNQ (hvad man ofte har, da N er nordpolen) s& kan man bare
indsaztte de relevante bogstaver eksempelvis

COS p =C0Sq-cosn+sing-sinn-cos P

Bevis:

Bevis for formel (1a)

Koordinatsystemet anbringes som pa figur 3.8, saledes at C har koordinaten (0,0,r), B ligger i xz-planen med positiv
forstekoordinat, og A har positiv andenkoordinat.

A har da de sfaeriske koordinater (b, C) og B har koordinaterne (a,0).

rsinbcosC rsina
_)
Heraf folger OA=| rsinbsinC | og OB=|0
rcosC rcosa

> o

2 . . 2
OA-OB =r~ sina-sinb-cosC+r~ cosa-cosb
-

OB 2

5
OA|- cosc=r--cosc

> o
Da vi samtidig har, at O4-OB =

far vi, at cosc =cosa-cosb+sina-sinb-cosC

Bevis for formel (2a)

Benyttes formel (1) pa polartrekanten A,B,C, fés Fig. 3.8. Sfeerisk trekant
cosaj =cosby - coscy + sinby - sincy - cos 4

Af setning 1.2 folger nu ved indszttelse

cos (1807 — 4) = cos(180° — B) - cos(180° — C) + sin(180° — B) - sin(180° — C - cos(180° — a)

Da cos(1800 —u)=—cosu og sin(1800 —u)=sinu, fas
cosA=—-cosB-cosC+sinB-sinC-cosa
Hermed er formel (2) bevist
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3.4 Grundformler for en vilkdrlig sferisk trekant

Bevis for formel (7)
Placeres koordinatsystemet som pé figur 3.8 er

rsinbcosC rsina 0
- - -
OA=|rsinbsinC |, OB=|0 og OC=|0

rcosC rcosa r

- > -
Da OC, OB og OA i denne reekkefolge er i hgjrestilling, er rumfanget V af det parallellepipidum, der udspaendes af

- - -
de 3 vektorer V' =(OCx OB)-0OA eller

0 rsina rsinbcosC 0 rsinbcosC
V=|]0|x]|0 A rsinbsinC | =|r?sina|-| rsinbsinC | = > sina sinbsin C
r rcosa rcosC 0 rcosC

Det er imidlertid klart, at havde vi indlagt kooordinatsystemet med punktet A pa z-aksen, C i xz-planen osv. sa ville
vi ved simpel bogstavombytning f4 V = r3 sinb sin ¢ sin 4
Det giver 3 sinasinbsin C = 1> sinbsincsin A < sina sin C = sin ¢ sin 4
... . sina sinc
Ved division fas — =—
sind sinC
En yderligere @ndring af koordinatsystemet vil give den sidste relation ¢

Det skal bemerkes, at man sa vidt muligt undgér at benytte sinusrelationerne, da det kan vere
vanskeligt at bedemme, ud fra disse om en vinkel eller side er spids eller stump (v og 180 - v har
begge samme sinus).

Eksempel 3.2 Sejlads langs en storcirkel

Et skib sejler fra Esbjerg (55.3° N, 8.15° ©) til Edinburgh (56.1°N, 2.6° V).

a) Beregn afstanden (i semil) fra Esbjerg til Edinburgh

b Idet skibet sejler med en fart pa 20 knob, skal man beregne hvor lang tid det tager for skibet
at sejle fra Esbjerg til Edinburgh.

Lesning:

Pé figur 3.9 betragtes den sfariske trekant, hvis vinkelspidser er

Esbjerg (E), Edinburgh (A) og nordpolen N .

a) Vinkel N er her byernes laengdeforskel, dvs.
N=8.15"+2.6"=10,75,
a=90°-56.1°=339 0ge=90"-553=34.7

Af cosinusrelationen (1a):
cos(n) =cosa-cose+sina-sine-cos N

fas nu Fig. 3.9. Afstand mellem to
punkter

AE = cos ™' (c0s339° -c0s34.7" +5in339" -sin34.7° -c0s1075")  _ ¢

..., 610-60 :
b) Sejltid 0 =18.3 timer
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3. Sferisk geometri

3.5. Den retvinklede sfeeriske trekant

Ligesom det for almindelige plane trekanter ofte er nodvendigt at treekke hegjden i trekanten for
at kunne udregne de enskede storrelser, er dette ogsé tilfeldet for sfaeriske trekanter. Dette er
specielt nedvendigt, da vinkelsummen i en sfarisk trekant jo ikke er 180°, s man kan ikke
udnytte, at kender man to vinkler kan den tredie let beregnes.

Benyttes sinusrelationer til beregning af vinkler kan lgsningen jo bade vere en vinkel v og 180 -
v. Dette kan 1 visse tilfeelde vaere svart at afgere, Som det fremgér af den felgende s@tning 3.4
har man for retvinklede trekanter mulighed for at afgere dette.

Lad os betragte en trekant, hvor vinkel C er 90°.

Som i det plane tilfaelde kaldes den modstaende side ¢ for hypotenusen og de hosliggende sider
a og b for kateterne.

Der geelder nu folgende satning:
Seetning 3.4. En katete og dens modstdende vinkel er af samme “art”, dvs. enten begge spidse,

begge rette eller begge stumpe.

Bevis:

P figur 3.10 er punktet B pol for AC, dvs. i trekant ABC er A =90° og

C =90°, samt CB = 90°.

Betragtes nu den retvinklede trekant AB,C, hvor

C =90° ses umiddelbart, at sivel A som den modstiende katete CB, er C
spidse.

Tilsvarende ses ved at betragte den retvinklede trekant AB,C, at sével

A som CB, er stumpe

Hermed er setningen bevist.

L 4

Fig 3.10. Katete og modstdiende
vinkel

Ud fra de generelle grundformler i seetning 3.3 kan vi nu let vise en reekke specielle formler for
retvinklede trekanter.

Seetning 3.5 For en retvinklet trekant ABC hvor C = 90"

geelder B

(4) cosc=cosa-cosbh

(5) sind= 51.na e a
sinc
tanb
(6) cosd= an
tanc
t
(7) tand=-29 A ‘
sinb C
Huskeregel: Formlerne svarer til de sadvanlige for b

retvinklede trekanter, . .
eksempelvis cos = hosliggende divideret med hypotenuse Fig. 1.11. Retvinklet trekant
osv
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Bevis:
(4) Af cosinusrelationen (1a) cosc=cosa-cosb+sina-sinb-cosC
fas, da cosC=c0s90=0 cosc =cosa-cosbh
sina sinc sina

(5) Af sinusrelationen (3) fis —— = — S sind =—
sind sin90 sinc

da sin 90 = 1.
(6) Af cosinusrelationen (2a) cos 4 = —cos B-cos C +sin B-sin C-cosa fis cos A =sin B-cosa (da cos90 =0)
sinb

Fra formel (4) haves: cosa = cose og fra formel (5): sin B =—
cosb sinc

. . . sinb cosc tanb
Indsettes disse fas cos 4 =sin B - cosa =——- =
sinc cosh tanc

sina . sinc
. . sina- .
sin A sinc sina-tanc cosc sina-cosbh

@) tan A4 = = — = — =—
cosA tandb tanb-sinc sinb sinc sinb-cosc
tanc cosh
Formel (1) cosc = cosa-cosb indszttes
sina tana
tan A = =

sinb-cosa sinb

2
3.6 De 6 trekantstilfeelde

Som i plangeometrien er det nu muligt ud fra 3 “stykker” (f.eks. en vinkel og 2 sider) at beregne
de manglende stykker.
1) Givet de tre sider a, b og c:
Ved at benytte relationen (1b) findes £ A og ved bogstavombytning de to andre vinkler
(bemerk: Vinkelsummen i en sfarisk trekant er ikke 180° (360° < A + B + C < 540°)

2) Givet de tre vinkler A, B og C :
Ved at benytte relationen (2b) findes a og ved bogstavombytning de to andre sider

3) Givet en vinkel A og de to hosliggende sider b og c: B
Af (1a) beregnes a.
Vi kender nu alle tre sider og kan fortsette som under
punkt 1.

4) Givet en side a og de to hosliggende vinkler B og C.
Af (2a) beregnes £ A. A
Vikender nu alle tre vinkler og kan fortsette som under C,
punkt 2. H

5) Givet en vinkel A og den hosliggende side ¢ og den Fig. 3.12 To losninger

modstaende side a.
Dette tilfeelde er forholdsvis kompliceret, da det er nedvendigt at tegne hejden fra B, og
betragte de to retvinklede trekanter, der fremkommer.
Endvidere risikerer man, at der er 2 trekanter A ABC og A ABC, der opfylder betingelserne
(se figur 3.12)
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3. Sferisk geometri

6) Givet en side a og den hosliggende vinkel B og den modstédende vinkel A.
Man betragter i stedet polartrekanten og benytter saetning 3.2. I polartrekanten kendes nu en
side, den hosliggende og den modstidende vinkel, dvs. beregningerne kan foretages som under
punkt 5

3.7. Navigationsformler:

I navigation benyttes en reekke formler, som er nyttige i ofte forekommende situationer.
Formlerne kan som det fremgar af det felgende udledes ud fra ovenstdende trekantsformler.

I disse ofte foreckommende situationer slipper man derved for at betragte passende trekanter, men
kan direkte indsatte i formlerne. Man undgar dog ikke at foretage en vurdering, bl.a. i form af en
skitse, da eksempelvis kursen afth@nger af, om man sejler mod est eller vest.

Der er dog ogsa en rekke situationer, hvor disse formler ikke helt slir til, og hvor det er
nedvendigt at lose problemet ved at betragte passende sfariske trekanter.

Definitioner:
Et skibs kurs er en vinkel i grader regnet fra nord med uret. En kurs stik ost er altsd 90°.

Punkterne A og B s geografiske koordinater benevnes 4 = (b ,,l,) og B =(b,,l;)

I navigationsformlerne skal bredde indsattes med fortegn + for nordlig bredde og - for sydlig
bredde.
Eksempelvis ligger A pé den sydlige halvkugle erstattes i de folgende formler b, med - b, .

Leengdeforskellen mellem A og B benavnes lgf, 5 , dvs.lgf, 5 = |1, — 1|

I:  Afstanden dist(A,B) mellem to punkter 4= (b,,l,) og B=(b;,l;) er bestemt ved
(nl) dist(AB) = cos™' (sin(bA )-sin(b, )+ cos(b,)-cos(by)-cos(lg f, ))

N
II:  Begyndelseskursen & for en sejlads fra A til B er bestemt ved
M) L~ cosl( sin(bp) — sin(b ;) - cos(dist(A, B)J
cos(b ) - sin(dist(A, B)
hvor Z A er vinklen mellem nord og sejlruten.
Kursen £ kan sa bestemmes athangig af, om man sejler mod ost eller vest.

B
A

II: Alle storcirkler skaerer akvator 2 steder, og folgelig vil der pa en stocirkel altid vere et
punkt M pa den nordlige halvkugle der ligger taettest ved nordpolen.
Lad A’s position og begyndelseskursen k vaere kendt
Lad M have koordinaterne M = ( b, ,/,,)

(m3) b, = cos‘l(cos(bA)-‘sin(k)D.

tan(b ) j
tan(b,,)

[\ kan nu bestemmes ud fra om kursen er gstlig eller vestlig.

(nd) lgf,, =cos™ (
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IV: Lad der veere givet en meridian med lengden /.

Denne meridian og storcirklen, som er bestemt ud fra A’s koordinater og begyndelses-
kursen skarer hinanden i D. Vi har altsa, at D= (b,,/,), hvor /, er kendt.

(n5) b, =tan"' (tan(bM )-cos(lgf,, » ))

V: Etskib sejler fra A med begyndelseskurs &, og med en hastighed pa v knob.
Efter 7 timer er skibet i punktet B .
Lad A’s position og begyndelseskursen k& veere kendt
Lad B have koordinaterne B = ( b, ,/;)

Idetu = v geelder
60
(n6) bg = sin_l(cos(bA) -cos(k) - sin(u) + sin(b ) - cos(u))

cos(u) —sin(b , ) -sin(b, )J
cos(b,)-cos(by)

(n7) lgf,z=cos™ (

Bevis
Ved udledningen skal benyttes de kendte trigonometriske overgangsformler.
(a) cos(90 — x) =sinx, sin(90.—x) =cosx, og
(b) cos(90 + x) = —sinx = sin(—x), sin(90.+x) = cosx = cos(—x),
(ses af tan(90—x) = sin(90 - x) = 09s(x) = !
tan(x) cos(90—x) sin(x) tan(x)
I: Vi sgger afstanden mellem to punkter A og B givet ved deres geografiske koordinater
Lad A=(b,,l,)0g B=(by,l;), oglad begge punkter ligge pa den nordlige halvkugle (se figuren)
I trekant ABN kendes nu AN=90-5b,, BN=90-5b, og LN = |ZA -1, | =lgf, s
Af formel (1) fis nu
dist=AB= cos ™' (cos(AN)-cos(BN) +sin( AN)-sin( BN) - cos(( N)
=cos ' (cos(90—b,,)-cos(90—b,) +sin(90—b ) -sin(90 — b, -cos(N))

= cos ™' (sin(b,, ) sin(by )+ cos(b,, ) -cos(b, ) -cos(lg f,_5))

(c) tan(90—-x)=

Hvis et punkt A pa den sydlige halvkugle , vil AN =90 + b,,
Af overgangsformlerne (b) ses, at formlen stadig geelde, hvis man
erstatter b, med - b,.
Formlen (nl)

d i s t = A B

cos”'(sin(b, ) sin(b,) + cos(b, ) -cos(b, ) cos(g /. ;)

er hermed bevist.

II: Vi seger begyndelseskursen k for en sejlads mellem to punkter A og B givet ved deres geografiske koordinater
Vi kender nu alle tre sider i trekant ANB, sa vi kan nu benytte formel (1b) til at finde vinkel A . Kursen kan
derefter beregnes athangig af om man sejler mod @st eller vest.

Y= cos’l( cos(NB) — cos(NA) - cos(AB)] _ COS,{sin(bB) —sin(by) - cos(dist)]
sin(NA) - sin(AB) cos(b ) - sin(dist)

Idet £ A let kan omseettes til kursen er formel (n2) hermed bevist.
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III:

1V:

Alle storcirkler skarer &kvator 2 steder, og folgelig vil der pa en

stocirkel altid vare et punkt M pa den nordlige halvkugle der N

ligger teettest ved nordpolen.

Pé figuren er en sédan situation aftegnet.

Lad A= (b,,l,) oglad kursen k i A vare kendt.

Vi seger punktet M’s bredde by, M

I den retvinklede trekant NMA kendes nu £A4 og AN=90-b, B

sin NM _ sin(90-b,,) cos(b,,) A
sin NA  sin(90—b,)  cos(b,)

Af formel (5) fas sin 4=

Heraf fas b = COS_I(cos(b 4) - sin A) .

Z A er kursen k (dog afthengig af om man sejler mod ost eller vest), s& hermed er formel (n3) bevist

Vi _seger nu leengdeforskellen mellem punkterne M og A.
1

tan NM _ tan(90-b,) tan(b, ) tan(b,)
tanNA tan(90—b,) 1 tan(b,,)
tan(b )

Af formel (6) fas: cos N =

tan(b
tan(b,,)

.Da /N= |lM -1, | =lgf,y fis £ N=lgf, ;COSIL j Dermed er formel (n4) bevist.

Lad der veere givet en meridian med laengden /,, .

Denne meridian og storcirklen, som er bestemt ud fra A’s koordinater og begyndelseskursen skarer hinanden
iD. Viharaltsd, at D= (b,,[,), hvor [, er kendt.

Viseger b,

Idet M som for er det punkt pd den nordlige halvkugle, som ligger N

teettest ved nordpolen, kendes M’s koordinater M = (b,,,1,,)

I den retvinklede trekant MND kendes £ N = |l w1 D| og

NM=90- b,
Af formel (6) fas: cosy - 22 NM _ 1an0=by) _ taniby) M
’ tan ND  tan(90-b,) tan(b,,) D
Heraf fas b, =tan™(tan(b,,)-cos(N)) eller A

b, =tan" (tan(bM )-cos(lgf, )) Hermed er formel (n5) bevist

Et skib sejler fra A ned begyndelseskurs &, og med en hastighed pa v knob. Efter ¢ timer er skibet i punktet B
Lad A’s position og begyndelseskursen & vaere kendt

Lad B have koordinaterne B = ( b, ,/; )

Vi seger koordinaterne til B. N

Skibet sejler v-¢ somil fra A til B, og dermed er |BA| = % grader.

I trekant NAB kendes £ A, NA =90 - b, og AB=u, dvs en vinkel og de to

hosliggende sider. B

Af formel (1) fds cos(NB) = cos(NA) - cos( AB) + sin( NA) - sin( AB) - cos( A) A
& cos(90—by) =cos(90—b,) - cos(u) +sin(90—b , ) - sin(u) - cos(A4)

< sin(by) =sin(b ) - cos(u) + cos(b ;) - sin(u) - cos(A4)

< b, =sin™ (sin(b ) -cos(u)+cos(b,)-sin(u)- cos(k)) . Hermed er formel (n6) bevist
Da vi nu kender alle tre sider i trekanten kan vi beregne £ N = |l M l 4 | = lgf, , af formel (1b)

cos(u) —cos(90—b ) -cos(90—bg)  cos(u)—sin(b,)-sin(bg)
sin(90—b4) -sin(90 —bp) B cos(b,)-cos(by)

cos(N) =
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cos(u) —sin(b, ) -sin(by)
cos(b,)-cos(by,)

Heraf fas lgf, , :COS"[ j , dvs formel (n7) er bevist. ¢

Til lesning af en reekke skibsopgaver er det nedvendigt at vide, at:
0

1 knob = 1 sgmil/time, 1 somil=1852m = 0

Det er naturligvis en afvejning i det enkelte tilfaelde, om man vil bruge sferiske trekanter, eller
navigationsformlerne.
Det folgende eksempel er et eksempel herpa:

Eksempel 3.3 Storcirkelsejlads
Et skib sejler storcirkelsejlads fra Esbjerg (55.3° N, 8.15° @) med kursen 330°. Skibet passerer
breddecirklen 59° N i punktet P. Storcirklen skerer breddecirklen i to punkter, men her gnskes
fundet det punkt P, hvor skibet forst passerer breddecirlen. Find koordinaterne til punktet P.
Lesning:

Vi ved, at vi ud fra de givne betingelser kan finde det
nordligste punkt pé storcirklen. Da skibet sejler mod
nordvest pa situationen vere som skitseret pa figuren,
hvor M er det nordligste punkt pa storcirklen, E er
Esbjerg, N er nordpolen, og den stiplede linie gennem
P, og P, er breddecirklen.

Strategi: Vi ved fra navigationsformlerne at vi kan finde M’s koordinater.

I den retvinklede trekant NMP kendes sa NM og NP, dvs. vi kan finde ZN = leengdeforskellen
mellem H og P.

Dermed har vi fundet P’s koordinater.

Beregninger:

(n3): b, =cos (cos(bE ) -|sin(k)|) =cos™' (cos(55.3)-|sin(330)|) =7346"
. — o tan(bg) | _ 4 tan(553) | 0
(Il4). lng_M cos (tan(bM)j =cos (tan(73.46)] =64.60
I trekant NMP kendes NM = 90 - 73.46 = 16.53° og NP = 90 - 39=31°
t ‘M tan16.
Afformel (7) fas cos(MNP) = 2 inp = cos™ (”—65?’) — 6040°
tan( NP) tan31

Vi har folgelig, at £ ENP = 64.60 - 60.40 = 4.20°.

Langdeforskellen mellem E og P er derfor 4.20°, hvoraf folger at P ligger pa 8.15 - 4.20 = 3.95°
ostlig leengde.

P=(59°N., 3.95° @)

L 4
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Eksempel 3.4 (= eksamensopgave 4 april 2006)

Et skib sejler storcirkelsejlads fra Laong, Philipinerne (12.85°N,125.22° @) med en begyndelses-
kurs 84° og med konstant fart pa 15 knob.

a) Angiv positionen for det nordligste punkt P pa sejladsen.

Efter 6 degns sejlads, hvor skibet er pa position B, &ndres kursen 10° mod syd.
b) Angiv B’s position samt den nye startkurs.

Efter yderligere storcirkelsejlads med 15 knob fra B er skibet i1 position C pé leengden

178.05° V

¢) Angiv den samlede sejltid fra Laong til C samt C’s position.

d) Angiv den samlede sejltid, safremt skibet 1 stedet havde sejlet fra Laong langs en breddecirkel
til 178.05° V, og derefter langs en storcirkel til C.

Lesning:
En skitse af sejladsen tegnes.

a) Vi anvender navigationsformlerne (n3) og (n4)
b, =cos ™' (cos(b,)-sink) = cos™' (cos(12.85)-sin(84)) = 14.16"

lgf, \, =cos™ (M] =cos ™' (Mj =2529°
tan(b,) tan(14.16)

P=(14.16"N, 125,22° +25.30° @ ) = (14.16° N, 150.52° 9 )
15-6-25
b) Med 15 knob 1 6-24 timer tilbagelaegger skibet =36, dvs. LB =36°

Vi anvender navigationsformlerne (n6) og (n7)
by = sin*l(cos(b 1) - cos(k) - sin(u) + sin(by ) - cos(u)) = sin*l(cos(12.85) - cos(84) - sin(36) + sin(12.85) - cos(36)) =13.88°

lef, = COS_I(COS(U) —sin(b; ) - sm(bB)j _ COS_1(005(36) —sin(12.85) - sin(13.88)
c0s(12.85) - cos13.88)
B=(13.88°N, 125.22+37.023° @ = (13.88° N, 162.24° 0 )

) =37.023"
cos(b; )-cosbg)

For at kunne bestemme kursen méa man ferst bestemme slutkursen i B
Hertil kan vi benytte (n2) idet vi nu blot regner begyndelseskurs fra B til L.

sin(b; ) — sin(bg) - cos(dist(L, B)j _ Cos_l(sin(12.85) — sin(1388) - cos(36)j _g71s0
cos(bp) - sin(dist(L, B) cos(13.88) - sin(36) '
Ny kurs = 180° - 87.15° + 10.0° = 102.85°
c) Vikender startkurs i B og B’s beliggenhed. Skeering med meridian kan fas af formel (n5), men
det kraever, at vi igen benytter formlerne (n3) og (n4) for at finde det nye maksimumspunkt M.

Da vi endvidere skal beregne BC ud kraever det ogsé (nl)
Lidt hurtigere er det (méske) at betragte A BNC .

ZB= cos_l[
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3.7 Navigationsformler

Skibet passerer datolinien, da C ligger pa 178.08° V.
Vi har folgelig, at £ BNC =lgf;, . = 180 -178.05 + 180 - 162.24 = 19.71°
I A BNC kendes nu en side BN =90 - 13.88 = 76.12° og to hosliggende vinkler £ N=19.71°
og £ B=102,85"
Vi kan nu af formel (2a) beregne £ C, og derefter af formel (2b) de to sider NC og BC.
cosC =—cos N -cos B—sin N -sin B-cos BN
= —c05102.85-c0s19.71+5sin102.85-sin19.71-cos 76,124 £ C =73.248°
c0s19.71+cos 73.25-c0s102.85
cos BC =

sin 73.25-sin 102.85

c0s102.85+c0s73.25-c0s19.71

cos NC = _ , NC =81.29°
sin 73.25-sin18.81

C =(90%-81.29° . 178.05°) =(8.71° N , 178.05° V)

BC =19.995

Samlet sejltid:
LC =36+19.995 = 55.995°

) 60 . . .
1° sejles pég =4 timer, dvs. 55.995° sejles pa 223.98 timer

c0s102.85+c0s73.25-c0s19.71

cos NC = _ , NC =81.29°
sin 73.25-sin18.81

C=(90°-81.29°, 178.05% = (8.71°N , 178,05° V)
d) Breddecirklen LD (den stiplede linie pa tegningen) ligger pé bredden 12,85°N .
Z LND =19.71+37.023 = 56.733°. CD=12.85-8.71 = 4.14°

60
Sejltid fra L til D og igen fra D til C : s (56.733-cos12.85+4.14) = 237.8 timer
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3. Sferisk geometri

Opgaver
Opgave 3.1 (eksamen 2005)
a) Fra positionen A = (14.80° V , 28.45° N) sejles storcirkelsejlads til position
B =(36.75" V, 44.50° N)
Bestem begyndelseskurs og slutkurs.
b) I position B @&ndres kursen til 256.25° og der sejles fortsat storcirkelsejlads til position C, der
ligger pa 80.10° vestlig lengde.
Bestem C’s bredde
c) Der sejles hele tiden med 22.5 knob.
Bestem sejltiden ABC, samt sejltiden hvis der i stedet var sejlet med 22.5 knob langs
breddecirklen 28.45° N fra A til 80.10° V og dernast langs meridianen til C.
d) P4 turen fra A til B passeres sendenom position D = (25.16° V, 37.85° N).
Bestem den korteste afstand til D i semil under sejladsen fra A til B.

Opgave 3.2 (cksamen 2004)

a) Fraposition A, 73.20° V pa den sydlige halvkugle (Valdiva, Chilie) sejles storcirkelsejlads ned
en begyndelseskurs 240° til position B, hvor kursen er 280°. Der sejles med 20 knob i 5 degn.
Bestem positionerne A og B’s koordinater.

b) Efter 2.5 dogns sejlads fra A er position M naet.

Bestem position M’s koordinater.

¢) Under sejladsen passeres syd om Robinson Crusoe Island (34.00° S, 79.00° V).
Bestem i hvilken afstand angivet i somil.

d) Fra position B sejles kurs 270° langs en breddecirkel i 7 degn, fortsat med farten 20 knob,
Bestem slutpositionen D (Invercargill, New Zealand).

Opgave 3.3 (eksamen 2003)

a) Fraposition A, 9.80°V sejles storcirkelsejlads med en begyndelseskurs 270° til position B, som
anlebes med en slutkurs 235.5°. Langdeforskellen mellem position A og B er 45.20°.
Bestem Positionerne A og B’s koordinater.

b) I position B foretages en kursandring pa 5.0° mod syd og storcirkelsejladsen fortsattes i 2.5
dogn med farten 13.5 knob, hvorefter position C nés.

Bestem position C’s koordinater.

¢) Hvis man fra position B havde fortsat mod position C, langs en breddecirkel og siden langs en
leengdecirkel stadig med farten 13.5 knob, hvor lang tid havde sejlturen fra B til C sd varet?

d) Under sejlturen fra A til B passeres en position D = (38.00° N, 26.00° V) i en vis afstand.
Angiv den korteste afstand til position D under sejlturen fra A til B.

Opgave 3.4 (cksamen 2002)

Et skib S, sejler fra Byron Bay (55.30° N, 58.60° V) stik @st langs en breddecirkel med en fart pa
8 knob. Samtidig afsejler et andet skib S, fra Cap Ferret (44.70° N, 01.20° V) langs en storcirkel
med en begyndelseskurs 315° og en fart p& 12 knob.

a) Bestem S, og S, ‘s positioner efter 3 degns sejlads.

b) Bestem afstanden mellem skibene efter 3 degns sejlads.

c) Bestem positionen P, hvor S, med fortsat storcirkelsejlads skaerer S,'s sejlrute.

d) Hvornér skulle S, vere startet, hvis begge skibe skulle have veret samtidig pa positionen P
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