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FORORD

Denne bog er beregnet for studerende, som har behov for at repetere eller opgradere deres
matematiske viden fra C eller B- niveau til A-niveau

Bogen gennemgér kernepensum sddan som det er beskrevet efter bekendtgarelsen af 2005.

Komplicerede beviser for visse saetninger er erstattet med “anskuelige” begrundelser, da det
ligger udenfor denne bogs rammer, eksempelvis at give en stringent matematisk behandling af
begreber som grenseverdi og kontinuitet.

Anvendelse af lommeregner.
Der forudsettes, at man har radighed over en “matematiklommeregner” (her TI89)

Selv om sddanne avancerede lommeregnere let kan differentiere og reducere selv de vanskeligste
udtryk, sé viser erfaringen, at det er meget svert, at anvende matematikken, hvis man ikke er i
stand til at manipulere med simple udtryk, herunder at differentiere enkle funktioner. Det bliver
ogsa naesten umuligt at lese en teknisk tekst eller horer et foredrag, hvori der indgér nogen
matematik, hvis man ikke i rimelig grad behersker symbolikken. Derfor er det nedvendigt at ove
potensregler, differentiationsregler m.m. samtidig med, at man naturligvis ved, hvordan en
avanceret lommeregner kan foretage beregningerne i mere komplicerede sammenhange.
Derfor anfores der 1 nogle af eksemplerne og opgaverne, at disse skal regnes “uden hjelpemid-
ler”, dvs. uden brug af lommeregner og bog.

I de ovrige eksempler og opgaver ma man naturligvis benytte sdvel lommeregner som bogen til
hjalp.

Eksemplerne er dog ofte regnet bade med og uden brug af lommeregner.

Opgaver er anfort efter hvert kapitel.

En facitliste til disse opgaver findes bagerst i bogen.

juni 2010 Mogens Oddershede Larsen
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1. Regneregler

Selv om man kan fa en lommeregner til at beregne alle typer af regneudtryk, er det alligevel
nedvendigt at vaere fortrolig med de grundleeggende regneregler. Eksempelvis skal parenteser
settes matematisk korrekt for at fa det korrekte resultat, ligesom det jo ikke er sikkert at
lommeregneren reducerer et udtryk til den form som er mest hensigtsmassig 1 de folgende

1. Regneregler

regninger, og s man jo selv vere i stand til at foretage en yderligere omformning.

Endelig bliver det svert at leese en tekst eksempelvis i fysik eller here en et foredrag, hvis man

ikke 1 rimelig grad kan folge beregningerne. Vi vil derfor kort repetere disse regler

Regel

Eksempel

Multiplikation og division udregnes for
addition og subtraktion

2-3+4-5=6+20=25

Potenser og andre funktionsudtryk udregnes
forst.

23.5-(-3)* =8-5-9=31

Hvert led i den ene parentes
ganges med hvert led i den anden

(2a - 3b)(6b +4a) = 12ab +8a* —18b* —12ab = 842 —18h>
5a°(2ab® —3a) =10a*b* —15a*

Minustegn mé ikke folge umiddelbart efter
gangetegn, der skal sattes en parentes

2-(—3)+§=—6+4:—2

Felles nevner kan altid findes ved at gange
navnerne sammen

To broker ganges med hinanden ved at gange | 2 7 _ 14
teeller med taeeller og naevner med navner 39 27
En brek ganges med et tal 5.6_30
ved at gange taelleren med tallet. 707
Man dividerer en brek med en brek ved at 2
gange med den omvendte brok. 3 29 18 6
7 37 21 7
9
Alle led 1 telleren a’ —ab? s
skal divideres med navneren PR b
Man legger breker sammen ved at satte pa g+ 7_ EJF 20 _16+21 37
feelles brokstreg. 38 24 24 24 24
3 5 3.3

52 9+10 19

—_t—_ = =

4 6 12 12 12 12

Broker forkortes ved at dividere alle led med
samme tal

ba—12b _2a—-4b (brek forkortet med 3)
3a+9b a+3b

To potenser med samme grundtal multipliceres | 43 .4° = 4°
ved at addere eksponenterne

To potenser med samme grundtal divideres ved| 8 s

at subtrahere eksponenterne a_3 =a
Man oplefter en potens til en ny potens ved at (a5 )4 _ g%
multiplicere eksponenterne og beholde roden

Flyttes et led over pa den anden side af ligheds-
tegnet skiftes fortegn

x+3=5<x=5-3

Flyttes en faktor over pa den anden side af et dx=3es oo

lighedstegn divideres med det (dog ma ikke 2

divideres med 0)

I en ligning kan man gange alle led med samme| 2 e ll3 aiies

tal (#0) 3 6 6

Andengradsligning- formel _b+b? —dac
ax? +bx+c:0<:>x=_2—

a




1. Regneregler

Eksempel 1.1. Regneregler

a) Reducer uden brug af lommeregner 3(3_‘1 - 2} .a-b
5b  3a
b) Les uden brug af lommeregner ligningen 2x-3 _
2x+3

Kontroller facit ved brug af lommeregner.
Losning:

a) 3(3—"—2) ca-b =3B —Gb)” -a-b=%(9a2 —25b7)

5h 3a 15ab
b)2x—3:5
2x+3

Antages2x+3# 0 fas

1
2x—3:5~(2x+3)<:>2x—3=10x+15<:>—8x:18<:>x:—§8<:>x:—4

2

TI89: Farst veelges “Auto” som den “mode” hvori lommeregneren skal aflevere resultatet :

Veelg MODE\exakt/aprox\Auto
3*(3*a/(5*b)-5*b/(3*a))*a*b ENTER

F2\ solve((2x-3)/(2x+3)=5,x) ENTER

@nskes resultatet som en decimalbrgk, sa tryk pa gul tast og ENTER

eller skriv eksempelvis 5.0 fremfor 5

Resultat ok

Resultat ok



Opgaver til kapitel 1
1.1. (uden hjelpemidler)
Beregn

a) 5-4+6

b) 5-(4+6)

¢) 5+4-6

d) (5+4)-6

e) 23 -6+2-((—3)3 —(—3))

1.2. (uden hjzlpemidler)
Skriv som uforkortelig brok

1.3. (uden hjelpemidler)
Reducér

4a +8b
a)

2
4a +8b

2a
4a +8b

2a+4b
4a*

2ab—4a

150"

b)

Opgaver til kapitel 1



1. Regneregler

1.4 (uden hjzlpemidler)

Udregn

a) 3x—=5)-6+(-7x+13)-3—-(8x—-1)-(-2)
b) Bx-52y+3)-(5x+2)(y+2)

¢) (x+5y)% —(x-5y)°
d) 2x° —(x7 =2x*)(3x3 = x?)
e) (2x+3y)-(Bx—y)

1.5. (uden hjzlpemidler)
Reducer
a) (3—“—7—“j((a +b)? —(a —b)z)
2b  6b
2a°bc?
54a°bc®

c) viex'

1.6. (uden hjelpemidler)
Find tallet x af folgende ligninger
a) S5x+2=3x-10

5x=3 2x-3 x-7

b) + 0
2 3 6
2x+7 2x-8
c) =
5x—=3  5S5x+2

1.7. (uden hjzlpemidler)
Los ligningerne:

a) a’-x=a’

9
3. (.2
b) a 'x—(a )
c) 4x+3=-2x+9

1.8. (uden hjzlpemidler)
Los ligningerne:

a) x> -4=0
b) 2-x% =4-2x
¢) (x=2)-(x2=9)=0

1.9. (uden hjzlpemidler)
Bestem tallet a, s& -3 er rod i ligningen 2x° +3x? —ax+3=0



2.2. Afstandsformel

2. Plangeometri 1

2.1 Koordinatsystem
Ved et koordinatsystem vil vi 1 denne bog altid forsta et retvinklet koordinatsystem
I figur 2.1 er tegnet et xy - koordinatsystem

¥

v

Fig 2.1. Koordinatsystem

Den vandrette koordinatakse kaldes x - aksen eller 1. aksen og den lodrette kaldes y - aksen eller
2. aksen.
Punktet P pé figuren har koordinaterne (x, y).

Punktet med koordinaterne (0,0) kaldes begyndelsespunktet og benavnes i denne bog med O.

2.2. Afstandsformel
Seaetning 2.1 Afstandsformel
Afstanden mellem to punkter P =(x,,y,) og O =(x,,»,)er

|PQ| =\/(x2 _xl)z +(, _J’1)2

Fig 2.2 Afstandsformel

Bevis: Punktet C (se figur 2.2) har koordinaterne (x,,y,) .

Vi har nu, at|PC| = |x2 —xl| og |QC| = |y2 —yl|

Af den retvinklede trekant ABC fas nu ifelge “Pythagoras”

PO =[P+l =], —x, [ +[ys - [

Heraf fas formlen. 2



2. Plangeometri I

Eksempel 2.1. Afstandsformel
Bestem afstanden mellem punkterne A=(2,3) og B=(-4,6).
Lesning:

Ifolge afstandsformlen fés: |AB| = \/(—4 ~2)? +(6-3)> =4/36+9 = V45 = 6708 &

2.3. Ret linies ligning

Lad der i et koordinatsystem vare givet en ret linie /.

(0,h)

Fig 2.3. Ret linie y = a x+b

At linien / har ligningen y = ax + b vil sige,

1) at alle punkter pa linien / har koordinater, der passer i ligningen, og
2) ingen punkter udenfor linien har punkter der passer 1 ligningen.

Indsaettes x = 0 i ligningen fas y =a-0+5b , dvs. linien / skerer y-aksen i punktet (0.b).
Settesx=11ds y=a-1+b=a+b.

Heraf ses (jevnfor figur 2.3) at nar x vokser med 1, s @ndrer y - vardien sig med a
Tallet a kaldes linien hzeldning (eller haldningskoefficient).

Er linien parallel med x - aksen er dens haldning 0, og den har ligningen y = b.
En linie parallel med x - aksen, har ligningen x = ¢, hvor c er liniens skaring med x - aksen.

Eksempel 2.2 Ret linies ligning .

Tegn i samme koordinatsystem linierne m //
1) I med ligningen y =2x—3

2) m med ligningen y = —3x+2

3) n med ligningen y = - 2 - 1

4) p med ligningen x = 3 ' \
Lesning:

Ved indsattelse af x = 0 og x =1 fas n

1) [ gar gennem punkterne (0,-3) og (1,5)

2) m gar gennem punkterne (0,4) og (1,1) \

3) n gar gennem punktet (0,-2) og er parallel med x-
aksen
4) p gar gennem punkterne (3,0) og er parallel med y - aksen

6



2.3 Ret linies ligning

TI 89:

Gul tast\Y=(findes over F1)

Skriv 2*x-3 ENTER

Skriv -x+2 ENTER (Bemaerk: foranstillet minus veelges nederst pa tastatur)

Skriv -2

x = 3 er ikke en funktion, og kan derfor ikke angives

Gul tast\Graph (findes over F3)

Hvis tegningen ikke er tilfredsstillende veelges Gul tast\Windows og man seetter xmin, xmax, ymin og
ymax til passende veerdier.

En ret linie kan vere givet ved at den gar gennem 2 givne punkter, eller ved, at man kender et
punkt pa linien og liniens haldning.
Der galder folgende s&tning:

Satning 2.2 Ret linies ligning
Hvis en ikke lodret linie | gdr gennem to punkter P =(x,,y,) og Q =(x,,y,) er liniens
N

heeldning a = 22N
Xy =X

og liniens ligning y—y, =a(x—x,)

Bevis:

Lad / have ligningen y =ax+b .

Da punkterne P og Q ligger pa linien geelder y, = ax, +b og y, =ax, +b.

Traekker vi nu de to ligninger fra hinanden fas y, —y, =ax, +b—(ax, +b) & y, -y, =a(x, —x,) < a = SEim AR
X, =%

Traekkes ligningen y = ax+b fraligningeny, =ax, +b fasy—y, =ax+b—(ax; +b) = y-y, =a(x-x,)

L 4
Eksempel 2.3. Linie bestemt ved at gi gennem to punkter
Bestem ligningen for linien gennem punkterne A = (-2, 3) og B= (4, -1).
Leosning:
Vi har heldningen a = BLE I S
4-(-2) 6 3
2 2 4 2 5
Ligningener: y—-3=——(x—-(-2) & y-3=——x——S y=——x+—
gning y -2 ey 35 T3E Y353
4

Generelt geelder, at enhver ret linie har en ligning af formen ax +by = ¢



2. Plangeometri I

2.4 Cirklen

Pa figur 2.4 er 1 et koordinatsystem tegnet en cirkel med centrum i C=(x,,y,) og radius r.

V

-

P(x.v)

Fig. 2.4. Cirkel
Der galder da folgende s&tning

Setning 2.2. Cirklens ligning
En cirkel med centrumi C=(x,,y,) og radius r har ligningen

2

(x_xo)z +(y_y0)2 =r

Bevis:
Lad P = (x,y) veere et vilkarligt punkt pé cirkelperiferien.

Da cirkelperiferien bestér af netop de punkter, hvis afstand til centrum er radius » er |CP| =r

I folge afstandsformlen haves nu |CP| :r<:>\/(x—x0)2 +(=y) =re(x-x) +-y,) =1

4

Eksempel 2.4 Cirkler

1) En cirkel har centrum i punktet (2, -3) og radius 4.
Find cirklens ligning

2) Angiv radius og koordinaterne til centrum for den cirkel, der har ligningen
(x+2)* +(y—6)* =25

Lesning:

1) Af s@tning 1.2 fas ligningen
(x=2)’+(y=(3)’ =4 x> —4x+4+y’ +6y+9=16 x>+’ —4x+6y=3

2) Af sztning 1.2 fas , at centrum har koordinaterne (-2, 6) og radius r = 5

L 4

“Reduceres” cirklens ligning
(x=x0)* +(y=y0)* =r* & x>+ > —2xox =2y, y+x," +y," =1’ (1)
ser vi, at har vi en ligning af typen x* + y* +ax +by + ¢ = 0 s er det muligvis ligningen for en

cirkel med —2x, =a, -2y, =b, x02 +y02 —rf=c.



2.5 De trigonometriske funktioner sinus, cosinus og tangens

Eksempel 2.5 Ligning for en cirkel
Undersog om ligningen x° + y° +2x — 8y +13 = 0 fremstiller en cirkel, og angiv i bekraftende

fald centrums koordinater og radius.

Lesning:

Sammenlignes x> + y* +2x—8y +13 = 0 med formen (1) ses, at

“2xg=2x,=-1, -2y, =8y, =4 og (-D?*+4% —r*=13=r> =4,

Vi har folgelig, at ligningen

x*+y? +2x—8y+13=0 fremstiller en cirkel med centrum i (-1, 4) og med radius 2

L 4

Ved en enhedscirkel forstds en cirkel med centrum i begyndelsespunktet O = (0, 0) og med
radius 1

Ligningen for en sddan er x* +y? =1 AV

Fig. 2.5. Enhedscirkel

2.5 De trigonometriske funktioner sinus , cosinus og tangens.

Ordet trigonometri betyder trekantsmaling. Kan man regne vinkler og sider ud i en trekant, kan
man ved “triangulering” opdele en polygon i trekanter, hvis sider og vinkler sd ogsa kan
beregnes. Trigonometriske beregninger var saledes helt afgarende for at de store sejlskibe 1
1400- og 1500- tallet kunne sejle over de store oceaner eksempelvis fra Europa til Amerika.
Endvidere var de uundvarlige ved landmaéling.

Som en ikke geometrisk anvendelse kan na@vnes at de trigonometriske funktioner er nedvendige
til en beskrivelse af svingninger f.eks. ved belgebevagelse eller elektriske svingninger
(vekselspanding i elektriske kredslab) .



2. Plangeometri I

2.5.1.Definition af sinus og cosinus

Lad P vere et punkt pa enhedscirklen, og lad v betegne en vinkel fra x - aksen til linien gen-
nem O og P, hvor v regnes med fortegn (positiv mod uret). Funktionerne cosv og sinv defi-
neres da ved, at punktet P skal have koordinaterne P = (cosv,sinv) .

Y
A

P = (cosv,sinv)

Fig. 2.6. Definition af cos og sin.

Naér det drejer sig om geometriske beregninger f. eks. i trekantsberegninger regnes vinklerne 1
grader. Dette er sdledes tilfeeldet 1 dette og de to felgende afsnit. Hvis intet andet er nevnt, sa
gaelder her, at 0< v <180°

Til beskrivelse af svingninger og andre fysiske anvendelser anvendes et andet vinkelmal
(radianer). Dette sker i kapitel 6.

Af definitionen folger

1) —1<sinv<l og —-1<cosv<l

2) sin 0°=sin (180%) =0, sin(90°) =1, cos 0° =1, cos(90°) = 0 og cos(180°) = -1.
3) (sin V)2 +(cosv)2 =1

Folger af, at |OP| =1 og benyttelse af afstandsformlen.

Eksempel 2.6. Beregning af sin og cos pa TI89

Beregn sin (30°), sin (120°) cos (30°) cos120°

Lesning:

Forst sikrer vi at vinkelmalet er 1 grader ved MODE\ Angle = Degree\ENTER
Funktionerne findes pa tastaturet i fjerde raekke.

sin(30) =1/2 sin(120)=§ cos(30)=§ cos(120) = -1/2
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2.5.2 Definition af tangens
Ofte skal man foretage den omvendte beregning. Dette er vist 1 det folgende eksempel.

Eksempel 2.7. Beregning af sin™' ogcos™ pa TI89

Lad 0<v<180°
Find v, af folgende ligninger

a) sin v=0.70 4
b) sin v=-0.70 '
c) cosv= 0.70
d) cosv=-0.70 9 ____‘U",;(;L___ r
Lesning:
a) Som det fremgér af figuren vil savel vin-
klen v som vinklen (180° - v) have en v

sinus pa 0.7. - 1
Benyttes lommeregneren fas
v =sin""(0.70) = 44.43°
Lommeregneren giver derfor kun vinklen i ferste kvadrant
Den anden vinkel bliver 180 - 44.43 = 135.57
Om man ved en ved en trekantsberegning skal benytte begge vinkler eller kun den ene méa
athenge af det konkrete problem.
b) cos v=-0.23 < v =cos ! (-0.23) =103,30°

Her er der kun én lesning, hvilket bevirker, at man sedvanligvis vil foretraekke cos fremfor
sin ved beregningerne, hvis det er muligt. ®

2.5.2. Definition af tangens

Y
Definition af tangens: A
tanv = S v , v=90°
cosv b T(I.tan(v))

v > Y

Verdierne for tanvafleses pd tangenten til
enhedscirklen i (1,0).

' Fig. 2.6. tan afleeses pa tangenten
Bevis:

Linien gennem punktet O og P=(cos (x), sin (x))

sinx —0

har haeldningen o = =tanx .

cosx—0

Heraf ses, at punktet T har koordinaterne (1, tan(x)). L 2

11



2. Plangeometri I

Eksempel 2.8. Beregning af tangens pa TI89
1) Beregn tan (54.3°),
2) Beregn tan(130.0%)

Lesning:
1) tan(54,3) = 1.392
2) tan(130) =-1.192 %

Eksempel 2.9. Beregning af tan™ pa TI89
Find v, af

Y
1) tan v=0.70 A
2) tanv =-0.50
Lesning:
1) v=tan"(0.70) = 34.99°
2) Lommeregneren beregner en negativ vinkel u v
pa figur 1.7. \
@nskes en lgsning v i intervallet [0;180°] 1) u 1 > X
fis v=180"+u
u = tan™'(-0.50) = - 26.57° 0.5
v =180° + tan'(-0.50) =153.44° N

Fig. 2.7. tan” af negativt tal

2.6. Ligefrem og omvendt proportionalitet

Ligefrem proportionalitet:

To sterrelser x og y siges at vare (ligefrem) proportionale, hvis der findes et tala >0, sa
y=a-x

Eksempel 2.10. Proportionalitet

Lad en bil kere med den konstante hastighed 90 km/time hen ad en motorve;j.

Tiden t og den tilbagelagte vejleengde y er da proportionale.

Eksempelvis péd 1 time er der tilbagelagt 90 km, pé 2 timer er der tilbagelagt 180 km osv., s&
y=90-¢

L 4

Omvendt proportionalitet
To sterrelser x og y siges at vere omvendt proportionale, hvis der findes et tal a >0, sa
a

y==
x

12



2.5.2 Definition af tangens

Eksempel 2.11. Omvendt proportionalitet

Lad afstanden ad en motorvej fra et punkt A til et punkt B vaere 100 km.

En bil kerer fra A til B med den konstante hastighed v km/time hen ad motorvejen.
Tiden t og hastigheden v er da omvendt proportionale.

Eksempelvis keres v =100 km/time tilbagelegges vejstrekningen péd 1 time, med 50 km/time
tilbagelegges vejstraekningen pa 2 timer osv.

Vi har folgelig, at v =¥ 2

2.7. Ensvinklede trekanter
I figur 2.8 er trekant 4, B,C, en “forsterret” udgave af trekant ABC, idet alle sidelengder 1

trekant 4, B, C, er dobbelt sd lange som de tilsvarende leengder i trekant ABC. Ved forsterrelsen

bevarer trekanten sine vinkler. Trekanterne siges at vere ensvinklede.
Man kunne naturligvis i stedet have benyttet et andet storrelsesforhold end 2.

Fig 2.8. Ensvinklede trekanter

Definition: To trekanter kaldes ensvinklede , hvis de tre vinkler er parvis lige store.

Man kan vise, at:  To trekanter ensvinklede < ensliggende sider er proportionale
dvs. LA = /A, £LB=4B,, ZC = £C, < Derfindesettal k sd a, =k-a, b, =k-b, ¢, =k-c

Linezer interpolation
Ved linear interpolation antager man, at den tabellagte funktion aendrer sig “linert” (dvs. som
en linie eller en plan) i det omrade, hvori man foretager interpolationen.

Eksempel 2.12 Interpolation i en vejs tabel

Find den veaerdi af y som svarer til en vaerdi af x pa 5.68.

Et uddrag af tabellen omkring det relevante sted er felgende:
X 5.650 5.700

y 2301.0 | 2222.5

13



2. Plangeometri I

Héndregning
Vi ser, at stiger x med 0.05 (fra 5.650 til 5.700) stiger y \
med -78.5 (fra 2222.5 til - 2301.0) -~ 0.05—
Af de ensvinklede trekanter (se figuren) ses nu, at stiger x ~0.03=
med 0.03 (fra 5.650 til 5.680), sa vil y stige med 8.5
%(—78.5) =-471
0.05
Veardien i x = 5.68 er folgeligy =2301.0 - 47.1 =2253.9 .65 508 570
Lommeregner:
X x1=5.650 x2=5.700
y1=2301.0 | y2=2222.5
Med de angivne bogstaver er formlen: y =y + y2-yl (x-xI)
x2-xl1

I TI89 indtastes folgende:

yl1+(y2-y1)/(x2-x1)*(x-x1) STO int1(x1,x2,y1,y2,x) (STO findes 1 nastsidste rekke)
Vi har nu gemt en funktion itl i lageret (Main)

Vi kan nu benytte den ligesom enhver anden funktion

Ga ind i HOME, Tryk pa VAR-Link (over tasten -) og valg int] ENTER

I HOME stér nu int1(

Vi skriver nu int1( 5.65, 5.7,2301, 2222.5, 5.68) Resultat 2253.9

Et problem er at huske den raeekkefolge, man skal indsatte de 5 variable.

2.8. Retvinklet trekant.

Betegnelser: 1 en retvinklet A ABC, hvor £ C =90° B
(se figur 2.9) kaldes c for hypotenusen og de to andre sider for

kateter. I forhold til £ A kaldes a for den modstaende katete og

b for den hosliggende katete. ¢ a
Der gaelder folgende vigtige s@tning

A b C

Satning 2.3. Retvinklet trekant Fig 2.9. Retvinklet trekant
1 en retvinklet A ABC, hvor £ C =90° gaelder

. a a
sind=—, cosA=—, tanAd=—

C C

eller

sin(spids vinkel) = modstaede katete ’ cos(spids vinkel) = hosliggende katete

hypotenuse hypotenuse

modstiede katete

tan(spids vinkel) =

hosliggende katete

14



2.7 Retvinklet trekant

Bevis
Et koordinatsystem er indlagt som vist pa figur 2.10, med A 1 begyndelsespunktet og C ud af x - aksen.

Fig 2.10. Retvinklet trekant

Pa| _ |49 _ |4
B |4 |45

De to trekanter A ABC og A APQ er ensvinklede, s& deres sider er proportionale, dvs.

Da|PO| = sin 4, |A0| = cos 4 og [4P|=1fas S04 COZA 1
a C

sind a
0g tan 4 = =—
cosd b

4

Heraf fas sin 4 = ﬁ, cos A= b
c c

Formlerne 1 se@tning 2.3 sikrer, at hvis vi kender en side og enten en vinkel eller yderligere en
side, kan vi beregne de resterende sider og vinkler (forudsat naturligvis at trekanten eksisterer).

Der er 5 sakaldte trekantstilfelde:
1) Givet siderne a og b: ¢ findes af ¢* =b* +a*, £ A af tan 4 :% og ZB=90"-2 A

2) Givet siderne a og ¢: b findes af ¢> =bh> +a, Z Aaf sinA=o0g Z/B=90°-/ A
C

3) Givet Z A og siden a: b findes af tanA:%,cﬁndes af sinAzgog ZB=90"-ZA
c
. . b

4) Givet Z A og siden b: a findes af tanA=%,cﬁndes af cosd=—o0g ZB=90"-Z A
c
b

5) Givet £ A og siden c: a findes af sinAzﬁ,bﬁndes af cosd=—0g ZB=90"-Z A
¢ c

Eksempel 2.13. Retvinklet trekant

I en retvinklet A ABC, hvor £ C=90°er £ A =35,6° og siden a=5.3.
Find de ubekendte sider og vinkler.

Losning: £ B=90"- /£ A=90° - 35,6" = 54.4°

and=L bt > 7403
b tan A tan 35.6 _—

sind=% e = ‘a Se= >3 < ¢=9.105
c sin 4 sin 35.6 e



2. Plangeometri I
Opgaver til kapitel 2

2.1.(uden hjelpemidler)
Bestem en eksakte vaerdi af afstanden mellem punkterne A = (-4, 3) og B = (-3, -8)

2.2 Bestem med 3 decimaler leengderne af siderne i trekant ABC, hvor A = (-3, 4),
B=(57)0gC=(2,5)

2.3 Undersog om trekant ABC er ligebenet, ndr A =(5,8),B=(6,1)og C=(2,4)

2.4. (uden hjelpemidler)
En linie gér gennem punkterne A = (1, 2) og B=(3, -1).
Find liniens ligning.

2.5. (uden hjelpemidler)
En linie / gér gennem A =(-3,1) og B=(1, 5).
Opskriv ligningen for /

2.6.(uden hjzlpemidler)
En linie / gar gennem A = (1, -3) og har haldningen 2.
a) Tegn linien / i et koordinatsystem
b) Opskriv linien /’s ligning.
¢) Find koordinaterne til linien /'s skaringspunkter med koordinatakserne.

2.7.(uden hjelpemidler)
a) Opskriv ligningen for den linie /, der gar gennem punktet P = (5, 3) og har haeldningen
a=3

1
b) Opskriv ligningen for den linie m, der gér gennem punktet P = (0,— —j og har
3
haldningen a =- 3

2.8. (uden hjelpemidler)
Linien / gér gennem punkterne A = ( -1, 4) og B = (7, 6).
Find en ligning for den linie m som skarer x - aksen i (4, 0) , og som er parallel med /.

2.9. En linie gar gennem punkterne A = (-3,2) og B = (2,4).
Undersag om punktet C = (512, 207) ligger pa denne linie.

2.10. (uden hjzlpemidler)
En cirkel har centrum i punktet C = (-2,3) og har radius 5.
a) Opskriv ligningen for cirklen
b) Vis, at punktet D = (2,6) ligger pa cirklen
c¢) Find skeringspunktet mellem cirklen og x - aksen.
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2. Opgaver til kapitel 2

2.11 (uden hjelpemidler)
Angiv centrum C og radius r for hver af folgende cirkler

a) x_ +(y-3)" =4
b) (x+2)* +(y—6)* =25

2.12 Angiv centrum C og radius r for hver af folgende cirkler
a) x> +y? +2x—6y=6
b) x? +y? —10x=-16
c) x? +y2 +2x+8y=8

2.13 (uden hjalpemidler) B D
Pé figuren er afsat l&ngden af nogle af sideleengder-
ne i de to trekanter.

Beregn de eksakte leengder af de to resterende sider 7

6 A

2.14 (uden hjelpemidler)
Valutakursen pa svenske kroner er 78.90 kr, dvs. til 100 svenske kroner svarer 78.90
danske kroner.
a) Hvis der til x svenske kroner svarer y danske kroner, hvad er s relationen mellem x

ogy.
b) Er der ligefrem eller omvendt proportionalitet mellem x og y.

2.15 (uden hjelpemidler)
En kostbar gave til et bryllup koster 2000 kr.
Lad der vaere x personer der ensker at bidrage til gaven, og lad det beleb hver person skal
give vare y.
a) Angiv relationen mellem x og 'y
b) Er der ligefrem eller omvendt proportionalitet mellem x og y.

2.16 (uden hjzlpemidler)
. 1
A ABC er retvinklet med ZC =90 . Det oplyses, at sin(30°) = 5

Beregn de manglende sider nir
a) ZA4=30"0ga=>5
b) £4=30%0gc=38

2.17 Angiv med 4 decimaler cos(60°), sin(70°), sin(110°), tan(123°), cos(120°)

2.18 Lad vinklen v lige i intervallet 0° < v <180°
Find med 2 decimaler de vardier af v , hvor
a) cosv=0.2345 b) sin v=0.2345 c) cosv=-0.3456

2.19 A ABC er ligebenet med b=c, Z/A =35"0ga=38.
Find de manglende sider og vinkler.
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2. Plangeometri I

2.20

2.21

2.22

2.23

Hvor mange grader stdr solen over horisonten, nir en 12 m hoj flagstang kaster en skygge
pa25m.

Ud for en retlinet kyst ligger en lille @ med et fyr F. Bestem fyrets afstand fra kysten, nar
sigtelinien 400 m laengere nede ad kysten danner en vinkel pa 35° med kystlinien.

En cirkel har centrum i punktet C og en radius r =4 m. Et punkt P ligger i afstanden 8 m
fra C. Fra P treekkes tangenterne til cirklen.

a) Beregn afstanden fra P til tangenternes reringspunkter med cirklen.

b) Beregn den vinkel som de to tangenter danner med hinanden.

Fra et skib ses et 65m hejt fyr under en vinkel pa 8.5°.
Hvor lang befinder skibet sig fra fyret.?
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3.1. Definition af vektor

3 Vektorer i planen

3.1 Definition af vektor

Ved mange méilinger og beregninger er man blot interesseret 1 at opnd et tal som resultat. Man
siger ogsd, at resultatet er en skalar. Dette gelder eksempelvis ved maling af en masse (10 kg)
eller en afstand (5 m). Ofte er tallet forsynet med en enhed.

I andre tilfelde er man ikke alene interesseret i et tal som resultat, men ogsa i en retning. Dette
galder eksempelvis hvis man vil angive et skibs hastighed, som

jo bade er den retning skibet sejler i, og dens fart.
Dette sker normalt ved pile som bade har en retning og en
leengde (se figuren). 4
Et andet eksempel er de krafter der pavirker et legeme. Ogsé o)
her har man behov for bade at angive kraftens retning og dens

storrelse.

Det er netop regning med sddanne 'pile', vil skal se pa i dette kapitel.

Et liniestykke er bestemt af sine endepunkter. Vi forsyner nu liniestykker med en retning eller
orientering, som vi angiver ved hjelp af en pilespids i den ene ende.

Definition: Mangden af alle liniestykker med samme leengde og samme retning kaldes en

vektor. Hver af disse orienterede liniestykker kaldes en pil, og hver pil kaldes en repraesentant
for vektoren.

G

\
x
)
S
S

Fig 3.1: Vektorer

H
Pa figur 3.1 er pilene AB og CD reprasentanter for samme vektor, som vi betegner med 4B .
- -
Da de to pile representerer samme vektor skriver vi 4B =CD, Vi kalder A for pilens

begyndelsespunkt og B for dens endepunkt.

_)
Vektorer betegnes ogsd med sma bogstaver med pil over: g = AB

19



3. Vektorer i planen

Pa figur 3.1 reprasenterer EF og GH en anden vektor b.
- -
Laeg merke til, at AB # BA , fordi de to pile ikke har samme retning.

N
Vivilidet folgende tillade os at tale om “vektoren 4B “1istedet for det mere korrekte “vektoren
repraesenteret ved pilen AB”.

%
Lzengden af vektoren 4 = 4B skrives |d| og defineres som lengden af liniestykket AB.

Nulvektoren 0 er en vektor med lzengden 0.
Egentlig vektor: Vektor der ikke er nulvektoren

3.2 Regneregler

Vektoraddition.

Lad a og b vare to egentlige vektorer. Vektoren a + b defineres pa folgende made.
Et vilkarligt punkt A valges som begyndelsespunkt for a . Lad B vere endepunkter for a .

Derefter afsetter vi b med begyndelsespunkt i B. Endepunktet for b kaldes C (se figur 3.2).
Vektoren d +b er da defineret som vektoren med begyndelsespunkt i A og endepunkt i C.

Vi har altsd 4B+ BC = AC (kaldes indskudssaetningen, da B er skudt ind mellem A og C)

Fig 3.2 Vektoraddition

Kreaefternes parallelogram. En anden méade at konstruere summen af @ og b er ved at afsette
de to vektorer med samme begyndelsespunkt (pa figur 3.2 i punktet D). Vektoren a + b er da
diagonalen i det af a + b udspandte parallelogram.

Hvis a og b var krefter der pavirkede et legeme i1 punktet D, sd er a + b den resulterende kraft.

Det ses umiddelbart af en figur, at der geelder

i+b=b+a og a+(b+¢)=(a+b)+¢

Disse 2 regler bevirker, at man regnereglerne for addition afreelle tal og for vektoraddition bliver
de samme. Man kan séledes heve og sxtte “plus’parenteser efter behag.
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3.2 Regneregler

Vektorsubtraktion

For reelle tal gelder som bekendt, at 6 - 4 er
det tal der lagt til 4 giver 6, eller 4 + (6-4) = 6.
P4 samme made skal det gzlde, at

b+(@a-b)=a.
P& figur 3.3 er d og b afsat med samme
begyndelsespunkt. G —p er da den vektor, der

har begyndelsespunkt i b ‘s endepunkt og
endepunkt i @ ‘s endepunkt .

Fig 3.3 Vektorsubtraktion

Multiplikation med tal

Definition: Lad a vere en egentlig vektor og ¢

vare et reelt tal.

Vektoren ¢-a er da bestemt ved: b

Hvis t > 0: t-d og a er ensrettede og t-a ert . 2-d
gange s lang som a . a
Hvis #<0: t-a og a er modsatrettede og ¢-a er k

¢ gange sa lang som 4 . \2
L
2

Hvis t=0: 0-6=0.

Fig. 3.4 Multiplikation med tal
Specielt ses, at (—1)-a er vektoren der er modsat rettet @ og lige sd lang som a . Den benavnes
kort —a .
For multiplikation af vektorer med tal gelder se seedvanlige regneregler som vi er vant til fra tal.

Eksempelvis 2(G +3b)—4(3d —2b) = 2d + 6b —12d +8b = —10d + 14b

Ved en enhedsvektor ¢ forstds en vektor med laengden 1

| =

Enhedsvektor & ensrettet med en given vektord er € =

(Y

. . . . . a
Hvis eksempelvisa har laengden 5, sd er en enhedsvektor i @ ‘s retning @ = 5
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3. Vektorer i planen
3.3 Vektorers koordinater

Lad i et koordinatsystem punkterne O, E og F have koordinaterne O = (0,0), E=(1,0) og F =
(0,1).

Vektorerne ; = JE , j= 5F kaldes koordinatsystemets basisvektorer (jevnfer figur 3.5)
En vektor g kan nu skrives @ =a, +a, hvor 4, er parallel med x - aksen og 4y er parallel med

y - aksen.
Da a, er parallel med 7 findes der et tal a,, sa g, = all? hvor tallet a, er entydigt bestemt.

Analogt haves a,, = ayj
Vi har derfor a =a, +ay, =aji +ayj

Vi siger, at vektoren a har koordinaterne («a, , a, ).
For at kende forskel pd punkters og vektorers koordinater, valger man ofte at skrive vektorens

a
koordinater “lodret”: g = ( lj .

a
A
A
ay N
: “Ey
FA N
j -
> > 3-i
O i r i (3
Q=3 +1j= (J
Fig. 3.5. Basisvektorer
L ‘ >
1
Fig. 3.6. Vektors koordinater
Regning med koordinater
. - [ D - (b
Seetning 3.1. Lad a = og b =
as b,
L~ [(a;+b . - [(a;—=b ~ (ta
Da geelder a+b = , a-b= , t-a=
Bevis:
d=ai+ayj , b=bi+b,j
- 7 g . - - - f a; +b1
d+b=aji+a,j+bji+by,j=(a;+b)i+(a,+b)j=
a, +b,
Pé ganske samme made bevises de to andre formler. 3
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3.3 Vektorers koordinater

Eksempel 3.1. Regning med vektorer

-2 - (3
Lad der vaere givet a = (3 j og b = (5)

Find koordinaterne til 2a + 5b
Losning:

I (— 2} (3) (2~(—2)+5-3j (llj
2a+5b =2- +5- = =
3 5 2:345-5 31

TI-89: 2%[-2,3]+5*[3,5]  Resultat[11 31]

Stedvektor X P=(x.y)
Lad P=(x, y) veere et punkt i planen og O=(0,0). ’

Vektoren OP kaldes stedvektoren til punktet P.

Det ses umiddelbart af figur 3.7, at stedvektoren oP og
punktet P har samme koordinater.

-~V

O

Fig 3.7. Stedvektor

Seaetning 3.2. Koordinater for vektor givet ved to punkter
Lad punktet A= (a,, a,) og punktet B = (b,, b,).

- b, —a
Der geelder da, at vektoren| AB = ( ! ! )
bz —a,

Bevis: Af indskudsreglen fas:
OB = OA+ AB < AB = OB- 04
Da OB og OAder stedvektorer, har de samme koordinater som A og B.

Heraf fas ZB:5B—5A:(Z;])_(G1J :(bl _alj ‘
2

a, bz —a,

Eksempel 3.2. Koordinater for vektor givet ved 2 punkter
Lad punkterne A = (5,2) og B = (-3, 6).

_)
Find koordinaterne til vektoren AB.
Losning:

‘ZB:(_S:jj:ng ¢
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3. Vektorer i planen

Vektors leengde.
Seetning 3.3. Lengde af vektor

a|=-/a%+a; |, hvor a =(alj :

a,

Bevis:
Vektorerne @,i og a,j danner sammen med @ en retvinklet trekant med @ som hypotenuse (se figur 3.8). Da

leengderne af kateterne er‘alf‘ = ‘al‘ og‘azf‘ = ‘az‘ fds af Pythagoras s@tning: |’ =|a,[ +|,|" & a|=/a} +a

A

~i

=4

Fig.3.8 Vektors leengde

L 4
Eksempel 3.3 Langde af vektor
-3
1) Find lengden af vektoren a = ( 4 j .
2) Find en enhedsvektor e ensrettet med a .
Losning:
D |a)=y(-3)% +4% =5
-3
-9 _|5
EACIE
Al
TI89: 1),/ ((-3)%2+4%2)
2) unitV([-3,4]) (unitV angiver enhedsvektor og kan findes under CATALOG)
L 4
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3.4 Skalarprodukt
3.4 Skalarprodukt.
Vi vil nu definere et produkt af 2 vektorer, hvor resultatet er et tal (en skalar).

Definition af skalarprodukt.

a -~ (b
Ved skalarproduktet (ogsa kaldet “prikproduktet”) af vektorerne a = ( IJ og b = (bl j forstas
a

Eksempel 3.4. Skalarprodukt

-2 - (3
Lad der vaere givet a = (3 j og b = (5) .

Find skalarproduktet G-p .
Lesning: @-b = (-2)-3+3-5 =9
TI89: CATALOG\ dotP([-2,1],[3,5]) ¢

Der geelder folgende regneregler for skalarproduktet:

Satning 3.4. Regneregler for skalarprodukt

()a-b=b-a

() d-(b+é)=da-b+a-c

(3)(ta)-b=a-(th)=t(d-b)

A a l-G-a= |*|2 (sammenhceng mellem leengde og skalarprodukt)

Bevis:
Alle regler bevises ved koordinatregning

- |a ~ (b - A
Lad a = , b= og ¢ =
aj b, )

(1) @-b =a,b, +a,b,, b-d=bya, +bya,.
Da de to sider er ens er (1) bevist.

- a, \(b +c
5~(b+5):( 1][ : 1j:czlb14—L116’l+c12l72 +a,c,
a,)\b, +c,

2
G-b+ad-¢=ab, +asb, +ac, +a,c,
Da de to sider er ens er (2) bevist.
(3)  Vises analogt som (1) og (2)

4 dzzéﬁz[al)[alj:azﬂzz
“4) ay) \a,) 172

Af lzngdeformlen haves d” = a? +a3
Da de to sider er ens er (4) bevist X3

Regnereglerne (1), (2) og (3) svarer ganske til de man kender fra almindelige tal, sa vi kan derfor
tillade os at benytte samme metoder ved udregning.
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3. Vektorer i planen
Eksempelvis har vi (a-5)*>=(a—-b)a-b)=a>+b>—2a-b

S B S N [ (N RN Sy
Heraf fis  a-b =@ _p)? -2 +b2)<:>a b :EUa —b‘ - lal —‘b‘ ) ,
Da leengden af en vektor er den samme uanset hvilket koordinatsystem der arbejdes ( blot man
har samme enhed) s& viser ovenstdende, at skalarproduktets verdi ogsd er uathangigt af

koordinatsystemet.

3.5 Retningsvinkel , poleere koordinater
Lad @ vere en egentlig vektor. Vi har tidligere vist, at
en enhedsvektor € i samme retning a er givet ved

é-= |“T| Heraf fis @ =|al- ¢

a
Hvis vi afsetter € med begyndelsespunkt i (0,0) vil
endepunktet P ligge pa enhedscirklen (se figur 3.9).

Fig. 3.9 Retningsvinkel

Lad e danne vinklen v med den positive del af x - aksen. Punktet P far da koordinaterne

CoSV
(cos v,sinv) . Da en stedvektor har de samme koordinater som punktet er € = ( j

sinv
. (cosv |ﬁ|cosv
Vi har dermed @ = |d|-€ = a- sinv) ld|sinv)

Vinklen v fra x - aksens positive del til @ ‘s retningsvektor kaldes a ‘s retningsvinkel og regnes
“med fortegn” sadvanligvis i intervallet [-180° ; 180° ] eller i intervallet [0° ; 360°]

J)

N
OP|

Man siger ogsa, at punktet P har de poleere koordinater [

Eksempel 3.5. Retningsvinkler og polaere koordinater

s (3) 5-(2,) =} wi-[ "}

Find de 4 vektorers retningsvinkler, og angiv koordinaterne til de 4 vektorer i “polere
koordinater”.

Losning:
De 4 vektorer er sammen med deres retningsvinkler indtegnet pé figur 3.10
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3.5 Retningsvinkel, polere koordinater

ol
QU

Y

Fig 3.10. 4 retningsvektorer med indtegnede vinkler

1) Viser, at a er hypotenuse i en retvinklet trekant med kateterne 5 og 2.

2
Vi har folgelig tanv, = 5 04 < v, =2180".
|a| =5 +27 = J29 Polare koordinater (+/29,2180°)
-2 .
2) Tilsvarende farvi tanv, = E —0.6667 < v, =-33.69° Polare koordinater (:/13,-3369°)

3) Da ¢ ‘s retningsvektor ligger i 2 kvadrant er v, = 180° + u, hvor u bestemmes af

4
tanu = s =08 < u=-3866" dvs.v, = 180"+ (-36.66)=141.34°

Polzre koordinater (+/41,141.34°)

4) Da d ‘s retningsvektor ligger i 3 kvadrant er v, =u - 180° , hvor u bestemmes af

2
tanu=—— = 0.6666 <> u=23369" dvs.v,= 33.69 - 180°=-146.31

Poleare koordinater (x/ﬁ —14631")

L 4

Da det er ganske besverligt med “handkraft” at regne i polere koordinater, vil man sedvanligvis
benytte en lommeregner som TI-89 til det.

Eksempel 3.6 Regninger i polere koordinater med TI89
1) Omregn vektoren Gj til poleere koordinater

2) Omregn vektoren 5.4 ~21.8° til retvinklede koordinater
3) Udregn 3,6 ~25°+6.1 ~120°i polere koordinater

Lesning:

1) [5,2]p Polar (p Polar kan findes under CATALOG) Resultat: [5.385 ~ 21.80]
2) [5.4, £21.8] ( £ findes over EE) Resultat: [5.01 2.00

3) [3.6, £25]+[6.1, £ 120]p Polar Resultat: [6.81 ~ 88.2
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3. Vektorer i planen

3.6 Vinkel mellem vektorer
Hvis a ogb er egentlige vektorer, danner de en vinkel v med hinanden. Vi vil her altid regne
vinkler som placeret i intervallet [ 0° ; 180° ] (eller [0; 7z]). Vi regner alts4 ikke her vinkler med

fortegn.

Seetning 3.5. Vinkel mellem vektorer

Q
S

Hvis a ogh er egentlige vektorer og v er vinklen mellem dem geelder cosv =

Q)

S

Bevis:
Vi vil vise, at a-b :|5| . ‘I;‘COSV
Vektorerne G ogh afszttes med fzlles begyndelsespunkt O

Vi antager endvidere at vinklen v regnet fra g til b ligger mellem 0 og 180.

Hvis dette ikke er tilfeeldet kan vi blot i det felgende ombytte a og b.
I afsnit 3.4 viste vi at veerdien af det skalaere produkt er uathaengigt af koordinatsystemet. Vi indleegger derfor nu

koordinatsystemet siledes, at koordinatsystemets begyndelsespunkt er O og ferste basisvektor i er ensrettet med &
I figur 3.11 og figur 3.12 er dette vist i de to tilfaelde, hvor vinklen v er spids henholdsvis stump.

Vihar nu, at a = ['Zlq og b= (blj og dermed d-b = |a|-b1
0 by

[y
- v

i

0 0

Fig 3.11. Vinkel v spids Fig. 3.12. Vinkel v stump

Er vinkel v spids far vi af den retvinklede trekant OQB (se figur 3.11) at cos v —% eller b = ‘I; ‘cosv .
2
0
Er vinkel v stump, fér vi af den retvinklede trekant OQB (se figur 3.12) at cos(180 —v) = % .
2

Da |OQ| =—b; 0og cos(180—v) =cosv fds —cos(v) = _‘TE)‘I &b = ‘5‘ cos(V)

Vi har nu i de to tilfelde a@ b= |5| b = |67| . I;‘ -cosVv . Hermed er satningen bevist i de to hovedtilfaelde.

For v =0, v=90 og v= 180 ses ved indsettelse i formlen, at seetningen ogsa gaelder her.
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3.8 Tvaervektor, Determinant

Eksempel 3.7. Vinkel mellem vektorer

Find vinklen mellem vektorerne L
_ (5 -~ (3

¢ :@ o z(—zj

Lesning:

| = /5> +2% =29 4
b|=13"+(-2)* =-/13

=V

- 0 v

G-b=53+2-(-2)=11

ab 11 b
COSV = — = =0.5665

jal-p| ~29-413
v =55.49°
TI 89: Idet cosv :m =¢,-¢,,hvor e, og e, er enhedsvektorer fas

a .

cos™( dotP(unitV([5,2]),unitV([3,-2])))
hvor de enkelte vektorordrer findes i CATALOG eller ved MATH, MATRIX, L: Vector ops

To vektorer siges at vare ortogonale hvis vinklen mellem dem er 90°

Af s@tning 3.5 folger: i-b=0calb

3.7 Projektion

Lad @ og b vareto egentlige vektorer. Vi
vil finde projektionen af @ pa b , dvs. den
vektor der fremkommer, nar
begyndelsespunkt og endepunkt af a
projiceres pé en linie parallel med b .Pa
figur 3.13 er vektorerne placeret med samme

udgangspunkt (C og D). I den ene situation
er vinklen spids, og i den anden er den

stump. Projektionen betegnes med p a-

Fig. 3.13.Projektion af vektor
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3. Vektorer i planen

Saetning 3.6. Projektionssatning

- . . a-b -

Lad a ogb vere to egentlige vektorer. Projektionen p,af d pab ergivetved P, =5 b
g
Bevis:
Da b og D, er parallelle findes et tal £, s& p, = t-b.
Vi multiplicerer nu skalzrt pd begge sider af ligningen med b .
Pa=tb=pyb=t-b-b o=l
b
Vibetragternu ¢ =a—-p, < d=p, +¢
Da b og C er vinkelrette pa hinanden er ¢ b=0.
Vi har derfor g = p, +E<:>5'5:Pa ’5+5'5:Pa b .
~ ~ G-b
Indsettes p -b =d-b 1(2) fas ¢ = |a—|2 . Indsettes denne veerdi af ¢ i (1) fas den enskede formel
b

3.8 Tvarvektor, determinant.

M

2

Definition af tvaervektor. Ved tveervektoren a til en egentlig vektor G forstds den vektor, der
fremkommer ved at dreje d 90° i positiv omlobsretning (d.v.s. mod uret).

Specielt gelder , at i et seedvanligt koordinatsystem er; = ; .

Seaetning 3.7. Tveervektors koordinater .

a A . A
Lad g = [ lj veere en egentlig vektor.  Tveervektoren a har da koordinaterne a = (a
a,
Bevis:
Hvis @ har retningsvektoren v, er koordinaterne A
R [alj (5 : COSV] (cos(90 v).sin(90 1)) |
a = = N )
a, ‘&".Slnv [QOAI

Tvearvektoren g har retningsvinklen v+90°, s&

1

\ (COS V. sinv)

»
|

R [& cos(v + 90)]
“=Jalsin(v + 90)

Af en enhedscirkel (se fig. 3.14) ses, at
c0s(90+v) = —sinv og sin(90+ v) =cosv

. ~lalsinv -a,
Heraf fas, at g = =
\d\ COSV a,

Eksempel 3.9. Tvaervektor

-2
Find tvaervektoren til vektoren a = (5 )

Lesning:
-3
a =

-2
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3.8 Tvaervektor, Determinant

Definition af determinant.
Ved determinanten for vektorparret (G,b) forstds tallet det(d,b)=a-b

ra= (6] = 1ver de = . = . = -
612 g b2 (d, ) a al b2 al 2 a2 1

Man bruger en speciel skrivemade for determinanten for et vektorpar, nemlig et kvadratisk
talskema med G som forste sgjle og 5 som anden sgjle.

a, b

det(d,b) = =a,by —a,b,

ay by

Eksempel 3.10. Beregning af determinant.

3 - (=2 - -
Lad a = (J ogh = (4 ] . Beregn determinanterne det (a,b) og det(b,a).

Lesning:
~ - - -23
det(a,b)= =12-(-2)=14 , det(b,a)= =-2-12=-14 .
et(@n)=, , (-2) » detb.a)=
TI 89: CATALOG: det([3,1;-2,4]) €

Det gzelder (jeevnfor evt. eksempel 3.10) at det (@,b) = - det(b,a).

Satning 3.8. Areal af parallelogram.

Lad G og b vere to egentlige ikke-parallelle vektorer. Lad endvidere d= det(ﬁ,l; ), V veere
vinklen mellem G og b og A arealet af det parallelogram, som G og b udspcender.

Der geelder da: A4 = |d| = |5|~‘5‘~sinv.

Bevis:

Pé figur 3.15a er tegnet en situation hvor omlgbsretningen fra @ til ber positiv (dvs. mod uret) og pé figur 3.15b
er omlebsretningen negativ.

Q

Fig 3.15a. Positiv omlob Flg. 3.15b. Negativ omlob
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3. Vektorer i planen

Lad 51 betegne projektionen af b pa & . Vi har da ifelge s@tning 3.65, at 1;1 = A zb a
a
. _ e 1 U
Multipliceres ligningen medq fdsg b, = —-d-d< a-b,=a-b
a

Er omlebsretningen positiv erZ;1 og a ensrettede, dvs. vinklen mellem dem er 0° (jeevnfor figur 3.15a).

Vi har da : ﬁ-l;l = ‘aA”b—l‘COSOQ &-51 = \5”51‘

Er omlebsretningen negativ erE1 og g modsat rettede, dvs. vinklen mellem dem er 180° (jeevnfor figur 3.15b).

Viharda: 4.5, = \d\‘ﬂ‘coslSO@ Qb = —\&HEI‘

Da ‘51‘ er hejden i det parallelogram, der udspendes af a og b ,er ‘dHEI‘ arealet af parallelogrammet.

Vi har felgelig, at den numeriske veerdi af determinanten |5 . p| = \a”bl‘ er arealet af parallelogrammet
bl

Af den retvinklede trekant ODB p4 figurerne ses, at sinv = H ‘bl‘ = ‘b‘ sinv .

Heraf folger, at arealet T af parallelogrammet er 7 = |d| ~‘l; ‘ sinv
Af beviset for setning 3.8 gaelder, at

Fortegnet for det(a ,b ) er det samme som omlobsretningen fra a til b

Endvidere gzlderd-b= 0 a og b parallelle (dag og b s er vinkelrette pa hinanden).

Eksempel 3.11. Areal af trekant
Lad A=(5,1), B=(6,-2) og C=(3,-4). Find arealet af A ABC .

Lesning:

— 1 - -2
Vi finder 4B = og AC = .

-3 -5
) 1 -2 N
Da determinanten =—5—-6=—11,hardetparallelogram der udspandes af vektorerne 4B
. 11

og ,ZC arealet T = 11. Vi har folgelig, at A ABC’s areal 23 =55 L 2
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Opgaver til kapitel 3

Opgaver til kapitel 3
3.1 (uden hjzlpemidler)

(o ).

Tegn 1 et koordinatsystem folgende vektorer:

a.b, a+b, a—-b, —a+2b, —3a aog 2d-3b

3.2. (uden hjelpemidler)

12 -~ (16
Bestem tallet k, saledes at vektorerne a = (5 j og b= (k J er parallelle.

Bestem derefter tallet ¢, si b =ta .

3.3.(uden hjelpemidler)
- -~ (6 -~ (-4
Bestem koordinaterne til a og 4 , nér det er givet,at a +b = ( 3] oga—b = ( j .

3.4.(uden hjelpemidler)
Givet punkterne A = (1,3) og B =(4,-1).
-
a) Find koordinaterne til vektoren AB

%
b) Find den eksakte verdi af |4B

3.5.(uden hjelpemidler)

- -1
Punktet A = (6,1). Bestem koordinaterne til punktet B, ndr det oplyses, at AB = (4 ]

3.6.(uden hjelpemidler)
Bestem koordinaterne til punkterne C og D, nér det oplyses, at

A=(53), B=(-2.4), AC = (; 1) og BD = (_ 4] .

6
7\ - (-3 )
3.7 Lad&z(J, b:(S j.Flnd

3.8. (uden hjelpemidler)

a

g i,

12
Bestem koordinaterne til de enhedsvektorer, der er parallelle med a = (5 J .
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3. Vektorer i planen

3.9.(uden hjelpemidler)
Angiv skalarprodukterne G-b5, b-(¢—ad)og a-(a+3b—¢),

) (=3} - (6 (2
1deta:( ),b:[jogc:( j
2 1 -3
3.10.(uden hjelpemidler)

Los lion; -2 (x—ZJ 0
os ligningen . =
gning 24 4

3.11 a) Skriv a :( 3) pa poler form .

b) Find de polere koordinater for punktet P = (2, -3)

¢) I polare koordinater er Q = (5, 46°) . Angiv Q's koordinater pa rektanguler form
d) Beregn (6, 120°) + (4, -30°) i polere koordinater.

%
3.12 4B har begyndelsespunkt A = (3,-1), lengden 6 og retningsvinklen 133°. Bestem med 3
decimaler koordinaterne til B.

3.13 Etskib sejler i3 timer fra punktet A med en begyndelseskurs pé 30° og en fart p& 15 knob.
(en kurs er vinklen i forhold til nord (y-aksen) regnet positiv med uret, og 1 knob er 1
semil/time)

Herefter andres kursen med 20° i sydlig retning (med uret) og farten andres til 12 knob.

Efter 4 timers sejlads med den nye kurs nés til punktet C.

a) Hvor mange semil har skibet sejlet for at komme fra A til C.

b) Angiv kursen 1 A hvis man i stedet direkte havde sejlet direkte fra A til C, og angiv af
antal semil man har sejlet.

5 - (=9
3.14 Bestem vinklen mellem vektorerne a = (12] og b =( 12}

3.15 Bestem vinklerne i A ABC, nar A =(17,8), B =(-5,22) og C = (8,-10)
3.16 a) Vis at punkterne A = (-2,2), B =(-1,-2), C = (4,1) og D = (3,5) udspander et
parallelogram.
b) Find den spidse vinkel mellem diagonalerne.
3.17 Lad A=(-1,1),B=(1,5) og C=(11,0)

Vis, at ABC er retvinklet, og bestem de to spidse vinkler 1 trekanten.

. k+2 -~ (3
3.18 Bestem de tal k, for hvilke @ L », nar a = [kz 4} og b :( 3j
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3.19

3.20

3.21

3.22

3.23

3.24

3.25

3.26

3.27

Opgaver til kapitel 3

- (3 2
Find koordinaterne til projektionen af b = (4} pa a =( 5] .

Bestem endvidere laengden af projektionsvektoren.

- . (4
Vinklen mellem vektorerned og b kaldes v, og |&| =2, b= (3} , v=60°.

Find projektionen af ¢ pa b .

(uden hjelpemidler)
I kvadratet ABCD er A=(-1,1) og diagonalernes skaringspunkt M=(2,3).
Bestem koordinaterne til kvadratets gvrige vinkelspidser.

(uden hjzlpemidler)

En rombe er en firkant hvor alle sider er lige lange. Man kan vise, at i en rombe star
diagonalerne vinkelret pa hinanden.

[ romben ABCD er A=(6,4) og B=(9,8) Endvidere er BC parallel med x - aksen.

Find koordinaterne til C og D samt til diagonalernes skeringspunkt M.

(uden hjelpemidler)
Reducér udtrykket (24 +b)- (G +5)— (b +2a)-(b —a)
Idet a er en egentlig vektor, skal vinklen mellem & og b = 24 + 34 beregnes.

Tegn 1 et koordinatsystem en egentlig vektor a . Konstruer derefter femkanten ABCDE,
- - - N -
hvor AB=d, BC=d+2a, CD=-2d+d, DE=-d—a.

Udtryk derefter FAved G og a, og bestem vinkel B.

(uden hjelpemidler)
a) Bestemarealetafdet parallelogram der udspandes af vektorerne a = ( j ( ] .
b) Bestem £, sa parallelogrammets areal bliver 8, nar a = ( j

Bestem arealet af den trekant, der udspandes af vektorerne a = ( 1) og b= (J .
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4. Plangeometri
4. Plangeometri I1

4.1 Indledning

Vi har i kapitel 1 set pa cirkler, rette linier og retvinklede trekanter. Vi vil i dette kapitel se pd en
mere generel beskrivelse af rette linier, skering mellem disse og med cirkler, samt pa hvorledes
man beregner de sider og vinkler i vilkarlige (ikke retvinklede) trekanter.

4.2. Den rette linie.

Vi fandt i kapitel 1, at alle linier, der ikke er parallelle med y - aksen kan skrives pd formen
y=ax+b  hvor a er heldningen og (0,b) er skeeringspunktet med y - aksen.

Vi vil nu se pa en form for den rette linies ligning, som dels omfatter alle linier, dels er mere
anvendelig bl.a. nr man eksempelvis skal finde vinklen mellem to linier.

Satning 4.1 Ret linies ligning
a

er en vektor
bj

Lad en linie [ veere bestemt ved, at P, =(X,,Y,) er et punkt pd linien og ni = (

der star vinkelret pa linien (se figur 4.1).

Linien | har da ligningen a(x—x,)+b(y—y,)=0

Po(x,.0)

O RS

Fig. 4.1. Ret linie

Bevis:

For ethvert punkt P = (x , y) pé linien ( og kun for disse) mé der geelde, at vektoren P, P stér vinkelret pd 7 .
Det betyder igen, at det skalare produkt mellem de to vektorer er 0.

N X=X, a .
BPi=0c v=y) =0 a(x-x))+b(y-y,)=0 Heraf folger setningen. L 2
o

N
Vektoren F,P som jo er en vektor parallel med linien kaldes en retningsvektor for linien.

a
Vektoren 7n = (bj kaldes en normalvektor til linien, .
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4.3 Vinkel mellem to rette linier

Eksempel 4.1. Linies ligning

En linie / er bestemt ved, at den gér gennem punkterne A =(3,2) og B = (1, 8).
Angiv ligningen for /.

Lesning:

> 1-3 -2
En retni ktor for / = = .
n retningsvektor tor / er 4B [8—2] (6 )

En normalvektor til linien / er dan = [_ 2)

Linien /’s ligning : - 6(x-3)-2(y-2)=0& 6x+2y-22=0 ¢

4.3. Vinkel mellem to rette linier.

Ved vinklen mellem to rette linier forstas sedvanligvis den spidse vinkel mellem linierne.

Den letteste made at finde vinklen pa er at beregne vinklen mellem normalvektorerne (se figur
4.2). Denne vinkel kunne vere stump, men da den modsat rettede vektor ogsa er normalvektor er
det blot et spergsmal om at skifte fortegn.

=y

[

Fig 4.2. Vinkel v mellem to linier

Eksempel 4.2. Vinkel mellem linier

To linier / og m har ligningerne
[3x+y-11=0 m:4x-3y+6=0

Find den spidse vinkel mellem / og m.

Lesning:

3
En normalvektor til linien / er 7 = (J

4
En normalvektor til linien m er 7 = ( 3] .

Da vi ensker at finde den spidse vinkel v mellem linierne tages den numeriske verdi.

7 - @Csj o i2-3 9

i o+ 141649 10425 510

COSV =
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4. Plangeometri

4.4 Afstand mellem punkt og linie
Ved afstanden mellem et punkt P og en linie / /skrives kort dist(P,/) ) forstis den korteste afstand
mellem punkt og linie, dvs. lengden af PQ, hvor linien PQ star vinkelret pd / ( se figur 4.3)

'X."

Fig 4.3. Afstand mellem punkt og linie

Der galder nu folgende s&tning.

Saetning 4.2. Afstandsformel
Punktet P =(x,,y,) ’s afstand fra linien / med ligningenax + by + c=0 er

- ‘axl + by, +c‘

Na® +b?

dist (P, /

Bevis.
Lad P, =(x,,y,) vere et punkt pa linien /.

- -
Vektoren P, P ‘s projektion pé normalvektoren 7 ma veere vektoren QP (se figur 4.3).

)

N

Lt . o P Pni a(x, —x,)+b(y, —
Af projektionssatningen 3.7 fas nu: |QP|=|—"= id | = a0y = xa) + b0 = 70)
‘ i ‘ Va® +b? Va® + b’
Da ligningen for linien /kan skrives a(x — x,) + y(y — ;) = 0 ses, attelleren er liniens ligning, hvor man har indsat
punktet P’s koordinater. ¢

Eksempel 4.3. Afstand mellem punkt og linie
Find afstanden fra punktet P = (2,-3) til linien / med ligningen 3x+ y-11=0 .

Lesning:

dist®, 1) 3-2+(=3)-11] |-8 8 )53

1S , = = = ~ 2.
V32412 Jio - 10
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4.5 Parameterfremstilling for ret linie

4.5. Parameterfremstilling for ret linie.

Lad / vare en ret linie , som gér gennem et fast punkt P, og har en egentlig vektor [ som
retningsvektor For vilkarlige punkter P pé linien / og kun for disse punkter vil der da galde:

- -
PyP=t1 ,hvor ¢ er et reelt tal. For hver verdi af t (kaldet parameteren) svarer der ét punkt pa
linien og omvendt.

] ) - - - - - -
Af indskudss@tningen fas OP = ORy+ ByP < OP=ORy+1-1

- - -
OP=OF,+t-1 , kaldes en parameterfremstilling for linien / , med parameteren t (som er
et reelt tal).

Fig 4.4. Parameterfremstilling

Lad vektoren ; = (Zj og Py=(x,, vy ). (jevnfer figur 4.4)

X X a
En parameterfremstilling for / i koordinater bliver da ( j = ( 0) +1- (bj
y Yo

En linie har mange parameterfremstillinger, da man dels jo kan valge forskellige faste punkter
pa [, dels vil alle vektorer proportionale med [ kunne benyttes som retningsvektorer.

Eksempel 4.4. Linies parameterfremstilling.
Find en parameterfremstilling for linien / gennem punkterne A=(3, 1) og B =(2, 3)
Lesning:

> 2— -1
Da 4B = [3 fj = [2 jog et punkt pa linien er A er en parameterfremstilling for /:

(3)-0)+4)

Man kan opfatte parameterfremstillingen for / som en beskrivelse af en jevn retlinet bevagelse

4

a
i rummet, hvor ¢ angivet tiden. Bevegelsens hastighedsvektor er (b] .
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4. Plangeometri
Eksempel 4.5. Retlinet bevagelse.

X 0 4
Lad [ j = (J +t- (?J beskrive et legeme L’s retlinede bevagelse i planen, hvor # angiver tiden
Y

og hastigheden méles i m/s.

a) Find vejleengden (i m) som legemet gennemlgber 1 3 sekunder.
b) Find den tid det tager for L at gennemlebe en strackning pa 90 m.
Lesning:

a) Farten er V42 +3% = V25 =5m/s 13 sekunder gennemlebes 15 m.

b) 90 m gennemlebes pé % =18s

4.6. Skeering mellem to rette linier

Lad der vaere givet ligningerne for to rette linier / og m:

I: ax+by=c

m: a,x+b,y=c,

Er linierne ikke parallelle har de et skeringspunkt. Et sddant skaeringspunkt skal opfylde begge
ligninger, sa problemet reduceres til, at lase to ligninger med to ubekendte.

Dette sker lettest ved den kendte metode, hvor man af den ene ligning finder eksempelvis y
udtrykt ved x, og sa indsatter dette i den anden ligning.

Man kan dog ogsa benytte en lommeregner som TI-89 hertil.

Disse to metoder er vist i det folgende eksempel 4.6.

Eksempel 4.6. Skaering mellem to linier.

Find skeeringspunktet S mellem linien / med ligningen 2x - 6y + 9 = 0 og

linien m med ligningen x + 8y - 1 =0.

Lesning:

Metode 1: Indsaettelsesmetoden

Da skaringspunktets koordinater skal opfylde begge ligninger skal man lgse ligningssystemet

2x-6y+9=0 (D
x+8y - 1=0 (2)

9
Afligning (1) findes x = 3y —3 3)

Indsettes (3) 1 ligning (2) fas

9 11 1
3y-—+8y-1=0&c1ly=—< y=—
y > y y > y >
9

1 1
Indsaettes y=— 1 (3)fas x=3- ——— < x=-3
2 2 2

1
Skeringspunkt S = (— 3,5)
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4.6 Skering mellem to rette linier

Metode 2: TI-89.
F2\solve(2x-6y+9=0 and x+8y-1=0,{x,y}) Resultat x =-3andy = %2
(“and” findes i CATALOG) ¢

Eksempel 4.7. Hojde i trekant

Lad trekant ABC have vinkelspidserne
A=(2,1), B=(6,7) og C = (10, 5).

Find koordinaterne til fodpunktet H af
hgjden fra B. (se figuren)

Lesning:

) > (10-2
Vi har AC:(5 | j:(

8

s

-1
Linien / gennem A og C har normalvektoren 7, = (2 j

2]

1

[ har da ligningen —1-(x-2)+2(y—-1)=0< —x+2y=0 (1)

Lad m vaere linien gennem B vinkelret pé /

2
Linien m m4 have en normalvektor der er parallel med /, dvs. 7, = (1]

m har da ligningen 2(x-6)+1-(y-7)=02x+y—-19=0 (2)
Skeringen mellem / og m er da koordinaterne til H
Afligning (1) fas: x = 2y som indsattes i ligning (2)

1
2(2y)+y—19:O<:>5y:19<:>y=?9=3.8
x=2-38=76

H=(7.6.3.8)

41



4. Plangeometri

4.7. Skeering mellem linie og cirkel
[ afsnit 1.4 fandt vi, at ligningen for en cirkel med centrum i C=(x,,y,) ogradiusrer

(x_xo)2 +(y_yo)2 =r’

Det er jo ikke sikkert at en ret linie overhovedet skarer en saddan cirkel, men hvis den ger det vil
det enten vaere 1 2 punkter (se figur 4.5) eller i1 ét punkt (hvis linien er tangent til cirklen).

Fig 4.5. Skcering mellem cirkel og linie

At finde skaringspunkterne betyder, at man skal lose to ligninger hvoraf den ene er af 2. grad.
Dette vises 1 folgende eksempel 4.8.

Eksempel 4.8. Skeering mellem linie og cirkel
Find skaringspunkterne mellem linien / med ligningen -2x + 3y - 4 = 0 og cirklen med centrum
1C=(-2,6) ogradius 5.

Lesning:
Cirklens ligning: (x+2)* +(y—6)> =57 (D
Liniens ligning : -2x +3y-4=0 (2)

Afligning (2) findes x udtrykt ved y: —2x+3y=4<2x=3y-4 & x:%y— 2 3
(3) indsaettes 1 (1):

2
(%y—2+2) +(y—6)2=25<:>%y2+y2+36—12y:25c>14—3y2—12y+11=0

f 13
12+./12° —4.—=11 2
. ) 4 12++/144-143
Andengradsligningen loses: y = T = T =422
2-— — 13
4 2 13
22 3 22 7
Veardierne indsattes 1 (3): y=2 :>x:§-2—2=l, y=—=DXx=——=-2=—
2 13 2 13 13
. 7 22
Skaeringspunkter S=(1,2)og T = 'ERNE)

TI-89: F2\solve( -2x + 3y - 4 = 0 and (x+2)"2+(y-6)*2=5"2,{x,y})
Resultat: x =1 andy =2 or x=7/13 and y=22/13
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4.8 Tangent til cirkel

4.8. Tangent til cirkel

En tangent i et punkt P til en cirkel med centrum i C er en linie /, der stér vinkelret pd radius CP
1 punktet P (se figur 4.6).

En normalvektor til linien bliver derfor vektoren 5P .

Pé dette grundlag kan man derfor let opskrive ligningen for tangenten (jevnfer det folgende
eksempel 4.9)

Fig 4.6. Tangent til cirkel

Eksempel 4.9. Tangent til cirkel

Lad der vare givet en cirkel med centrum i C = (2, -3) og radius » = V26
1) Vis, at punktet P = (3, 2) ligger pa cirkelperiferien.

2) Find tangenten til cirklen i punktet P.

Lesning:

1)CP = (lj Da
5

2) Tangentens ligning: 1-(x—3)+5-(y—-2)=0&x+5y=13

CPl=+1 +5% =426 ligger P pé cirkelperiferien.
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4. Plangeometri

4.9. Beregning af sider og vinkler i en trekant

I figur 4.7 er tegnet en vilkarlig trekant ABC med vinklerne A, B og C og siderne a, b og c.

3

a

A b
Fig 4.7. Vilkarlig trekant

Vi vil i dette afsnit udlede nogle formler, efter hvilke man kan beregne alle resterende vinkler og
sider i en sddan trekant blot tre af disse er angivet ( den ene skal dog vare en side)

Det forudsettes naturligvis at trekanten eksisterer. Eksempelvis vil en trekant hvor siden a =100
siden b= 5 og siden c = 6 ikke eksistere.

Satning 4.3. Cosinusrelationerne
For en vilkarlig trekant ABC gaelder

a’=b*>+c*-2-b-c-cosd
b*=a’>+c*>-2-a-c-cosB
c2=a*+b*-2-a-b-cosC

Bevis:
_ - _ -
Lad i AABC vektoren b = AC og vektoren ¢ = AB..

— -
Der geelder da, at CB=¢ —b (se figur 4.8)
Ifolge regnereglerne for vektorer haves nu.

(5—5)2 _&2 4B -2.b-¢

Idet (5_5)2 =‘E—I;‘2 =|§|2 =a’ ,‘5‘2 =b* \6\2 =c® og

E-E:‘E“E‘-COSAZb~C-COSA

era’=b>+c*-2-h-c-cos 4 Fig. 4.8. Trekant
De andre to relationer fas pd samme made.
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4.9 Beregning af sider og vinkler i en trekant

Saetning 4.4. Sinusrelationerne
For en vilkarlig trekant ABC gaelder

a b c

sind sinB sinC

Bevis:

Da arealet T af en trekant er det halve af arealet af det
tilsvarende parallelogram (se figur 4.9) fas af setning 3.8 at

1 1 1 A b
T=—a-b-sinC=—=b-c-sind=—a-c-sinB
2 2 2
Heraf fis a-b-sinC=bh-c-sin 4 < .a _ 'C Fig 4.9. Trekant og tilsvarende parallelogram
sin4d sinC
c

. . b
oga-b-sinC=a-c-sinBo ——=—
sinB sinC

Hermed er relationen bevist.

Ud fra disse formler kan man nu beregne de 3 ukendte vinkler og sider.

Tilfeelde 1 Givet alle tre sider a, b og c.

2 2 2
Af a®> =b* + ¢* = 2bccos A fas A = Cos_l(uj
2bc

a’+c* -b?

Tilsvarende fas B =cos_1[ j ogC=180-A-B

2ac

Tilfeelde 2 Givet en vinkel og de to hosliggende sider.
Lad veaere givet ZA4 og siderne b og ¢

a findes af a”® =b* + ¢* = 2bccos 4

2 2 2
Jla +c-b
B =cos 1(—

j ogC=180-A-B

2ac

Tilfeelde 3 Givet en vinkel, den hosliggende og den modstiende side
Lad der veere givet ZA4 og siderne a og b

Her kan der forekomme 2 lgsninger, hvis £A er
spids, og a < b, ellers hgjst én losning.

Det er i alle tilfeelde klogt at skitsere trekanten for at
se om der er én lgsning, to lesninger (som pa figur
4.10) eller eventuelt ingen lgsninger.

/ B findes af: b __“ @sinBzésinA

sinB sinA4 a
c _ a

Fig. 4.10. 3. Trekantstilfcelde

C=180-A-Bogc af ——=— .
sinC sinA4
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4. Plangeometri

Tilfaelde 4 Givet to vinkler og en side.
Lad der vaere givet siden a og to vinkler.
Man kan s4 straks finde den tredje vinkel, da vinkelsummen er 180°

b a asin B c a asinC
bogc findesaf ——=——< b=— 0g ——=——"%Cc=—
sinB sinA4 sin 4 sinC sin 4 sin 4

Eksempel 4.10. Trekantsberegninger

a)l AABCer ZC=115.10°,a=5.60 og b=10.40.
Find de 3 resterende vinkler og sider i trekanten.

b) I AABCer £ C=35.70°,c=7.60 og b= 10.40.
Find de 3 resterende vinkler og sider i trekanten.

Lesning:

a) ¢>=56"+104> -2-56-104-cos1151< ¢* =18893 ¢=13.75
A C051(10.42 +1375° —5.62J

2-104-13.75

Z/B=180-21.65-115.1=43.25"

=21.65°

b) Da Z Cer spids, og ¢ <b er der mulighed for 2 lasninger A AB,C, og A AB,C, (se fig. 4.10).

‘7.6 _ }0.4 @Bzzsin‘l(10'4'51n35'7) 55 990
sin35.7 sinB, 7.6 =

C,=180-52.99-35.7=91.31°

‘ 7.6 _ cy o, = 7.6 -'sm91.31 ~ 1302
sin35.7 sin91.31 sin 35.7 =
2)B,=180-52.99 = 127.01°
C,=180-127.01-35.7= 17.29°
7.6 e ¢ = 7.6-sin17.29 133

= =
sin35.7 sinl17.29 sin35.7 =
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4. Opgaver til kapitel 4
Opgaver til kapitel 4

4.1 (uden hjelpemidler)
a) Find ligningen for den rette linie / gennem punkterne A = (2, 3) og B = (-4, 6).
b) Find ligningen for den rette linie m som gar gennem A og stér vinkelret pa /.

4.2 (uden hjelpemidler)
A ABC har vinkelspidserne A = (4, 7), B=(3,-5) og C= (8, 5)
Bestem en ligning for den linie, der indeholder hgjden fra C.

4.3 Bestem den spidse vinkel mellem linierne / og m, nér
a)l:2x—y=1o0gm: —x+3y+5=0
b)lix+y=1o0gm: y=-2x+1
c)l:y=2 ogm: —-2x-3y=1.

4.4 (uden hjelpemidler)
Linien m har ligningen m: y+3x=1.
Bestem afstanden fra m til punktet P = (5,7).

45 LadA=(4,5), B=(2,-1) ogC=(-4,3).
Bestem
a) leengden af hejden fra A.
b) arealet af A ABC.
c¢) vinklernei A ABC.

4.6. (uden hjelpemidler)
To biler A og B bevaege sig med en javn retlinet beveaegelse bestemt ved

L X 1 3 X 0 4
parameterfremstillingerne A: = +1 og B: = +1
y 2 4 y 1 -1

1) Bestem de to bilers fart
2) Vil de to bilers banekurver skere hinanden?.
3) Vil de to biler stade sammen?

4.7 (uden hjelpemidler)

X 2 3
En linie / har parameterfremstillingen ( j = [ J + t.(lj
y

a) Skitsér linien 11 et koordinatsystem
b) Opskriv ligningen for /
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4. Plangeometri

4.8 (uden hjelpemidler)
Los folgende ligningssystemer ved “indsattelsesmetoden’

-x+2y=-8 5 4x+y=5
3x+y=3 6x+4y =15

b

4.9. (uden hjzlpemidler)
I et koordinatsystem er givet linierne
[: 3x+5y=12 og m: 4x+7y=38

Bestem koordinaterne til de to liniers skaringspunkt.

4.10 (uden hjelpemidler)
Ved et forlystelse i et tivoli blev der i et bestemt tidsrum solgt 60 billetter. Indtaegten var
1000 kr.
Prisen for en voksenbillet var 30 kr og for en bernebillet 10 kr.
Hvor mange berne- og voksenbilletter blev der solgt?

4.11 (uden hjzlpemidler)
En cirkel har centrum i C = (2, -4) og radius 5.
Find ligningen for cirkeltangenten med reringspunkti P = (2, 1).

4.12 Find ligningen for den cirkel, der har centrum i C = (3, 5) og som har linien / gennem
punkterne A = ( 2, 0) og B = (0, 3) som tangent.

4.13 Bestem skaringspunkterne mellem cirklen med centrum i C = (4, 3) og radius 5 og linien
/ med ligningen x +4 y -29=0

4.14 En cirkel ¢ har ligningen x? +y? —12x—16y+59=0

Find eventuelle skaeringspunkter mellem cirklen ¢ og linien / med ligningen
2x+3y—-13=0

4.15 Bestem de ukendte sider og vinkler i A ABC, nar
a)a=12, b=9o0gc=5
b) LA=65",hb=50gc=6
c) ZB=120°,a=80gb=12
d) £B=120°, £C=20" ogb=12

4.16 Et skib sejler med konstant kurs og fart. P4 et tidspunkt pejles et fyr i en vinkel pa 21° med
sejlretningen. Efter at skibet har sejlet 12 semil pejles fyret igen, og der méles en vinkel
pa124° med sejlretningen.

Bestem den korteste afstand d til fyret.
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4.17

4.18

4.19

4. Opgaver til kapitel 4

Et skib sejler med en hastighed pd 18 knob = 18 semil i timen.

P4 positionen A observeres et fyr F i en vinkel pa 17° med sejlretningen. Efter yderligere

sejlads i 20 minutter nds positionen B. Herfra observeres fyret F i en vinkel pa 29° med

sejlretningen.

a) Under foruds@tning af, at skibet beholder sin kurs, enskes beregnet den korteste afstand
d mellem skibet og fyret F.

Det vides imidlertid, at fyret skal passeres i en afstand af mindst 5 semil.

b) Beregn den kursendring, der skal foretages pa positionen B, for at fyret passeres i en
afstand af netop 5 semil.

c¢) Hvor lang tid gar der mellem kursendringen ved B og passagen af fyret F (ved passagen
forstas det sted, hvor skibet er i sin korteste afstand fra F).

Man ensker at bestemme hojden af skorstenen PC. Imidlertid kan man ikke komme helt hen
til skorstens fod C, men kun til et punkt B. Fra B danner sigtelinien til skorstenens top P en
vinkel pa 35° med vandret. Man gér nu 50 m tilbage og finder, at sigtelinien nu danner en
vinkel pa 22° med vandret.
Beregn skorstenens hgjde.

Et skib sejler stik nord med den konstante fart 15 knob = 15 semil pr. time.
Klokken 22.20 observeres fyret F,i bagbords retning under en vinkel pad 10° med

sejlretningen. Samtidig observeres fyret F, i styrbords retning under en vinkel pd 40° med
sejlretningen. Klokken 22.40 foretages tilsvarende observationer og nu observeres fyret Fj i
bagbords retning under en vinkel pd 15° med sejlretningen og fyret F, i styrbords retning

under en vinkel pa 50° med sejlretningen.
a) Beregn afstanden mellem fyret F} og fyret F, .

b) Beregn det tidspunkt til hvilket skibet passerer fyret 7] (dvs. ndr afstanden mellem fyret /)
og skibet er mindst).

4.20 Afstanden mellem to observationspunkter O, og O, er 20 somil.

Et retvinklet xy - koordinatsystem indleegges med begyndelsespunkt 1 O, og med O, 1
punktet (20,0).
Et skib observeres fra O, 0g O, kl 12.30, og vinklerne maéles:
£80,0, =57° | £50,0, = 35"
a) Find koordinaterne til skibets position kl 12.30, idet y > 0.
Ti minutter senere bestemmes koordinaterne til skibets position at vare (8.50, 11.50).

b) Find skibets hastighed (i knob) samt skibets retning (vinkel med vandret).
c¢) Find den korteste afstand fra skibet til O, , nar det antages, at skibet sejler retlinet.
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5. Funktionsbegrebet

5 Funktionsbegrebet

5.1 Definition af reel funktion

Man siger, at der foreligger en reel funktion f af et reelt tal x, hvis der til ethvert reelt tal x i en
definitionsmaengde D er tilordnet netop ét reelt tal f{x) .

Man kalder f{x) for funktionsvardien. Mengden af alle funktionsverdier kaldes veerdimaengden
(V pa figur 5.1).

»
>

v
e

Fig. 5.1. Graf for en funktion f.

Vi vil ofte blot skrive "funktionen x*" , f(x)=x>eller angive funktionen ved en ligning af
formen y = x°.

I det sidste tilfeelde kaldes x for den uafheengige variabel og y for den afhaengige variabel.

En anden skriveméde er f:x — x2, og ved de praktiske anvendelser ser man ofte skrivemaden

Y= y(x).

Forklaring af skriveméden y = y(x). Er f.eks. massen m af en stang en funktion af stangens leengde /, vil man nedigt skrive
m = f{]), da man sa dels benytter symbolet m for massen betragtet som en variabel, dels benytter symbolet f for massens
athangighed af /. 1 stedet skrives tit m = m(/), sd der kun knyttes ét symbol m til den fysiske sterrelse.

I kapitel 2 fandt vi ligningen for en ret linie til y =ax+b .
Vi kan nu ogsa sige, at den lineare funktion f'(x) = ax+5b har som graf en ret linie.

5.2 Sammensat funktion
En funktion som eksempelvis A(x)=+/2x+1 kaldes en sammensat funktion, da den er

sammensat af funktionerne f'(x) = Jx og g(x)=2x+1til A(x)= f(g(x))=~+2x+1.
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5.4. Omvendt funktion

5.3. Monoton funktion

Hvis der til storre x-vardier svarer storre funktionsvardier kaldes funktionen voksende.
Huvis der til starre x-vardier svarer mindre funktionsvardier kaldes funktionen aftagende.
Den linezre funktion f(x) =ax+b er sdledes voksende, hvis a > 0 (haldning er positiv) og

aftagende hvis a <0.
Et monotoniinterval er et interval, hvori funktionen enten er voksende 1 hele intervallet, eller er
aftagende 1 hele intervallet

Parablen f(x) = x? er sledes ikke monoton for alle X, men er monoton (voksende) for x>0,
og monoton (aftagende) for x <0

5.4. Omvendt funktion.
Lad f'vere en funktion med definitionsmangden D og vardimangden V. Hvis der til ethvert

y eV findes netop ét x e D si f(x)= y siges fat have en omvendt funktion /' givet ved
y=fmex=17"0)

Eksempelvis har enhver monoton funktion en omvendt funktion.
Saledes er f(x)=x> en voksende funktion for x > 0og f har derfor her en omvendt funk-

tion f '. Forx>0fisaf y=x* at x= \/; dvs. den omvendte funktion er givet ved
o) = \/; hvor y > 0. Hvis vi som s&dvanlig kalder den den uathangige variabel for x er
S @) =xhvor x>0

Grafen for f ™' fas s& af grafen for / ved spejling i linien y = x ,se figur 5.2.

N\

/o

Fig 5.2 Omvendt funktion

f ( 7! (x)) =x ogf! ( f (x)) = x forudsat, at de indgaende funktioner er defineret.
Eksempelvis hvis £ (x) = x? og g(x)=+x, x>0,

s er f(ffl(x)):(\/;)2 = x forudsat xZO,mensffl(f(x))zx/x_zzx for alle x.
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5. Funktionsbegrebet

Eksempel 5.1. Omvendt funktion
1

1+\/;

x=0.

Find den omvendte funktion til funktionen f(x)=

Lesning:

2
1 1 1 1

Forudsat y # 0 gaelder y = <:>1+\/_:—<:>\/_:—_1©x:(__1j )
1+4x y y y

y:f“%m=(§—ﬂz,x>o

Opgaver til kapitel 5

5.1. Angiv for hver af folgende funktioner deres definitionsmangde, den omvendt funktion

/' og dens definitionsmangde.
a) f(x)=-3x+1,
b) f(x)=+x
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6.2 Potensfunktioner

6. Standardfunktioner

6.1 Indledning.
Ved en standardfunktion vil vi i det felgende forsta en af folgende typer af funktioner:

Potensfunktioner x“ , Eksponentialfunktioner a™ , logaritmefunktionerne In(x) og log(x) samt de
trigonometriske funktioner sin(x) og cos(x) .

Lad f(x)og g(x)vere to standardfunktioner og a og b vaere to konstanter. Der kan s& dannes

nye funktioner ud fra de saedvanlige regneregler a- f(x)+b-g(x), a-f(x)—b-g(x), %
g(x

og f(g(x)).

Standardfunktionerne vil blive gennemgaet i de folgende afsnit, sammen med eksempler pa

funktioner, der er dannet ud fra ovenstaende regneregler.

6.2. Potensfunktioner
Vi har hidtil definereta” = a-a-..-a (i alt n faktorer) , idet vi forudsatte at eksponenten a var et
helt positivt tal.

For regning med potenser gelder som bekendt folgende
potenssztninger:

n p n n
D a"-af =d""P, 2) a—za"_p, 3) (a") =d""P, 4) (a-b)n =d"-b" 5) (ﬁj =2
a? b b"

Vi vil nu udvide potensbegrebet, s& man forudsat roden a > 0 kan have vilkarlige tal som

1
V2

_ni
, a3 og a“’.

eksponenter f. eks. a°, a
Ogsa for disse potensregler skal ovennavnte potensregler geelde.

Definition. Udvidelse af potensbegrebet
Lad n veere et positivt helt tal, og a et vilkarligt reelt tal hvis intet andet er navnt.

a" =a-a-...-a (ialtn faktorer)

1
a ' =— for a#0
al’l

1 a >0 for n lige
a = ’{/Z hvor et o 1 )
a vilkarligt reelt tal for n ulige

a’®=1for a#0
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6. Standardfunktioner

Begrundelse
Da potensreglen a"af =a"P skal galde, fas for
p=0: a" a¥=a"0 =40 =1,

_ _ - _ 1
p=-—nad-a"=d""od" a"=12a"=—

n
a

ialt n addender
1 1 1 1 1 1 1

e -
a” -ah-...a" =aqh " n=a' Dalfa Ya . Ya=a fasheraf, at an =a

ialt n faktorer n faktorer
Hvis n er lige mé a ikke veere negativ, jeevnfor, at 4/(—4) er udefineret (x? = —4 er uden losning)

, mens J-8=-24da (—2)3 =-8.
At potensreglerne 2) 3) 4) og 5) ogsé geelder for det udvidede potensbegreb overlades til leeseren.

L 4

Potenser med ikke rational potens
Onsker man at definere eksempelvis 3‘/5, sd kan det ske ud fra de forrige definitioner pa
folgende méde. V2 =14144...

14
31 =3, 3 =310 =46555 3! =47069, 31414 =47277, 314142 = 47287

Vi ser, at 3V2 £ 4729 Pa lommeregneren fis med 4 decimaler 3V2 ~ 47288

P& figur 6.1 er vist graferne for nogle potensfunktioner
Y

Fig. 6.1. Nogle potensfunktioner.
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6.2 Potensfunktioner

Eksempel 6.1. Potensregler m.m.
Reducer folgende udtryk (uden brug af hjelpemidler):

x3)2\/x—8

1) (x4)3 , 2) 2x° —(x5 —3x2)(2x4 —x)
Lesning:

(x3)2\/x_8 x3? -(xg); JRCINE B (1 , 1
b (x4)3 = N PR =X 2

2) 2x° —<x5 —3x2)(2x4 —x):2x9 —(2x5 axt—x?x—6x? xt +3x2 -x)
=2x° —(2x9 —7x6 +3x3) = x3(7x3 +3)

1) Kontrol ved T1 89: (x*3)"2* [ (x"8)/(x"4)"3  Resultat ok
2) Kontrol ved Tl 89:2xA9-(2x"5-3x"2)(2x"4-x)  Resultat ok

Eksempler pa anvendelser af potensfunktioner
Keplers 3. lov
Planeterne bevager sig om solen i baner, hvor omlebstiden 7 og den gennemsnitlige afstand

fra solen er givet ved 7 = 0.000548-r"°

Pulsen for forskellige dyrearter.
Det viser sig, at sma dyr har en hurtig puls og store dyr har en langsom puls.

Man her fundet, at hvis y er antallet af hjerteslag pr. sekund, og x er dyrets masse i kg, s gelder

med tilneermelse y = 3.60-x %7

6.2.1. Polynomier

Ved et polynomium af n’te grad forstas funktionen
f(x)=a,x" +a, x"'+....  +ax+a,, a,#0

Ved polynomiets redder forstas losningerne til ligningen f(x)=0.

Man kan vise, at et polynomium af n’te grad har hejst n

rodder.

Polynomium af 1. grad:
Et polynomium af 1 grad f(x)=ax+b:, a#0 kaldes

ogsa en lineer funktion, da dens graf er en ret linie.
Vihar i afsnit 2.3 gennemgaet den rette linie's ligning, sa vi
vil her ngjes med at vise grafen for f(x) (se figur 6.2), / >\

Fig 6.2. Heeldning a
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6. Standardfunktioner

Polynomium af 2. grad: f(x)=ax’ +bx+c, a#0

Det simpleste andengradspolynomium er f(x) = ax?

Grafen for denne funktion kaldes en parabel.

I figur 6.2 er tegnet forskellige parabler svarende til forskellige vaerdier af tallet a.

Det ses, at parablen er symmetrisk omkring y -aksen, har “grenene” opad hvis a > 0 og “grenene”
nedad hvis a <0.

Punktet hvor parablen har sit minimum eller sit maksimum (her (0.0) kaldes parablens toppunkt.

Fig 6.2. y=ax’

Satning 6.1 Andengradspolynomiums graf og redder
Grafen for andengradspolynomiet f(x) = ax* +bx +c er en parabel kongruent med parablen

y =ax?, og med toppunktet (—;,— ij , hvor d = b* —4ac kaldes diskriminanten.
a

4a
—btAd
2a

Er d < 0 ligger parablen enten helt over x - aksen (hvis a > 0) eller helt under x - aksen (hvis a < 0)

Forudsat d> 0 er radderne (parablens skceringspunkt med x - aksen): X =

Bevis
Der foretages folgende omskrivning:

2 2
y:ax2+bx+c=a(x2 +éx+£j:a x? +2x+(i) —(ij +<
a a a 2a 2a a

( b)z , b (bjz (bjz ¢ b dac  b*-dac d
Da|x+—| =x"+—x+|—]| og —| —| +—=- + =- =- féas
2a a 2a 2a a 44’ 4a4? 4a* 4a’

2 2 2
d b
y=a [x+ij _L :a(x_q_ij _i eller y+—:a(x+—)
2a 442 2a 4a 4a 2a
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6.2 Potensfunktioner

b d
Indferes et nyt x,y,- koordinatsystem vedX] =X +Z Y1=Y+— bliver andengradsligningen i dette

4a
koordinatsystem y, = ax,”, dvs. en parabel med toppunkt i (x,,y,) = (0,0)

. d | . .
Det ses, at indsattes x = —2i og V==~ bliver (xy,y,)=(0,0)dvs. i xy-systemet har parablen toppunktet
a

(28
2a’ 4a

2
Forudsattes d >0 fis af omformningen 5 = a( X+ ij _ 9 s

2a 4a
2 2 2
(i) _i:()m(HiJ :ib[ﬁij A b [a_ _-beda
2a 4a 2a 4a 2a 44> 2a 44> 2a

Eksempel 6.2. (polynomium af 2. grad)
Lad f(x)=-3x>—x+2
Grafen for f'er en parabel.
a) Find parablens skaringspunkter med x - aksen (= funktionens nulpunkter)
b) Skitser grafen for funktionen i et interval, der indeholder nulpunkterne.
¢) Angiv kordinaterne til funktionens toppunkt.
Lesning:
a) Nulpunkter: (= grafens skeringspunkter med x - aksen)
f(x)=0= 3x>—x+2=0

—bVb? —4arc _—(DEY(ED’-4(3)2  1x5 -1

Bxl—x+2=0x=
2a 2(-3) -6

w | N

eller benyt Tl 89: F2/solve(-3x"2-x+2=0,x)

Nulpunkter x =-1 og x = 3

b) Da a = -3 <0 har parablen grenene nedad.

TI89: Y=, indtast funktion, Enter,Graph,

Veelg Windows, og seet greenser passende /-\
Graph

FAIN DEGAUT FUNC

¢) d=b*—4ac=(-1)* —4(-3)2=1+24=25

T_(_i _i) _£_—_1 _Aj _(_l E)
U 2" 4a) U 6" 4=3)) \ 612

eller TI89: Pé tegning velg F5, og pd menu vaelg maksimum og f/‘$ \

indsat et passende interval. Mazed riin

Woi T 1eBEEEE| Yol 2 DBEES33

MAIN DEG AUT
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6. Standardfunktioner

Eksempel 6.3. Optimering

En stor butikskede salger lommeregnere til 600 kr pr. stk. Til den pris har man erfaring for, at
der saelges 1000 stk. pr. uge.

For hver gang man haver prisen med 50 kr pr. stk. falder salget med 60 stk. pr. uge. Tilsvarende
stiger salget , hvis prisen s@nkes.

Hvis firmaet kun ser pd omseatningen, hvilken pris giver sa den sterste omsatning?

Losning:

Hvis prisen er 600 kr er omsatningen O = 1000-600kr

Hyvis prisen er 600 + 50 kr er omsatningen O = (600+50)- (1000 — 60) kr
Hvis prisen er 600+ 2-50 kr er omsatningen O = (600+2-50)-(1000-2-60) kr

Idet x er antal gange prisen stiger med 50 kr, s har vi folgelig, at
hvis prisen er 600+ x-50kr er omsatningen O = (600 + x-50)- (1000 — x - 60) kr

Vi har O(x) = =50-60x? +(1000- 50 — 600- 60)x + 600- 1000 = —3000x > + 14000x + 600000
Vi ser, at omsatningen kan skrives som et andengradspolynomium i x
Vi seger den storste omsa&tning, dvs. sterstevardien for O(x)

Da grafen er en parabel med grenene nedad har den en stersteverdi i toppunktet.

Vi har derfor, at omsatningen er storst for x = — b =— _ 14000 =2.
2a 2-(—3000)

Da x skal vaere et helt tal mi x = 2, dvs. vi skal have prisen med 100 kr til 700 kr pr. stk.

Herved slges 120 faerre lommeregnere, men omsatningen stiger til
(600+2-50)-(1000—-2-60) = 700-880 = 616000

Satning 6.2.0plesning i faktorer
Hvis andengradspolynomiet f(x) = ax* +bx + ¢ har rodderne o og 8 kan polynomiet oploses

i faktorer f(x)=a(x—a)(x— /)

Bevis:
—b+Jd -b-+d b —b+d —b—-d (-b)>-d b>—(b*-4ac) ¢
a-{-ﬂ: + =——. a-ﬂ: . = = = —
2a 2a a 2a 2a 4a? 44 a
a(x—a)(x—ﬂ)=a(x2—(a+ﬁ)x+a~ﬂ)=a[x2—(—éjx-#g)=ax2+bx+c ‘
a a
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6.2 Potensfunktioner

Eksempel 6.4. (oplesning i faktorer)
2
Reducer braken X7 —xt2

3 9r_ 12 ved at oplese teller og nevner 1 faktorer.
X" —9x—

Leosning:

2
Ifolge eksempel 6.4 har telleren — 342 — x4+ 2 redderne er -1 og 3

Nzevneren: 3x> —9x—12=0< x =

94197 —4.3.(-12) 9+4225 9+15 {4

6 6 6 -1
TI 89:
-(3x-2)
(-3x"2-x+2)/((3x"2-9x-12) ENTER Resultat: ———
3(x—4)
| vanskeligere tilfeelde kan man ofte med fordel benytte enten
-(3x-2
F2\ factor((-3x"2-x+2)/((3x"2-9x-12)) Resultat: (—)
3(x—4)
-10

eller “expand”, der giver —1 som jo ogsa er en god reduktion

3(x—4)

Polynomium af 3. grad: f(x)=ax’ +bx> +cx+d, a#0

Et polynomium af 3.grad vil altid have mindst en rod og hejst 3 redder, dvs . grafen vil altid
skaere x - aksen mindst 1 gang og hejst 3 gange (se figuren)

a<0
a>0

| reel rod

3 rodder

De reelle redder findes lettest ved anvendelse af lommeregnerens “solve” program.
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6. Standardfunktioner

Eksempel 6.5. (polynomium af 3. grad)
Lad f(x)=4x> —8x? +x-2

Find ved anvendelse af TT 89

a) Polynomiet radder

b) Oples polynomiet i faktorer

¢) Skitser grafen for f(x)

Leosning.
a) F2\ solve(4*x3-8*x"2+x-2=0,x) Rod x =2
b) F2\ factor(4*x"3-8*x"2+x-2,X) Resultat: (x — 2)(4x2 +1)

) TI89: Veelg: Y= ,indtast funktionen, Graph, Windows, e&ndre —s—rmorm 1 Fe e %
Xmin , xmax osv. indtil man far en passende tegning. Pa [Io=i=jZeem|TraceFedrar njrath|l raw)F enf-

figuren er valgt xcl= 1 og ycl =1 for at se enheder pa ) ,-'J
tegningen. : :
Det ses heraf ,at der er forskellige enheder pa akserne. /- \/
Onskes samme enhed pad akserne valges i Windows . :
F2:ZoomSqr. : :
[RLIL IIIEGFIIITIEI FLUMC

Polynomium af 4. grad: / (X) = ax* +bx’ +ex® +dx+e
Polynomier af 4. grad vil have fra 0 til 4 redder.

Eksempel 6.6. (polynomium af 4. grad)
Lad f(x)=2x"*—-8x>+9x* —4x+4
Find ved anvendelse af T1 89

a) Polynomiet redder
b) Skitser grafen for f(x)

¢) Find funktionens minimumsveerdi.
Losning.

a) F2\solve(2x"4-8x"3+9x"2-4x+4=0,X)
Resultat: Rod x =2 . :

b) Tegnet som under eksempel 6.5 HAIN DEGRUTO  FUNC
c¢) Grafen har grenene opad som vist pa figuren
Velges F5, Minimum og passende graenser fas, at minimum er 0 for x = 2.
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6.3 Eksponentialfunktioner

6.3. Eksponentialfunktioner

Ved en eksponentialfunktion forstds en funktion af typen f(x)=a”, hvor a >0
x kaldes eksponenten og a for grundtallet.

Da ¢’ =1vil alle eksponentialfunktioner ga gennem punktet (x, y) = (0,1).

Eksempel 6.7 Graf for eksponentialfunktion

1 X
Skitser graferne for eksponentialfunktionerne f(x) =2" og g(x) = (—j

2
Lesning:
Der beregnes folgende stottepunkter
X 1 2 |3
fx) 2 1 4| 8
g(x) 1|11
2043

L 4

Af speciel interesse er den eksponentialfunktion, som i punktet (x,y) = (0,1) har en tangent med
haeldningskoefficienten 1.

Denne funktion kaldes den “naturlige” eksponentialfunktion og skrives exp(x) eller e”
Dens grundtal e er en uendelig decimalbrok.

Pa Tl 89 findes funktionen over tasten x og man finder bl.a. at med 5 decimaler er e*(1) =2.71828.
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Eksempel 6.8 Renteformel

Et belagb pa 1000 kr indsettes pd en bankkonto, hvor der tilskrives en rente pa 4% om éret.
Hvor meget er belobet vokset til efter 5 ar.

Lesning:

Efter 1 r er belobet vokset til 1000+ 1000-0.04 = 1000(1+0.04) =1000-1.04 kr

Efter 2 ar er belabet vokset til 1000-1.04 +1000-1.04-0.04 = 1000-1.04(1+ 0.04) = 1000-1.04> kr

Efter 5 ars forlab er belgbet vokset til 1000-1.04° = 1216.65kr
2

Afeksempel 8.2 ses, at hvis rentefoden er » % pr. termin, sa vil en kapital pa b kr efter n terminer

vaere vokset til |5, =b(1+r)"

Denne formel kaldes renteformlen.

Renteformlen kan omskrives til en funktion af typen f(x) =b-a™ hvor a=1+r

Eksempel 6.9. Anvendelser af renteformlen

1) Hvad skal settes ind pa en bankkonto, som forrentes med 4.5% rente p.a. for at der om 10 ar
star 80000 kr

2) En virksomhed har det forste &r en vaekst pa 8% , det naste ar en vaekst pd 12% , det tredie ar
et fald pd 10% og det fjerde ar en vakst pa 5%.
Hvad er den gennemsnitlige arlige vaekstrate pd r % , som pd 4 &r giver det samme resultat.

3) Hvis virksomheden i spergsmal 2) har som mél pé de forste 5 ar at vokse med gennemsnitlig
8% hvor stor skal vaksten sa vare det 5. ar.

4) Etradioaktivt sporingsstofindsprejtes i en mus. Man ved at mangden af stof aftager med 25%
over en periode pa 12 timer.
Hvad er det procentiske fald pr. time?

Lesning:

1) b(1+0.045)'"° =80000 < b = 80000

T 51514.20kr
1.045 -

2) Lad os antage, at vi har en kapital pa 100 kr
Denne er pa 4 ar vokset til 100-1.08-1.12-0.90-1.05

Der gzelder 100(1+7)* =100-1.08-112-090-1.05 < (1+r)* = 1.08-1.12-0.90- 105
1

S l+r= (1.14307)Z < r=103399-1=0.03399 = 34%

3) Huvis r er den sogte rentefod det 5.te ar, sd haves

1.08°

100(1.08)° = 100-1.08-1.12-0.90- 1.05(1 1+7r=
00(1.08) 00-1.08 090-105(1+r)e 1+ 7 108 112.090. 105

& r=12854-1=2854%
4) Lad det procentiske fald pr. time vaere » %

1
100-(1-7)"? =100-(1-025) = (1-1)"? =075 1-r=0.752 < r=1-09763
< r=02368=237%
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6.4 Logaritmefunktioner

6.4. Logaritmefunktioner

Da eksponentialfunktionerne er monotone, har enhver af dem en omvendt funktion.
Disse omvendte funktioner kaldes logaritmefunktioner.

Vi vil i detaljer ngjes med at betragte de to vigtigste, nemlig

1) Den naturlige logaritme y = In(x) som er den omvendte funktion til y = e*,
dvs. y=In(x) @ x=¢".
Der geelder altsa (forudsat x > 0)

"™ = x og ln(ex) =X

2) Titalslogaritmen y = log(x), som er den omvendte funktion til y =10",

dvs. y=log(x) < x =10” Der gelder altsd |10°¢Y) = x og log(lox) =x

P& figur 6.3 er tegnet grafen for In(x).

p—
Il
(@)}

v = \\\00

Fig 6.3. In(x) er den omvendte funktion af e*

For log og In galder (jeevnfor ogsa figur 6.3), at definitionsmangden D er alle positive reelle tal,
da det er veerdimangden for e og 10” .
Vardimangden V = R (alle reelle tal) da det er definitionsmeengden for e* og 10™ .

In(1)=0 og log(1)=0 da e’ =10° =1
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Satning 6.4 Logaritmeregler
Lad a og b vaere positive tal. Der gelder da

1) In(a-b)=Ina+Inb log(a-b) =loga+logh

2) ln(%) =Ilna—-Ind log(%j =loga—logb

3) ln(ax)=x-lna log(ax)=x~loga
Bevis:

a=en? og b=e"? fas

1) a-b=en? 40 — natinb —qy¢ ln(a-b)zln(elna+lnb):lna+lnb

a_eM _ Mna-Inb
2) oInb dvs. ln[%) = ln(elna_lnh =Ina—Inb
X
3) a* = (elna) = ¢¥na dvs. ln(ax) = ln(ex'lna) =x-Ina
Beviset for log er ganske analogt.

. . ) ) Inx
Titalslogaritmen kan udtrykkes ved de naturlige logaritmer: | logx = 10
Bevis: Af x =108 fas ved at tage logaritmen pa begge sider og benytte logaritmeregel 3):

Inx=1logx-In10< logx = Inx
In10

Eksempel 6.10. Logaritmeregler
Reducer uden brug af hjelpemidler folgende udtryk:

a) ln(es) , b) ln(i—zj
Losning:
a) ln(e5) =5lne=

1T

y5 _ 4\ _ _ _
b) ln(x—zj—ln(y) In(x’)=4Iny-3Inx
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6.5. Nogle anvendelser af logaritme- og eksponentialfunktioner

Eksempel 6.11. Ligninger med logaritme- potens- eller eksponentialfunktioner

Los ligningerne

a) Inx=3

b) e =15

¢) Hvor mange terminer skal 300000 kr std pa en konto med en rente pd 2.5% for at den er vokset
til ca. 450000 kr.

d) Lad y=x“. Nérx vokser med 10% vokser y med 15% . Find a.
Lesning:
a) nx=3 x=¢’ =20086

b) e’ =15 x=1In(15) =2.708

450000
¢) 300000 (1+0.025)" =450000 < 1.025" = < n-In(1.025) = In(1.5)
300000
p=1 6
In(1.025)
Belgbet skal std i 17 terminer.
d) y-1L1=(x-115)". Indsettes y = x“ fas
¥4 15 = x4 117 o 115= 119 e a =2 466
Inl1
Tl 89: Spegrgsmal c) kunne ogsa lgses ved
F2\ solve(300000*(1+0.025)*x=450000,x) Resultat ok ¢

6.5. Nogle anvendelser af logaritme- og eksponentialfunktioner.

6.5.1 Radioaktivt henfald
Radioaktive stoffer omdannes med tiden til ikke-radioaktivt stof . Man siger, at stoffet
“henfalder”. Kulstofer sdledes ud over nogle stabile isotoper, ogséd sammensat af den radioaktive

isotop 1§ C, som kaldes kulstof-14.

Hvis mengden af det tilbagevzarende stof til tiden ¢ kaldes m(7), geelder m() = m(0)-e™* , hvor
m(0) er maengden af den radioaktive stofmengde til tiden ¢ = 0.

Tallet k kaldes henfaldskonstanten. Sterrelsen af den afthanger af det pageeldende stof.

For en aftagende eksponentiel udvikling som ovenstaende gaelder, at nar der er gaet en bestemt
tid (halveringstiden T) s& er den tilbagevaerende mangde stof blevet halveret. Dette geelder
uathaengigt af om man foretager malingen i dag eller om 1000 &r.
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Satning 6.5. Halveringstid

Sammenhceng mellem henfaldskonstanten k og halveringstiden T er T = In2

k
1
Bevis: Vi har, at m(t + T) = —m(t)
2

Indseettes det i m(t) = m(0) - e M 35

m(O)-e_k(HT) =lm(0)~e_kt ekt kT =ie_kt e kT =l<:>—kT=1n(lj oST= Inl-In2 o T:ln_Z
2 2 2 2 -k
L 4
For kulstof -14 gelder, at den har en halveringstid pa ca. 5730 ér.
. _In2 _ In2
Heraf fas, at 5730 = T Sk = 5730 — 0.00012
-0.00012-¢

Omdannelsen af kulstof-14 sker derfor efter ligningen m(z) = m(0)e
I levende planter og dyr er forholdet mellem kulstof-14 og den ikke radioaktive isotop
1éCkonstam‘c og er det samme som forholdet mellem de to isotoper i omgivelserne. Nar
organismen der, optager den ikke leengere kulstof fra omgivelserne. Nu henfalder kulstof-14 og

man kan derfor benytte indholdet af kulstof-14 1 arkaeologiske fund (knogler, planerester) til at
angive dets alder.

6.5.2. Logaritmiske skalaer

Logaritmetabeller

For lommeregnerne blev indfert omkring 1975 var den simpleste (og ofte den eneste anvendelige)
méde at beregne eksempelvis udtryk somu = 2.726* eller u = 4/0.7825 at benytte sikaldte 4-
cifrede logaritmetabeller. Disse var tabeller over titalslogaritmen. Dette skyldes, at ethvert
decimaltal kan skrives som et tal mellem 1 og 10 multipliceret med en potens af 10.

Eksempelvis er
31.62=10-3.162 log31.62 =log10+1log3.164 = 1+1og3.162

3162 =107 -3.162 log31.62 = log 10 +10g3.162 = 2 +log 3.162

0.03162=10"%-3162  1og0.03162 =1log10™? +10og3.162 = -2 +log 3.162

Det ses, at blot man har lavet en tabel over logaritmen til alle 4 - cifrede tal i intervallet mellem
1 og 10, kunne man let finde logaritmen til alle andre tal.

Vi vil ikke g& nermere ind pa denne teknik som blev opfundet omkring 1600, og som har haft
en meget stor betydning ved at muliggere komplicerede beregninger.
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6.5. Nogle anvendelser af logaritme- og eksponentialfunktioner

Richter - skalaen
Ved maling af jordskeelvs styrke beregnes et tal R (f.eks. R = 6) efter Richter-skalaen.

Formlen der benyttes er R = log(%j + b ,hvor a er amplituden for jordoverfladens svingninger

(i 107° m) ved malestationen, T er perioden for jordskaevbelgen i sekunder og b er en konstant,
der afthanger af jordskelvbelgens svakkelse fra centrum for jordskalvet.

Da skalaen er logaritmisk betyder en lille @ndring i Reaktor tal en stor a&ndring i jordskaelvets
styrke.

Det kan ses af folgende regninger:
Lad et jordskaelv have Reaktor tallet R, og et andet jordskalv have Reaktor tallet R,, og lad de tilsvarende amplituder
vare a, og a, . Lad endvidere T og b vere de samme for begge jordskalv.

ay

a
Vi har derfor R; = 1og(—j +b Ry = 10g(_2j +b
T T

Treekkes de to ligninger fra hinanden fas

R —Ry= log(a—l) - log(a—zj & R — Ry =loga; —logay & R — Ry = log(a—lj o100l 24
T T aj aj
Antages eksempelvis, at Richtertallet stiger med 0.5 (feeks. fra R, = 5 til R, = 5.5) bliver

157352 510703 .4y =4y @ ay =316+

a
Amplituden bliver altsd over 3 gange sé stor ved en stigning pé 0.5.

Lydmaéling

Decibel (dB) skalaen bruges til at bestemme, hvor hgj intensiteten i lydtrykket er i de frekvenser,
det menneskelige ore kan opfatte.

Lydstyrken L i decibel beregnes af formlen L =10- log(li) , hvor 7 er “lydtrykket” og I, er
0

den svageste “lydtryk™ det menneskelig ore kan opfatte (begge malt i W/m?* (Watt pr. m?)).
Det ses, at hvis /=1 er L =0 dB.
Seettes [ = 10° - I, er L = 60 dB, hvilket svarer til samtale i normalt leje.

Det ses altsd, at det menneskelige ore ikke opfatter lyden som selve lydtrykket, men demper det
kraftigt ned efter en logaritmisk skala.

Miling af surhedsgrad
Enhver syre er kendetegnet ved en sterre eller mindre tilbgjelighed til at afgive H'-ioner, sa jo
mere og jo sterkere syre der er, desto flere ioner. Man méler derfor en veeskes surhed ved at male

koncentrationen af brintioner [ 11 i vaesken (1 mol/liter).
En oplesnings pH defineres ved pH = —log[H " ].

Destilleret vand har en pH pd 7 (svarende til[H*]=10""), en sur vaske har pH < 7 og en
basisk vaske har en pH > 7s

'Streng taget ikke H* men H;0"
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6. Standardfunktioner
6.6. Trigonometriske funktioner.

6.6.1. Indledning

Ordet trigonometri betyder trekantsméling, og de trigonometriske funktioner anvendes i udstrakt
grad til geometriske beregninger (jevnfer kapitlerne 1 - 4).

Ved mange fysiske anvendelser anvendes ogsa de trigonometriske funktioner, men her er det iser
deres “periodiske, svingende” egenskaber der er af betydning, f.eks. ved beskrivelse af
vekselstrom , mekaniske svingninger osv.. Et eksempel pa disse anvendelser kan findes i afsnittet
om svingninger.

Mens man i geometrien sedvanligvis regner vinkler i grader, vil man ved fysiske anvendelser
regne vinkler i radianer (ogsé kaldet naturligt vinkelmal) .

Definition af vinkels radiantal

Pa figur 6.4 er tegnet en cirkel med
centrum 1 O og radius 1 (cirklen kaldes
en enhedscirkel)

Vinklen v mellem OQ og OP malt i
radianer defineres ved

»
>

ve lengde af cirkelbue _

radius
leengde af buen QP pé enhedscirklen.

Fig. 6.4. Definition af radian.

Da en cirkel med radius r har omkredsen
2-7-rhar en halvcirkel pa enhedscirklen leengden 7.
0

Da dette svarer til en vinkel pa 180° sker en omregning fra radianer til grader med faktoren

V4
Eksempel 6.12. Omregning mellem radianer og grader
1) Folgende vinkler er angivet i radianer. Angiv vinklerne 1 grader.
ZoZ 2 T a5
2 36 6
2) Felgende vinkler er angivet i grader. Angiv vinklerne i radianer.
45°, 120°, -135°,270° 84.2°
Leosning:
1) x_x 180" o Sm_Sm 180" g0 m_ m 180T 0 us 51800 gsg0
3 3 7 6 ~ 7 6 6 x T e T
2) 450 24507 g0 _1p00. T _2E 350 _y350. F__ 37
180° 4 180° 3 180" 4
2700 =270° —Z_ =% 8420 _842°. T __1470 4
180 2 180
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6.6 Trigonometriske funktioner

6.6.2.Definition af sinus , cosinus og tangens

Vi har i afsnit 2.5 defineret de tre trigonometriske funktioner ud fra enhedscirklen.
Definitionerne fremgér af de folgende tegninger:.

Y Y
A A
P = (cosv,sinv
P T(1.tan(x))
v
X 1 X
Fig. 6.5. Definition af cos og sin. Fig. 6.6. tan afleses pd tangenten
T
tan x = , x#—+p-nx, |hvor per et helt tal.
COS X 2
Eksempel 6.13. Beregning af sin og cos pa lommeregner
Beregn
1) Cosz, sin( —zj, cos (—Zj, sin3—ﬂ, cos 145
2 3 6 2
2) sin 45°, cos120°, cos(- 120°), sin 84.2°
Lesning:
1) MODE\ Angle = Radian\ENTER
. 3 3
cos(7/2)=0, sin(- 7/3) = —g =-0.8660 cos(- 7 /6) =§ =0.8660

sin37/2)= -1 cos(1.45) =0.1205
2) MODE\ Angle = Degree\ENTER

V2

sin(45)= —=0.7071 cos(120)= -1/2 cos(- 120% =-0.1/2 sin (84.2) = 0.9949
2
¢
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6. Standardfunktioner

6.6.3. Periodicitet
Enhedscirklen har omkredsen 27, sd punktet P pa figur 6.7 har savel koordinaterne (cos x , sin
x) som koordinaterne (cos(x + 2 ), sin(x + 27), (cos(x +4x), sin(x + 4 ) osv. samt koordinaterne

(cos(x —2r),sin(x —27), (cos(x —4x),sin(x —4x) osv.

Der geelder alts4, at funktionsverdierne for

f(x) =sinx og g(x) = cosx gentager “sig K
selv”’ med en afstand pd 27 . . N
Man siger de to funktioner er periodiske = (cos(x +2p7,sin(x +2pr)
med perioden 27 .
X
0 1 > X

Fig. 6.7. cos og sin er periodiske

Tangens er periodisk med perioden 7 .

sin(v+7z) —sinv
= =tanv

Bevis: tan(v + 7) =
cos(v+m) -cosv

6.6.4. Relationer mellem trigonometriske funktioner

Grundrelation mellem sin og cos A)
Af den retvinklede trekant OPS pa figur
6.8 fids af “Pythagoras satning” at

(sinx)2 + (cosx)2 =1
Denne “grundrelation” mellem cos og sin

2 x+cos’x=1]|

skrives ogsd | sin

Fig. 6.8. cos’x + sin’x = 1
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6.6 Trigonometriske funktioner

Overgangsformeler

Ud fra enhedscirklen kan man som vist pa
figur 6.9 ved symmetribetragtninger let
indse de sakaldte overgangsformler.

Y
A

(cos(z—x),sin(z—x

P = (cosx,sinx)

sin(z — x) =sinx
cos(r—x) =.cosx
sin(—x) = —sinx

» X

cos(—x) =cosx
sin(x+ ) =—sinx
cos(m+x)=—cosx

s(x + 7), sin(x + 7)) R = (cos(=x).sin(=x)

Fig. 6.9. Overgangsformler

Additionsformler
Der findes et stort antal formler, der angiver en sammenhang mellem to trigonometriske funktioner.
Nogle af de vigtigste er de sékaldte additionsformeler, som her angives uden bevis:

cos(x+y) =cosx-cosy—sinx-siny (1)
sin(x+ y) =sinx-cosy+cosx-sin y )

Ud fra disse kan man ved eksempelvis at erstatte y med -y eller y med x fé andre nyttige formler frem.

Er disse ikke tilstraekkelige nr man har brug for at omforme et trigonometrisk udtryk , kan man eventuelt finde den
nedvendige formel i en storre matematisk formelsamling.

Sddanne omformninger af udtryk hvori der forekommer trigonometriske funktioner kan vere
meget komplicerede. Det er derfor, at eksempelvis TI 89 har nogle specielle ordrer (F2\Trig\
tExpand (evt. tCollect) som man ofte med fordel kan benytte. Dette er vist i eksempel 6.14 .

Eksempel 6.14. Reduktion af trigonometriske udtryk.

2%) — cos’
Reducer udtrykket cos( x? €S X
sin x

Losning:

TI1 89: F2\ 9: Trig \tExpand( (cos(2x)-(cos(x))*2)/sin(x)) Resultat - sinx

Erstattes i additionsformel (1) y med x fis cos(2x) = cos? x—sin? x

2 2 ) 2
, cos(2x)—cos” x cos” x—sin” x—cos” x
Heraf fas =

=—sinx

sin x sin x
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6. Standardfunktioner

6.6.5. Grafer for de trigonometriske funktioner
Graferne for cosx og sinx ses pd figur 6.10. (kan eventuelt tegnes pd TI 89)

()
=
<
o
~
4
—
7]
=
=

Fig. 6.10. Grafer for cos og sin.
Hvis grafen for cos x parallelforskydes gmod hgjre falder den sammen med grafen for sin x,
dvs.

T ) ) T
cos(x _E) =sinx eller cosx = sm(x + Ej .

Ay

y=tanx
Grafen for tangens har lodrette asymptoter for

x=§+p-7r (se figur 6.11)

=
TT R

o
0 3 2, /o

Fig. 6.11. Graf for tan,

6.6.6. De omvendte (inverse) trigonometriske funktioner

Skal man lese en trigonometrisk ligning som eksempelvis sin x = 0.5 har man behov for at finde

den omvendte (inverse) funktion x =sin"! x .

Egentlig har ingen af funktionerne sin, cos og tan en omvendt funktion. Vi kan imidlertid
udvaelge et monotoniinterval (hovedintervallet) for hver af dem og i dette betragte den omvendte
funktion (se figur 13.9).

Hovedintervallet er det storste monotoniinterval, der indeholder }O; E{ .
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6.6 Trigonometriske funktioner

Cos i
1 sin

tan

~y

R 4

SIS
)
'
(S|

[Sk=]

NI}

NE

Fig. 6.12. De trigonometriske funktioner (overst). De omvendte funktioner (nedenunder)
fremkommer ved spejling i linien y = x

De omvendte funktioner er derfor bestemt ved:
x< x=siny, hvor x e[—l;l] ogy e{—g;g}

x&x=cosy, hvor x e[-Ll]ogy €[0;7]

y=sin""

y= cos”!

_ T
y =tan 1x<::>x:tany, hvor x eRog y e}——'—[

272
Eksempel 6.15. Inverse trigonometriske funktioner
1

Find 1) sinl[%j , 2) cos_l(—zj 3) tan~'(-1)
Losning: Ifolge lommeregner fas

1\ ~« 1\ 2« -1 __Z
1 Sin_l(—) =— 2 cos_l(——j =— 3) tan (=) =——

) 2) 6 ) 2) 3 ) 4 *

Arcusfunktioner. Daman jo letkan tro, at sin"! x =

(hvad detikke er) , kan man mede skrivemaden “Arcus”

S x

Arccosx =cos ' x , Arcsinx=sin lx og Arctan x = tan~! x

1 . . 1
Forstavelsen "arcus" (bue, vinkel) kommer af, at f.eks. Arc sm; er den vinkel, hvis sinus er 2
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6. Standardfunktioner

Cosecant, secant, og cotan.

- , "secant" ved secx =

Man kan i visse tabelsamlinger m.m. se funktionerne "cosecant" csc(x) =
sin x cos x

0g

4

1
“cotan” ved cot(x) =
tan x

6.6.7. Lesning af trigonometriske grundligninger

Vi ensker at finde samtlige lasninger til “de trigonometriske grundligninger” :
sinx=a, cosx=a, tanx=a,hvora er etreelttal.

Dette sker nemmest ved at man betragter en enhedscirkel.
1) sinx=a,hvor —1<a<1 A
Lad os som eksempel se pé ligningen
sinx = 0.8
Vi har (fra lommeregneren)
x =sin"'(0.8) = 09273
Af figur 6.13 ses, at en anden lesning er
x=r-09273=22143
Da sinus er periodisk med perioden 2
fas lesningen

T—X),sin(7—x

P = (cosx,sinx)

> X

09273+2-p-x

sinx=08 < x=
22143+2-p -1,

hvor p er et helt tal ] ‘
TI89: F2\solve(sin(x)=0.65,x) Fig. 6.13. sinx = 0.8

2) cosx=a ,hvor —1<a<l1

» ~<

Lad os som eksempel se pé ligningen
P = (cosx,sinx)
cosx =04
Vi har (fra lommeregneren)

x=cos ' (04) =11593
Af figur 6.14 ses, at en anden losning er

x =-09273 0
Da sinus er periodisk med perioden 2 7
fis losningen

sinx =04 < x==x11593+2-p-7
hvor p er et helt tal
TI89: F2\solve(cos(x)=0.4,x)

Der fas samme losning

» X

O = (cos(—x), sin(—x))

Fig. 6.14. cosx =04
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6.6 Trigonometriske funktioner

Y
A T—(1,tan x)
I)
3) tanx =a 5
Lad os som eksempel se pé ligningen tan x = 1.2 I.2
Vi har (fra lommeregneren)
x=tan"'(12) = 08761
> X

Da tangens er periodisk med perioden 77 0
1

fas lesningen
tanx =12 < x=08761+p -7 hvor p er et helt tal.

TI89: F2\solve(tan(x)=1.2,x)
Der fas samme losning

Fig. 6.14. tanx = 1.2

6.6.8. Svingninger

I mange anvendelser har man brug for funktioner der er periodiske. Ved vekselstrom svinger
spendingen frem og tilbage, et pendul svinger frem og tilbage osv.

Eksempel 6.16. Vekselstrom
Lad os betragte en tradspole som drejer rundt i et magnetfelt.

P
_ /%

wt

Herved induceres en vekselspending mellem traddrullens endepunkter pd E(¢) = 4-sin(ax),

hvor t er tiden , A kaldes amplituden og @ kaldes vinkelfrekvensen eller fasen.
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6. Standardfunktioner

Forbindes nu denne vekselspending til et kredsleb
med en spole med en selvinduktion L som pé figur
6.15 vil det vise sig, at den frembragte vekselstrom i
vare givet ved

A4 . @ i
I= E-Sln(a)t - (p) ,hvor impedansen Z=L-w og

faseforskydningen ¢ :g .

H/U\Aﬂ—

L
Fig 6.15 L- kredslob

Tilsvarende kan man vise, at forbindes vekselspandingen med en kondensator med kapacitet C

og faseforskydningen ¢ = _z
C-w 2

er impedansen Z =

Regning med impedanser

Nér man danner et kredsleb eksempelvis som pa figur 6.16, hvor en

modstand , en kondensator og en spole er sat i serie, s& vil der en p L.
vekselstrom E(¢) = A sin(@-t) vil den frembragte vekselstrom A1) —

. A4 .
i vaere givet ved ZZE-sm(a)-t—(p)

diiin

I

Fig 6.16 RCL - kredslob

Da man bade skal bestemme impedans og faseforskydning i det dannede kredsleb, viser det sig nemmest at foretage
beregningerne med komplekse tal, da et komplekst tal ligesom en vektor i polere koordinater er karakteriseret ved
et tal og en vinkel..

Pa figur 6.17 er tegnet en kompleks talplan.

T 4
Den “komplekse enhed”i = e 2 (se figur 6.20),
Det komplekse tal z=a +i-b= |Cl|€w , hvor |z| =va’+b* og bl , z=a+ib
5 ‘
tangp = — i z
a
w 1
Man har da for modstandR: Z, = R-e"’ = R 1 u
spole: Z = Lwe?=Lawi
kondensator: Z = efg _ 1 i Fig. 6.17 Kompleks talplan
@ C-o

Vi kan nu bruge de kendte regler fra ohmsk modstand:
Modstand, spole og kondensator i serie:
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6.6 Trigonometriske funktioner

Z=7+7Z,+Z,=R+L-w-i— ! -i:R+[L-a)—;j-i
C-o C-w

2
Heraf folger, at impedansen er |Z| = ‘/ R+ (L ‘- %) og faseforskydningen ¢ =tan”
‘@

Modstand, spole og kondensator parallelt forbundne:

11 1 1 1 1 1
—=—ft—+—=—+¢ —+ =
zZ 7z, z, R, L1 .

1 cgie (oot
_R_L-a)H -a)~l—R+ =)

Taleksempel:

L=05Henry, R=20 Q, C=20uF=20-10"°F, @=100-7 sec”
TI-89. Veelg Mode\COMPLEX FORMAT = Polar\ ANGLE=DEGREE (hvis man @nsker i grader)
Det komplekse tal i star over CATALOG

Iseie: Z=Z,+Z,+Z,=R+L-w-i-

-1 =20+ 0.5*100* 7T *i - 1/(20*107(-6)*100* /T )*i
C-o

Resultat: 20.1074 / -5.92412

7= ! = !
1 1 1 1 1
Parallel: —t—+— —+|C-w0-———|-i
Z Z, Z, R Lo

= 1/(1/20+(20*107(-6)*100* 7T -1/(0.5*100* 7 ))*i) Resultat: 20.0 ./ 0.095125

Amplitude , frekvens , svingningstid, belgelaengde

Som det ses af eksempel 6.16 optraeder ofte svingninger af typen f(z) = 4-sin(wt + @)

Vi vil derfor undersoge hvilken betydning amplituden A, vinkelfrekvensen o og
faseforskydningen ¢ har for svingningerne ved at undersgge hvad der sker med grafen for en

svingning, ndr man @&ndrer A, @ og ¢ .

1) En svingning med amplituden A svinger mellem -A og +A.
Pé figur 6.18 er tegnet funktionerne /() =2sint med amplituden 2, g(¢) =sin(z) med

. I . ) 1
amplituden 1 og A(t) = ) sint med amplituden 5
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6. Standardfunktioner

1 3sin(1)

1 2sin(1) ™=

-2 - 0 2z

Fig 6.18. Svingninger med amplituderne 3, 1 og "2

2
2) En svingning med vinkelfrekvens @ har en periode (kaldet svingningstid) p4 7 = il
w

Begrundelse: f(¢) =sin¢ har perioden 27, dvs grafen foretager en hel svingning (én “belge”) nar ¢ varierer

mellem¢t=0o0gt= 2r7.
Funktionen g(¢) = sin(et + ¢) vil derfor tilsvarende foretage en hel svingning nar ot + ¢ varierer mellem 0 og

2.

2
Da a)t+¢:0<::>t:—2 og a)t+(o:27r<::>t:2—7r—£ er afstanden mellem de to punkter 7=22 som
@

0 1)
derfor er perioden (svingningstiden). ‘

Pé figur 6.19 er tegnet funktionerne f'(#) = sin 3¢ med svingningstiden 27” , g(t) =sin(z) med

svingningstiden 2z og A(?) = sm(; t) med svingningstiden 4 .

Fig 16.19. BIa kurve:sin(3¢) , rad kurve: sin(), sort kurve sin(#/2)
3) Faseforforskydning ¢ :
Sammenlignes grafen for f(¢) = Asin(w-t + ¢) med grafen for g(t) = Asin(w-¢) ses, at de
har samme amplitude og samme svingningstid (periode)

Idet g(0) = 0 og f (— ﬂ) =0 ses, at tallet — 2 angiver det stykke grafen for g skal
@ @

parallelforskydes i x-aksens retning for at gd over i grafen for f.

4) Frekvens f.
Ved frekvensen f forstds antallet af svingninger pr sekund. Da svingningstiden er det antal
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o 1 :
sekunder det tager at udfore en svingning, sd er f = T Frekvens méles i Hertz (1 Hz=1s™).

En lyd pa 440 Hertz = 440 svingninger pr sekund er eksempelvis kammertonen A.

5) Belgelaengde
Betragter vi igen lyden pa 440 Hertz, og antager, at lydens udbredelseshastighed er 330 m/s,

sa vil 440 Hertz “fylde” 330 m. 1 svingning vil derfor “fylde” %8 =0.75m. Man siger sé,

at balgelengden er 75 cm.

Et andet eksempel er radiobelger, som i FM-omradet er ca. 100 mHz (megahertz) =10° 57!

Da radiobelger udbreder sig med lysets hast ca. 300000 km/s = 3-108m/s, er deres

108
bolgelengde 3 2 =3m
10

Eksempel 6.16 Temperatursvingninger
Temperaturen y (i Celcius) pa et bestemt sted varierer efter folgende ligning

y=15+16- sin((% x) , hvor x er antal dage regnet fra 1 april, og aret for nemheds skyld antages

at have 12 maneder pa hver 30 dage.

a) Angiv svingningstiden T

b) Tegn svingningen pa lommergner og afles temperaturen 1 maj

c) Beregn temperaturen 1 januar

d) Angiv arets middeltemperatur, samt hgjeste og laveste temperatur
e) Angiv de dage hvor temperaturen er hgjest.

Lesning:

a) T= 27 _ 360dage
w

b) . s
1 maj: x =30. temperatur 23 /

nAM ERD AUTD FUMC

¢) 1 januar: x =270. Temperatur =15+ 16-sin((%270) =15+ 16-sin((37ﬂj =—1°

d) Middeltemperatur 15°, Hojeste temperatur 15+14=31°. Laveste temperatur -1°

2 2 . .1
e) 31=15+16- sin((—” xj = sin((—ﬂ xj oL x=Lex=90 Hojeste temperatur 1 juli
360 360 180 2
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Opgaver til kapitel 6

6.1. (uden hjelpemidler)

((ab)” -aP)” b
Reducer udtrykket

6.2. (uden hjelpemidler)

Reducer udtrykket

6.3. (uden hjelpemidler)

En funktion er bestemt ved f(x) = x? —8x+7

a) Find koordinaterne til parablens skaringspunkt med de to koordinatakser.

b) Find toppunktets koordinater
c¢) Tegn parablen.

6.4. (uden hjelpemidler)

En funktion er bestemt ved f(x)=—x* +3x+4

a) Find koordinaterne til parablens skeringspunkt med de to koordinatakser.

b) Find toppunktets koordinater
c¢) Tegn parablen.

6.5. (uden hjelpemidler)

6.6.

6.7.

Funktionerne f'og g er bestemt ved
f(x)=x+1 g(x):x2—2x+1
Find skaeringspunkterne mellem de to grafer.

En tonde (se figuren) skal have rumfanget V =10 m’.
Endvidere skal den have hgjden h =2 m og endefladernes radier skal
vaere r=1 m. Radius pd tendens bredeste sted kaldes R

Det oplyses, at V=1—h§_(8R2 +4~r-R+3r2)~7r

Beregn R 1 meter med 3 betydende cifre.

Lad der veere givet polynomiet f(x)=x*—x* —4x? +x+6
Find polynomiets readder, og skitser grafen for funktionen.

6.8. Los ligningen x°® +2x> —15x=0

6.9.

Los ligningen 42 —x = —x

80




6.10

6.11.

6.12.

6.13

6.14

6.15

6.16

6.17

6.18.

6.19

6.20.

Opgaver til kapitel 6

Los ligningen 167 +3-4%72 =448

Lad y=x“, hvorx >0 og a er en vilkérlig konstant.
Bestem a med 3 betydende cifre, nér det oplyses, at y ages med 10% nar x oges med 5%.

Lad y vere den tid (i minutter) en professionel dykker kan opholde sig under vandet i en
dybde pd x m uden at fa dykkersyge.
Med tilnermelse kan man vise, at der mellem x og y gelder folgende sammenhang :

y=b-x“ ,hvor a og b er konstanter.
Det oplyses, at i en dybde pé x = 14 m er y = 98 minutter og i en dybde pd x =22 mer
y = 37 minutter.

a) Bestem konstanterne a og » med 4 betydende cifre.
b) Hvor leenge kan en dykker opholde sig pa 25 m uden risiko for dykkersyge?

Et beleb pa 12000 kr skal indsattes i en bank. Man egnsker, at belgbet efter 6 terminer skal
vaere steget til ca. 17000 kr. Hvor mange procent skal banken tilbyde i rente?

En ny bil koster 200000 kr. Vardien nedskrives hvert ar pa selvangivelsen med 18%.
Hvad er bilen nedskrevet til efter 10 ar.

Bornholms indbyggertal faldt fra 47800 1 1981 til 43500 i 2006.

Faldet er med tilnaermelse gennem arene sker med en fast arlig procent p.

a) Find p

b) Hvis udviklingen fortsatter, hvad bliver sa indbyggertallet p4 Bornholm i1 2020.

Mzangden af radioaktive isotoper aftager eksponentielt med tiden.

Mangden af en bestemt isotop er 5.00 g og den har en halveringstid pa 95 ar.
a) Hvor mange gram er der tilbage af isotopen efter 200 ar

b) Hvor mange ar vil der gd for maengden er nede pd 1 g.

Naér radioaktive straler sendes gennem en blyvag sker der en formindskelse af intensiteten
af stralingen.

Denne formindskelse er bestemt ved formlen b = a-e ™, hvora erintensiteten for passage
af blyvaeggen, b er intensiteten efter passage og x er tykkelsen af blyvaggen malt i mm.
For en bestemt type stréler forminsker en blyvag pd 15 mm intensiteten med 70%.

Hvor tyk skal en blyvag vaere for at intensiteten forminskes med 90%.

Find samtlige losninger til ligningen sin? x = 3 idet x males i radianer med 4 decimaler.

1. C .
Find samtlige losninger til ligningen cos(2x) = 7 idet x méles i radianer med 4 decimaler.

Los ligningen 6sin® x +5sinx+1= 0, idet x males i radianer med 4 decimaler.

81



6. Standardfunktioner

6.21 Pa grund af tidevandet @ndres vanddybden ved en mole .
I et bestemt dogn er vanddybden H mélt i meter bestemt ved

H=7+5sin(%t—1j, 0<r<24

hvor ¢ angiver antallet af timer efter middag. Til = 2.15, svarer altsa kl 14.09.
Bestem de to tidspunkter i det pageldende degn, hvor vanddybden H er storst

6.22 En svingning er bestemt ved ligningen y =3sin(4z-¢+1)+2 , ¢males i timer

a) Angiv amplitude, svingningstid og frekvens.

b) Bestem de tidspunkter i et periodeinterval, hvor y er sterst og y er mindst, og angiv
vaerdien af'y 1 disse punkter.

c¢) Skitser grafen for svingningen i et periodeinterval
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7.1. Indledning

7 REGRESSION

7.1 Indledning
I dette kapitel betragtes forseg, hvor man har mélt ssmmenherende verdier af to variable x og
y. Det folgende eksempel demonstrerer et sddant tilfelde.

Eksempel 7.1 Punkter ligger tilnzermelsesvis pa ret linie

I et spinderi udtrykkes garnets kvalitet bl.a. ved en norm for den forventede trekstyrke.
Kvaliteten anses sdledes for at vaere i orden, hvis middeltraekstyrken mindst er lig med 10
maleenheder (me).

Ved uldgarn opfylder garnets naturlige traekstyrke ikke det naevnte kvalitetskrav, hvorfor der
tilsaettes en vis mangde kunstfibre, hvilket foreger treekstyrken. Herved sker der dog det, at andre
kvalitetsegenskaber, sdsom elasticitet og isoleringsevne, forringes. Man har eksperimenteret med
forskellige tilsatte meengder kunstfibre x og registreret garnets treekstyrke y ved disse forskellige
mangder. Herved fremkom felgende observationsmateriale:

Mzngde x (i gram) af | 40 | 50 | 55 [60 |70 (75|80 (8590 [ 95 [100{105|110|120| 130
kunstfibre pr kg uld

Traekstyrke (me): Y|4.5[6.5|5.4(7.0(8.218.0(7.118.9(8.2110.3|9.6 [10.8[10.5(11.2| 12.0

Maengden af kunstfibre x er blevet bestemt pd forhand (har fiet ganske bestemte verdier).
Trekstyrken Y synes derimod udover mangden af kunstfibre ogsd at vaere pavirket af andre
ukendte og ukontrollable “stejfaktorer”.

Afszttes de malte punktpar (x,,),) 1 et koordinatsystem for at fa et overblik over forlabet, fas
folgende tegning:

KRF? DEGALUTO FUNC

| TI89 fas tegningen pa felgende made:

Tryk pad APPS , veelg STAT/LIST , Indtast data i list1 (x-veerdier) og list2 (y-vaerdier)

F2: Plots \ Plot Setup \ Define

Behold Scatter og Box, indsaet list1 og list2 (Vaelg VAR LINK og veelg listenavne herfra) \ENTER, ENTER,

F5 ¢
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7. Regression

Selv om punkterne ikke ligger eksakt pa en ret linie, synes det rimeligt at antage, at afvigelserne
fra en ret linie kan forklares ved den tilfzeldige variation (stagjen).

Derfor er det nerliggende at antage, at i middel vil y kunne skrives som en linear funktion af x,
dvs. y=ax+b. (D)

Da et punktpar (x,,,) ikke ligger eksakt pa linien gelder derfor, at y; =a-x; +b+¢&; , hvor

¢, kaldes den i’te residual.

7.2. Linezer model

Man seger altid den simplest mulige model, der kan beskrive de fundne data..

Da man har 15 punktpar, sa vil et polynomium af fjortende grad gd igennem alle punkter.
Umiddelbart skulle man maske tro, at det ville vaere en bedre model. Dette er imidlertid ikke
tilfeeldet, da Y - vardierne jo er resultater af forseg der er pavirket af ukontrollable stejkilder.
Polynomiets koefficienter vil derfor afspejle disse tilfeldige udsving, og det giver derfor en
ganske meningsles model. Endvidere er modellen alt for matematisk kompliceret til at kunne
bruges i praksis.

Vi vil 1 dette kapitel kun betragte modeller, som er “lineaere” med hensyn til parametrene.

Et polynomium af 2. grad y = a + bx + cx” er sdledes linezr i de 3 parametre a, b og ¢ (selv om
grafen naturligvis ikke er en ret linie).

Som et eksempel pa en model der ikke er linear i parametrene kan nevnes y = a + bx°.

Vivil endvidere begrense os til at betragte det ved anvendelserne meget ofte forekomne tilfzelde,
hvor modellen er lineer i 2 parametre.

Som eksempler herpé kan navnes

(1) y=a+bx og

(2) Iny=a+b-Inx

En ligning, der som (1) eller (2) beskriver en sddan lineer model kaldes en regressionsligning
og koefficienterne a og b kaldes for regressionskoefficienterne

7.3. Bestemmelse af regressionsligning

Pé basis af en reekke sammenherende verdier af x og y bestemmes regressionskoefficienterne
a og b ved “ mindste kvadraters metode*.

Metoden beskrives i det folgende (urealistisk) lille taleksempel.
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7.4 Vurdering af om model beskriver data godt

Eksempel 7.2. Beskrivelse af mindste kvadraters metode.

I et medicinsk forseg méles pa en forsegsperson sammenherende vardier af en bestemt medicin
i blodet (x 1 %) og reaktionstiden y.

Resultaterne var:

x [1 123 6 8

y 21149 |7

a) Forklar hvad der menes med residual
b) Beskriv “mindste kvadraters metode

4 T
a) Residual. Ved et punkts residual til Residual 1-4\ i
|

en linie forstas den “lodrette” afstand
fra punktet til linien (se tegningen).

Pé figur 7.2 er afsat de 5 punkter, og
indtegnet en ret linie.

I

|

!

[
]
2

3 4 5 06 7 lf%
Figur 7.2 Residualer

b) Mindste Kvadraters metode. Regressionslinien y =ax+b bestemmes som den af alle
mulige rette linier, for hvilket summen af kvadratet af residualerne til linien er mindst.
I eksempel 7.2 er kvadratsummen 7 + 7, +7; +7, + 15 .

Losningen af dette optimeringsproblem resulterer 1 losning af et ligningssystem til
bestemmelse af regressionskoefficienterne
Losning af et sddant ligningssystem sker lettest ved hjelp af sikaldt matrixregning

7.4. Vurdering af om model beskriver data godt.

Det er altid muligt ved mindste kvadraters metode at finde en sddan “mindste kvadraters linie”.
Det er den af alle rette linier, der har den mindste kvadratsum af residualerne, men det betyder
ikke nedvendigvis, at linien sd ogsa er en rimelig model, som kan anvendes til at beskrive
sammenheengen.

Til vurdering heraf benytter man dels at se pd en tegning, dels at se pa sterrelsen af
“forklaringsgraden r* > eller “korrelationskoefficienten r”

a) Tegning.
Til vurdering af dette tegnes linien i et koordinatsystem sammen med punkterne. Hvis den
linezere model skal beskrive dataene godt, skal punkterne fordeler sig “tilfeeldigt” omkring
linien.
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7. Regression

Da det ofte kan vere svart at se dette pd en lille tegning, er det ofte mere overskueligt at tegne
residualerne i stedet for list2. Residualerne ber naturligvis fordele sig tilfeldigt omkring en
vandret linie.

b) Korrelationskoefficient r og forklaringsgrad r’
Samtidig skal punkterne naturligvis ligge “tet”pa linien. Til en talmessig vurdering heraf

udregnes korrelationskoefficienten r og forklaringsgraden 7.

Korrelationskoefficienten er et tal mellem -1 og 1, dvs. —1<r <1

Hvis y eruathaengig af x (eksempelvis hvis x var 5 personers reaktionstid og y var deres hgjde)
vil punkterne fordele sig helt tilfeldigt uden noget system, ogr =0 .

Hvis derimod y er athengig af x vil regressionslinien have en haldning forskellig fra nul.
Hvis haldningen er positiv, vil » >0 og hvis haldningen er negativ vil » <0.

Endvidere gelder, at hvis punkterne ligger tat ved regressionslinien er |r| ~1

I stedet for korrelationskoefficienten anvendes ofte forklaringsgraden 2, og man siger s ,

at den fundne model “forklarer “ 7% - 100% af den “totale variation”

Anskuelig forklaring pa forklaringsgrad:

Residualerne til den fundne regressionslinie y = 0.6 + 1.0 x:

7=2-(06+1-1)= 04,7, = 1- (06+1:2) = - 16,7, = 4- (06+ 1:3)= 04,7, = 9— (0.6+ 1-6) = 24,7, = 7— (0.6+ 1-8) = 04.
SAK, oy = 10+ 154+ 12 = 042 + (- 1.6) + 04> + 247+ (- 16)> = 112

Hvis y er uafhengig af x (eksempelvis hvis x var 5 personers reaktionstid og y var deres hgjde) vil punkterne

fordele sig helt tilfaeldigt uden noget system. Regressionslinien vil da blive en vandret linie med ligningeny=y

(gennemsnittet af y-vardierne).

I eksempel 7.2 er y = M = ? =

Residualerne til denne vandrette linie er
r=2-46=-26 ,r, =1-46=-36,r;=4-46=-06, 1, =9-46=44, r;=7-46=24
r,=9-(06+1-6)=24,r,=7-(06+1-8)=04.
SAK o =7 +75 ..+ 1E = (<267 +(=3.6) +(=0.6)* +44° +.(24)% =452

SAK residual
~ SAK
~ SAK
Hvis derimod y er ath@ngig af x vil regressionslinien have en haldning forskellig fra nul. Det betyder igen at
SAK << SAK,,,ogdermedat > ~ 1. a
Man siger ogsd, at den fundne model “forklarer SAK.
r* -100% af den “totale variation” L restdual \

4.6

Vi definerer nu forklaringsgraden r2 =1
total

Hvis y er uathangig af x vil SAK og dermed at 0.

residual total

residual

SAK

total

De enkelte SAK-starrelser kan anskueligt ses pa figur
7.3.

- — >
34 5 6 7 8

Figur 7.3. SAK - storrelser

lo— @
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7.4 Vurdering af om model beskriver data godt

Sadvanligvis finder man, at den fundne model pa tilfredsstillende made beskriver data, hvis
forklaringsgraden er pa over 70% samtidig med, at tegningen viser, at punkterne fordeler sig
tilfeeldigt omkring den fundne regressionskurve.

At man ikke alene kan stole pé forklaringsgraden illustreres ved folgende eksempel.

Eksempel 7.3 .Grafisk vurdering af model.
De folgende 4 figurer afspejler forskellige muligheder.

Plot of Fitted Model
Plot of Fitted Model
12,57 .
[ 58 :*‘ B
10,5 . 48 F
(&) r L
2 i 38
% 8,5 : ] 8
651 ] 18 F
[ 1 8
4,5 ¢ . . . . ] F
40 60 80 100 120 140 25 :
0 2 4 6 8
kunstfibre X
Figur 74a: r=0.959 r 2= 91.9% Figur 7.4b: r=0962 r 2 =92 6%
Plot of Fitted Model Plot of Fitted Model
6 E N ' ' ' & 0 f‘ ‘ ‘ ‘ ‘f
5E . E 0 - e ]
4 S oF L ]
> 30 / 1 0 F : .
20 0 1 0k ]
1 , 3 30 1
0k ‘ ‘ ‘ 4 0 ;‘ ) ) ) =
0 4 8 12 16 0 4 8 12 16
X X
Figur 7.4¢c: r =0.278  r2=7.73% Figur 7.4d: r=0.229 r’=524%

I figur 7.4a synes den linezere model at kunne beskrive dataene godt, idet punkterne fordeler sig

tilfeldigt omkring linien, og forklaringsgraden 7> =91.9% er hej.

I figur 7.4b er forklaringsgraden ogsa hej, og punkterne ligger da ogsa tet ved linien. Imidlertid
ligger punkterne ikke tilfeldigt omkring linien. Yderpunkterne ligger over og de midterste
punkter under linien, sa det er neppe rimeligt at anvende en ret linie som model. I stedet kunne
man overveje en eksponentialfunktion eller et andengradspolynomium.

I figur 7.4c er der naeppe nogen relation mellem x og y. Er x og y uathangige (ingen relation
mellem x og y) vil punkterne fordele sig tilfeldigt omkring gennemsnitslinien y =1y, og

forklaringsgraden vere 0. Vi ser, at regressionslinien er nasten vandret, og forklaringsgraden
ringe.
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7. Regression

I figur 7.4d er forklaringsgraden ogsa lille, men alligevel mé vi antage at der er en sammenhang
mellem x og y. Den er blot ikke linezr, men muligvis en parabel.
| 4

Outliers. Hvis en enkelt eller to malinger afviger kraftigt fra den almindelige tendens kan det
skyldes fejlmalinger. Da sddanne punkter 1 uheldige tilfeelde pa grund af et stort bidrag til
residualsummen kan fa regressionslinien til at dreje er det vigtigt at undersoge pa en figur om
sadanne punkter findes. Det er dog klart, at man ikke blot kan stryge sadanne “ubehagelige”
punkter. Det ma kun ske, hvis man er sikker pé, at punktet skyldes en fejl af en eller anden art
ved malingen.

Ekstrapolation. Selv om modellen synes pa tilfredsstillende made at beskrive data, sa er det jo
faktisk kun sikkert indenfor méleomradet. Man skal vere yderst forsigtig med at ekstrapolere,
dvs. pa basis af modellen for x - vardier udenfor méleomradet beregne hvad y er.

Arsagssammenhzeng.

Selv om man finder, at der er en sammenhang mellem x og y, er det ikke sikkert, at der er en
arsagssammenheeng.

Der findes en god korrelation mellem antallet af storke i Senderjylland i 1930-erne og antallet
af barnefodsler (de faldt begge i samme takt), men det ene er nok ikke &rsagen til det andet.
Man kender det ogsé fra sammenhangen mellem kreeft og tobaksrygning, hvor der 1 mange ér
var en diskussion om der ene bevirkede det andet, eller om det var en hel tredie faktor, der fik
antallet af lungekreeft til at stige.

7.5 Eksempler pa linezer regression regnet med TI89

Da man altid vil foretreekke den simplest mulige model, er modellen y = ax + 5 altid den, man
starter med at anvende.

Hvis man ser, at punkterne ikke ligger tilfeldigt omkring linien, men dog synes at folge en krum
kurve, sa ma man anvende en anden model.

TI 89 tilbyder en reekke modeller, bl.a. folgende

(1) LinReg = forstegradspolynomium y=a+bx eller y=ax+b

(2) PowerReg = potensfunktionen y = ax”

Funktionen omskrives ud fra logaritmereglerne automatisk til In y = Ina + b -In x som er linezr hvis man

erstatter y med In y og x med In x
(3) ExpReg = eksponentialfunktionen y =a-b"*
Funktionen omskrives ud fra logaritmereglerne automatisk til In y = Ina + x - In b somer linezr hvis man
erstatter y med Iny
(4) InReg = logaritmefunktionen y =a+b-In(x)
Funktionen er lineaer hvis man erstatter x med In x

QuadReg = andengradspolynomiet y = ax? +bx + ¢
CubicReg = trediegradspolynomiet y = ax® +bx? +cx+d

QuartReg er fjerdegradspolynomiet y = ax® +bx> +cx? +dx+e
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7.5 Eksempler pda linear regression

Generelt gelder, at man sa vidt mulig foretreekker modeller som (1), (2), (3) og (4), da de kun
indeholder 2 parametre a og b, og dermed er de mest stabile (set fra et statistisk synspunkt).
Vi vil 1 det folgende give eksempler pa nogle af disse modeller.

Eksempel 7.4 (= eksemple 4.1) Forstegradspolynomium

Tilsetning af en vis mangde kunstfibre forager et garns trekstyrke. Man har eksperimenteret
med forskellige tilsatte mengder kunstfibre x og registreret garnets treekstyrke y ved disse
forskellige mangder. Herved fremkom foelgende observationsmateriale:

Mzngde x (i gram) af | 40 | 50 | 55 [60 |70 (75|80 [85]90 [ 95 [100{105|110|120| 130
kunstfibre pr kg uld

Trekstyrke : y  [4.5]6.5(5.4]7.0(8.218.0|7.118.9(8.2110.319.6 [10.8 [10.5(11.2| 12.0

Benyt TI89 til at foretage de enskede beregninger.

a) Afset punkterne i et koordinatsystem og vurder ud fra dette om punkterne med tilneermelse
kunne ligge pd en ret linie.

b) Indtegn regressionslinien i ovennavnte koordinatsystem og vurder ud fra figuren om
punkterne ligger tilfeeldigt omkring den rette linie.

¢) Find r? og anvend denne samt svaret i spergsmaél b) til at vurdere om den rette linie giver en
rimelig god beskrivelse af de givne data.

d) Opskriv regressionsligningen.

e) Find den til x = 100 svarende verdi y,,, for y

f) Angiv et “usikkerhedsinterval” hvor den “sande” middelveaerdi af y,,, finder sig med 95% sandsynlighed.

Lesning:
a) Tryk pa APPS , veelg STAT/LIST , Indtast data i list1 (x-veerdier) og list2 (y-veerdier)
F2: Plots \ Plot Setup \ Define
Behold Scatter og Box, indseet list1 og list2 (Vaelg VAR LINK og veelg listenavne herfra) \ ENTER,
ENTER, F5
Punkterne bliver nu tegnet pa lommeregnerens display.

o
WAF? Ve AOTD FONT

Konklusion: En ret linie synes at kunne v&re en rimelig god model (punkterne ser ud til med
tilneermelse at kunne ligge pé en ret linie)

b) APPS, STAT/LIST, F4: Calc, 3. Regressions, 1:linReg(a+bx), Udfylder lister,
Da vi gnsker at tegne regressionslinien sa StoreReqgn to: y1(x), ENTER,

En raekke konstanter fremkommer (se naste sporgsmal)
Linien vises sammen med punkterne.

KRF? DEGAUTO FUMNC

Konklusion: Tegningen pd lommeregnerens display viser, at punkterne fordeler sig tilfaeldigt
omkring linien.
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7. Regression

c) Af ovennavnte udskrift fas umiddelbart r*=0.9193
Da forklaringsgraden er taet pa 1 og punkterne ligger tilfeldigt om linien , er den lineare
model acceptabel.
d) Af den ovennavnte udskrift ses regressionskoefficienterne a = 1.8087 og b = 0.0799 og
dermed er ligningen y = 1.8087+0.0799x
En anden mulighed er at vaelge “Y="
e) Opskriv ligningen i HOME (kopierer den eventuelt fra “Y=") og indsat x = 100.
Resultat y,,, = 9.7584
f) 95% usikkerhedsinterval for y svarende til x = 100:

F7\7: LinRegTint\ udfyld menu, herunder sat Interval=Response og x Value = 100
ENTER ENTER

Resultat y_hat =y,,, = 9.7584 og C int: [9.37;10.22 ¢

Eksempel 7.5 Potensmodel
Nedenstaende tabel angiver hvor mange minutter en professionel dykker kan opholde sig pa en
bestemt dybde, for der er en risiko for dykkersyge.

dybde i meterx | 10 12 14 16 18 20 22 25

antal minutter y | 219 [ 147 |98 |72 56 45 37 29

Det formodes, at y er en potensfunktion af x.

a) Begrund, at formodningen er rimelig

b) Angiv ligningen for den fundne model

¢) Hvor leenge kan en dykker opholde sig i en dybde pa 30 m uden risiko for dykkersyge
Lesning:

1) APPS, STATI/LIST, Data indtastes i list1(x- veerdier) og list 2(y-vaerdier)

F4: Calc, 3Regressions, 9:PowerReg, Udfylder lister,
Da vi gnsker at tegne regressionslinien sa StoreReqn to: y1(x), ENTER,

Vi gnsker imidlertid punkterne tegnet med, sé vi vaelger
F2: Plots,,1: Plot Setup,F1: Define, Behold Scatter og Box, indsaet listerne , ENTER, ENTER,F5

Af udskriften fas 7> =0.9979.

P& lommeregnerens display ses, at punkterne ligger meget tet ved
grafen. :

HMAIN DEGAUTOD FUNWC

Da forklaringsgraden samtidig er taet pd 1, sd er den linezre model acceptabel.

2) Af udskriften fas » =36421.57 x>
3) Formlen kopieres fra “Y="ned i “Home”, og x = 30 indsattes.
y=18.4 minutter
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7.5 Eksempler pda linear regression

Eksempel 7.6 Valg mellem linezer og eksponentiel model

I et forseg undersogtes et ventilationsanlaegs effektivitet. Malingerne foretoges ved at fylde et
lokale med gas og vente til koncentrationen var stabil. Herefter startedes ventilationsanlegget
og gaskoncentrationen C, maltes til forskellige tidspunkter t.

Folgende resultater fandtes:

¢t (min. efter anleeggets start) [2.674.59(6.75| 7.67 [11.34|14.34(16.25|18.25(23.09
C [ppm] 34 128 [ 26| 22 16 | 14 | 12 | 10 8

Folgende 2 modeller for funktioner overvejes:
Model | (lineert henfald): C=a+b-t

Mode12 (eksponentielt henfald): C=q-e"

1) Vurder hvilken model der er bedst ved

a) Tegn punkterne og de to regressionskurver pa lommeregnerens display og valg den af de
to modeller du vurderer giver den bedste beskrivelse.

b) Se pa forklaringsgraderne for hver af modellerne

2) Opskriv regressionsligningen for den model du finder bedst, og beregn pa basis af den vaerdi
af C, for hvilken t = 12 minutter.

Lesning:

1) APPS, STAT/LIST hvorefter data indtastes i list1(t- veerdier) og list 2(C-veerdier)

F4: Calc, 3. Regressions, 1:linReg(a+bx), Udfylder lister,
Da vi gnsker at tegne regressionslinien sa StoreReqn to: y1(x), ENTER,

Af udskriften fis umiddelbart 72 =0.9293

Da vi ogsa ensker punkterne tegnet med, valges

F2: Plots,,1: Plot Setup,F1: Define, Behold Scatter og Box, indszet listerne , ENTER, ENTER
Vi fortseetter nu

F4: Calc, 3. Regressions, 8:ExpReg, Udfylder lister, StoreReqn to: y2(x), ENTER,

Vi gentager nu ovenstdende, idet vi nu vaelger ExpReg og vaelger y2(x)

Af udskriften fas umiddelbart 7 =0.9883

HOME, Veelg GRAPH (se eventuelt farst ved “Y="at de tre linier og ingen andre er markeret)
De to kurver og punkterne ses nu pa lommeregnerens display (juster eventuelt “WINDOWS”)

Af tegningen ses, at den eksponentielle funktion giver den bedste
tilpasning.
Dette stemmer ogsa overens med at forklaringsgraden her er storst. s

2) Ved fra HOME at valge “Y=""kan man se, at modellen er C = 39.57- 093" eller
C=3957-"09 o € =3957.¢007201

t=100:C =36.80
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7. Regression

Opgaver til kapitel 7

Opgave 7.1
Man enskede pd en hgjere uddannelse at undersgge om der var en sammenhang mellem de point
eleverne fik ved en indledende prove i matematik, og de point de fik ved den afsluttende prove
1 matematik.

Resultaterne var

Student 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Indledende prove x | 39 43 21 64 57 47 28 75 34 52
Afsluttende prove y | 65 78 52 82 92 89 73 98 56 75

a) Underseog om der er rimeligt, at beskrive ovennavnte sammenhang ved en ret linie m.
(Tegn i et koordinatsystem sével punkterne som linien m samt beregn forklaringsgraden).

Idet det 1 det folgende antages, at linien m er et rimeligt udtryk for ovenna@vnte sammenhang

b) Find en ligning for regressionslinien m.

¢) Man forventer en positiv korrelation mellem x og y. Udtryk dette i ord, og undersgg om dette
er tilfaeldet.

d) En elev har opnéet 50 point ved den indledende prove. Forudsig hvilket pointtal denne elev
, vil fa ved den afsluttende prove.

e) Angiv det usikkerhedsinterval, som den sande middelvaerdi med 95% sikkerhed ligger
indenfor ved den afsluttende prove, for de elever, som ved den indledende preve har opnaet
50 point.

Opgave 7.2
Tabellen viser antallet af heste i Danmark i udvalgte ar
Arstal 1962 1963 1964

Antal heste | 99793 80767 | 64082

a) Bestem en ligning for regressionslinien
b) Tegn sdvel linien som punkterne i et koordinatsystem, og beregn forklaringsgraden
c) Er det fornuftigt at benytte denne model i ar 20007

Det oplyses at antal heste 1 &r 2000 er 17400.
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Opgaver til kapitel 7

Opgave 7.3
Man har undersogt hojden af et stort antal piger og beregnet middelhejden (i cm) nér de er 2 ér,
nar de er 3 ar osv. Resultatet fremgéar af skemaet:

Alder| 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Hojde| 89.2 [ 98.3 [ 104.9(112.0( 118.1|123.4| 131.3| 136.4| 142.5| 151.1| 155.4] 159.8

a) Underseg om der er rimeligt, at beskrive sammenhangen mellem alder og hejde ved en ret
linie.

b) Angiv i bekraftende fald en ligning for regressionslinien m.

Det forudsettes i det folgende, at m er et rimeligt udtryk for pigernes middelhgjde.

c) Hvad er den gennemsnitlige vakst i pigernes hgjde pr. ér.

d) Giv et sken for middelverdien af pigernes hejde nar de er 14 ar.

e) Ville du finde det fornuftigt at benytte linien til at forudsige en 22-arig piges hejde?

Opgave 7.4
For en kemisk forbindelse har man en teori om, at “middeludbyttet y” (angivet i % enheder) er

tilneermelsesvis bestemt ved y = 100—a-b’ hvor ¢ angiver reaktionstiden.

For at efterprove rigtigheden udferte man et forseg med folgende resultater

t[ 65182 (11.1]13.6(16.4]|18.5| 20.7 23.0 25.8 28.5 333

v[39.5164.7(65.6 729 [88.0[92.7| 925 95.9 96.3 98.3 99.2

a) Foretag en vurdering af, om modellen kan antages at geelde. (Vink: Omskriv ligningen til
100—y =a-b", og dan en tabel med 100 - y-vardierne)

Under forudsatning af at modellen gelder, skal man
b) opskrive ligningen for regressionskurven
¢) finde middeludbyttet svarende til = 20.

Opgave 7.5
Aktiviteten af radioaktive stoffer antages at vaere eksponentielt aftagende.
For et bestemt radioaktivt stof har man malt radioaktiviteten som en funktion af tiden

tid # (timer) 0 10 20 30 40 50 60 70

aktivitet y (becquerel) | 4350 | 3440 |[2640 |2130 |[1660 | 1310 |[1020 | 810

a) Foretagen vurdering af, om modellen kan antages at veere en eksponentielt aftagende funktion
aft,dvs. y=a-b'

b) Bestem en forskrift for denne funktion
c) Bestem halveringstiden for aktiviteten.
d) Hvor lang tid gér der fra den forste méling til middelaktiviteten er nede pa 500 becqerel.
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7. Regression

Opgave 7.6.
Den effekt P (kWatt) som en bil mé yde for at overvinde luftmodstanden ved en given hastighed
v (km/t) er malt i en vindtunnel. Man fandt felgende sammenhang mellem v og P.

v 10 |30 60 90 120

P 0.01 | 0.28 2.10 7.35 | 17.15

Det formodes, at P er en potensfunktion af v.

a) Begrund, at formodningen er rimelig

b) Angiv ligningen for den fundne model

c¢) Find den effekt der skal ydes ved en hastighed pd 100 km.

Opgave 7.7
Ved et forseg blev en luftart adiabatisk (dvs. under samme temperatur) komprimeret til

forskellige forudvalgte rumfang v, idet de tilsvarende vardier af trykket P maltes. Man

formodede pa forhand, at der gaelder regressionsmodellen P =a - v?.

Ved forsgget fandtes folgende resultater:
vem? 100 150 [ 200 | 250 | 300 | 350 | 400 [ 450 [ 500 [ 550 | 600

P kp/em* | 29.58 | 15.42 |11.67|7.48 [7.29 [3.90 | 3.63 [1.69 [2.95| 2.16 | 2.11
a) Begrund, at formodningen er rimelig

b) Angiv ligningen for den fundne model

c) Beregn hvor mange % trykket vil stige hvis rumfanget bliver halveret.

Opgave 7.8
Man har for en bestemt type tov malt sammenhangen mellem tovets diameter og tovets
brudstyrke. Man fandt folgende resultater:

diameter imm) | 4| S | 6 | 7| 8 | 10| 12| 14 16 18 1 20 | 22| 24| 26

Brudstyrke (i kg)|200] 350 | 550| 700{ 995 | 1500] 2200|3150 3950 [4650]5950|7050{8550] 9950

Man forventer, at brudstyrken y som funktion af diameteren x med tilnermelse kan skrives ved
en funktion af formen y =b-x*

a) Vurder ud fra tegning og forklaringsgrad om den navnte model er acceptabel.

I det folgende antages, at modellen kan anvendes.

b) Find ligningen for regressionskurven.

c¢) Bestem ud fra den fundne ligning, hvor mange gange storre brudstyrken bliver ( i middel),
hvis tovverkets diameter fordobles.
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Opgaver til kapitel 7

Opgave 7.9

Man mener der er en sammenhang mellem en bilists alder og antallet af alvorlige feerdselsulyk-
ker, der skyldes for stor hastighed. Man har fra USA, hvor aldersgrensen for erhvervelse af
korekort er 16 ar, folgende data indsamlet gennem en periode:

Alder x 16 |17 |18 [19 |20 [22]24)27|32{42|52 |57 (62|72

Antal fart-relaterede ulykker y |37 (32 |33 |34 (33 |31(28(26(23]|16(13 |10 |9 |7

Det fremgér klart, at antallet af ulykker falder med alderen.
a) Giv en vurdering af, om modellen : y =a+bx (antal ulykker aftager lincaert med alderen)

pa rimelig made kan beskrive denne sammenhang

b) En trafikekspert mener, at modellen  y = a-¢”* (antal ulykker aftager eksponentielt med
alderen) giver en bedre beskrivelse af modellen. Har vedkommende ret?

c¢) Bestem ligningen for den model, du finder bedst.

d) Angiv ud fra ovennavnte ligning det forventede antal fart-relaterede ulykker som 50 - arige
1 middel vil fordrsage i den givne periode.

Opgave 7.10

Trykfaldet i et vandrer athanger af vandstremmen gennem roret.

I en model for stabejern med radius 100 mm er trykfaldet y en funktion af vandstremmen x
Tabellen viser sammenheorende vardier af vandstremmen og trykfaldet.

Vandstrem x (liter pr sekund) 213 5 6 10 15

Trykfald y (cm vandsgjle pr m)[0.11 ]0.25 [0.71 |1.03 |2.93 [6.70

a) Undersog hvilken model af de 4 mest anvendte, der bedst beskriver trykfaldet som en funktion
af vandstremmen. (Vink: se pé tegning og forklaringsgrad)

b) Benytden valgte model til at bestemme middelveardien aftrykfaldet i reret, nar vandstremmen
gennem det er 20 liter pr sekund.
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8. Grenseverdi og kontinuitet

8 Gransevaerdi og kontinuitet

8.1. Graensevaerdi

Hvis en funktion f'(x) er vilkarligt taet pa et reelt tal a blot x er tilstraekkeligt taet pa x, siger vi,

at f'(x) har grensevardien a for x giende mod x, '

Vi skriver da

f(x)—>a for x—>x, eller lim f(x)=a (leseslimes af f(x) for x gdende mod x, )
X—>Xg

Eksempelvis skriver vi, at x? +1— 5 for x - 2 eller 11_)“5 f(x)=5

1 1
Graenseovergang mod o« og —oo anvendes ogsa, f.eks. i 0 for x > © og — > oforx—0
X

: > 1 .
Endvidere forekommer ensidige grenseovergange, f.eks. —— o for x > 0+ (x gir mod 0 fra
X

hajre).

Seztning 8.1. Regning med graensevaerdier
Hvis f(x)—>a for x > x, og g(x)—>b for x— x,sd vil for x - x,,

PAC)]

f(X)+gx)=>a+b, f(x)-gx)—>a-b f(x)-glx)—>a-b, )

a
—->—b=0

5 (b#0)
Saetningen anfores uden bevis.

Eksempel 8.1. Graenseovergang.

4x% +3x-2

2

for x > (0 og x >
—2x°+8

Undersog

Lesning:
452 +3x-2  4-0°+3.0-2 1
5 - > =—— for x>0,
—-2x° +8 -2-0°+8
3_2

+
4x?+3x-2  x x2 44040
2?48, 8 ~2+0
2
X

=-2 for x > ®

Ti89: F3:3 limit((4x"2+3x-2)/(-2x"2+8),x,00) Resultat -2 ¢

For bedre at kunne undersgge vanskeligere tilfelde eller bevise satninger om gransevardi, ma man erstatte ordene
"vilkarligt taet" og "tilstreekkeligt teet" med nedenstaende mere preecise definition:
f(x) har greensevaerdien a i punktet x, hvis der til ethvert interval J omkring a findes et “udprikket” interval I

omkring x, , s& det for alle x i I geelder, at ' (x) € J (et “udprikket” interval omkring x er et interval omkring

xo som ikke indeholder x)
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5.2 Kontinuitet

8.2 Kontinuitet

Definition af kontinuitet. Lad f vere en funktion, der er defineret i et abent interval
indeholdende x, . Hvis f(x) = f(xy) for x > x, siges fat veere kontinuertix .

Hvis definitionsmangden for f er et lukket interval [a ; b], siger fatveaere kontinuert i
endepunktet a, blot der geelder f(x)— f(a)forx —>a+ .

Tilsvarende defineres kontinuitet i intervalendepunktet . Hvis f er kontinuert i hele sin
definitionsmengde, siger vi kort, at f er kontinuert.

Intuitivt kan man ofte forestille sig kontinuerte funktioner som funktioner, hvis graf er "ubrudt".
Pé nedenstaende figur er vist nogle ikke-kontinuerte funktioners grafer.

o
_ _

» X . >\
.x‘() M

Regning med kontinuerte funktioner

S
g’
atter kontinuerte funktioner, og da alle de funktioner vi vil omtale i det folgende er kontinuerte
ideres definitionsmangde, vil ogsa enhver funktion, der ved "s@dvanlig regning" kan dannes ud
fra disse funktioner, blive kontinuert i sin definitionsmangde.

Ved "sedvanlig regning" ( f+g. f-gf-a—= " f (g(x))) med kontinuerte funktioner fas

2
-1
Eksempelvis vil funktionen f(x)= % veere kontinuert forx >1 og for x < 1.
Opgaver til kapitel 8
3 2 3 )
8.1 Bestem lim 2% 13X oy XT3 43
=0 2x% -3x x>0 2y” —3y
Vx =2

8.2. Bestem lim ———
x—3 x—2
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9. Differentiation

9 Differentiation

9.1 Indledning

Differentialregning har mange anvendelser. Et typisk eksempel er i kinematikken
(bevaegelseslaere), hvor man beskeftiger sig med begreber som hastighed og acceleration.

Lad os som eksempel betragte et legeme L, der bevager sig langs en ret linie.
Indfores en x-akse (se figuren) er legemets position er bestemt ved dens afstand fra
begyndelsespunktet O.

Xy X v
ly i

Lad legemet L til tidspunktet ¢, veere 1 punktet A med x-vaerdien x og til et senere tidspunkt ¢
vaere 1 punktet B med x-vardien x. Den gennemsnitlige hastighed hvormed L bevager sig fra

. - Ax .
A til B er da v, :); ;CO :E, hvor Ax=x-x, er det stykke L har bevaget sig i
—lo

tidsrummet Ar =1 —¢, .

For at bestemme den hastighed som legemet har i punktet A, s ma man gore intervallet Az sé

lille som muligt. Man fores altsa til at betragte brakenﬂ for At gadende mod 0.
At

Eksempel 9.1 Beregning af hastighed i et punkt.

Lad os antage, at legemet L bevager sig langs x - aksen séledes, at dens position til tiden # (malt
1
i sekunder) er bestemt ved x = 1 > +1 (malt 1 meter).

Der galder da, at til tiden # =0 er L i punktet O med x =1, til#=1er L i A med x = 1,25 og til
t=2erLiBmedx=2.

Vi ser umiddelbart at hastigheden foreges som legemet bevager sig fra O til A til B (legemet
accelererer).
Problemet er nu at bestemme hastigheden i A.

Som en forste tiln@rmelse har vi, at 1 tidsrummet Az =1s, har legemet bevaget sig fra A til B,
dvs. Ax=2-125=0.75 m.

Ax  0.75
Hastigheden i punktet A er derfor med tilneermelse v = m = NS =0.75m/s

Forkorter vi tidsrummet til 0.5 s mé tilnermelsen blive bedre

Vi har nu, at til tiden 7= 1.5 er x = %-1.52 +1=03125m
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9.1. Indledning

. . . Ax 03125
Hastigheden i punktet A er derfor nu med tilnermelse v=—=

At 0.5

=0.625m/s

Vi kunne nu gere tidsrummet A¢ endnu mindre og derved forbedre nejagtigheden.

For at fa et geometrisk overblik over problemet tegnes nu x som funktion af tiden tiet - x
koordinatsystem (se figur 9.1) .

Fig 9.1. Hastighed i A

1
Tiltident=1erx= IZ = % , svarende til punktet A pé figuren.

Idet B antages at have koordinaterne (¢, x) bliver hastigheden i A med tilnermelse
5
Ax X—7

v= N~ 1 hvilket er det ssmme som haldningskoefficienten for linien gennem punkterne

A og B.

For at finde hastigheden v i punktet A er vi derfor nu interesseret i at finde grensevardien

_ lim —

V= A0 At -
1 5 1 1
5 2 2
) Ax X—5 —t 4+1-= —t"—— 2
Vihar: —=—2 _ 4 4 _4 4 _1¢ _lzl(t+l)(t_1)=l(t+l)
At t-1 r—1 r—1 4 t—1 4 -1 4

Ax 1 |
Lader vinu At —> 0, dvs. ¢t —> 1 vil E:Z(H‘l)—)_

Vi har folgelig fundet, at legemet L’s hastighed v 1 punktet A er v = 0,5 m/s.
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9. Differentiation

) Ax  d
Matematisk skriver man, atE - 7); for At > 0.

dx og dt kaldes differentialer og kan ofte i praksis ved anvendelser opfattes som “uendelig sma”
tilvaekster, 1 dette tilfeelde af henholdsvis vejlengde og tid.

d . . : . : .
d—); kaldes derfor en differentialkvotient (kvotient mellem differentialer)

Geometrisk drejer linien gennem A og B over i en ret linie med heldningskoefficienten 0.5.
Denne linie kaldes tangenten til kurven med reringspunkt A = (1, % ).

4

9.2 Differentialkvotient.

Da “kinematik” ikke er det eneste man kan anvende differentiation til, og der er tradition for, at
x-aksen er den vandrette akse, vil vi i det folgende i stedet betragte problemet i et x - y
koordinatsystem.

Med udgangspunkt i eksempel 9.1 vil vi nu se pé det generelle tilfzlde.

Lad y = f(x) vare en funktion definereti et interval /, lad x, €/, oglad a vare et reelt tal.
Giver vi x en tilvaekst Ax ud fra x far y en tilvaekst Ay = f(x, + Ax)— f(x,) (se figur 9.2)

Ay _ f(x0+Ax)—f(xo)'

Ved differenskvotienten forstds broken E

Ax
AY
Syt Ax)
B=(x+Ax flx, + Ax)
W
Ay cae}gb L
) - Tange®
. (
> X

Xy Ax X, TAx
< >

A
Fig. 9.2 Sekanten har heeldningen Ef .
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9.2. Differentialkvotient

Definition af differentialkvotient og tangent. Funktioneny = f(x) siges at veere differentiabel
Ay S (xg +Ax)— f(x0) N
Ax Ax

i x, med differentialkvotienten f'(x), hvis f'(xq) for Ax > 0.

d
Differentialkvotienten f'(x) betegnes ogsd d_y ,idet man sd forudscetter x,, .
X

Linien gennem (xo , f(xg )) med heeldningskoefficienten f'(x) kaldes en tangent til grafen for

f
Tangenten har ifolge scetning 2.2 ligningen y—f(xy) = f"(x)-(x—x,)

Er x, et endepunkt af intervallet /, foretages kun en ensidig gra@nseovergang.

Funktionen f siges at vaere differentiabel i intervallet 7, hvis den er differentiabel i ethvert punkt
af 1.

Vi vil 1 det folgende eksempel anskueliggore de centrale definitioner ved at igen at se pa
problemet i eksempel 9.1

Eksempel 9.2. (fortseettelse af eksempel 9.1)

1
Vi betragter folgelig funktionen y=f (x):Zx2+l , 0g er interesseret 1 at finde

i Ay
“veeksthastigheden” 4y 0y Ay til x = 1.

o L, B W

N

\

i A _ 1
Vi fandt i eksempel 9.1, at A)}E}oE B 5

1
Vi har folgelig fundet, at “vaksthastigheden 1 punktet A erz .
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9. Differentiation

. . . . . 1
Matematisk siges, at vi i punktet 1 har differentieret funktionen f(x)= 7 x% +1, og fundet at

differentialkvotienten P = 1 ,eller £'(1)= 1 .
dx 2 2

Geometrisk drejer linien gennem A og B over i en ret linie med heldningskoefficienten 0.5.
Denne linie kaldes tangenten til kurven med reringspunkt A = (1, % ).

. 5 1 1 3
Ligningen for tangenten bliver y — 177 (x-Dey= ) X+ 2

Saetning 9.1 En differentiabel funktion er kontinuert.
Bevis: Lad der vere givet, at y = f(x) er differentiabel i X, dvs. Alim()% = f"(x,)
Viharnu lim Ay = lim (gij = lim (ﬁj lim(Ax):f’(x )-:0=0

Ax—0 Ax—0\ Ax Ax—>0\ Ax/ Ax—0 0
DaAy = f(xg +Ax) - f(xy) fas lim Ay=0 lim f(xy+Ax)=/(x0) =0 lim f(xy +A¥)= [ (xo)  dvs. ferkontinuerti x,
Den omvendte satning gaelder ikke, idet man godt kan have en kontinuert
funktion, som 1 enkelte punkter ikke er differentiabel. Dette er tilfeldet, T"“

P\

hvis grafen har et “knak”. Et eksempel er funktionen f(x)= |x , hvis

graf (se figuren) har et kneek for x = 0, og derfor ikke er differentiabel 1 | >y
dette punkt.

9.3 Regneregler for differentialkvotienter

Det ses umiddelbart ud fra definitionen, at differentialkvotienten for
1) f(x)=ax+b er f'(x)=a,
(da tangenten til en ret linie jo er funktionen selv med haldning a)
2) f(x)=a er f'(x)=0 (da grafen er en vandret linie med heldningen 0)

I mere komplicerede tilfeelde mé& man imidlertid benytte folgende regneregler

SATNING 9.2 Differentiation af sum, differens, produkt og kvotient af differentiable

funktioner.

1) Lad f og g veere to funktioner, der er differentiable i x, og lad k veere en konstant.
Saier f+g,f—g k-fogf- g differentiablei x, og der geelder folgende regneregler:
la) Sumregel: (f+g)'=/"+g". (f-9'=/"-¢g
1b) Produktregel: (f-g)'=f"-g+f-g’

Ic) Konstant faktor saettes udenfor: (k-f)' =k-f’

!

1d) Brokregel: (i] :M forudsat g(x,)#0
g g
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9.3 Regneregler for differentialkvotienter

Bevis:
Ladu=f(x) ogv=g(x) Vigiver nux tilveksten Ax til xy + Ax . Herved far u og v tilvaeksten Auog Av.
(se figur 6.1).

Dau og v er differentiable i x er AEEO%: f'(xp) og AEI—I:O% =g'(xp)
1) Lady=fix)+glx)=u+v

y farnu en tilveekst y+ Ay =u+ Au+v+ Av

Indsaettes y=u+v{hs u+v+Ay=u+Au+v+Av< Ay =Au+Av

Ved division med A x fis 2 = A4, AV
Ax A Ax

. Ay . Au . Av
Heraf fas lim —= lim —+ lim —= f"(xg)+ g'(xg)
Ax—>0Ax  Ax—>0Ax Ax—0 Ax 0 0

2) Bevises pa samme made som under punkt 1)
3) Lady=fix)-gx)=u -v
y fir nu en tilveekst y+ Ay = (u+Au)-(v+Av)=u-v+u-Av+v-Au+Au-Av
Indsaettes y=u-vfis u-v+Ay=u-v+u-Av+v-Au+Au-AvS Ay=u-Av+v-Au+ Au-Av
Ved division med Ax fis 2 = v A% 4, A 4 A, 2V
Ax Ax

Da u= f(x) er differentiabel er den ogsa kontinuert, dvs. Au— 0 for Ax -0

. Ay . Au . Av Av
Heraf fas lim —= lim v—+ lim u—+0-—=g(xq)- f'(x9) + f (x0)- g&'(x0)
Ax—>0Ax Ax—>0 Ax Ax—>0 Ax Ax &(x0)-/"(x0) +/(x0)-&'(xo

4) Lad y:f(x)zE (v20).
gx) v

Da v er differentiabel, er den ogsé kontinuert, dvs. v+ A v er ogsd = 0 for tilstreekkelig smé verdier af |ad
u+Au  v-(u+Au)  v-u+v-Au)
V+Av  v-(v+AvV) v (v+AvV)

y far nu en tilveekst Y+ Ay =

_utBu o utAuou VoA -u-(v+AY)  Veutv-Au)-vou—u-Av
v+ Av V+Av v v-(v+Av) v-(v+Av)
Da v = g(x) er differentiabel er den ogsa kontinuert, dvs. Av—0 for Ax—0
Au Av du dv
A V-i—u-i V-i—u'i
r__ Ax Ax _,_ dx dX_ for Ax—>0 2

Ay

Ax v-(v+Av) v2

Differentiation af sammensat funktion
Der gaelder nu felgende satning

Saetning 9.3 Differentiation af en sammensat funktion
Lad y=f(u) og u=g(x) vere to funktioner, hvor g er differentiabel i x, og f er

differentiabel i uy, = g(x,). Sd er den sammensatte funktion f(g(x)) differentiabeli x, og

' dy dy du
((gx0))) = f"(g(x)-&"(xo) eller kort == = =22
dx du dx

(“Man husker den ofte som “Ydre funktion” f differentieret gange “indre funktion” g

differentieret).
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9. Differentiation

Bevis skitse

Ay Ay A
Vi har vy
Ax  Au Ax

Da u er kontinuert, vil Au— 0 for Ax >0
dy _dy du

Heraf fas , dvs. —=—-—
eraf fas , dvs o du 2 ‘

Seetning 9.4 Differentiation af omvendt funktion:
Lad y = f(x) vere en funktion, der er monoton og differentiabel i et interval I. Hvis xo €1 og f(xp)#0,

sd er den omvendte funktion f -1 differentiabel i y = f (xg) . ogder gelder

(ffl),(yo): ! , eller kort: d—y=i
S'(xo) dx dl
dy

Anskueligt bevisskitse

1 . . . . 1
Da y=ax+box=—y- b ses, at den omvendte funktion til f(x) = ax + b har differentialkvotienten —
a’ a a

(dette kan ogsa let ses geometrisk ved spejling i vinkelhalveringslinien y = x).
Heraf folger, at tangenten til grafen for en funktion i et punkt, og tangenten til det tilsvarende punkt for den omvendte
funktion har reciprokke haeldningskoefficienter.

9.4. Differentiation af standardfunktionerne.

Ved en standardfunktion forstds de i de foregdende paragraffer omtalte funktioner potens-,
eksponential- logaritme- og trigonometriske funktioner.

Folgende satning samler reglerne for, hvorledes disse funktioner differentieres.

Saetning 9.4. Differentiation af standardfunktoner.

f(x) %4 e In(ax) sin(ax) cos(ax)
f'(x) a-x®! a-e™ 1 a-cos(ax) —a-sin(ax)
X

e™, sin(ax) og cos(ax) er differentiable for alle veerdier af konstanten a og den variable x.

x“ ogln(ax) er differentiable hvor de er definerede.

Bevis:
Ifolge definitionen pa differentialkvotient for en funktion y= f(x) er denne differentiabel i et punkt x, med

differentialkvotienten f '(x) ,hvis differenskvotienten % = W - f'(x) for Ax—>0
Af hensyn til det folgende indses, at hvis f(x)=a-x er f’(x)=a , da grafen for f er en ret linie med haldning a

1) (ln(ax))' :%
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2)

3)

9.4 Differentiation af standardfunktionerne

Forst vises, at (ln x), -1
x

Tangenten til grafen for e’ i punktet (x, y) = (0,1) har haeldningen 1.

Da In er den omvendte funktion af e” har grafen til y = In(x) i punktet (x, y) = (1,0) ogsa haldningen 1.
Vi ved derfor at y = In(x) er differentiabel i punktet x = 1 med differentialkvotienten 1

Ay In(1+Ax)-Inl
et —

Ifolge definitionen pé differentialkvotient ved vi nu, at —1 for Ax—>0

Daln1 =0 fas

Ina+A) y for Ax—s0
Ax

In(1+ &)

Af hensyn til det folgende foretages en “omdebning”, idet vi satter 4 = Ax sé vi har —1 forh—>0

Vi danner nu differenskvotienten for funktionen y =Inx ud fra et fast valgt punkt x.

X+ Ax Ax Ax
ln( ) ln(l +—) ln[l +—j
Ay In(x+Ax)—Inx x -~ x/ _ 1 X

Ax Ax Ax T A x Ax
X
Ax
Ay 1 ln[Hi) DoIn(l+h) 1
x
Dah:£—>0 for Ax — 0 har vi, at —=— = o= l=— for &x>0
X A x Ax X h x X

X

’

Vi har dermed bevist at (ln x) 1
X

Da In(ax) = In(u) hvor u = ax kan vi benytte setning 9.3 om differentiation af en sammensat funktion.
(ln(ax)) = (lnu) -(au)’ :i .a= 1_ .a :l
u ax X

f)=e" f)=a-e”

’

Forst vises, at (ex ) =e*

Vihar y=e® < x=Iny

Ifolge s@tning 9.4 om differentiation af omvendt funktion galder da Z—y = d_lx = % =y=¢"
dy y

’

Vi har dermed bevist, at (ex ) =eF

Da cax — o« hvor u = ax kan vi benytte setning 9.3 om differentiation af en sammensat funktion.

’ ’

(e“x) :(e“) (au)' =e" -a=e"" -a

! X
Specielthaves(ax) =a”* -Ina da f(x):ax:(elna) = ¥Ina
S =x" fr=q.x471

a
Vihar f(x)=x? =(elnx) = ®Inx =e", hvor u=a-Inx

Vi differentiere den sammensatte funktion y =e¥, hvor u=a-Inx (se evt. setning 9.1)
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9. Differentiation

Vi har d—y:d—y~ﬂ:e”~a-l:x g togx
dx du dx X X

’

4) (sin(ax)) =a-cos(ax) .

sin(ax + Ax) — sin(axx)
Ax

Et formelt bevis er ret omfattende, da det kraever kendskab til en raekke trigonometriske formler.

Vi vil derfor ngjes med at benytte TI89 til at foretage greenseovergangen. For kortheds skyld omdebes Ax til z.
F3\limit((sin(a*x+z)-sin(a*x))/z,z,0) Resultat: a-cos(a - x)

Vi skal altsé vise, at —a-cos(ax) for Ax—0

5) (cos(ax))' =—a - sin(ax)

cos(ax + Ax) — cos(ax)x
Ax

Vi finder: F3\limit((cos(a*x+z)-cos(a*x))/z,z,0) Resultat: - a cos(a x)

Vi skal vise, at — —a-sinx for Ax —>0

4

I folge s@tning 9.2 er alle funktioner, der fremkommer som en sum, differens, produkt eller
division af standardfunktioner differentiabel i de intervaller hvor de er defineret. Det samme
gelder ifolge saetning 9.3 for funktioner der er sammensat af standardfunktioner.

Eksempel 9.3 Differentialkvotient (uden brug af hjzelpemidler)
Ti 89 ma kun bruges til kontrol

1) Lad f(x)=3x"—x*+1,
a) Find f'(x)
b) Beregn haldningskoefficienten for tangenten / til grafen for f med reringspunkt

P=(L, /(1)

c¢) Opskriv ligningen for tangenten /

2).Lad g(x)=x-Inx
a) Find g'(x)
b) Beregn haldningskoefficienten for tangenten / til grafen for f med reringspunkt

P=(1, A1)

c¢) Opskriv ligningen for tangenten /

1 1. . dy
3) Lady = Ex +Z sin(2x) . Flnd;

4) Lad h(x) =41

. Find '(0)

e’ +1
Lesning:
a) fr(x)=15x*-2x,
b) f'()=15-2=13

o) f()=3-141=3 Ly-3=13(x-1)<y=13x-10
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9.4 Differentiation af standardfunktionerne

2) a) g’(x)=x-l+1~lnx=1+lnx
X
b) g'(D=1+In(1)=1
¢) gH)=IIn(1)=0 lLy-0=1-(x-Dey=x-1

d 11 11
3) —=—+—-2.cos(2x) =—+—cos(2x
)dx 2 4 (2x) 2 2 (2x)

X X X X X 1
4y :(e +1)-e’” —(e’ —1)-e _ 2e h'(0) = —
) (e +1)> (e* +1)2 2

Eksempel 9.4. Differentiation ved benyttelse af TI89
,x>1 Find f'(x)

1) Lad f(x)=In>
x+1

2)Lad f(x)=2

X" -

a) Find f'(2)
b) Opskriv ligningen for tangenten / til grafen for f med reringspunkt P = (2, f(2).

3) Lad f(x):%cos% Find f'(x)

,x>1

1+sinx

D fx)=

I o<x<Z Find ~ (%)
l-sinx 2

Losning:
Ti89: Tryk pé “2nd d “(star over 8- tallet) og indtast funktionen.

2
1) d(In((x-1)/(x+1)).x) S =G D+

I (4D 1-(x=D-1_ 2 _ 2
x—1 (x+1)? (x=-D(x+1) x*-1
x+1

Uden lommeregner f'(x) =

2)a) d((x-3)/(x"2-1)x)| x=2 £'(2)=1/9
(rF =D)-1=2x-(x=3) _ —x* +6x-1 f,(z):—222+6'22-121
(x? - 1) (x? - 1) @ -7 9

b) (x-3)/(x*2-1)| x=2 f(2)=-1/3

Uden lommeregner f(y) =

0 ( 1) 7( %) o 7 14 1C> 7 17
| —=)==- =—X———— =—X——
Y73) 79 YT T 3T TN

3) d(1/3*(cos(x))"3,x) £1(x) == Sin(x) - (cos(x))’

1 1 . 1
Uden lommeregner f(x) = 50053 x= E(COS x)3 opfattes som en sammensat funktion y = 3 u® hvor u = cosx

. 1 . .
f'(x) :§~3~u2(—s1nx) = —sinx-cos’ x
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9. Differentiation

4) d((1+sin(x))/(1-sin(x)).x)|x = 7/ 4 (%) _6-4/2+8

9.5. Hojere afledede, acceleration

Eksempel 9.5 (gentagelse af eksempel 9.1)

Lad et legeme L bevege sig langs x-aksen sdledes, at dens position til tiden # (mélt i sekunder)
1

er bestemt ved ¥ =7 12 +1 (malt i meter).

Til tiden # =0 er L i punktet Amed x =1, til#=1erLiBmedx=1.250gtilt=2erLiC med
x=2.
Vi ser umiddelbart at hastigheden foreges som legemet bevager sig fra A til B til C (legemet

dc 1 . . .
accelererer). Idet ?); = ?t fas, at hastigheden v i de tre punkter er henholdsvis v(0) = 0 m/s,

v(1)=0,5m/s og v(2) = 1 m/s.
Et udtryk for den gennemsnitlige hastighedsforegelse, der er sket ved at L bevager sig fra B til

2)-v(1
Cerag, = Y- _ 0,5 m/sec’

2-1
For at bestemme den hastighedsforagelse, der er sket i punktet B, kan vi beregne
a, = v _y=vh) , hvor tidsrtummet Af er meget lille.

£ At t—1
Av

Matematisk betyder det, at vi skal finde Altlinoz =v'().
1
a % = Eer accelerationen a = 0.5 m/sec” i punktet B.

Iovrigt ses, at accelerationen i dette tilfeelde er konstant 0.5 for alle punkter.
Konklusionen er, at man finder accelerationen i et punkt ved at differentiere x(t) 2 gange.

Afledet funktion
Som det ses af eksempel 9.3 kan det ofte vare nyttigt, at opfatte f'(x) som en funktion, som man

kan differentiere igen.
Man siger, at f'(x) er den “forste afledede”, og at f"(x) (den afledede af den afledede) er den

“anden afledede”.
Sadan kan man fortsaette med at finde “tredje afledede” osv.
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9.5 Hojere afledede, acceleration

Eksempel 9.6.Anden afledede

1) Find den anden afledede af funktionen f(x)=4- x3—7-x?
2) Find differentialkvotienten f"(2)

Losning:

1) f'(x)=12-x*-14-x, f"(x)=24x—-14

2) f"(2)=24-2-14=34

TI89: d(4*xA3-7"xA2,x,2) eller d( d(4*X 3-7*xA2,x),x)
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9. Differentiation

Opgaver til kapitel 9

9.1 (uden hjelpemidler)
Find differentialkvotienten for folgende funktioner:

a) f(x)=2x>+3

b) g(x)=2-¢*

¢) h(x)=2-sin(5x)+ cos(3x)
d) k(x)=3-In(5x)

e) I(x)=3x++x

9.2 (uden hjelpemidler)
Find differentialkvotienten for folgende funktioner:

a) f(x)=x-sin(2x)
b) g(x)=5x-In(8x)

¢) h(x)=5+3x-e>"

9.3.(uden hjelpemidler)
Find differentialkvotienten for

a) f(x)=3x"—5x% +2x+4
b) g(x)=sinx—xcosx

9.4 (uden hjelpemidler)
a) Lad f(x)=(2x-1)> Find f'(3)

2x-1 d
b) Lad y= i i 4
x+2

9.5. (uden hjelpemidler)
Find differentialkvotienten af funktionerne

a) f(x)=In(1-x)  b) g(x)=x2e>* ¢) h(x)=e""

9.6.
x+3 Ay
a) Lad y = Find —
(x-2)? dx
1
b) Lad y(x)= Find y'(2)
x++/x

9.7. (uden hjelpemidler)
Find en ligning for tangenten til parablen y = x> —4x+7 i punktet P = (1,4).
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9.5 Hojere afledede, acceleration

9.8 (uden hjelpemidler)
Lad f(x)= x>7
Find en ligning for tangenten til grafen i punktet P = (1,/(1)).

2
9.9. Lad f(x)="—"2

x—1
a) Find ligningerne for de to tangenter til grafen for f, som er parallel med linien med
ligningen y = -2 x +4.
b) Find afstanden mellem de to tangenter.

9.10 Lad f(x)=2e¢" +x

Find den spidse vinkel mellem de to tangenter til grafen for £, der har reringspunkter i
henholdsvis (0, f{0)) og (1, A1)).

9.11 (uden hjzlpemidler)
En partikel bevaeger sig pd en ret linie. Partiklen position s (meter) til tidspunktet ¢
(sekunder) er giver ved s(¢) = 4t
a) Bestem partiklens hastighed til tidspunktet ¢ = 4.
b) Bestem det tidspunkt, hvor partiklens hastighed er 2.
c¢) Find partiklens acceleration til =4
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10. Funktioners monotoniforhold, ekstrema og asymptoter

10. Funktioners monotoniforhold, ekstrema og asymptoter.

10.1 Monotoniforhold, ekstrema

Som det fremgar af afsnit 5.3, sd forstar vi ved et monotoniinterval et
interval hvor funktionen enten er voksende i hele intervallet eller
aftagende 1 hele intervallet.

Betragter vi grafen i figur 10.1, sé er funktionen voksende for x > 2 og
aftagende for x <0

Det forekommer umiddelbart indlysende at i et interval hvor funktionen
er voksende, da ma tangenternes haeldningskoefficienter vare storre end
0 (evt. 0 1 enkelte punkter). Da haldningskoefficienterne fis ved at
differentiere, s ma differentialkvotienterne vare sterre end 0 (evt. 0 i
enkelte punkter.

Det omvendte gelder ogsa, hvilket fremgar af folgende s@tning som
anferes uden bevis:

o |

[ (2.0)

Fig 10.1 Monotoniinterval

Satning 10.1 Monotonisatning
Lad f vare differentiabel i et interval /. Da galder
f'(x)>0 foralle x el = fer voksende i /

f'(x)<0 foralle x e/ = feraftagende i /
f'(x)=0 foralle x el = ferkonstanti /

Eksempel 10.1 .Monotoniinterval
Find monotoniintervallerne for funktionen f(x)=2x"*—-8x> +9x? —4x+4

Lesning:
Vi differentierer funktionen og opleser differentialkvotienten i faktorer.
F2: factor(d(2x"4-8x" 3+9x"2-4x+4,X)) Resultat: f'(x)=2(x—-2)(2x— ?

Heraf ses, at

- 0
|

4+ fortean ﬂ: S'(x)

1 |
aflagende 5 aftagende 2 voksende  x

f'(x)=>0for x >2,dvs. funktionen er voksende for x >2
f'(x)<0for x <2, dvs. funktionen er aftagende for x <2

Dette er illustreret pi nedenstdende tegning af funktionen.

MAIN DEGAUTO FUNC
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10.2 Asymptoter

Lokale og globale ekstrema
En funktion har et lokalt maksimum i et indre punkt x,, hvis f(x,) > f(x) for alle vaerdier af

X 1 en omegn af x,
En funktion har et (globalt) maksimum eller stersteveerdi i x,, hvis f(x,) > f(x) for alle

vardier af x 1 hele definitionsmangden
Tilsvarende defineres lokalt minimum og mindstevardi.

Karakteristisk for differentiable funktioner er, at lokale ekstrema kan findes blandt de punkter,
hvor der er vandret tangent, dvs. hvor f'(x) =0

Eksempel 10.2 (eksempel 10.1 fortsat)

1
Af faktoroplesningen ses, at f'(x)=0forx=2o0g x = )

Af tallinien for fortegnet for f'(x) ses, at der er minimum for x = 2.
Dette kan naturligvis ogsa ses af figuren.

10.2.Asymptoter
En vandret asymptote er en vandret linie med ligningen y = b som grafen “nermer sig til”, nar
x gar mod enten + oo eller - oo .

En lodret asymptote er en lodret linie med ligningen x = a hvis
f(x)—> o eller f(x)—>ow for x—>a” eller x—>a"
(leeses: x gar mod a fra hejre eller x gdr mod a fra venstre)

Eksempel 10.3 Asymptoter

: 1
Funktionen f'(x) = Py + 3 har den vandrette asymptote y =3, da f(x) >3 for x > o

(ses umiddelbart, da nermer sig til 0 nér x bliver stor).

x=2
Analogt ses, at f(x) >3 for x > —o0
se figur 10.2.

1
) e ;o1

\ L

Fig. 10.2. Asymptoter
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10. Funktioners monotoniforhold, ekstrema og asymptoter

f(x) har den lodrette asymptote x = 2, da
f(x) > o for x >27

(ses umiddelbart, da bliver meget stor, nar x naermer sig til 2 fra hojre)

x—=2
Analogt ses, at f(x) - —o for x — 2~ se figur 10.2.

10.3. Funktionsunderseogelse

Vi vil 1 na@ste afsnit se pd nogle anvendelser af differentialregning. Ved disse anvendelser
opstilles en funktion, hvor det sedvanligvis er specielle forhold ved funktionen, der er af serlig
interesse. Eksempelvis er man maske kun interesseret i at finde en storstevardi for funktionen.

Nér man skal undersoge en funktions egenskaber er det naturligvis en udmerket idé at fa

lommeregneren til at tegne dens graf. Derefter kan man finde tangenter, maksimum osv. direkte

uden at benytte differentialregning.

Nér det alligevel ikke er nok, skyldes det bl.a. folgende

1) Funktionen kan kun tegne grafen i et begraenset “vindue”. Det nytter ikke noget at man tegner
funktionen omkring begyndelsespunktet, hvis de interessante punkter ligger omkring punktet
(100,200). Derfor ma man ved beregning ferst finde ud af hvor de interessante punkter er, og
overbevise alle om, at man ikke har overset noget vasentligt.

2) Ofte vil man ved anvendelser gerne have fundet et mere generelt udtryk, dvs. der vil indgé
nogle konstanter a, b osv. i udtrykket. Man kan ikke tegne funktionen i sddanne tilfeelde og ma
derfor igen benytte eksempelvis differentialregning ved lasningen.

I de folgende eksempler gennemgés hvorledes man mest hensigtsmessigt kan lose nogle af de
oftest forekomne problemer.

Eksempel 10.4. Funktionsundersogelse
x?+x
2

Givet funktionen f(x)=4
1+x

1) Angiv funktionens definitionsmengde

2) Find funktionens nulpunkter.

3) Find de punkter hvor funktionen har vandret tangent (kaldet de stationare punkter)
4) Skitser grafen for funktionen i et omrdde omfattende nulpunkter og kritiske punkter
5) Find funktionens sterstevardi og mindsteverdi (forudsat de eksisterer)

6) Angiv funktionens verdimaengde

Lesning:

1) Da nevneren ikke kan blive 0 er definitionsmangden D = |- oo; oo[ (alle reelle tal R).

2) Nulpunkter: Lose ligningen f(x) = 0. (lig grafens skeringspunkter med x - aksen.)
TI-89: solve(x"2+x=0,x) Nulpunkter: x=0vx=-1

Manuelt: f(x)=0=x* +x=0x(x+1)=0= x=0vx=—1
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10.3 Funktionsundersogelse

3) Stationzere punkter
24142
F/(x)=0  solve(dd*(x"2+x)/(x2+1),x)=0,x) ~ Resultat: /'(x)=0=x=1x2= {— 04142
fa+ \/5) 4*(xA2+x)/(1 +x"2)| x=1+ \/7(2) Resultat f(1+ ﬁ) —2+22 ~ 483
FU=2): 4 xr2ex)(1+x12) | x=1-,/ (2)  Resultat £(1-+2)=2-2+2 ~-083

Stationzere punktet ( (1 224242 ) — (241,483) og (1 22-242 ) — (~0.41,-0.83)

4) Davinukender placeringen af de “interessante *“ punkter tegnes grafen i eksempelvis omradet
S5<x<5A-1Ly<5S
TI89: Veelg: Y=, indtast funktionen, Graph, Windows, og aendrer vinduet som ovenfor.
Det resulterer 1 folgende tegning.

HMald DEGAUT FUHC

5) Af denne ses, at funktionen har et lokalt minimum - 0.83 og et lokalt maksimum 4.83.

Imidlertid kan vi ikke af tegningen se om det er globalt, da man eksempelvis kunne teenke sig
at f(-1000) > 4.83. Vi ma derfor se pa hvad der sker nar x gar mod oo og — o , dvs. se om der
er vandrette asymptoter.
Ti 89: F3\imit(4*(x*2+x)/(x"2+1),x, 00 ) Resultat 4

F3\imit(4*(xA2+X)/(x2+1),x,- 0 ) Resultat 4
Den vandrette linie y =4 er vandret asymptote

Da vi har set, at funktionen har den vandrette asymptote 4 og det lokale maksimum er sterre
end 4 m4 stersteverdien vere 2 +2+/2 som antages for x =1+ 2

Analogt md mindstevardien vere 2 — 242 som antages forx = 1- V2

6) Af spergsmal 4 fremgér, at verdimengden er { y‘Z —242 < y<2+ 242 }

Kontrol: Man kunne pa tegningen ved tryk pa F5 og valg af “Minimum” og efter at have sat
grenserne “passende” have fundet en tilnermet vaerdi for minimum, og tilsvarende for
maksimum..

| 4
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10. Funktioners monotoniforhold, ekstrema og asymptoter

Medens i de foregdende funktionsundersegelser har stor glaede af en tegning, er dette ikke muligt,
hvis der i problemet indgar en ukendt parameter.

I sddanne tilfeelde er man nedt til at lose problemet ved beregninger bl.a. ved differentiation.
Det folgende eksempel viser dette.

Eksempel 10.5. Funktionsundersogelse med parameter

2
Givet funktionen f(x)=4 xl + kx

> k>0

+x

1) Angiv funktionens definitionsmengde

2) Find de vaerdier af x, for hvilke funktionen har sin sterstevardi og sin mindsteveerdi (forudsat de eksisterer)
Lesning:

Eksempel 10.1 er samme funktion for k= 1. Da k’s veerdi ikke kendes, kan funktionens graf ikke tegnes. hvilket gor
at man i stedet ma foretage beregninger.

1) Da navneren ikke kan blive 0 er definitionsmangden D = ]-oo; o[ (alle reelle tal R).

2) Stersteveerdi og/eller mindstevaerdi:
Forst findes de punkter, hvor f'(x) = 0 (vandret tangent).

74-(k-x272x7k)
(x2+1)2

f'(x)=0 solve(d(4*(x"2+k*x)/(x"2+1),x)=0,x) Resultat: f'(x)=0< x =

a) f'(x): d@*(x*2+k*x)/(x*2+1),x) Resultat: f'(x)=

VE2 +1£1
k
Vi tegner nu en monotonilinie

_ 0 fortegn for /'(x)

+ 0 -
I i >
aftagende ezt voksende YRl gfiagende X
k

Vi finder fortegnene ved eksempelvis at indse, at teelleren i /'(X) bestemmer fortegnet (navneren er altid

positiv) . Da telleren er et andengradspolynomium er grafen en parabel med grenene nedad. Derved
fortegnene

Man kunne ogsa se det ved at indse, at hvis x er meget storma f'(x) < 0. Tilsvarende hvis x er stor, negativ.
2

Indsaettes endelig fas (prev selv) et resultat der er positivt.

Vi har folgelig, at

, , , , K +1-1 o AR H1+1
funktionens mindstevaerdi antages i ¥=—,— og stersteveerdii ¥=—
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10.3 Funktionsundersogelse

Eksempel 10.6. Asymptoter, lokale ekstrema
x? -1
3x—-6
1) Angiv funktionens definitionsmangde
2) Find eventuelle vandrette og lodrette asymptoter
3) Find ved beregning funktionens nulpunkter
4) Find funktionens lokale maksima og minima

Givet funktionen f(x)=

Lesning:
D= {x3x—6=0} = {x=2|

2) TI189: F3\imit((x*2-1)/(3*x-1),x,2,1)  Resultat: o dvs. f(x)—> o for x —> 2+
TI89: F3\imit((x*2-1)/(3*x-1),x,2,-1)  Resultat: -0 dvs. f(x)—> -0 for x —2—
Heraf ses, at x = 2 er lodret asymptote

T189: F3\limit((x"2-1)/(3*x-1),x,0) Resultat: o dvs. f(x)—> o for x >

T189: F3\limit((x"2-1)/(3*x-1),x,-o0 ) Resultat: -0 dvs. f(x)—> - for x — —o©

Da funktionen ikke gér mod en bestemt greensevardi er der ingen vandret asymptote
3) f(x)=0x?=lex=1lvx=—I

4) For at finde lokale ekstrema vil vi finde differentialkvotienten.
Vi differentierer derfor.

2 p—
Fr(x): TIBY: d((xA2-1)/(3*-1),X) Resultat: f'(x) = x—4x21
3(x-2)
Vi seger nu punkter der har vandret tangent:
3732
£7(x) = 0: TI89: solve(d((x*2-1)/(3*x-1),x=0,x) Resultat: X = 2£ /3 = 0268

Vi kender nu de kritiske punkter, og kan tegne grafen i TI89
Veelg: Y=, indtast (x*2-1)/3*x-6) ENTER

Husk at justere vinduet, sa alle de vasentlige punkter kommer med.

MAIN EAD AUT FUNC
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10. Funktioners monotoniforhold, ekstrema og asymptoter

Vi kan nu se, at funktionen
4 2
har et lokalt maksimum forx =2—-+/3 , /(2-+3)= 35 0.1786
.. 4 2
og lokalt minimum for x =2++/3 , /(2 +3) = §+f ~ 2488

Velges pa tegningen F5:Maksimum og passende grenser fas

—Haximum:———='$=-ﬁ
AHCELZE7I491T] gol, 1VBR3EEE

MAIN EAD AUT FUMC

hvor man igen kan se det samme.
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10.3 Funktionsundersogelse

Opgaver til kapitel 10

10.1.

10.2.

10.3

10.4.

10.5.

10.6

10.7

2

En funktion f'er bestemt ved f(x) = xz—x+1 ,
x“+x+1
a) Angiv funktionens definitionsmangde.
b) Find ved anvendelse af differentialregning funktionens stationare punkter.
c¢) Skitser grafen i et omrade, som viser funktionens karakteristiske egenskaber

d) Find sterstevaerdi og mindsteverdi for funktionen.

2x% -4

x2+1

a) Angiv funktionens definitionsmengde.

b) Find ved anvendelse af differentialregning funktionens stationare punkter.
c) Skitser grafen i et omride, som viser funktionens karakteristiske egenskaber

d) Angiv funktionens verdimangde

En funktion f'er givet ved f(x)=

100x* —100x — 200
En funktion er givet ved f(x) = al 5 6x , x<3
x —

a) Angiv funktionens nulpunkter

b) Find ved anvendelse af differentialregning funktionens stationere punkter.
c¢) Skitser grafen i et omrade, som viser funktionens karakteristiske egenskaber
d) Angiv funktionens verdimangde .

Find ved anvendelse af differentialregning sterste- og mindsteverdi for funktionen

f(x)=x41-x, -1<x<1,

Lad f(x)=3sinx+4cosx, 0<x<2rx

a) Skitser grafen pa lommeregneren, og bestem koordinaterne til det globale minimum med
2 decimaler
b) Funktionen ensket omskrevet til formen f'(x) = a sin(bx + ¢)

Find eksempelvis ved passende aflesning pa grafen vardierne for a, b og ¢ med 2
decimaler
c) Kontroller regningerne ved at tegne begge grafer pa lommeregneren.

Find for f(x)=sin’ x+cosx, 0<x<2rx

a) Nulpunkter
b) Find ved anvendelse af differentialregning funktionens stationaere punkter.
c¢) Skitsér funktionen

Lad f(x)=x-In(x)+2-e™* 0<x<2
Skitser funktionen ved hjelp af lommeregneren og bestem verdimeaengden for funktionen.
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11 Nogle anvendelser af differentialregning

11. Nogle anvendelser af differentialregning

11.1.0ptimering

Man er ofte interesseret 1 at finde den bedste (optimale) losning, der samtidig opfylder nogle
bestemte krav. Det kan eksempelvis vare, at finde den billigste losning, den proces, der giver det
storste udbytte osv. Sddanne problemer kaldes optimeringsproblemer.

Vi har allerede behandlet et sddant problem i eksempel 6.4, hvor vi skulle finde hvilken pris der
gav den sterste oms&tning. Vikunne lose problemet uden differentialregning, da den fremkomne
funktion blev et andengradspolynomium.

Folgende to eksempler er nok et mere typisk eksempel pé den slags problemer.
Fremgangsmaden vil derfor blive grundigt belyst.

Eksempel 11.1 Optimering

En cylindrisk beholder, der skal indeholde @tsende kemikalier, enskes udformet, sa overfladen

bliver sd lille som muligt, da overfladebehandlingen er dyr. Beholderen, som ikke behover noget

lag, skal have rumfanget 2 m’. Find hejde 4 og radius 7 i cylinderen.

Leosning:

1) Forst opskrives en formel for det man ensker at optimere (her arealet A af cylinderens
overflade), udtrykt ved de variable man finder nedvendigt for at skrive formlen op.

Arealet A af cylinderens overflade (bund + side) : A=zr>+27rh.

2) Davi kun kan arbejde med en funktion af 1 variabel og ikke 2 , mé vi finde en relation mellem
de to variable » og &
Vi skal derfor have en yderligere oplysning, og her har vi faet den oplysning, at rumfanget skal
vare 2.

Idet cylinderens rumfang er ¥ = z >k ,har vi derfor, at 2 = 7 72

Vi kan nu finde den enskede relation mellem » og 4.
2

nr

2=rr’he h=

4
5 =rr’ +— hvor »> 0.

3) Ved indsettelse i udtrykket for 4 fis A = 7 r* + 27z r
Tr r

Vi har nu den enskede funktion A(r) af 1 variabel 7, som vi skal finde minimum for.
Dette sker ved differentialregning evt. suppleret ved, at man tegner grafen.

4) For overblikkets skyld kaldes variablen for x, og vi seger mindstevaerdi for funktionen
f)=m?+4-x7", x>0
S '(x) =0: TI&9: solve(d( = *x"2+4*x"(-1),x)=0,x)  Resultat x = 0.8603

Der er altsd kun en vaerdi hvor tangenten er vandret
Vi finder nu overfladen for denne verdi.

T189172'*X/\2+4*X/\(—1)| x=0.8603 Resultat:  6.9755
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11.1 Optimering

Vi kender nu de kritiske punkter og kan tegne grafen i et passende vindue, eksempelvis
01<x<2A3<y<10

MAIN DEGALUTO FUNC

Vi fér en parabellignende graf med grenene opad, dvs. (da der kun er en vardi hvor tangenten
er vandret) s er det virkelig et globalt minimumspunkt.
Vi har altsa, at arealet blive mindst for » = (0.8603

Den tilsvarende 4 - vardi for hgjden i cylinderen bliver nu

h= 2 _ 2 — 08603 > dvs. radius og hgjde bliver ens.

r? 708603 ——

Onsker man at “kontrollere” regningerne sa valg pa tegningen
F5 \Minimum . Man far (x, y) = (0.8603, 6.9747) Ok.

Eksempel 11.2. Optimering med parameter
En rorledning pdtenkes fort fra en boreplatform B til et raffinaderi A beliggende ved kysten.
B’s afstand fra kysten er 15 km og afstanden AD er 40 km.(se figuren)
Man ensker ar vide, hvor pa kysten (i punktet C) man skal fore ledningen i land, hvis deter £ > 1
gange dyrere pr. km at bygge en undersoisk ledning, end det er at bygge den pa land.
a) Idet afstanden fra A til C kaldes x skal man udtrykke de
samlede udgifter z som en funktion af x (og k). B
b) Find den verdi af x, som ger udgifterne mindst, hvis det
er dobbelt s& dyrt pr. km at bygge undersoisk end over
land.
¢) Daman er usikker pa, hvor stor prisforskel der er mellem ) « km
pris pa land og under havet, skal man generelt udtrykt ved A C )
k finde den verdi af x, der gor udgifterne mindst.
Leosning:
a) Kalder man lengden af BC for y er den samlede leengde af ledningen x + y km.
Det er klart, at var k = 1 (samme pris) er x =0, da det sa ville vaere billigst at bygge
rorledningen direkte fra B til A, og jo sterre k er jo tettere ved D vil punktet C ligge.

15 km

40 km

Antages at prisen for at bygge 1 km ledning pé land er 1 prisenhed (f.eks. 1 prisenhed =100000
kr). I sa fald er prisen for at bygge 1 km undersoisk ledning & (prisenheder)
Den samlede pris er derforz = x + k- y (prisenheder).
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11 Nogle anvendelser af differentialregning

Vi skal nu finde en sammenhang mellem x og y, og hertil anvendes Pythagoras pa den
retvinklede trekant BCD

»2 =152 + (40— x)% > = /157 + (40— x)?

Ved indsattelse i udtrykket for z fas z = x +ky/225+ (40— x)>

b) Vi satter nu k =2 og far z :x+2\/225+(40—x)2

Vandret tangent fis for de verdier af x, for hvilke % =0
x

TI8Y: solve(d(x+2* [ (225-(40-x)"29,x)=0.x)
Resultat: x = —s(ﬁ _ 8) = 40-5+y3 = 3134 km

Da dette er den eneste vaerdi i1 intervallet 0 < x < 40 hvor der er vandret tangent, ma det ud fra
hele problemstillingen vere den vardi hvor prisen er mindst.
Alternativt kunne man tegne grafen for funktion i et relevant vindue.

HMAIM DEGALTO FUMC

Da grafen bliver en parabellignende figur med grenene opad ses, at udgifterne bliver mindst,
hvis ledningen placeres x =31.34 km fra A

¢) Vi finder igen de verdier af x for hvilke % =0.
X

TI89: solve(d(x+k* [ (225-(40-x)"29,x)=0,x)

5(8 k2—1+3j 5(8 k2—1—3) s
Resultat: x = or x= eller x =40+

k2 -1 | k2 -1
15

k* -1
Da dette er den eneste veerdi i intervallet 0 < x <40 hvor der er vandret tangent, og man ud fra
15

problemstillingen kan se der méd vaere en mindstevardi, s& ma X = 40_? vare den
k= -1

Da0<x<40 er x=40-

vaerdi der gor prisen mindst.

1
x=40- > .
k? -1
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11.2 Kinematik

11.2.Kinematik

11.2.1. Indledning
I forbindelse med indferingen af differentialkvotient sa vi i kapitel 9 pa et legeme der bevaegede
sig retlinet langs en x-akse. Legemets position til tiden t sekunder var bestemt ved

1,
x(t)=—t"+1.
(1) 1
1
Vi fandt da, at legemets hastighed til tiden ¢z er v =x'(¢) = Et og at legemets acceleration er
1
x"(t)y=—".
(?) >

Det frie fald
Kastes en sten ned fra en hej bygning med en hastighed pé v,, sé vil den straekning som stenen

. o 1
tilbagelaegger til tiden ¢ sekunder vere s = 5 g-t*+ Vv, meter,

hvor tyngdeaccelerationen g = 9.8 1m/s’
Ved differentiation ses, at stenens hastighed til tidenter v= g-¢+ v, og dens acceleration g.

Eksempel 11.3 Frit fald

En sten falder til tiden t = 0 fra en 30 meter hojt tarn. I startejeblikket er dens hastighed 0 m/s.
Find stenens hastighed nar den nar jorden.

Lesning:

1 1 [60
Affaldloven s=—g-1* + vyt fis 30=—g-1* &t = |— =247s
2 2 981

Af v=g-t+v, fdisnuv=9.81 -2.47=24.26 m/s

11.2.2. Jeevn retlinet bevagelse
Vi har 1 afsnit 4.5 betragtet parameterfremstillingen for en linie.

a
Enretlinieiplanen gennem P, = (x,, ¥, ) medretningsvektoren ([J har parameterfremstillingen

X X a
( j = ( Oj + t(bj . Opfattes parameteren ¢ som tiden, kan parameterfremstillingen opfattes som
Y Yo

en beskrivelse af en partikel P’s beveagelse.
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11 Nogle anvendelser af differentialregning

Eksempel 11.4 Jaevn retlinet bevagelse
Lad to biler A og B bevaege sig med en jeevn retlinet bevagelse bestemt ved parameterfremstillin-

X 1 3 X 0 4 ) ) .
gerne A: = +t og B: = +1 , hvor t er tiden 1 sekunder og vejleengden
b% 2 4 b% 1 -1

males 1 meter.

a) Bestem de to bilers fart

b) Vil de to bilers banekurver skere hinanden?.
c¢) Vil de to biler stade sammen?

Leosning:

a) Bil A har farten/3% +42 =5 og B har farten \/42 +(—1)2 =17

3
b) Dade to retningsvektorer (4} og ( J ikke er parallelle, ma de to banekurver skare hinanden.

c) Hvis de steder sammen skal der findes et tidspunkt, hvor de er i samme punkt. Da
1
x=1+3t=0+4tt=1logy=2+4t=1-t=5t=11t :g,ses,atdetteikkeermuligt,

dvs. de stoder ikke sammen. ¢

Vi vil nu i det naste afsnit betragte parameterfremstillinger, hvor banekurverne ikke er rette
linier, og hvor hastigheden ikke er konstant.

11.2.3. Ikke retlinet bevagelse.
Lad punkterne pé en kurve k vare givet ved parameterfremstillingen

k: (x,3)=(f(t),g(t)), tetvilkirligt reelt tal.

Differentiabilitet, tangent.
Hvis koordinatfunktionerne () og g(¢) er differentiable siges kurven at vaere differentiabel.

x"y (@) :
Vektoren = kaldes en tangentvektor til grafen.

y' g'(?)

O . .
) ogsa for hastighedsvektoren

!

Hvis ¢ opfattes som tiden kaldes tangentvektoren v(¢) = (

til tiden ¢, leengdenF’(l‘ )| af tangentvektoren kaldes farten, og a(t) = v'(t) kaldes accelera-

tionsvektoren.
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11.2 Kinematik

Eksempel 11.5. Jaevn cirkelbevagelse
Lad en kurve k vere givet ved parameterfremstillingen
k:(x,y)=(2cost,2sint), 0<¢<2x hvortertiden

a) Beregn tangentvektor for ¢ = %

b) Idet ¢ opfattes som tiden skal man beregne farten og accelerationsvektoren til tiden ¢ = %

c¢) Skitser pa en tegning kurven £, tangentvektor og accelerationsvektor, og kommenter deres
storrelse og retning.

Leosning:

o i —2sin(£) )
Y U :(2 foss?tj 13- 2COS@3 :[1 ﬁJ

eller d({2*cos(t),2*sin(t)},t)|t =m/3 (husk vinkel i radianer) Resultat: {—\/g 1}

v@ =V(=3) 417 =2,

~ (x "J (— 2 cos tj q( 7;) -1
1 a = = , al —| =
Accelerationsvektoren er P Cosing 3 )

eller d(d({2*cos(t),2*sin(t)},1),t) |t =x/3 Resultat: {—1,—\/5}

c)Tegne kurven i Ti89:
MODE Graph=Parameric , Angle=Radian, ENTER Y= Indtast x(f) og y(f) GRAPH,
Veelg F2. Zoom Fit

Man fér en aflang ellipseagtig figur
Veelg F2: ZoomSqr  (for at akserne kan fa lige lange enheder.)

Man fér en cirkel

Det ses, at bevagelsen er en jeevn cirkelbevagelse med konstant fart pa 2 m/s. Accelerations-
vektoren og dermed kraften star derfor vinkelret pa hastighedsvektoren. L 2

b) Farten er.

v

[
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11 Nogle anvendelser af differentialregning

Lad os som et eksempel pa en ikke retlinet bevagelse betragte det skré kast.

Eksempel 11.6. Skra kast
En héndgranat kastes under en vinkel pa 30° med det vandrette plan.
Begyndelseshastigheden er 20 m/s.
a) Giv en parameterfremstilling for banekurven.
b) Skitser ved hjelp af lommeregneren banekurven.
c¢) Hvor hejt nér granaten op?
d) Hvor langt (mélt vandret) bevaeger handgranaten sig inden den rammer jorden i samme hgjde
som startstedet.
Lesning:
20cos3 OJ
20sin 30

Tyngdekraften er den eneste kraft der pavirker granaten (vi ser bort fra luftmodstand).

Den virker lodret nedad, s& vandret er der ingen kraft der pavirker granaten, dvs. hastigheden
vandret er uendret x’ =20cos30

Lodret virker tyngedekraften nedad, dvs. y’' = —gt+20-sin 30

a) Begyndelseshastigheden er v, =(

. o . e e ) (X 20cos30
Vi har alts4, at til et vilkarligt tidspunkt t er hastigheden v = =

y' 20sin 30— gt

Banekurven fés nu (ud fra formlerne i indledningen)
X 20co0s30-¢ 20co0s30-¢
)

1
20sin30-t—5gt2 2051n30-t—59.81-t2

Som forventet fas hastigheden ved differentiation.

b) Tegne banekurven
MODE Graph=Parameric, Angle=Degree ENTER Y=  Indtast x(f) og y(f) GRAPH,
WINDOW
Indstil veerdierne tmin = 0, tmax = ? , xmin = 0 , xmax = ?, ymin = 0, ymax = ?
(her ma man prove sig lidt frem eller ogsd vente til man har beregnet vaerdierne i de naste
sporgsmal)
Jeg valgte tmin=0, tmax = 2, xmin = 0, xmax = 40, ymax=5
Der fremkommer nu en kurve som man kan vise er en parabel (kasteparablen)
Velg eventuelt ZoomFit hvis intet viser sig

¢) Maksimumshgjden nés, nar hastighedsvektoren er vandret, dvs. y’' = —gt+20-sin¢=0
—981¢+20-5in30=0< ¢ =%: 102 s

Hejeste punkt y =20sin30-1.02 -19.81-(102)*> =51m

d) Startstedetnds,nary=0,dvs y=205in30-t—%9.81-(t)2 =0 r=0vi="-T""=204

(dvs. det dobbelte af 1.02) Vi har felgelig x = 20-c0s30-2.04 == 353 m
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11.3 Zkonomi

11.3. Okonomi

Differentialregning anvendes ogsd nar man arbejder med ekonomiske forhold. Dette giver det
folgende et par eksempler pi.

Granseomkostninger
En virksomhed har nogle produktionsomkostninger. Disse omkostninger athanger af antallet af
producerede enheder. Produktionsomkostningerne er folgelig en funktion f(x) af antal

producerede enheder x.
Differentierer vi f vil differentialkvotienten f'(x,) jo angive haldningskoefficienten for

tangenten i x, (se figuren). \

X()

f'(xq)kaldes graenseomkostningen ved produktion af x, enheder, og kan tolkes dom

omkostningen ved at producere 1 enhed mere.

Gennemsnitsomkostning
Ofte er man interesseret i den produktion, der giver mindst gennemsnitsomkostning pr. enhed.

Ved produktion af x enheder er den gennemsnitlige omkostning k(x) = EACD) .
X
(x9)

Af figuren ses, at linien OP har haldningskoefficienten
Xo

P
T (xo)
|

O X
Skal man finde den vardi der giver den mindste gennemsnitsomkostning pr. enhed, sa skal man
finde det punkt Q pé grafen for f(x), hvor linien OQ har den mindste haldning.

Som det ses af figuren er det (eller de) punkter, hvor linien fra O er tangent til grafen for f
Den mindste gennemsnitsomkostning findes ved produktion af det antal enheder x for hvilke

S =L

X

\
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11 Nogle anvendelser af differentialregning

Granseomsatning
Nar en virksomhed salger sine varer, fir den en indtaegt, som kaldes dens omsatning.
Omsatningen er en funktion g(x) af det antal varer x der salges.

Ved graenseomsaetningen ved afsetning af x, enheder forstés differentialkvotienten g'(x,) som
med tilnermelse er omsatningsendringen ved afsetning af 1 enhed mere.

Avance

Hvis man traekker udgifterne fra indtaegterne fremkommer virksomhedens avance (fortjeneste)
Avancen er en funktion / af antal solgte enheder, og kan med en vis tilnermelse findes ved at
treekke omsaetningen g(x) fra produktionsomkostningerne f'(x), dvs. A(x) = g(x)— f(x) .

Avancen bliver storst for det salg x, hvor 4'(x) =0 ( er vandret tangent)

Eksempel 11.7 Okonomi
En mebelfabrik, har fundet, at det koster f (x) kr at producere x stk. af en bestemt type sofaer,

hvor produktionsomkostningerne (i 1000 kr) er f(x)=-2.29- 107 x> +0.0037x +885x + 1.15

og oms&tningen er g(x) = —0.024x° +1082x — 348

a) Hvis virksomheden producerer 20 sofaer pr. dag, hvad er sa
1) produktionsomkostningerne, og hvad er grenseomkostningen
2) omsatningen og grenseoms&tningen
3) Hvad er avancen
b) Hvor mange sofaer skal produceres pr. dag for at f4 den sterste avance.
¢) Hvor mange sofaer skal dagligt produceres, sa man fir den mindste gennemsnitsomkostning
pr. sofa.
Leosning:
a) 1) £(20) = 179447 kr Granseomkostning = f'(20) = 8971 kr

2) g(20) =203320 kr Granseomsatning = g'(20) = 9860 kr
3) Avancen =g (20) -f(20)= 23873

b) Sterst avance : A'(x) = g'(x)— f'(x) = 687-107° x* —0.0554x +1.970
A'(x)=0< 3728V x =769.12

A(37.28)=31500 kr A(769.12)=-4456474
Heraf ses, at avancen er storst ved salg af 37 sofaer, og avancen er ca. 31500 kr

c) f'(x) =&<:>x =20389vx=-1610

X
S (x)
X
Da k(1) =10.00 og k (25) = 9.9742 er gennemsnitsomkostningen mindst for x = 20

k(x) = . k(20.389) = 8.9723
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Opgaver til kapitel 11

Opgaver til kapitel 11

11.1.

11.2.

11.3.

11.4.

11.5.

11.6.

Afen tynd kvadratisk plade med siden 3 m bortskeres 1 hjornerne fire lige store kvadrater
(se figuren). Resten bukkes, sdledes at der dannes en kasse (uden 14g). Bestem siden i de
kvadrater, der skal bortskeres, saledes at kassens rumfang bliver sterst muligt.

X X

I en retvinklet trekant med hypotenusen ¢ skal summen af kateterne have laengden 20 cm.
Find den veardi af kateten a, som ger hypotenusen ¢ mindst mulig.

Et vindue er rektangulert. Det oplyses at den nederste side (karmen) er 5 gange sé dyr som
de tre andre sider. Arealet af vinduet skal veaere a m’.

Lad leengden af den nederste side vare x m.

a) Find den vaerdi af x, der gor den samlede pris for de 3 sider og karmen mindst mulig.
b) Angiv vinduets dimensioner, hvis arealet skal vaere a = 3 m?

En vinduesébning bestéar af et rektangel og en halvcirkel, der har

rektanglets overste vandrette side som diameter. (se figuren)

a) Angiv arealet og omkredsen af vinduesédbningen udtrykt ved x og R
y.

b) Det oplyses, at omkredsen af vinduesédbningen har laengden a.
Find udtrykt ved a, den vardi af bredden x, som ger arealet af
abningen storst.

c¢) Beregn det storste vinduesareal i tilfaeldet a= 10 m

En plan vaeg i1 en ovn skal isoleres mod varmetab. Et isoleringslag af tykkelsen x koster

4
pr. cm® x-3650 kroner, og herigennem tabes varme for —Okroner/time. Anlagget
X

paregnes benyttet i dogndrift over 6 ar. Find den mest gkonomiske isoleringstykkelse x.

En fabrik skal bruge en 10 m® beholder af form som en cylinder
(uden l14g). For at materialeforbruget skal blive lille, enskes den
samlede overflade (krum overflade + bund) mindst mulig. Find
de optimale vardier for radius og hejde 1 cylinderen.
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11 Nogle anvendelser af differentialregning

11.7.

11.8

11.9

11.10

11.11

11.12

En virksomhed fremstiller en vare, hvor produktionsomkostningerne for at fremstille x tons

pr. uge er givet ved O(x) = 2x> —75x? +950x +23.

a) Ger rede for, at omkostningerne er en voksende funktion af den producerede varemang-
de.

b) Den producerede varemengde kan selges til en fast pris pa 350 pr. ton.
Bestem det antal tons, som virksomheden skal fremstille pr. uge, hvis avancen skal vaere
storst mulig.

Ved indsprejtning af insulin @ndrer koncentrationen af blodsukker. Koncentrationen z
(mg/ml) er en funktion af den tid ¢ (i timer) der er forlgbet efter indsprejtningen.

Sammenhzngen er bestemt ved formelen z=100+11 l(e_‘” —e 0¥ )

a) Beregn det tidspunkt ¢, til hvilket blodsukkerkoncentrationen er mindst.
b) I tiden efter ¢, vokser blodsukkerkoncentrationen. Bestem det tidspunkt til hvilket

blodsukkerkoncentrationen vokser hurtigst.

I en ligebenet trekant ABC er grundlinien AB =4 og hgjden

CD=4. C
Idet E er et punkt pd hejden CD, skal man bestemme

Zv = ZFEAD (se figuren) séledes, at z=EA +EB + EC bliver sa

lille som muligt.

Et rektangulert skydeomrade, der graenser op til en retlinet
mur gnskes indhegnet med et 1600 m langt hegn. Der skal ikke
settes hegn op langs muren. Hvilke dimensioner fir skydeomradet, nar det indhegnede
omrade skal have et sa stort areal som muligt.

Et fly, der holder stille pd en flyveplads, s&tter i en “take-off” i gang med konstant
acceleration. Indtil “lift-off” bevager den sig pa startbanen 600 m pd 12 s.

a) Bestem accelerationen

b) Bestem den hastighed flyet har efter de forste 12 s.

c) Bestem gennemsnitshastigheden over de forste 12 s.

d) Bestem den gennemlebne vejleengde 1 det 12. s.

Temperaturen 7' (malti°C ) i en speciel ovn udvikler sig som en funktion af tiden # (malt

1 minutter efter at ovnen er teendt) givet ved forskriften 7 =20+150-In(8z +1)

a) Bestem (med 2 decimaler) temperaturen i ovnen 10 minutter efter at ovnen er tendt.

b) Bestem (med 2 decimaler) hvor lang tid der gar , fra ovnen er taendt til temperaturen
i ovnen nér op pa 500° C.

c) Bestem (med 2 decimaler) den hastighed, hvormed temperaturen @&ndrer sig til tiden
t=10.
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11.13

11.14

11.15

11.16

11.17

Opgaver til kapitel 11

En haubitzer afgiver skud med mundingshastigheden 400 m/s mod et mal i afstanden
7600 m.

a) Hvilke elevationer (vinkel) vil bringe projektilet frem til malet.

b) Hvor stor bliver projektilets flyvetid.

Et punkt P bevager sig til tiden ¢ 1 et koordinatsystem efter parameterfremstillingen

x=t>-6t+8  y=t>—6t>+11t-6, te[041]

a) Til hvilket tidspunkter passerer P x-aksen, og hvad bliver skaringspunktets
koordinater

b) Til hvilket tidspunkter passerer P y-aksen, og hvad bliver skaringspunktets
koordinater

¢) I hvilke punkter og til hvilke tidspunkter er hastighedsvektoren parallel med x -
aksen.

d) I hvilke punkter og til hvilke tidspunkter er hastighedsvektoren parallel med y -
aksen.

e) Skitser banekurven ved hjelp af lommeregneren.

f) Bestem og indtegn pa kurven hastighedsvektor og accelerationsvektor til 7 = 1.

Et punkt P bevager sig til tiden ¢ i et koordinatsystem efter parameterfremstillingen

=-3t y=t, te[-2;2]

a) Skitser banekurven ved hjelp af lommeregneren.

b) Find koordinatene til de punkter, hvor hastighedsvektoren er lodret.

¢) Find koordinaterne til de punkter hvor grafen skerer y-aksen.

d) Find vinklen mellem hastighedsvektorerne i det punkt, hvor kurven skarer sig selv
(dobbeltpunkt).

5) Find de punkter pd banekurven, hvor accelerationsvektoren star vinkelret pa
hastighedsvektoren.

Et punkt P beveger sig til tiden ¢ 1 et koordinatsystem efter parameterfremstillingen
. 1
X=cost+sint y= cos” t_E’ t €[0;27x]-

a) Skitser banekurven ved hjelp af lommeregneren.
b) Find koordinatene til de punkter, hvor hastighedsvektoren til grafen er vandret.

For et firma er produktionsomkostningerne pr. enhed x givet ved
f(x) =x> —5x% +400x + 5200

og omsztningen g(x) = 6400x — 20x>
a) Hvis virksomheden producerer 10 enheder pr. dag, hvad er sa
1) produktionsomkostningerne og hvad er greenseomkostningen
2) oms&tningen og grenseomsatningen
3) hvad er avancen
b) Hvor mange enheder skal produceres pr. dag for at & den sterste avance
¢) Hvor mange enheder giver den mindste gennemsnitsomkostning pr. enhed.
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12. Integration
12. Integration

12 1. Indledning
Da vi i kapitel 11.2 om kinematik behandlede formlerne for det frie fald, pastod vi, at den

streekning stenen falder er s= % gt2 +v,t, og sa fandt vi ved differentiation hastigheden

v = gt + v, og accelerationen g. Imidlertid er det man ved jo, at accelerationen er konstant g og

man skal s regne “baglens” for at finde hastighed v og tilbagelagt vej s.
Dette viser, at der er behov for indfere den omvendte regningsart af at differentiere. Dette kaldes
at integrere.

12 2. Ubestemt integral

Definition af stamfunktion. Lad f veere en funktion, der er defineret i et interval 1. Ved en
stamfunktion F til [ iintervallet 1 forstas en differentiabel funktion, som i I opfylder
betingelsen F'(x)= f(x).

Eksempelvis er sin x en stamfunktion til cosx ,da (sinx)’' =cosx og %x3

er en stamfunktion

til x?da (x7) =7,
Da man ofte har brug for at finde stamfunktioner benyttes et sarligt symbol for en sddan
stamfunktion, nemlig I f(x)dx som kaldes det ubestemte integral af f'.

Funktionen f efter integraltegnet kaldes integranden.
Eksempelvis er J. (=2x+3)dx = —x* +3x daman ved differentiation af hejre side far integranden

!

(—x2 +3x) =-2x+3
Ved integrationspreven forstas netop dette atj f(x)dx=F(x)< F'(x)= f(x)

Det er klart, at hvis Jf(x)dx = F(x) s geelder ogsé’lj f(x)dx=F(x)+k, hvor k er en

! !

konstant.(da (F(x) + k) = (F(x)) =f(x))

Hermed har vi ogsd fundet samtlige stamfunktioner, idet der galder folgende satning:

Setning 12.1 Samtlige stamfunktioner til f.
Lad F vere en stamfunktion til f.
Enhver anden stamfunktion G til fkan da skrives pd formen
G(x) = F(x)+ k hvor k er en konstant.
Bevis:
Da F og G begge er stamfunktioner til f, geelder, at F''(x) = f(x) og G'(x) = f(x)
Heraf fds,at G'(x) = F'(x) < G'(x)-F'(x)=0
En funktion, hvis differentialkvotient er 0 i et interval, er en konstant.
Vi har felgelig, at G(x) - F(x) = k eller G(x) = F(x) +k ¢

132



12.3. Integrationsregler

Vi vil i resten af dette kapitel udelade denne konstant i beregningerne, da den ikke far nogen
indflydelse pa slutresultaterne.

Vi vil eksempelvis ikke skrive J x2dx = %x3 + k& men kun I x2dx =

1.3
3x

Ud fra kendskabet til de mest almindelige funktioners differentialkvotienter, kan man let finde
det ubestemte integral af de samme funktioner.

Lad a og n vere konstanter (eksempelvisa =3 ogn=-5)

S (x) a 1 x" %> a*,a>0 sin(a - x) cos(ax)
X
a-x In|x X! e’ a* _cos(a-x) sin(ax)
J. f(X)dx | | n+1 a In(a) a a

12.3. Integrationsregler

Skal man integrere en given funktion, sd kan det ofte vaere nedvendigt at omforme integralet til
noget som man lettere kan finde en stamfunktion til. Dette sker ved hjelp af de folgende
integrationsregler:

j (a-f(x)+b-g(x))dx =a J' F(x)dx+b j g(x)dx linearitetsregel
j F(2(x))-g'(x)dx = j f(w)du, hvor u= g(x) Integration ved substitution:

Reglen kan ogs kort skrivesj F(g(x)dg(x) = j Fu)du hvor u=g(x), du=g'(x)-dx
Integration ved substitution kan med fordel benyttes, hvis integranden indeholder en sammensat

funktion med “den indre funktion” g(x) , og en faktor, som minder om g'(x).

Denne regel ber man veare i stand til at anvende hvis de indgdende funktioner er standardfunktio-
ner.

For mere komplicerede funktioner, kan nedennavnte integrationsregler muligvis benyttes, men
her vil det sedvanligvis vaere sikrere at benytte en lommeregner som eksempelvis Ti-89.

Andre integrationsregler
Partiel (delvis) integration:

[ 169 g0de = £ G- [ 1) Gx)dx hvor G = [ gl
Reglen kan ogsa kort skrives j fdg = f-g—.[ gdf

Delvis integration kan med fordel benyttes, hvis integranden er et produkt, hvor den ene faktor f'(x) bliver

simplere ved differentiation, og den anden faktor ikke bliver varre ved integration.

Derved er der hab om, at det nye integral bliver lettere at bestemme.
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12. Integration

Indskudsregel
b c b
[F@dx=] fonde+ | ra

Andre regler j "t () = — j:f(x)dx og Ff(x)dx -0

Man kan vise, at enhver funktion, der er kontinuert i et interval I har en stamfunktion i dette.
Imidlertid er det ikke altid muligt at finde en stamfunktion udtrykkes ved de sadvanlige

funktioner. Eksempelvis kan man vise, at J.eﬁ2 dx ikke kan udtrykkes ved de sadvanlige
funktioner. Det folgende eksempel belyser beregningerne dels uden dels med lommeregner
Eksempel 12.1 Integration uden benyttelse af lommeregner.

Beregn

a) j (3x2 —4x—2)dx
b)j(z sin(x) +3x? +4-¢* dx

c) j cos(2x —1)dx

Lesning:
Ved benyttelse af linearitetsreglen fas:

3
3 3 2
a) j (3x2—4x—2)dx=|:3%—4x7—2x:| ~3%-2.32-2.3-(1-2-2)=6
1 =
1
b) j (25in(2x) +3x2 +4-¢* Jaix =2 j sin(2x)dx + 3j x2dx +4I e** dx

3 4x

C052)6)+_°,x—+4 ¢ - —cos(2x)+x3 +et*
2 3 4

c¢) cos(2x-1) er en sammensat funktion cosu hvor u=2x-1

=2(-

1
Idet du=2dx<:>dx:5du fis
jcos(Zx—l)dx —Jcosuldu—ljcosudu—lsinu—lsin(2x—l)
- 2 2 2 2 4

Eksempel 12.2. Integration med lommeregner
Find

a) Ix 4x% +25dx

2x+1
®) sz +x—6dx

c) j X - sin xdx
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12.4. Bestemt integral

Lesning:
Integraltegnet findes pa TI 89 over tallet 7.

a) j (x-\/7 (4x72+25),x,2,6) Resultat: 161.206
Uden lommeregner: \/x2 +25 er en sammensat funktion \/; hvor u=4x? +25

Idet du=8xdx ,dvs. xdx= édu fas

3

3 2
1 2 (4x? +25)2
Iv4x2 +25dx=.[\/;%du=%ju2du=%%=(xT)
2
b)j (2x+1)/(x"2+x-6),x) ENTER Resultat: ln(‘xz Fx— 6\)
c) I (x*sin(x),x) ENTER Resultat: sin(x)— x-cos(x)

Uden lommeregner: Da integranden er et produkt af to funktioner, og den ene faktor x bliver simplere ved

differentiation og den anden faktor Sin x ikke bliver vaerre ved integration, kan man med fordel anvende delvis
integration,

Idet j sin xdx = —cosx fis j X - sinxdx = —x - cosx —j. (—cosx) - ldx =—x-cosx +sinx

12.4. Bestemt integral

Lad os betragte et legeme L, der bevager sig langs en ret linie. Vi teenker os nu, at vi til ethvert
tidspunkt kender legemets hastighed v(#) som funktion af tiden.

Hvis hastigheden er konstant v m/s, vil legemet i et tidsrum pad A ¢ sekunder bevage sig
Ax = v- At meter. Eksempelvis hvis hastigheden var 5Sm/s, s vil legemet 1 3 sekunder
gennemlebe en vejstrekning pd 15 meter. Hvis hastigheden ikke er konstant, sd er det straks mere
kompliceret at beregne den vejstrakning der gennemlobes i et givet tidsrum. Folgende eksempel
belyser dette.

Eksempel 12.3 Tilbagelagt afstand
Lad et legeme L bevage sig langs x-aksen saledes, at dens hastighed v til tiden 7 (malt i sekunder)

1
er bestemt ved v(7) = 5 -t (malt i m/s).
Til tiden t =0 antages L at vaere 1 begyndelsespunktet O med x =0 og v =0.
1
Tilt=1 er L i punktet A med V=5 (m/s) og til tiden t =4 er L i punktet B med v= 2 (m/s).

Vi gnsker nu at beregne afstanden mellem A og B.
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12. Integration

Forst beregner vi en tilneermet verdi for AB ved at foretage en opdeling af tidsrummet fra t =1
tilt=4

0 | 2 3 4 !

Vi deler op 1 3 tidsintervaller pa hvert Az =1 sekund.

. . : 1 . .
I tidsrummet fra t =1 til t = 2 er hastigheden ca. v(1) = 5 m/s og den tilbagelagte vejlengde er

ca Ax, zV(l)-At=%~1=%m. Tilsvarende findes at frat=2til t =3 erAx, = v(2)-At=1m
. 3 3
og frat=3tilt=4er Ax; zV(3)'AZ=E*1=Em

1 3
I alt bliver afstanden fra A til B ca. |AB| ~ Ax) +Ax, +Axy = 5"‘ 1"‘5 =3m
- vV
2 4
Dette kan anskueliggeres ved omsta- “3
ende tegning i et t - v koordinatsy- it e :
stem. i
0 1 2 3 4 5!

Det ses, at det fundne skon for den afstand AB som legemet L tilbagelaegger er lig med arealet

af de skraverede arealer.

En bedre tilnermelse til AB vil vare, at foretage en finere inddeling af tidsrummet fra t =1 til t

=4,

Opdeles séledes 1 6 delintervaller fremfor ovennavnte 3 fas

|AB| = v(1)- At +v(15)- At +v(2) - At.. +v(35) - At = 11 131, 141, (L7127 535
22 222 222 222 8

Det tilsvarende skraverede omrdde (se figuren) bliver mere “fintakket”

Vv
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12.4. Bestemt integral

. 1
Kaldes delepunkterne ¢z, =1,¢, = 1,5,¢, =2,...,¢5 = 3.5 ogdelintervallerne A¢; = 5 kan summen

5 5
1
skrives Z v(ti)-Atl = Z Eti Aty
i=0 i=0
Vi kan se, at jo flere delintervaller vi indskyder, jo mere fintakket bliver kurven, og jo mere
nermer den segte afstand sig til arealet under linien. Dette arecal ma derfor vere

1 11
|AB| 25 4.2 713 =3.75 (hele trekantens areal - den lille trekants areal)

Legemet bevager sig derfor 3,75 meter i tidsrummet frat=1til t =4 L J

Som det fremgar af eksempel 12.3 kan en sum af “uendelig” mange led godt have en
grensevaerdi

Definition af middelsum.
Lad der vaere givet en reel funktion f/ der er defineret i et interval [a; b]. Der valges nu en
inddeling af intervallet [a ; b] 1 n delintervaller med lengder Ax,,Ax,,.....,Ax,. I hvert

n

delinterval vaelges endvidere et punkt, hvori f er defineret. Punkterne betegnes  x;,x,,...,x, .

Herefter er vi 1 stand til at danne st;arrelsenz f(x;)-Ax; , som kaldes en middelsum for f i
intervallet [a ; b] . j=1

W

b3l P
]

‘1

a X, b
L Ay,

A’\‘IV

,2J

I

Fig. 12.1. Summen af rektanglernes arealer (regnet med fortegn) er
en middelsum for f i [a;b].

Definition af bestemt integral

Hvis middelsummen Z S(x;)-Ax; har en grenseverdi, ndr inddelingen gores finere og
j=1
finere, sdadan at lcengden af det storste delinterval gar mod 0, sd kaldes denne greenseveerdi det

b
bestemte integral I S (x)dx .

(integralsymbolet J er et “aflangt” S, som star for sum)
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12. Integration

I eksempel 12.3 fandt vi séledes, at LV

4
| Lt =375 _

12 0,5¢ :
Hvis vi 1 eksempel 12.3 havde betragtet et i
interval fra 0 til t, havde vi fundet, at !

t] 1 |
I Lar=1p : |

02 4 |
(arealet af den skraverede trekant) !

0 1' 2 | t

!

1 1
Vi ser, at der 1 dette tilfzelde geelder, at (Z 12 ) = 5 ¢, dvs. at differentierer vi resultatet pa hojre

side, s far vi funktionen under integraltegnet (integranden).
Vi ser, at der er en sammenh@ng mellem det bestemte integral og det ubestemte integral

Szetning 12.2 (bestemt integral udtrykt ved stamfunktion) Lad F vare en stamfunktion til en
kontinuert funktion /i intervallet [a; b].

Sa gelder ij(x)dx = [F(x)]l; =F(b)-F(a).

Bevis:. Lad a=x,<x;<x,<...<x,=b veare en inddeling af [a;b].
Vi har da F(b)—F(a)=F(x))—F(xq)+F(xy)—F(x))+...+ F(x,)— F(x,_;). Af differentialregningens
middelvaerdis@tning fas nu, at der eksisterer tal ¢,,¢,,...,¢, | €lxg;x;], ¢, €lx;sx,1,...,¢, €lx,_5x,]
sa
F(b)—F(a)=F'(1)-(x; =xo) + F'(£3)-(xy =x)+ ...+ F'(1,) - (x, =x,_1)
=S (xp=x0)+ [ (1) (X =x))+ ...+ f(1,)(x, =x,1)
Vi ser altsé, at F(b)— F(a) kan skrives som en middelsum svarende til en vilkarlig inddeling af [a;b].
Gores inddelingen finere og finere, sddan at leengden af det sterste delinterval gar mod 0, vil middelsummen

b
konvergere mod J- f(x)dx og samtidig vaere lig med F(b)— F(a) . Dermed er satningen bevist. ¢

Y R
A Y f (X)
SATNING 12.3 Areal af punktmzengde

Lad fog g vaere kontinuerte funktioner i intervallet [a; b] og
lad f(x) > g(x) oglad M vere punktmengden mellem graferne for

fog g oglinierne x = a og x = b. (skraveret pa figur 12.2).

y = glx)

|
|
|
|
|
|
L

b
Der gelder da| Areal af M = j (f ()= gx))ds

Fig.12.2. Punktmceengde
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12.4. Bestemt integral

Bevisskitse:

Som det kan ses af definitionen pa bestemt integral og eksempel 12.1 gaelder det
b )
for en positiv funktion f{x), at J. f(x)dx = arealet af den punktmangde, som er

begranset af grafen for f, x - aksen og linierne x=aogx=b

(det skraverede omrade pa figur 12.3)

Er bade f og g positive som pa figur 12.2 ses umiddelbart, at arcalet kan fas

ved ]! f(x)dx—[’ g(x)dx . oy
a h

Fig 12.3. Punktmcengde

Af saetning 12.1 fés nu,
Jo £ (x)dx = ], g(x)dx = Fb) = Fa) = (G(b) — G(a)) = F(b) ~ G(b) = (F(a) ~ G(a)) = [ (f (x) — g(x))dx

Er de to funktioner ikke begge positive, s& kan man altid ved at legge en passende konstant & til begge funktioner
sorge forat /' (x)+k >0 og g(x)+k > 0.Daen parallelforskydning ikke eendrer arcalet mellem kurverne, fas areal

af M = [2((f (x) + k) = (g(x) +k))dbx = [ (f (x) — g(x))dlx
¢

Eksempel 12.4 Areal af punktmaengde
Find arealet af den punktmangde pa figuren, der er

1
begrenset af grafen for funktionen f(x) = 1 x2+1,

x - aksen og linierne x =1 og x = 5.
Lesning:
Som det fremgér af seetning 12.2 er arealet bestemt ved 4]

5
A:.[ (lxz +ljdx
1\4

1 .2 1.3 o
DaJ‘(Zx +1)dx—§x +x, fas

5
A=| L3 x :(i53+5—i—1j=£
12 RN ) 12 3

N

(%]
;

1

[—,

TI89: Integraltegnet findes pa Tl 89 over tallet 7.
j (1/4*x*2+1,x.1.5) ENTER Resultat: 43/3

Det folgende eksempel belyser beregningerne dels uden dels med lommeregner
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12. Integration

Eksempel 12.5 Integration uden benyttelse af lommeregner.
Beregn

a) f (Zx S _2x+ S)dx

b) JOZ (4ezx +e " )dx

Lesning:
Ved benyttelse af linearitetsreglen fas:

3
3 4 1 1
a) j (2x3—2x+5)dx: 25?45y =8——9+15—(——1+5j — 42
1 4 X 2 2

2x -x 2
N s e

Eksempel 12.6. Integration med lommeregner

6
a) Findj xV4x? +25dx
2

1 2x+1
b) Find | ———dx
) '[ 0x* +x-6
Lesning:
Integraltegnet findes pé TI 89 over tallet 7.

2) j (x4 (4x2+25).x,2.6) Resultat: 161.206
b)J. (2x+1)/(x"2+x-6),x,0,1) ENTER Resultat: 1n@)

Eksempel 12.7. Areal mellem kurve og x-akse
Givet funktionen f(x)=8x"* —4x® —2x* +x
1) Skitser grafen for f{x) (Benyt lommeregner)
2) Beregn det samlede areal af de to omrader, der begrenses af funktionen f{x) og x - aksen
Leosning:
1) Grafen tegnes pa lommeregner

Veelg Y=, y1(x)= Skriv 8x"4-4x"3-2x"2+x ENTER

a) Veelger GRAPH og funktionen tegnes.

b) Veelger WINDOWS og afpasser starrelsen af tegnevinduet ved at
seette xmin = -1 og
xmax = 1. N
Skitse af graf: ERMzL0 TEG AT FIONC

140



12.5. Numerisk integration

2) Der bliver to omrader, hvis areal skal bestemmes. For at kunne det, md man finde grafens
nulpunkter.
TI-89: solve(8*x"4-4*xA3-2*x"2+x=0,X) Resultat: x=-% or x=0 or x=1/2
Ifolge s®tning 7.2 findes areal ved at “integrere gverste funktion - nederste funktion”.
Den ene funktion er x = 0 (x-aksen ) og den anden er f(x).

Vi har derfor.
Areal = |°, (0—(8x* —4x® —2x° +x))abc+jl(8x4 —4x* =2x* + x = 0)dx = £+L:l
reat= Ll ¢ 440 240 8
L 4
Eksempel 12.8. Areal mellem kurver
Beregn arealet af den lukkede punktmangde, som begranses af kurven y = ———- og den rette
X X
linie 3x—-2y=5.
Lesning:
3 5
Ix-2y=5y=—x——
y Y > >

Man finder skaringspunkterne mellem kurverne solve (2/x-2/x"2=3/2*x-5/2,x)
Skeeringspunkter x =2/3 , x=2,x =-1

De to kurver tegnes pﬁ lommeregneren‘ T |zham| Teace|Fe it arh-ath ot nt el
Y=P y1(x)= 2/x-2/x*2 P> ENTER

Y=P, y2(x)= 3/2*x-5/2 > ENTER

Begge kurver er nu markerede, og vaelges GRAPH bliver de tegnet.

Man ser pé tegningen den lukkede punktmaengde , at linien ligger nederst og

Fer| F2 [ FEx | Fie [FP%5

at det er skeaeringspunkterne x = 2/3 , x =2 der er afgraensningen. ERFIELN VEGAITD  FUNC
2

I (2/x-2/x"2-(3/2*x-5/2),x,2/3,2) A=, (2 - iz_ (%x - %D dc=2In3 —% =0.8689
“\x X

12.5. Numerisk integration
Selv om en funktion er kontinuert og dermed integrabel, er det ikke altid muligt at finde en
stamfunktion udtrykt ved de sadvanlige funktioner. Eksempelvis kan man vise, at det ikke er

2
muligt at finde J ¢ dx . Det bestemte integral j ¢ dx kan derfor kun findes ved at benytte
0

en sékaldt numerisk metode. Sidanne metoder giver sd omfattende regninger, at det i praksis er
nedvendigt at anvende et program for at f resultatet med tilstraekkelig nejagtighed.
Metoderne baserer sig pé, at opdele integrationsintervallet i » delintervaller, og s& indenfor det
enkelte interval erstatte kurven med eksempelvis en ret linie (trapezmetoden) eller bedre med en
parabel som figuren viser (Simpsons metode)
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12. Integration

Fig. 12.4 Kurven tilncermes ved parabler (stiplede).

Eksempel 12.9 Numerisk integration
1) Underseg om lommeregneren kan finde en stamfunktion til j e™ d .

2

2) Beregn j e dx med 4 betydende cifre

0
Lesning:

1) j (e"(x”2),x)  Resultat: Svarer med samme integral, sa kan ikke finde en stamfunktion

2)j (€ (x"2),%,0,2) Resultat: 16.45

\ 4

12.6 Rumfang af omdrejningslegeme
Lad fvare en kontinuert funktion i intervallet
fra a til b. Vi drejer dens graf 360° omkring x -
aksen og seger rumfanget af det derved frem-
komne omdrejningslegeme (se figur 12.5)
Rumfanget af en tynd skive vinkelret pa x -
aksen gennem punktet med forste-koordinaten
x, kan beregnes som rumfanget af en cylinder
med radius f(x) og hejde dx.

Rumfanget af skiven er da 72'-( f (x)) 2 dx

Rumfanget V afhele omdrejningslegemet fas da
ved at summere over alle sddanne skivers rumfang.
Dette forer til folgende formel

b
VZL ﬂ'(f(x))zdx (1)

Fig. 12.5. Omdrejningslegeme
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12.6.Rumfang af et omdrejningslegeme
Lad fog g veere 2 funktioner i et interval fra a til b, og lad os antage, at f(x) > g(x)>00g a>0
Lad M vere punktmangden mellem graferne for g
fog g og linierne x = a og x = b (se figuren)

Drejes M om x - aksen bliver rumfanget [(x)

VX - ﬂJ;f (f(x))z dx _ﬂjj (g(x))2 dx (2) 2(x)

Eksempel 12.9 Omdrejningslegeme om x-aksen
. 1
Lad A vare mangden begranset af grafen for f(x) = v/2x ,x-aksen og linierne x = 5 ogx=2.

Lad B vaere mangden begranset af grafen for £ (x) = v/2x ,y-aksen og linierne y =1 og y = 2.

1) Find rumfanget af det legeme der fremkommer, nar A drejes 360° omkring x - aksen.
2) Find rumfanget af det legeme der fremkommer, nér B drejes 360° omkring x - aksen.

Lesning
Omrédet A skitseres (se figuren).
1) Drejes A om x-aksen fés (af formel (1))

2
2 2 2
v, =7zjl (\/Zx) dv=22 2| =13 _1178
N 2|04

2

2) Bdelesopi
1
1) et rektangel B, begraenset af y-aksen og linien x = 5
0g

.. 1
2) omradet B, begrenset af linierne x = — og x = 2.
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12. Integration

Af formel (2) fis nu
2

Vg = njoé(zz.lz)dx+7rj§(22 —(\/E)Zjdx =§7I+ 7rJ-1 (4—2x)dx =§7z+%7z=$7r: 11.781 ‘

Drejning om y-aksen

Skal man tilsvarende dreje det pa figuren markerede omrdde om y -
aksen sé bliver formlen

f(b) :

ey 2
Vy=af (o) 3)
Drejes det af to funktioner f og g begraensede omrade M omkring y- :
aksen bliver rumfanget fla)]
b
Vy: 271Lx(f(x) - g(x))dx (4) t > v
Bevisskitse: d b .

En smal strimmel af bredden dx parallel med y-aksen fores ved drejning om y -
aksen rundt i en cylinderskal af tykkelsen dx , hejden f(x) - g(x) og radius x (se figuren)
Denne cylinderskal har derfor rumfanget2z(f(x)-g(x)) (cylinderskallens areal ganget med dens tykkelse)

Det samlede rumfang findes derefter ved integration.

Eksempel 12.10 Omdrejningslegeme om y-aksen

Lad A vare mangden begranset af grafen for £ (x) = v2x ,x-aksen og linierne x = % ogx=2.

Lad B vaere mengden begranset af grafen for f(x) = v/2x ,y-aksen og linierne y = 1 og y = 2.

1) Find rumfanget af det legeme der fremkommer, nr B drejes 360° omkring y - aksen.
2) Find rumfanget af det legeme der fremkommer, nir A drejes 360° omkring y - aksen.

Lesning

Omraderne skitseres 27

1) Drejes B om y-aksen betragtes den omvendte funktion.

2 2\ 2 572
- Y 3 S 1 R o N N4 . B
y=2rex="r Afformel 3) fas ;zjl[zj dy—zz4Ly dy_4[sl == =487
2) Af formel (4) fas
2
5
2 2 2 3 x2 5 5
vV, Zirjlx(f(x)—g(x))dx:ZE...ix-(\/E—O)dx:Zﬁszdx:Z\E? 22 25_(32 %2%7[:19,478
2 2 2 —
2 ]t
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Opgaver til kapitel 12

Opgaver til kapitel 12
12.1. (uden hjelpemidler)
Beregn (reducer integranden forst)

a) J x-xdx b) I \/I3dx c) I(cos(Sx) +4 sin(4x)) dx d) J e dx
x

12.2 (uden hj aelpemidler)

3
Beregn a) J. —dx b) jz _CO8Y C) de
12.3. Find
2) Jcosxs/3sinx+1dx b) j - S o) jx-ezxzdx
e +

12.4 Find med 3 betydende cifre
2
J lnx b) J}Jnxdx C)I xv3x-2 dx
1

12.5 (uden hj aelpemidler)
Find arealet begranset af grafen for funktionen f'(x) = Jx samt linierne x = 1 og x =4.

12.6 (uden hjelpemidler)
Find arealet begraenset af grafen for funktionen f'(x) = 4/2x samt linierne x =0, y = 2 og

y=4.

12.7 Grafen for funktionen f(x) = x> —2x% +x og x - aksen afgraenser et lukket omrade A.

a) Skitser grafen og skraver omradet A.
b) Beregn arealet af A.

12.8 Graferne for funktionerne f'(x) = x* —6x> og f(x) = —5x? afgranser 2 lukkede omrader
A ogB. Beregn arealerne af A og B.

12.9 (uden hjzlpemidler)
a) Tegn graferne for funktionerne f(x)=3x— x? og g(x)=x-3
b) Graferne begraenser en punktmangde M. Find arealet af M.

12.10  Find rumfanget af det omdrejningslegeme, der fremkommer nar den punktmangde, der
begrenses af grafen for funktionen f(x)=x> —2x”og x-aksen drejes 360° om x -
aksen.
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12. Integration

12.11

12.12

Lad der vare givet funktionen f(x)=2-(1—-x)- Jx

a) Find arealet af den omrade, der begranses af kurven og x - aksen.
b) Find rumfanget af det omdrejningslegeme, der fremkommer nér det i sporgsmal 1)
naevnte omride drejes 360° om x - aksen.

1
Givet funktionen f(x)=+v2x-1, x> 5

a) Find ligningen til tangenten til grafen med reringspunkt P =
(L,D).

Punktmaengden begraenset af grafen, x - aksen og tangenten luwt.o.

kaldes M. (skraveret pa figuren)

b) Find arealet af M.

¢) M roteres 360° omkring X - aksen, hvorved der fremkommer et omdrejningslegeme.

Bestem dette legemes rumfang V..
d) M roteres 360° omkring Y - aksen, hvorved der fremkommer et nyt omdrejningslegeme.
Bestem dette legemes volumen V.

12.13 (uden hjelpemidler)

12.14

Omradet begraenset af graferne for funktionerne f(x) =3—x% og g(x) = x* +1 drejes
360° om x - aksen. Find rumfanget af det fremkomne omdrejningslegeme.

a) Skitser omrddet A begranset af grafen for funktionen f(x) = 2x% —x*, y - aksen, og
linie y=1

b) Find arealet af A

c) Find rumfanget af det legeme der fremkommer, nir omridet A drejes 360° om x -
aksen.
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13.1 Differentialligninger af 1. orden
13. Differentialligninger.

13.1 Differentialligninger af 1. orden

13.1.1. Indledning.

En differentialligning er en ligning hvori der indgar en ukendt funktions afledede.

Ved en differentialligning af 1. orden forstas en ligning, hvori der indgér en ukendt funktions 1.
afledede, men ingen hgjere afledede.

Et simpelt eksempel pa en differentialligning er folgende.

Eksempel 13.1. Frit fald
Vi ved fra kinematikken, at i et tyngdefelt er accelerationen konstant g.

d
Vi ved derfor, at for hastigheden v gaelderd—\; =g ellerv'(¢) = g hvor g=9.81m/s

Dette er en differentialligning, hvor vi seger den ukendte funktion v.

Den “fuldsteendige” losning til denne differentialligning er v = g-t+k , hvor k er en vilkarlig
konstant.

Det er altsa uendelig mange losninger til denne differentialligning.

Hvis hastigheden til tiden t = 0 er v, , sa kan vi ved indsettelse bestemme £.

Vo =g 0+ksk=v,

Vi har folgelig fundet en “partikuleer” losning v= g-1+v,.

Af eksempel 13.1 ses,
1) En differentialligning kan have uendelig mange funktioner som losning.
Onskes den fuldstaendige losning til differentialligningen menes, at vi skal angive alle losninger.
2) Szdvanligvis er man kun interesseret i en enkelt af de uendelig mange lgsninger.
En sadan kaldes en partikulger losning.
3) I eksempel 13.1 fandt vi den partikulere losning ved at vi til starttidspunktet = 0 kendte
begyndelseshastigheden v, .
Man siger derfor at den partikulare losning er bestemt ved en “begyndelsesbetingelse”.

Da de fleste differentialligninger i praksis er lasninger til problemer hvori der indgar hastigheder
under en eller anden form, sa vil tiden ¢ sedvanligvis vere den uathengig variable ligesom i
eksempel 13.1.

: . . d
Man vil ved anvendelserne ogsé saedvanligvis foretraekke at skrive d_)t) fremfor y'(¢).

En differentialligning kan séledes dels skrives y'(¢) = y(t) + ¢ dels % =y+t

Da det jo imidlertid er tradition i matematikken for, at valge bogstavet x som den uafhengige
variable og y som den uafhangig variable vil vi ogsé kunne skrive samme differentialligning
v'(x)=y(x)+x eller kortere y' = y+x .
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13. Differentialligninger

Et eksempel pa en differentialligning af anden orden er den fra kinematikken kendte s"(¢) = g . Vi
vil kort behandle en enkelt type af sidanne differentialligninger i et senere afsnit.

Vi vil 1 det folgende behandle en raekke for anvendelserne vigtige typer af differentialligninger.

13.1.2 Linezr differentialligning af typen y'(x)+a-y(x) =5

Vi vil 1 dette afsnit se pd differentialligninger af typen
y'(x)+a-y(x)=>b, hvor a =+ 0og b er konstanter.

Satning 13.1 Linezer differentialligning med konstante koefficienter og hejre side.
Den fuldstendige losning til differentialligningen
v'(x)+a-y(x)=b, hvor a+ 00g b er konstanter.

er givet ved
Y@ =2 Ce, 1)

hvor C er en vilkarlig (arbitrcer) konstant
Bevis:

Y@ +a-y(x)=b [y’(x) +a -y(x)]eax =b-e*  (ganger med samme tal e¢®* # 0 pa begge sider)

’

S| p(x)- eax] =b.e? (ses af, at [y(x) . eax] = y'(x)e™ +a-y(x)e™ = [y’(x) +a ~y(x)]eax )
b
& y(x)-e™ = jb ey + Coy(x)-e™ = ;eax +C (integration, hvor C er en konstant)
y(x)= b +C-e7™ (division med ™ # 0 pa begge sider)
a

L 4

Eksempel 13.2. Radioaktivt henfald
Eksperimenter viser, at et radioaktivt stof henfalder med en hastighed, der er proportional med dens
mangde y(t) til ethvert tidspunkt z.

Vi har folgelig, at y'(¢) = k- y(¢) , hvor k er en konstant.
For et bestemt stof er k= - 0.1, dvs. vi har y'(¢) = —0.1- y(¢)
a) Find den fuldsteendige losning til differentialligningen y'(¢) = —0.1- y(¢). €))

b) Lad os antage, at begyndelsesmangden er 1 gram, dvs. vi har “begyndelsesbetingelsen”
y(0)=1.
Find den partikulare losning, der svarer til denne begyndelsesbetingelse.
c¢) Find tilsvarende de partikulere losninger, der svarer til en begyndelsesmangde péd 3 gram og
5 gram
d) Skitser svarende til ovennavnte 3 lgsninger de 3 lgsningskurver i samme koordinatsystem.
Lesning:
a) Vihar y'(1)=-01-y(t) < »'(¢)+0.1-y() =0
t

Indszttes i formlen for a= 0.1 og b = 0 fas den fuldstendige losning: y = C-e !

b) Indsettes t=0 ogy=11fas 1= C-e® dvs. C=1. Partikuler losning: y = e Ol

c) Analogt som under punkt b) faisnu y=3-¢ %" og y= 5.e70U
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13.1 Differentialligninger af 1. orden

1 Fz F4 i
Tools|2aom|Tracg|Redrarh|Math|Dr aw|Fen]:-.

MAIN DEGAUTO FUMNC

t
Ti 89: a) F3/ C: deSolve(y’ =-0.1*y),t,y) Resultat: 5, = C.e 10

Bemeerk: | y’ findes “maerket” over tasten =
t
b) F3/C: deSolve(y’ =-0.1*y and y(0) = 1,t,y) Resultat: y, = e_ﬁ

“and” findes under MATH, Test

L 4

Eksempel 13.3. Eksponentiel vaekst

Lad y(¢) betegner storrelsen til tidspunktet ¢ af en population (en befolkning, en bakteriekultur, antal
mus pa en o). Hvis der er maksimale livsbetingelser (tilstreekkelig nering, god plads, ingen
forurening fra affaldsstoffer osv. ) kan vi antage, at den hastighed populationen vokser med er
proportional med sterrelsen af populationen .

Vi har dermed differentialligningen y'(r) =k -y

Dette er den samme differentialligning som i eksempel 13.2, sé vi har derfor, at den fuldstendige
losning y = C-e*

For i den konkrete situation at kunne bestemme C og £ mé& man optalle antallet af individer til
forskellige tider.

Til £ = 0 dage talte man 25 individer og til # = 20 dage talte man 100 individer.

a) Bestem konstanterne C og k.

b) Hvor mange individer er der efter 100 dage.

c) Angiv hvor lang tid det tager populationen at fordoble sig.

Leosning.
a) 25=C-¢" = C=25 100=25-¢"" < " =4 = k-20=1n4 < k = 00693

b) =100 y =251 — 25699

In2 In2
c) Populationen fordobles pa n-__n

k00693

=10dage.
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13. Differentialligninger

Eksempel 13.4. Legemes temperatur ved koling

Der gelder folgende fysisk lov: £ndringen i et legemes temperatur er proportional med
temperaturforskellen mellem legemet og omgivelserne.

Er legemets temperatur til tiden ¢ vaere y(¢f) og omgivelsernes temperatur 7 fas derfor folgende
differentialligning: y’'=k(y—T), ¢>0,hvor ker en konstant.

a) Find den fuldstendige losning til differentialligningen y'=k(y-T7), >0

b) Et glas varm chokolade stér i et lokale , hvis temperatur er 20° C.
Chokoladens temperatur males til forskellige tidspunkter.

Tid # 1 min 0 2 4

Temperaturi °C | 85.0 | 77.7 71.1

1) Bestem den lgsning, der er bestemt ved, at (¢, y) = (0,85) og (¢, y) = (2, 77.7)
2) Beregn temperaturen y for # = 4 , og vurder om den i1 spergsmdl bl) fundne model er
tilfredsstillende.
3) Hvor varm er chokoladen efter 10 minutters forlgb?
4) Skitser grafen
Lesning:
a) y'=k(y-TYeoy' —k-y=—k-T
Af setning 13.1 fasidet a=—-k og b=—-k-T
—k-T

y= +C-ek"<:>y:T+C-ek"

b) Idet T=20 fas , at y =20+ C-e""

bl) Indsattes (7, y) =(0,85) fas: 85=20+C < C =65

Indsettes (¢, y) = (2, 77.7) fas

77.7-20
oh2 =

77.7=20+65-¢"? & < 2k =1n08877 < k =-0.0596

Losning: y =20+ 65-¢~ %03

b2) Indswttes t =4 fas: y = 20+ 65¢ 4 =712 C

Det ses, at passe pent med den mélte verdi
b3) y= y=20+65""""10 =5582° C

b4)

MAIN DEGAUTD FUMC

Det ses (ikke overraskende), at temperaturen af chokoladen narmer sig stuetemperaturen

4
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13.1 Differentialligninger af 1. orden

Eksempel 13.5. Elektrisk kredsleb I p
Indledning: AN
Vikenderalle Ohmslov: £ = R-i ,hvor E er spendingsfor- vv\’—/
skellen, R er en modstand og i er stromstyrken. Indsettes

der yderligere en spole i kredslebet (se figuren) sé vil en £y
sddan spole inducere en “modelekromotorisk kraft, der er
proportional med hvor hurtig stremstyrken @ndrer sig.
Proportionalitetsfaktoren L kaldes selvinduktionskoefficien-

ten. W\/\/\

Man har derfor at stremstyrken i opfylder felgende differentialligning:
L-i"(t)+R-i(t)=E(¢)
Eksempel:
a) Lad L = 0.1 Henry, R =5 ohm og lad et 15 volt batteri give den elektromotoriske kraft. Lad
endvidere i(0) = 0.
1) Find den fuldstendige losning til differentialligningen.
2) Find i(?) 1 tilfeeldet i(0) = 0.
3) Skitser den i spergsmal 2 fundne losning
Lesning:
al) Differentialligning 01.;'+5 =15
Ved division med 0.1 fas: i’ +50i =150
Af setning 13.1 fas idet a =150 og b =15

150 ;
Fuldstendig lesning:i = <o Ce™ & i=3+Ce™"
a2) Lesning gennem (¢, i) = (0,0) : 0=3+C-¢" = (C=-3 i(t)=3-3-¢7"
a3) Havde man kun haft en modstand i kredslebet ville stromstyrken jo ifelge Ohms lov vare
_%:1?5: 3ampere.

Spolen danner en “modelektromotorisk™ kraft, der kun varer, sé laenge stremstyrken vokser.
Dette stemmer med, at stramstyrken vokser meget hurtigt fra 0 til (n@sten) 3 ampere.

Fir| Fe~| FZ F4 FEr| Far [Fro# i
Ton15|Zeom|Tr ack|Redr aph|Mathbraw|Fen|:-

HMAIN DEGALUTO FUNC
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13. Differentialligninger

13.1.3 Liner differentialligning af typen y'(x)+a-y(x)=¢q(x).

Vi vil 1 dette afsnit se pd det tilfeelde, at hojre side ikke er en konstant, men en funktion g(x) afx
,dvs. y'(x)+a-y(x)=q(x), hvor a # 0 er en konstant.
Differentialligninger hvor hgjre side er konstant er altsa et specialtilfelde af denne type.

Saetning 13.2 Linezer differentialligning med konstante koefficienter
Den fuldsteendige losning til differentialligningen
yv'(x)+a-y(x)=q(x), hvor a #0 er en konstant

er givet ved
y(x) ze_“qu(x)-emdx+C-e_”, (1)

hvor C er en vilkarlig (arbitrcer) konstant

Beviset er analogt til beviset for setning 13.1 og vil ikke blive anfort her.

Som det ses af setningen kraver losningen en integration. Det kan let foretages ved anvendelse af
TI89, men lettere er det at benytte deSolve som kan lese “alle” differentialligninger.

Som det ses af eksempel 13.7 giver deSolve ofte urimeligt komplicerede udtryk, som man er nodt
til at reducere “ved handskrift”, da man ellers ikke kan overskue losningen.

Eksempel 13.6. Linezr differentialligning

Lad der vaere givet differentialligningen y'+2y =e "

a) Find den fuldstaendige losning til differentialligningen.
b) Find den partikulere losning, der er bestemt ved, attilx=0ery = 1.

Lesning:
— C‘e—Zx _ e—3x
a) F3/C: deSolve(y'+2*y =e(-3x),X,y) Resultat: Y
Bemeerk: | y’ findes “meerket” over tasten =
_[h.,x _ -3x
b) F3/ C: deSolve(y'+2*y =e”(-3x) and y(0) = 1,x,y) Resultat: 7~ (2 € l)e
“and” findes under MATH, Test
| 4
Eksempel 13.7. Elektrisk kredsleb I1 WW

I eksempel 13.5 betragtede vi det pa figuren angivne RL-
kredsleb

Vi fandt, at i opfylder folgende differentialligning:
L-i'"(t)+R-i(t)=E(2)
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13.1 Differentialligninger af 1. orden

Vi vil nu betragte det tilfelde, hvor vi lader
den “patrykte” elektromotoriske kraft E vare en vekselspaending

. R
E(t)=A-sin(w-t), hvor o= 7

Lad L =20 Henry, R =100 ohm og A = 220 volt. Lad endvidere i(0) = 0.
a) Find den fuldsteendige losning til differentialligningen.
b) Find i(¢) i tilfeldet i(0) = 0.
c) Omskriv lgsningen til en svingning af formen i = A4 sin(wt + ¢) for  stor.
Lesning:
: e . . : . (100

a) Differentialligningen bliver : 20-i"+100i = 220- sin 20

Ved division med 20 fas : '+ 5/ = 11-sin(5¢)

F3\ C: deSolve(y’+5*y =11*sin(5*t),x,y)
e (1 16 cos(57)— 11e™ sin5t) — 1oc)

10

Resultat: y =

, _ —11-(cos5t —sin 5¢) 5
Dette “skraekkelige” udtryk kan nemt reduceres til y = +C-e

10
. —11(cos5¢ —sin 5¢ -
Fuldstendig losning 1= ( 10 )i oo™
b) Lesning gennem (¢, i) = (0,0) :
F3\ C: deSolve(y'+5*y =11*sin(5*) and y(0)=0,x,y)
—11e™ (esr cos(5t) — e sin5t) — 1)
Resultat: y =
10
Kan let reduceres til: i = —11(cos 5t —sin5¢) + L1-e ™™

¢) Som det ses, falder leddet 1.1-e™" hurtigt mod 0, s& “output” hurtigt bliver det “stationare led”.
F2\9:Trig\ tCollect( Her kopieres resultatet over uden leddet med C )

Resultat i(¢) = - 111\(? cos(St + %)

Da vekselsp@ndingen var en sinus - svingning (og man ikke lide en negativ amplitude), sa kan

man benytte, at —cosv = sin(v _ %)

12 7
og derved f3, i(1) = TSIH(St _Z)

W2

dvs. en svingning med amplituden % og faseforskudt %i forhold til “input”.

(Jeevnfer eventuelt afsnit 6.6.8 om svingninger.)
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13.1.4. Logistisk vaekst

Lad y(¢) betegner starrelsen til tidspunktet ¢ af en population (en befolkning, en bakteriekultur, antal
mus pa en ¢). Hvis der er maksimale livsbetingelser (tilstrekkelig naring, god plads, ingen
forurening fra affaldsstoffer osv. ) kan vi antage, at den hastighed populationen vokser med er
proportional med sterrelsen af populationen (se eksempel 13.3).

Pa et tidspunkt vil tilvaeksten imidlertid begynde at aftage pd grund af mangel pé plads, mangel pa
mad og en ophobning af affaldsstoffer. Hvis det sterst mulige befolkningstal er a, s er det rimeligt
at antage, at hastigheden tillige er proportional med afstanden til a, dvs.

y'(@®)y=k-y-(a-y), 0<y<a

Losningskurverne kaldes for logistiske kurver og umiddelbart ud fra problemstillingen mé de fa
en S-form, hvor de i starten stiger eksponentielt, men til sidst langsomt naermer sig til linieny =a..

Eksempel 13.8. Logistisk vakst

a) Find den fuldsteendige losning til differentialligningen
y'()=k-y-(a=y), 0<y<a

b) For at bestemme k og a optalles nu for antal individer til forskellige tider.
Til t = 0 dage talte man y =25 individer
Til t = 20 dage talte man 100 individer
Til t = 80 dage talte man 295 individer
Find k og M

c¢) Skitser den i spergsmal 2 fundne funktion, og find det antal individer man mé forvente for ¢ =
100.

Leosning:

ak-
1)  deSolve(y’=k*y*(a-y),t,y) Resultat: ), - _ae™
" 1q.C

Dette resultat reduceres (manuelt) til det lidt simplere udtryk » = Tra.Cottt
+a-Ce

2) Det simpleste ville vaere at lade TI 89 lgse 3 ligninger med 3 ubekendte, men den giver op, s vi
ma benytte indsettelsesmetoden.
Vi erstatter Ti89's arbitraere konstant med c 1 de folgende regninger.
Indsattes y= 25 og ¢ = 0 og leses m.h.t. ¢ fas

a a a
S l+ac=—<<ac=—-1
l+a-c 25 25

a

1+ (“ - 1)5“’“
25
t =20, y = 100 indsattes i (1) og der loses m.h.t. &:
solve(y= a/(1+(a/25-1)*e*(a*k*t)),k) |t =20 and y =100
1n(4(a - 25)
Resultat; 4 __~4—-100/ . a-25
20a a—100

t =80,y =295 og vaerdien af k indsattes 1 (1) og ligningen lgses med hensyn til a
solve(y= a/(1+(a/25-1)*e (a*k*t)),k) |t =20 and y =100 and k=In(4*(a-25)/(a-100))/(20-a)
Resultat g = 298.498

25=

Indsetter c 1 resultatet fas y =

(1)

>0 Daa> 100 er uligheden opfyldt.
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13.1 Differentialligninger af 1. orden

Resultatet sattes ind i verdien for k: In(4*(a-25)/(a-100))/(20-a)| a=298.498
Resultat k = 0.0002859

a-25
25a
¢) Lommeregnerens graffunktion viser
Vinduet sattes til 0<x<100, 0<y<350, og man velger zoomStdv for at fi samme enhed pa
akserne

aindsettesi C = (a-25)/(25*a)| a=298.498  Resultat C = 0.03665

FIRIN DEGAOTO FUHL

Inds=ttes de fundne vaerdier 1 funktionsudtrykket fis for t = 100 at y = 298.496

13.1.5 Numerisk lesning

Det er ofte umuligt at angive eksakte udtryk for lesningen y(x). Imidlertid kender man jo i ethvert
punkt (¢ y) differentialkvotienten, og det kan man udnytte til gennem et stort antal punkter at tegne
et kort liniestykke med den kendte haldning (kaldes linieelementet i punktet). Dette vil sa give os
et indtryk af lesningskurvernes udseende.

Eksempel 13.9. Grafisk lesning af differentialligning
Lad der vaere givet differentialligningen y' = y+x

1) Tegn i et koordinatsystem “linieelementerne” gennem punkterne
A=(x, y)=(-1,1), B=(x, y) = (0, 1) 0g C=(x, y) = (1, 2)

2) Tegn ved hjelp af et edb - program et stort antal linieelementer, og skitser pa basis heraf
lgsningskurven gennem punktet (0,1)

3) Ud fra figuren synes en bestemt losning tydelig. Angiv funktionsudtrykket for denne lgsning, og
vis ved indsattelse 1 differentialligningen, at denne er en lgsning..

Leosning:

1) Ved indsettelse af punkterne i differentialligningen kan vi finde haeldningskoefficienten y' =« .
A=(x, y)=(-1,1): y'=1-1< "' =0, dvs.(x,y,a) =(-1,1,0)
B=(x, »)=(0,1):y'=1+0&< y'=1 dvs. (x,y,a)=(0,1,1)
C=(,y)=(1,2):y'=2+1< y'=3dvs. (x,y,a)=(1,2,3)
De 3 linieelementer ses pa figur 2.1
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} >>\_

Fig. 13.1 Nogle linielementer

2) Tegnes et stort antal linieelementer f.eks. ved at benytte TI - 89 fés figur 13.2 .
Pé basis af disse linieelementer er tegnet et par kurver, som kunne synes, at have disse
linieelementer som tangenter, og som derfor kunne vaere lasningskurver for differentialligningen.

Fil~| F2-
[T-:--:-h]E-:--:-r-‘.TT

L S

I TI-89 tegnes linieelementerne pé folgende made::
MODE\ GRAPH = Diff.Equations\ ENTER\<>\” Y="1t+yI\ ENTER\yil =1

Bemeaerk: yl ikke y, t og ikke x og man kan ikke udelade gangetegn
Windows\ t0 =0, tmax =2, TSTEP =0.1, tplot=0, XMIN =-6, XMAX=5, ... YMIN =-2, YMAX=5, osv. ENTER. (),
Graf (far méske kun koordinatsystem)

<> | (Graf Format), Axes on, Labels on, Solution Methods , RK, Fjelds = Fldiff, ENTER

3) Af figuren synes den rette linie med ligningen y =-x—1 at vare en lgsning.
Dette vises ved indsettelse i differentialligningen y'=y+¢.

Idet (—t—-1)'=-1,fas —1=(-t—-1)+t< 0=0, dvs. pastanden er bevist. L 2

Beregning af stettepunkter for losning
Som eksempel 13.9 viser, kan linielementerne give et umiddelbart indtryk af lesningskurvernes forleb. @nsker man en

tabel over en losning bestemt ved begyndelsesbetingelsen (X, V', ) , sker det ved ud fra punktet (x,,»,) at beregne

et tilnaermet nabopunkt (x,,,) ud fra dette et nyt punkt (x,,),) osv.

Dette er et betydeligt regnearbejde, som derfor kraver et “edb- program”

TI 89 har indbygget to metoder,
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13.6 Differentialligninger af 2. orden med konstante koefficienter

“Eulers metode” som er den der er nemmest at forsta, og beregne, men ikke szrlig nejagtig, og “Runge Kutta's
metode” som er besvearlig at forstd og beregne, men mere nejagtig.

Eulers metode bygger pé, at man ud fra begyndelsespunktet (X, V,) beregnes det naste punkt (x,,y,) ved at folge

tangenten i P,. Ud fra punktet (X,, ),) beregnes det neeste punkt (x,,y,) ved at folge tangenteniP ., osv. (se figur
13.3)

A

>\

Fig 13.3. Eulers metode

Eksempel 13.10. Numerisk losning af differentialligning
d
Lad der veare givet differentialligningen d—y =y+t, y0)=1, t€[0;2]
t

Benyt lommeregnerens Runge-Kutta program til at finde y(2) med en skridtlengde pa 0.5.

Bemark, at i TI-89 skal ¢ og ikke x vaere den uathaengige variable.

Lesning:

Startpunktet for algoritmen er (%, V) = (0,1)

MODE\ GRAF = Diff.Equations\ ENTER, <>" Y="t+y1 ENTER. yi1 =1

Bemark: y1 ikke y, og gange skal skrives som *

Windows, t0 =0, tmax =2, TSTEP =0.5, tplot=0,XMIN =0, XMAX=3, ... YMIN =1, YMAX=4, osv.ENTER. <> Graf,
Man fér tegnet en kurve .

Tabellering:

<> | (Graf Format), Axes on, Labels on, Solution Medhods , RK, Fields = FIdiff, ENTER

Catalog, Blddata ENTER, skriv runge, ENTER
APPS ,Data-Matrix, NEW, Variable=eul, APPS ,Data-Matrix, Current
Der fremkommer en matrix

t 0 0.5 1 1.5 2
y(t) 1 1.797 3.435 6.456 11.768
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13.2 Differentialligninger af 2. orden med konstante koefficienter

Vi vil 1 dette kapitel begranse os til at se pd lineere differentialligninger af 2. orden af typen
a-y"(x)+b-y'(x)+c-y(x)=¢g(x) hvora, bog c erkonstanter og g(x) er kontinuert i et interval

1
Eksempelvis er y”+3-y'+6-y=sinx en sadan linezr differentialligning af 2. orden.

Sadanne differentialligninger med konstante koefficienter optraeder ofte i anvendelserne, bl.a. ved
behandlingen af svingninger (se eventuelt eksempel 13.13)

For at f4 et indtryk af lesningernes struktur, vil vi se pa et meget enkelt tilfeelde, hvor vi umiddelbart
kan finde alle losninger.

Eksempel 13.11 Fuldsteendig lesning til en enkel differentialligning af 2. orden.
Find den fuldstendige losning til differentialligningen y" —8-x =0

Lesning:
Y'-8x=0y"=8x<y =[8xdx+C, <y =4x’ +C, < y=[(4x" + C,)dx

4
= y:§x3+C1x+C2

¢

I eksempel 13.11 fandt vi, at den fuldsteendige losning indeholdt 2 (arbitreere) konstanter C, og C,.
Det kan vises at geelde generelt.

Sadvanligvis vil man i praksis finde en bestemt blandt de uendelig mange losninger. Da udtrykket
for samtlige losninger indeholder netop 2 konstanter C,og C,, skal der to betingelser til at

fastleegge en bestemt losning.
Sadvanligvis vil man ved anvendelserne til starttidspunktetx, kende “partiklens” beliggenhed

¥(x,) og dens hastighed i starttidspunktet y'(x,) . Man siger kort, at man har givet begyndelsesbe-
tingelserne. Det kan vises, at sddanne begyndelsesbetingelser entydigt fastlegger lasningen.

Eksempel 13.12. Partikulzer lesning til en enkel differentialligning
Find den partikulare losning til differentialligningen y" — 8- x = 0 somopfylder begyndelsesbetin-

gelsen y(0)=1, y'(0)=2
Leosning:

: : 4
Fra eksempel 13.9 kendes den fuldstendige losning y = 3 x>+ Cix+C, 0g y' = 4x% + C,

4
: 1=20°+C,.0+C, [C =2 4
Indsettes begyndelsesbetingelsen haves: 3 : =P y(it)=—x"x+2
2-4.0°+C ;=1 3
- 1
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Fuldstzendig lesnings struktur
Den fuldstaendige losning til den differentialligningen

a-y"(x)+b-y'(x)+c y(x) =q(x) (1)
har felgende form
Y(x)=y,(x)+C iy (x)+Cp,(x), hvor C, og C, er 2 (arbitreere) konstanter.

Differentialligningena-y"(x)+b-y'(x)+c-y(x)=0 (2)
kaldes den til differentialligningen (1) svarende “homogene” differentialligning .

Der gelder, at den homogene differentialligning har den fuldstendige losning
¥, =C -y (0)+Cy,(x)

Det betyder, at hvis man ville lose differentialligningen (1) manuelt starter man med at lose (2). Det
er ret let at finde den fuldstendig lesning y, =C, -y, (x)+ C,y,(x)

Kan man ved passende integrationer finde en (partikuler) lesning y , til (2), sd er den fuldsteendige

losning til (1) bloty = y,+ C; -y, (x)+ Cy», (x)

Selv om vi ved at benytte TI89's “deSolve” fir den fuldstendige losning med det samme, sa er
resultatet ofte s& besvearligt, at en reduktion er nedvendig, og da kan det vare en fordel at dele
losningen op som beskrevet ovenfor.

Eksempel 13.13. Homogen linezer differentialligning med konstante koefficienter
a) Find den fuldstendige losning til differentialligningen y'—4-y"+20y=0,

b) Find den partikulere losning, der opfylder begyndelsesbetingelserne y(0)=-1 og y'(0) =2

c) Skitser den i b) fundne losning.

Lesning:

a) Ti89: F3, C: deSolve(y -4*y +20*y=0,x,y)
Resultat: y(r) = C,e** cos(4x)+ C,e*" sin(4x)

b) Partikulaer lesning: desolve(y "-4*y'+20*y=0 and y(0)=-1 and y'(0)=2,x,y)
Resultat: y = e>* sin(4x) —e>* cos(4x)

Onskes omskrevet til amplitude og faseforskydning:
F2\9:Trig\ tCollect( eN(2*x)*sin(4*x)-eN(2*x)*cos(4*x) )

Resultat: —+/2¢2* cos(4x + %)

For at {4 en positiv amplitude benyttes, at
-cos(v) =cos(v- 7 ), dvs

J2er 4 _37[ Fio [ Fev| F5 | P4 | o | FEv P70
y= e COS| a4Xx — 4 Tien 15|20 |Trace|kedraph|Hath|oraw|Fen):-

Graf kan tegnes pa TI 89:

MAIN A0 ALTO FUMC
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Eksempel 13.14 “Inhomogen” Differentialligning.

a) Find samtlige losninger til differentialligningen
2y"+6y"'+4y=2cos(2x) (1)

b) Find den lesning til differentialligningen (1) som opfylder begyndelsesbetingelsen
y(0)=0 og y'(0)=1

Lesning:

a) Ti89: deSolve(2* y" + 6*y'+4*y=sin(2*x),X,y)
—cos(2x) N 3-sin(2x)
20 20
Samtlige losninger til differentialligningen

Resultatet: y = +Cle " +Cre ™"

y(x) = 2—10 (— cos(2x)+3 sin(2x)) +Cle " +Cye ™ )
b) Ti 89: deSolve(2* y" + 6*y"+4*y=sin(2*x) and y(0)=0 and y’(0)=1,x,y)
—cos(2x) N 3-sin(2x) +ie_x _ie_zx

20 20 5
Partikuler lgsning:

Resultat: y =

1 . 4 _ 3 5,
=—(—cos(2x)+3-sin(2x))+—e F ——e 7
y 20( (2x) ( )) 5 1

Det ses, at den “homogene losning” hurtigt gar mod 0, sa efter en vis tid har man en ren
svingning.
L 4

Anvendelser af differentialligning af 2. orden

Som eksempler pa anvendelser kan nevnes forskellige typer svingninger, sisom det i nedenstdende
eksempel beskrevne bevagelse af et lod.

Et andet karakteristisk eksempel er kredsleb hvor der er indskudt en kondensator, og som er patrykt
en vekselspanding.

Eksempel 13.15 Svingning med luftmodstand

Et lod med massen m er fastgjort til en fjeder. I startsitua-
tionen er systemet i ligeveegt, idet den nedadgiende
tyngdekraft og den opadgéende fjederkraft er lige store.
(se figuren)

Vi trekker nu ned i loddet til en passende afstand, og
slipper loddet. Loddet vil nu bevage sig op og ned . Vi
onsker at bestemme loddets bevagelse som funktion af

tiden ¢. System i

Lad os som pa figuren indfore en y - akse. Til ligevaegtstil- ~ HZeVaet

lingen svarer y= 0, og t@l Fiden ter l.o.ddet placeret- ien System i
afstand y(¢) fra ligeveegtstillingen (positiv nar loddet ligger | T ——— bevacgelse

under og negativ nar loddet ligger over ligeveegtstillingen) r
Ifolge Newtons anden lov er Kraft = masse - acceleration,
2

Ifolge Hookes lov er fjederkraften proportional med afstanden fra ligevagtstillingen, dvs. K, =—k -y, hvork>0
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Harmonisk svingning. Antager vi at dempningen (f. eks. luftmodstanden) er forsvindende, vil K, vaere den eneste
d? y d? y

kraft der pavirker bevagelsen, dvs. m- —5 =k yO)em-—+k-y(1)=0
dt dt

Dette er en homogen differentialligning med konstante koefficienter.

Sattes |~ = oq bliver lgsningen y(¢) = A cos(wgt + @)
m

Bevagelsen er en harmonisk svingning med en periode pa (20—” . Legemet udforer folgelig ;)—0 svingninger pr. sekund.
0 r

Dzempet svingning. Antager vi at dempningen ikke er forsvindende (Eksempelvis fordi loddet er bredt, eller
bevaegelsen foregér i vand), sa er dempningskraften K3 (med tiln@rmelse) proportional med loddets hastighed og

modsat rettet beveegelsen, dvs. K3 = —c%

t

. . e d? y dy d? y dy . .
Vi har nu differentialligningen m-———=—-k-y(t)—c—<<m-—=—+c—+k- y(¢)=0. Vi har igen en homogen
a2 dt a2 dt
differentialligning.
Vi kan nu dele op i 3 tilfaelde
1_

I: Dampede svingninger.
Dette tilfeelde indtraeffer, ndr dempningen ¢ er sa lille, at 05l

A <d-m-k Samtlige leosninger til differentialligningen

bliver y(r) = Ae”"" cos(wr + @)

it

Faktoren e '’ bevirker, at svingningernes amplitude

naermer sig til 0 (dempede svingninger, se figuren): 051

i t//\\jl e

D =0, Kritisk dempning. Dette tilfeelde indtreder, nar

dampningen c er naet op pé en bestemt kritisk sterrelse, sddan at ?=4-m-k hvorved svingninger netop ikke kan
forekomme.

C
- -
Samtlige losninger er  y(t)=Cje 2m +Cy-t-e 2m
Det ses, at y(¢) >0 for t—>0

D > 0: Overkritisk deempning. Dette tilfeelde indtreffer, ndr dempningen ¢ er storre end den kritiske verdi, sadan
at Z>4-m-k

Samtlige lesninger til differentialligningen er
y(1)=Cle " +Cy-e !

Detses, at y(t) >0 for +—0 (se figuren)

1,

0.5

-0.59

'
—
I
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Eksempel 13.16. Tvungen svingning

I eksempel 13.14 sa vi pé et lod med massen m der var

fastgjort til en fjeder. Vi tenker os nu samme situation, == .| . Thsmne
men antager yderligere, at fjederens fastspaendingspunkt
beveger sig frem og tilbage pa en sadan made, at afvigel-
sen fra det oprindelige fastspeendingspunkt til tiden ¢ er
Fsin(f¢) (se figuren),

.1(1)1
System i
ligevacgt v

Hermed @ndrer fjederens leengde med y(¢) — F'sin(f¢) , og fjederkraften bliver — k(y(¢) — Fsin(S¢)) .
Bevagelsesligningen bliver nu: m- y"(¢t) +c-y'(t) + k- y(t) =k - F -sin(St)
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Opgaver til kapitel 13

Opgaver til kapitel 13

13.1.

13.2

13.3

(uden hjelpemidler)
Lad der vaere givet differentialligningen Z—y =3x3(y+1). y>-1
X

Om en losning y(x) til differentialligningen oplyses, at den gir gennem punktet P= (1, 2)
a) Bestem en ligning for tangenten til grafen til y(x) i punktet P
b) Angiv monotoniforholdene for y(x).

(uden hjelpemidler)
dy _y’?
Lad der vaere givet differentialligningen R x>0
X X

Om en lgsning y(x) til differentialligningen oplyses, at den gir gennem punktet P= (1, %

a) Bestem en ligning for tangenten til grafen til y(x) i punktet P
b) Angiv monotoniforholdene for y(x).

(uden hjelpemidler)
Undersag om funktionen y = 2x+1 er losning til differentialligningen y'+4y =8x+6

13.4 (uden hjelpemidler)

13.5

13.6

13.7

13.8

d
Lad der vaere givet differentialligningen d_y =2x-(y-1?%, y<l1
X

a) Angiv monotoniforholdene for lesningerne til differentialligningen.
b) Bestem en ligning for tangenten til y(x) i punktet (1,0)

(uden hjelpemidler)

2
Undersegg om funktionen y(x) = x?+=er losning til differentialligningen
X

d
x—y+y(x):3x2, x>0.
dx

a) Find den fuldstendige losning til differentialligningen
y'+4y =28

b) Find og skitser de to lesningskurver, der gar gennem henholdsvis punktet (x, y)=(1,2) og
punktet (x, y) = (0,3).

a) Find den fuldsteendige lesning til differentialligningen
y'+2y= 2x2 +5
b) Find og skitser den lesningskurve, der gar gennem punktet (x, y)=(0,3)

a) Find den fuldstendige losning til differentialligningen
2y +3y=e

b) Find den partikulere losning, der gar gennem punktet (x, y)=(0,2)
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13.9 a) Find den fuldstendige losning til differentialligningen
3y"+2y=4-sin(2x)

b) Find den partikulere losning, der gar gennem punktet (x, y)=(0,- %)
¢) Omskriv lesningen 1 spergsmal b) til formen y = 4 sin(2x + @)

13.10 Lad y(¢) veere antallet af individer bakterier i en bakteriekultur til tiden ¢ [dage]

1) Som arbejdshypotese har man at individantallet eges med en hastighed , der er
proportional med det gjeblikkelige antal af individer y(z)(malt i1 tusinder). Lad

proportionalitetsfaktoren vere £.
a) Opstil en differentialligning til bestemmelse af y(¢).

b) Find y(7) i det tilfeelde, hvor k = 1.5 og antallet af individer til tiden # =0 er 100.
2) Da de mélte tal ikke stemmer overens med de beregnede, opstiller man nu den hypotese,
at pd grund af mangel pé naring, bliver faktoren £ erstattet af storrelsen b—a-y, hvor

konstanterne a og b er positive.
a) Opstil en differentialligning til bestemmelse af y(¢) .

b) Find y(t) i det tilfzelde, hvor a =2-10"* og b=3.4 og antallet af individer til tiden ¢
=0er 100.
c¢) Skitser ovennavnte losningskurve.

13.11 Man har gennem lengere tid undersogt leengden L (i cm) af en bestemt type haletudser.
Man fandt, at i middel opfylder leengden L som funktion af tiden (i dogn) differentiallignin-
gen

L'(t)=k-L(t)- (M- L(1)),

hvor k& er en konstant og M er den gvre grense for lengden af en haletudse.

Det antages, at en haletudse hojst kan have leengden 12 cm, og at den til tiden t = 0 har en
middelleengde pa 0.5 cm.

Efter 10 dogn finder man, at haletudserne i middel har leengden 10 cm.

a) Find pa den baggrund konstanten £.

b) Beregn haletudsens leengde efter 15 degn.

c) Find det tidspunkt hvor haletudserne vokser hurtigst.

13.12  Eksperimenter viser, at den hastighed hvormed et varmt stykke metal afkeles i en
luftstrom er tiln@ermelsesvis proportional med T - T}, , hvor T er legemets temperatur og
T, er luftens temperatur .
Lad temperaturen T, i luftstrommen konstant vaere 30° C.
Metallets temperatur er 100° C til tiden # = 0 og 70° C til tiden 7 = 3 min.
Hvorndr er legemets temperatur blevet 40° C.

164



Opgaver til kapitel 13

13.13  EtR-L - kredsleb har en vekselspendingskilde E , en indskudt modstand R ogen spole
med selvinduktion L i serie.
Idet i =i () betegner stromstyrken til tiden #>0 og den "patrykte" elektromotoriske

g
kraft £E=F, cos(a)t) gelder folgende differentialligning: L?;+ R-i=E, cos(at) .

R
a) Find, idet R = 120 Ohm, L = 30 Henry, E,, =220 Voltog o= z , den lgsning til

differentialligningen, for hvilken 7/ (0)=0.

b) For ¢ stor vil resultatet nerme sig en ren svingning. Angiv amplituden for denne
svingning.

13.14 En cylindrisk beholder med radius 7 er fyldt med en veaske, der stir 1 en hgjde péd 4 m.
Til tidspunktet t = 0 timer dbnes en ventil i bunden af cylinderen, hvorved vesken leber ud.

Det vides, at der stremmer c- \/Z m?/time ud , hvor c er en konstant.

a) Idet der geelder, at den hastighed hvormed rumfanget i beholderen formindskes er - ¢ - Jh,
skal man opstille en differentialligning for den hastighed, hvormed hejden /4 @ndrer sig.

dh
b) Det oplyses nu, at ovennavnte differentialligning kan skrives 7 = —k+h hvor k er en

positiv konstant.

Efter 1 timer’s forleb er veeskehgjden faldet til 1 m.

Find ved lesning af differentialligningen, hejden 4 som funktion af ¢.
¢) Hvornér er beholderen tom?

13.15 En tragt som vist pa figuren indeholder vaske.
I starten er vaeskehgjden i tragten h =4 m..
Til tidspunktet t = O timer abnes en ventil i bunden af tragten,
hvorved vasken leber ud.

Det vides, at der strommer c-ﬁ m?/time ud , hvor ¢ er en
konstant.

a) Rumfanget af en kegle med hejde h og radius i grundfladen rer V = %72’-}"2 -h

Idet dbningsvinklen i tragten er 2v , skal man udtrykke rumfanget ved h og vinklen v

b) Idet der gaelder, at den hastighed hvormed rumfanget i beholderen formindskes er - ¢ - Jh
,skal man opstille en differentialligning for den hastighed, hvormed hejden / @ndrer sig.

. e . dh -3
c¢) Det oplyses nu, at ovennavnte differentialligning kan skrives o =—k-h * Jhvorkeren

positiv konstant.

Efter 1 timer’s forleb er veeskehejden faldet til 1 m.

Find ved losning af differentialligningen, hejden 4 som funktion af z.
d) Hvornar er beholderen tom?
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13. Differentialligninger

13.16 Find den fuldstaendige losning til hver af differentialligningerne
) y"—4-y"+4-y=0
2)3-y"—6-y"+30-y=0

13.17  Find den lgsning til differentialligningen % y"—2-y'+5-y=0,deropfylder begyndel-
sesbetingelserne  y(0) = 2 og ¥'(0)= 242 .

13.18 Find den fuldstendige losning til differentialligningen

X

Y5y +ay=e

13.19 a) Find den fuldsteendige losning til differentialligningen y” +y'—2y =6-¢* —4x
b) Find den partikulere losning, som opfylder begyndelsesbetingelserne y(0) =1 og

y'(0)=2.
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14.1 Vektorer i rummet

14. Rumgeometri

14.1 Vektorer i rummet.
Vi vil i dette kapitel antage at repraesentanterne for vektorerne er “pile” der er beliggende 1 “det

tredimensionale” rum. Et eksempel herpd kunne vere hastighedsvektoren for en partikel 1

rummet.
Definitionerne i afsnit 3.1 (af leengde, enhedsvektor osv.) og regnereglerne i afsnit 3.2 (addition,

subtraktion, multiplikation med tal) gaelder ogsé for disse vektorer.

Eksempel 14.1. Parallelepipedum
Ved et parallelepipedum ABCD-EFGH forstas et legeme begranset af parallelogrammer (se figur

14.1)
Ideta = IZB, b= AD 0og ¢ = A—>E skal man udtrykke diagonalvektorerne AG, BH, EC og

FDved a,b ogC.

Lesning:
Af indskudssatningen fas
AG = AB+ BC+ CG=a+b+¢
- - - [;

.
BH = BA+ AD+ DH = —a +
EC= EA+ AB+ BC=d+b-¢

G

- - - -

FD=FE+EA+ AD= -G —¢+b

Fig. 14.1. Parallelepipedum
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14 Rumgeometri

14.2. Koordinatsystem i rummet.

Lad a ,b og c vare 3 egentlige vektorer i rummet, som er tegnet med
begyndelsespunkt i samme punkt, og som ikke ligger i samme plan.
De tre vektorer @ ,b og @ navnt i denne rekkefolge siges at veare i
hgjrestilling, hvis folgende regel galder: ;
Omslutter man vektorenc¢ med hejre hind (se figur 14.2) og lader 4
fingrene folge rundt samme vej som den mindste drejning, der f;arer

a overi b , vil tommelfingeren pege i ¢ ‘s retning.

Fig.14.2.Hojrestilling

Et (seedvanligt) retvinklet koordinatsystem i rummet er givet ved et begyndelsespunkt O , og 3
enhedsvektorer (kaldet basisvektorer) som to og to star vinkelrette pa hinanden. Basisvektorerne

benavnes sedvanligvis 7, 7 og k og er i denne rekkefalge placeret i hojrestilling.
De tre orienterede linier der gir gennem O og har 7, j og k som retningsvektorer kaldes

koordinatsystemets akser, og benavnes henholdsvis x, y og z - aksen. (eller (1), (2) og (3) -
aksen).
[

T

Fig. 14.3. Koordinatsystem

Punktet P projiceres ned i xy - planen i punktet Q. I xy - planen projiceres Q ind pd x - akseni R
og pay - aksen i punktet S. Desuden projiceres P ind pé z - aksen i punktet T. (jevnfer figur

- - - -

14.3). Indskudsreglen for vektorer giver OP = OQ+ QP = OR+ RQ+ QP = OR+ OS+ OT

Da 5R , 55 og JT er parallelle med henholdsvis 7, j og k fis

- - - -

OP = OR+ OS+OT = xi + yj +zk -
N by
Man siger, at P har koordinaterne (x, y, z) og vektoren OP =| y

z
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14.2 Koordinatsystem i rummet

Regning med vektorernes koordinater foregdr pd samme made som det blev vist i det plane
tilfeelde (i afsnit 3.3). Der gelder séledes

by -a,
N
Hvis A= (a,,a,,a,) og B=(b,,b,,b,),saer AB=|b, —a, 0g|5|:1/a12+a22+a32
by —a,

Tetraeder

Ved et tetraeder forstis et legeme begranset af fire
trekanter (jevnfor figur 14.4).

Ligesom en trekant er en grundleggende figur i
plangeometrien er et tetraeder en grundleggende
figur 1 rumgeometrien.

Man kan vise, at rumfanget V af et tetraeder er
:%. G-h, hvor G er grundfladens areal og h er

hejden.
Fig. 14.4. Tetraeder

Eksempel 14.2. Tetraeder.

I tetraederet ABCD er A = (0,1,0), B=(0,4,0) og C =(2,2,0).
Idet M er midtpunktet af BC, er D bestemt ved, at D har positive koordinater, at DM stér
vinkelret pa xy - planen, og \DM \ =3
Skitser tetraederet, og find D’s koordinater. - D
Lesning:
Tetraederet er skitseret pa figur 14.5. Idet
2 0-2 1
- - 1 = 1
OM = OC+ECB =2|+—=|4-2|=

2
0 0-0 0

=

fas D =(1.3.3)

Fig. 14.5. Skitse af tetraeder
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14 Rumgeometri

14.3 Skalarprodukt.
Skalarprodukt defineres pa ganske samme made som i planen.
Definition af skalarprodukt:

a; by
Hvis a=|a, |og b= b, | er to vektorer i rummet, defineres skalarproduktet @-b ved
as by

For skalarproduktet gaelder derfor regler, der er ganske mage til de tilsvarende i planen.
Vi vil derfor ikke gentage dem her, men henvise til afsnit 3.4, 3.6 og det felgende eksempel.

Eksempel 14.3 Anvendelse af skalarprodukt
Givet punkterne A = (1,2,-3), B=(2,-2,3) og C=(3.4,5).

> o
1) Find skalarproduktet AB- AC

- -
2) Find vinklen mellem AB og AC.

Lesning:
2-1 1 3-1 2
ZB: -2-2 |=|-4|, ZC: 4-2 |=]2].
3-(-3) 6 5-(-3) 8

> o
1) AB-AC=1-2-4-2+8-6=42
2) Vinklen mellem 2 vektorer findes af formlen i s@tning 3.5.

cosy = 0 AC 12 7 _ 06799 0
N - -V . v=47"16
8 lid Y5372 Vios Y20
TI89: CATALOG
1) dotP([1.-4,6],[2,2,8]) Resultat 48
ib . . ) .
2) Idet cosv = T =e, €y, hvor e, og e, erenhedsvektorer fas
al-|b
cos™( dotP(unitV([1,-4,6]),unitV([2,2,8]))) Resultat 47°16

4
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14.4 Linier 1 rummet

14.4. Linier i rummet.

Lad / vaere en ret linie i rummet, som gér gennem et fast punkt Pjog er parallel med en egentlig
vektor / . For vilkérlige punkter P pa linien / og kun for disse punkter vil der da gzlde:
PyP=1t1 ,hvor ¢ er et reelt tal. For hver veerdi af t (kaldet parameteren) svarer der ét punkt pa

linien og omvendt.

> 5 o5 - o -
Af indskudsstningen fis )p — ORy+ ByP < OP=0Ry+t-1

- - .
OP=OF,+t-1 , kaldes en parameterfremstilling for linien /, med parameteren t (som er
et reelt tal).
I kaldes liniens retningsvektor.

\ P=(x0.00.20)

P=(x,v.,2)

byl

=4

O

~i

Fig.14.6. Ret linie [

a
Lad vektoren / =| b | og Py=(x, y,.2,)- (jevnfor figur 14.6)
¢
X X a
En parameterfremstillingen for / i koordinater bliverda | y|=| y, |+t b|, ¢ reelt tal
z Zy c
En linie har mange parameterfremstillinger, da man dels jo kan valge forskellige faste punkter
pé £, dels vil alle vektorer proportionale med / kunne benyttes som retningsvektorer.
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14 Rumgeometri

Eksempel 14.4. Linies parameterfremstilling.
1) Find en parameterfremstilling for linien / gennem punkterne A=(3, 1,4) og B=(2, 1, -3).
2) Angiv en parameterfremstilling for liniestykket AB
Lesning:
. 2-3 -1
1) Da AB=|1-1 |=|0 |og et punkt pa linien er A er en parameterfremstilling for /:
-3-4 -7

2) Da t = 0 svarer til punktet A og t = 1 svarer til punktet B, har liniestykket AB
X 3 -1

parameterfremstillingen | y|=|1|+40 |, ¢€[0,]] L 2
z 4 -7

Man kan opfatte parameterfremstillingen for / som en beskrivelse af en jeevn retlinet bevaegelse

x'() a
i rummet, hvor ¢ angivet tiden. Bevagelsens hastighedsvektor er| y'(¢) | =| b | .
z'(¢) c
Eksempel 14.5. Retlinet bevagelse.
X 0 4
Lad| y|=|1|+1] 2| beskrive etlegeme L’s retlinede bevagelse i rummet, hvor ¢ angiver tiden
z 0 4

og hastigheden méles i m/s.

a) Find vejlengden (i m) som legemet gennemleber i1 3 sekunder.
b) Find den tid det tager for L at gennemlgbe en straekning pa 90 m.
Lesning:

a) Fartener V4% +2° +4% = V36 =6m/s 13 sekunder gennemlobes 18 m.

b) 90 m gennemlabes pa %0 =15s
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14.4 Linier 1 rummet

Skzering mellem rette linier

[ rummet vil to rette linier som ikke er parallelle ikke nedvendigvis skare hinanden. Eksempelvis
vil to linier, der indeholder to modstaende sider i et tetraeder ikke skeere hinanden.

Linier, der ikke er parallelle og ikke skerer hinanden kaldes vindskaeve.

Eksempel 14.6. Skeering mellem linier

X 1 -2 X 5 1
Lad der vaere givet linierne I: | y|=|3|+¢ 6 |ogm:|y|=|4|+s|2
z 4 -5 z 2 -1

Vis, at linierne / og m er vindskave.

Lesning:
-2 1
Retningsvektorerne =6 og m=|2 | erikke parallelle (ikke proportionale)
-5 -1
Et eventuelt skaeringspunkt mellem / og m ma ligge pd begge linier, dvs. at der ma kunne findes
veerdier af s og ¢ s&

X 1 -2 5 1 1-2t=5+s s+2t=-4 s=-4-2t (1)
v =3]+46 |=[4|+s2 |eller 3+6t=4+2s36t-25=1<2s=6t-1 (2)
z 4 -5 2 -1 4-5t=2-5 s—5t=-2 s=-2+5 (3)
Indsettes ligning (1) 1 ligning (2) fé’ts2(—4—2t):6t—1<:>10t:—7©t=—%
Indsattes ¢ = —li ligning (1) fas s=—-4 - 2(— lj S s= 26

10 10) 10
Indsettes disse verdier i ligning (3) fas - 26 -2- 5(— l) & _26_15

10 10 10 10

Da der ikke findes parametervardier der tilfredsstiller alle tre ligninger skarer de to linier ikke

hinanden. Linierne er vindskave.
TI 89
F2: solve(1-2t=5+x and 3+6t=4+2x and 4-5t=2-x,{t,x}) Resultat: false

L 4
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14 Rumgeometri

Vinkel mellem linier

Ved vinklen mellem to linier forstds den spidse vinkel mellem liniernes
retningsvektorer.

Lad liniernes retningsvektorer vaere [ og m

[ -
I afsnit 3.6 fandt vi, at den spidse vinkel v er cosv = ‘4| |‘
[|m
Eksempel 14.7. Vinkel mellem linier
b 3 2 X 5 -2
Lad der vere givet linierne /: | y | =|5|+¢ 3 |ogm:|y|=|-8|+55
z 2 5 z -9 3

a) Vis, at linierne skarer hinanden, og find koordinaterne til skeeringspunktet S.
b) Find vinklen mellem / og m.

Leosning:
a) Et eventuelt skeringspunkt mellem / og m ma ligge pd begge linier, dvs. at der
ma kunne findes vardier af s og ¢ s

x) (3 2\ . - 3+26=5-25  [2542t=2 s=1-t ()
y|=|5]+¢3 =[—s}+s[s Jeller 5+3t=-8+55s © {3t -5s=-13 {3t =55-13 (2)
2 5) ’ 245t=-9+3s  |5t-3s=-11 |5t=3s-11 (3)

Indsettes ligning (1) 1 ligning (2) fis3r=5(1-¢)-13 <8 =-8<=-1
Indsattes s =—11ligning (1) fis-3=5s-13 < s=2
Indsettes disse vardier 1 ligning (3) fas 5-1)=3.2-11< -5=-5
De to linier skerer hinanden i det til t = -1 svarende punkt S = (1, 2, -3)

Som kontrol kan vi se, at indsattes s = 2 fis samme punkt.
TI 89 a) F2: Solve(3+2t=5-2x and 5+3t=-8+5x and 2+5t=-9+3x,{t,x}) Resultat: t=-1 and x = 2

b) Lad en vinkel mellem / og m vare v. Vi har da

2) (-2
3115
K 5)\3 —4+15+15 26
COSV =" = = == v =146.83°
| Va+9+25Va+25+9 3838 38 T T
TI 89
[m . L
b) Idet cosv = m =e;-¢e, hvor e, og e, erenhedsvektorer fas
1|}
cos™( dotP(unitV([2,3,5]),unitV([-2,5,3]))) Resultat: 46.83° 3
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14.5 Vektorprodukt

14.5 Vektorprodukt.
Ved mange anvendelser har man brug for en anden form for produkt af to vektorer, hvor
resultatet er en vektor (og ikke et tal). Dette produkt kaldes vektorproduktet (eller kryds-

produktet ) af de to vektorer G ogh og skrives G x b . Man siger kort “a kryds b”.

Definition af vektorprodukt.

Lad G ogb veere to egentlige, ikke-parallelle vektorer.

a x b er da en vektor,

1) hvis retning er bestemt ved, at G x b stdr vinkelret pd bdde @ ogh , 0g @ ,b og @ x b i denne
reekkefolge er i hojrestilling,

2) hvis leengde er arealet af det parallelogram, der udspeendes af @ ogb

dvs. ‘5 X 5‘ = |67”5‘ SinV hvor v er vinklen mellem @ ogh (0<v< 7). 2

[

Fig.14.7. Vektorprodukt

Eksempel 14.8. Rotation.
Lad der vere givet et stift legeme L, som roterer om en akse / med vinkelhastigheden @ . Fra et vilkérligt punkt O

pa [ afsettes en vektor @ , hvis leengde er lig vinkelhastigheden, og hvis retning er fastlagt sdledes, at den sammen
med drejningen om / bestemmer en “hejreskruning” (se figur 14.7).
Til et givet tidspunkt har hver partikel P i legemet L en hastighed, der teenkes afsat som en vektor V pud fra punktet

P. Det er klart, at ‘VP‘ = w-d , hvor d er afstanden fra P til aksen / (se figur 14.7). Idet d er hgjden i det af @ og

7= 5P udspandte parallelogram, har dette parallelogram arealet @ - d , og dermed er |\7 P| = |J) X ;7| .Da Vv pogsé

er ensrettet med @ x 7, er hermed vist v, =@ x 7 .

d
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Eksempel 14.9. Momentvektor

Lad k vare en kraft, der har angrebspunkt i punktet P.
Kraftens momentvektor ;2 om et punkt Q defineres ved

3
=

> L
m=Q0Pxk

Fig. 14.8. Momentvektor

Regneregler for vektorproduktet.
Lad a, b og ¢ vare vektorer i rummet og ¢ et reelt tal. Da gzlder

1) Gxb=-bxa Den kommutative lov gelder ikke.
2) (@xb)xc#ax(bxc) Denassociative lov gelder ikke.
3)ax(b+¢)=daxb+dxc¢ Den distributive lov gzlder.

4)1(a@xb)=(ta)xb Den distributive lov gaelder.
Bevis:

(1) felger umiddelbart af definitionen.
(4) folger ogsé af definitionen, ved at gennemprove de forskellige muligheder >0, 1=0, ¢<0.

(2) gaelder ikke for alle vektorer, thi hvis i, 7 og k er basisvektorer i et koordinatsystem, er (i xi)x j=0 mens
;X(;X])Z;X];:—j.
(3) har et noget vanskeligere bevis:

B . a . . .
Er g = 0 geelder (3) umiddelbart. Er @ en egentlig vektor oger € = H er det tilstreekkeligt at vise
a

ex(b+i)=éxb+exc (5)
da vi blot har divideret alle led i (3) med || .

Lad nu « vare en plan vinkelret pd €, og V en vilkarlig
vektor (jevnfer figur 14.9)
Lad endvidere v , vare projektionen vere projektionen af

vpd a.
Vi vil sa forst vise, at € x V=€ XV, .

Er v nulvektoren, eller v parallelmed e erbegge produkter
lig 0

I alle andre tilfelde vil det af € og ¥V udspandte
parallelogram have samme areal som det af & og
Vv, udspandte rektangel. De to vektorer har altsd samme

Fig 14.9. Tveervektor i plan

laengde, og som figur 14.9 viser, har de ogsd samme retning. Da |é XV, | :| v, | er e x v, simpelthen v, ‘s
tvaervektor v iplanen « . Vihar folgelig éxv=€exv, =7,
Anvendes dette pé ligning (5) fés
- = L - T .o - - L - 7 o o NS ~ ~
ex(b+c)=eéxb+éxceex(b+c),=exb, +éxc, & (b+o), =b, +c,

Den sidste ligning er sand ifelge regning med tvervektorer. L 2
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14.5 Vektorprodukt

Reglerne (3) og (4) sikrer, at vi kan multiplicere to flerleddede storrelser pa sadvanlig vis.
Reglerne (1) og (2) viser, at man ikke m4 “ombytte” faktorer, og ikke have “gange” parenteser.

Eksempel 14.10. Regneregler.
Beregn (G +2b — &) x (d - b).

Lesning:
(G+2b—-3)x(G-b)=dxda+2(bxa)—¢xda—axb—-2bxb+ixb=3bxad)-cxa+cxb
L 4
Seetning 14.1. Vektorprodukts koordinater.
a, b,
0 b, (a B, Zs Zs
Lad d =\ a, og b= by |. Dagelder dxb=|a,|x|b,|= a?bf
as b as b, o b
a, b,

En huskeregel er,

. a, b,
at 1. koordinateni a x b er determinanten man far, hvis man ser bort fra 1. reekke i [azJ x [sz ,
b,

as

2. koordinaten er med modsat fortegn den determinant man far hvis man ser bort fra anden raekke
og 3. koordinaten er den determinant man fér, hvis man ser bort fra 3. rekke.

Bevis: Idet g = alf + azj' + a3/€ og b= bii +byj+ b3/€ , fas ved benyttelse af regnereglerne (1), (3) og (4) samt
relationerne i xi = jx j=k xk=0,at

Gxb=(aji+a,j+ask)x(bi +b,j+bsk)=(ayb, —asb,)i +(ash, —a,by)] + (a,b, — ab) )k

| 4
Eksempel 14.11. Vektorprodukt.
LadA=(2,3,-1),B=(-1,4,4) og C=(1, 2, 3).
- -
a) Beregn vektorproduktet 4B x AC
b) Find arealet af A ABC.
Lesning:
-3 -1 -3 -1 9
a) IdetAB=|1 | og AC=|-1]ler ABx AC=|1 |x|-1|=|7
5 4 5 4 4
1| > - 1 1
b) Trekant ABC’s areal er 7' = 5‘ B x C‘ = 5\/92 +77 +4% = S V146
T1 89: CATALOG:
a) crossP([-3,1,5],[-1,-1,4]) Resultat[97 4]
b) 1/2* \/_ (dotP([9, 7, 41,19, 7, 4 1)) Resu|tat%¢146
| 4
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Eksempel 14.12. Kreaefter.
Lad der vaere givet et stativ af steenger af form som et tetraeder. Hjornespidserne A, B og C tankes bundet til et
vandret plan, hvori de kan forskydes gnidningsfrit (se figur 14.10)
Stativet har sddanne dimensioner, at valges denne plan som xy - plan og punktet A som begyndelsespunkt i et
retvinklet koordinatsystem, far hjernespidserne koordinaterne
A=(0,0,0), B=(4,0,0),C=(0,5,0)0gD=(1,6,3) (sefigur4.11).

0

Idet vi teenker os punktet D belastet og dermed pavirket af en lodret kraft k=0 , k>0.
-k
skal vi finde de reaktionskraefter & 4> k B 0g k ¢ - der virker i understgtningspunkterne A, B og C, sdledes at stativet

er i ligevaegt..

v

Fig. 14.10. Kran Fig. 14.11. Idealiseret kran
Lesning:
Da der ingen gnidning er, ma reaktionskrafterne vaere lodrette.
0 0 0
Settes k 4=01, k 5 =|0| og ];C =| 0| fas ifolge statikken, at ligevaegten kraever
a b c
k 4+ k s+ EC +k=0 (kraefternes sum er nul)
_>B X IEB + A_}Cx IEC + A_>D x k=0 (moment om 4 er nul)
0 0 0 0 0 9
0|+ 0|+]0[+|0 [=]0 a+b+c—k=0 a=——ok
0
a b c -k 0 0 —5c 6k 1
= = =10|=1b= —k
0) (4 0 0 0 1 0 4b|+|0 | +| -k 0 4
0[x{0[+|0|x[5[+|0 |x|6]=|0 o) o 0 = 8y
») o) ) Lo) =k} 3] \o >
0 0 0
k,=|0 , kg=|0 |, kc=]|0
92 L L
20 4 5
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Eksempel 14.13.Normalvektor.
Find koordinaterne til en enhedsvektor ¢ , som er vinkelret(ortogonal) pa begge vektorer

-2 1
a=|1 og b=|-2 og rettet siledes, at g,bog & i denne rzkkefolge danner et
2 2
hgjresystem.
Losning:
1 2 2
-22 312
2= 9] [? ixi ) ql?
- — - . ax
Vihar @ xb = =|6[=32]. ‘ﬁxb‘=3«/4+4+ -9 é= —=——=—|2
21 axpl 9 3
3 1
-21 —
1 -2
T1 89: CATALOG:
unitV( crossP([-2,1,21,[1,-2,2]) ) Resultat [2/3 2/3 1/3 ]

14.6. Planer i rummet.

Lad P, veere et givet punkt ogz en given egentlig vektor.

Ved en plan o gennem P, med vektoren # som normalvektor forstds mangden af punktet P for
-

hvilken vektoren Fy P star vinkelret pa vektoren 7 (se figur 14.12).

A=

Fig 14.12. Plan
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a
Lad punktet Py=(x,, v,, z,) og # =| b | (jevnfer figur 14.2).
¢
X—Xq) (a
Da galder P;P-ﬁ =0 |y—yo||b|=0a(x—xy)+b(y—yy)+c(z—2,)=0 (1)
zZ—2, c
Ligningen (1) kaldes planens ligning. Vektoren 7 kaldes planens normalvektor
Enhver plan kan altsé fremstilles ved en ligning af forste grad ax+by+cz+d =0,
Omvendt vil enhver ligningax +by+cz+d =0 hvor (a,b,c) # (0,0,0) fremstille en plan med
a
vektoren 7 =| b | som normalvektor.

c

Eksempel 14.14. Ligning for plan.
Find ligningen for planen gennem punkterne A = (1,2, 1), B=(0, -1, 2) og C = (-1, -2, 2).
Lesning:

-1) (-2 1

En normalvektor til planen er 7 = ABx AC=|-3|x —4|=| -1
1 1 -2
Planens ligning erda: I(x-1)-1(y-2)-2(z-1)=0<x—-y—-2z+3=0 €

Vinkel mellem to planer.
Ved vinklen mellem to planer forstis vinklen mellem deres normalvektorer. Denne vinkel kan
enten vaere spids eller stump. Er intet andet naevnt vil man sedvanligvis mene den spidse vinkel.

‘na nﬂ‘

Denne spidse vinkel v kan beregnes af cosv =-—-—
e ””ﬁ‘

. (se figur 14.13)

Fig 14.13. Vinkel mellem planer
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14.6 Planer 1 rummet

I en rumlig figur eksempelvis et tetraeder kan man enske at finde den indvendige vinkel i figuren,
og denne kan jo godt vaere stump.
Onsker man eksempelvis 1 tetraederet ABCD (se
figur 14.14) at bestemme den indvendige vinkel D
mellem planerne ABD og BCD, sa skal man valge
normalvektorerne saledes at den ene normalvektor
peger indad i figuren og den anden udad figuren.
- d .
npep = BDx BC peger her ind i figuren C
- -

n 4pp = BDx BA peger ud af figuren
Den indvendige vinkel i tetraederet er sa

v= cos ﬁBCD 'ﬁABD B
|ﬁBCD||ﬁABD| Fig. 14.14. Tetraeder

Eksempel 14.15. Vinkel mellem planer.

Lad hjernerne i et tetraeder ABCD have koordinaterne
A=(1,2,1), B=(0,-1,2),C=(-1,-2,2)0gD=(2,3,5)

Find den indvendige vinkel i tetracderet ved kanten AB

Lesning:

1
Ifolge eksempel 2.14 har planen ABC normalvektoren 7, = 4B < Ac = [ 1}

-1) (-1 -13

- -
Planen ABD har normalvektoren 7, = ABx AD=|-3|x|1 |=|3
1 4 -4
cosv=lite 137348 o406 v =104.34°
iy V1+1+4169+1+4 —
TI89:
1) Idet cosv :ﬁw =¢é,-€,, hvor e, og e, er enhedsvektorer fas
a .
cos™( dotP(unitV([1,-1,2]),unitV([-13,3,-4]))) Resultat: 104.34
| 4
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Afstand mellem punkt og plan «

Ved afstanden mellem et punkt og en plan forstis afstanden |PPa ,hvor P_er P’s projektion

pa planen « (se figur 14.15)

L‘
k

0 7 J

1

X
Fig. 14.15 . Afstand d mellem P og plan

Afstanden findes lettest ved benyttelse af setning 14.2.

Saetning 14.2. Afstandsformel.
Punktet P, = (x,, y,, z,) ‘s afstand fra planen med ligningen ax+by+cz+d =0 er

‘ax0 +by, +cz, +d‘

“Jar +b* +¢?

Beviset er ganske analogt med det tilsvarende bevis i planen for afstand mellem punkt og linie, og vil derfor ikke
blive gentaget her.

dist(P),a) =

Eksempel 14.16. Afstandsformel

Lad der vaere givet et punkt P=(1,0,2) ogenplana: 2x+2y+z—-13=0 .
Find punktet P’s afstand til « .

Lesning:

2-1+2-041.2-13 9
dist(PO,a)z‘ ‘:—zg ¢

(22427412 9
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14.6 Planer 1 rummet

Skeering mellem linie og plan.

Pé figur 14.16 er tegnet en linie / som skarer =
planen « i punktet S.

Da punktet S ligger bade i planen « og pa
linien / mé dens koordinater tilfredsstille bade
liniens parameterfremstilling og planens

L_|
.. S
ligning.
Fremgangsmaden fremgér af det folgende l\
k

eksempel 14.17.

Fig. 14.16 . Skcering mellem linie og plan

Eksempel 14.17. Skaering linie - plan.

x 0 2

Lad der vaere giveten linie/: | y|=|2|+¢ 1| ogenplan a: 2x+2y+z—-11=0
z 0 1

Find skaringspunktet S mellem linien og planen.

Losning:

X 0 2 x =2t
Parameterfremstillingen | y|=|2|+¢1| < <y=2+¢

z 0 1 z=t
indsettes i ligningen 2x+2y+z—-11=0
200+20)+2Q2+t)+t-11=0<=1¢=1
Indsettes t= 1 1 parameterfremstillingen fas skaringspunktet. S = (2, 3, 1)
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Vinkel mellem linie / og plan o .
Projektionen af / pd & er den linie / som fremkommer ved at alle punkter pa / projiceres ned pé
planen « .

Vinklen mellem en linie og plan er vinklen mellem linien og dens projektion pa planen (se figur
14.17).

X

Fig. 14.17 . Vinkel mellem linie og plan

Vinklen v mellem en linie / med retningsvektor ! og en plan @ med normalvektor n beregnes
lettest ved, at man forst beregner den spidse vinkel u mellem retningsvektoren for linien og
planens normalvektor. Derefter er v =90° - u (se figur 14.17)

Z.ﬁ\

id

Da cos(u) =sin(90—u) =sinv fas sinv =

—

[

Eksempel 14.18. Vinkel mellem linie og plan.

x 0 2
Lad der vaere givet en liniel: | y|=|2|+¢ 1| ogenplan a: 2x+2y+z—-11=0
z 0 1
Find vinklen v mellem linien og planen
Lesning:
2) (2
1]-]2

‘7-%‘_1 1 7

sinv =— = = =0.9526 =72.28°
il Voo 3e =
TI 89:
sin”'(abs(dotP(unitV([2,1,1]),unitV([2,2,1])))) Resultat: 72.28°

4
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14.7 Polyedre, cylinder, kegle og deres rumfang

14.7 Polyedre, cylinder, kegle og deres rumfang.

Polyedre

Indledning. Ved et polyeder forstés et legeme, der er
begranset af et endeligt antal plane polygoner. Disse
polygoner kaldes polyederets sideflader, og deres sider
og vinkelspidser betegnes henholdsvis som polyederets
kanter og hjernespidser.. En diagonal er en ret linie,
der forbinder to hjernespidser uden at ligge i en af

Hjarncspids

% Sideflade

|

polyederets sideflader. (se figur 14.18). Kant
Et konvekst polyeder er et polyeder, hvor det for
vilkérlige punkter A og B i polyederet gelder, at hele
liniestykket AB tilherer polyederet.. Fig 14.18. Polyeder

Prisme.

Lad der vere givet to polygoner F og G, som ikke ligger

i samme plan, og hvor F kan feres over i G ved en o
parallelforskydning. (se figur 14.19). Ved prismet

bestemt af F og G forstds det polyeder, hvis kanter er

siderne 1 ' og G samt forbindelsesstykkerne mellem til-

svarende vinkelspidser i de to polygoner. Afstanden
mellem F og G (prismets grundflader) kaldes prismets

hejde.

Fig. 14.19. Prisme

Rumfanget af et prisme er G-/ hvor G er grundfladens
areal og h er hgjden, dvs. afstanden mellem de to parallelle flader.

Nedenstaende figurer viser specielle prismer.

Ret prisme Parallelepipedum

(31dcl<anlcr (grundflader er Kasse Terning

\ mkclyct pa parallclogrammer) (alle Maderer  (alle Mader er
erund(lade) - rektangler) kvadrater)
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Pyramide

Ved en n - sidet pyramide forstds et polyeder, der
frembringes ved, at vinkelspidserne i en given plan # - kant
ABC, ... forbindes med et punkt T uden for polygonens
plan (se figur 14.20).

Polygonen ABC... kaldes pyramidens grundflade og
trekanterne TAB, TBC, ... kaldes pyramidens sideflader. Er
H projektionen af toppunktet T pd grundfladen, kaldes HT
for pyramidens hgjde

Af specielle pyramider kan navnes de tidligere omtalte
tetraedre, som er begrenset af fire trekanter.

1
Rumfanget af en pyramide E'G'h hvor G er

grundfladens areal og h er hgjden

B C
Fig. 14.20. Pyramide

D

B
Fig. 14.21. Tetraeder

Rumfanget af en cylinder er G-/ hvor G er grundfladens areal og h er hgjden, dvs. afstanden

mellem de to parallelle flader.

1
Rumfanget af en kegle er —-G -/ hvor G er grundfladens areal og h er hgjden.

3
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14.8 Kuglen

14.8 Kuglen

Pa figur 14.22 er tegnet en kugle med centrum i C = (x, y,,z,) og radius r.

Fig 14.22. Kugle med radius r

Kuglen kan vises at have rumfanget V :% e og overfladen O =4- 72

Satning 14.3.Kuglens ligning
En kugle med centrum 1 C = (x,, y,,z,) og radius r har ligningen

(x=x0)> +(y=10)’ +(z—29)* =7>

Bevis:
Lad P = (x, y, z)veere et vilkarligt punkt pa periferien af kuglen.
Da Kugleperiferien bestar af netop de punkter, hvis afstand til centrum er radius 7, er |CP| =r.

I folge afstandsformlen haves nu

ICP| = r & J(x=x0)2 +(r=30)? +(z=29)> =1 (x=x0)” +(r=10)> +(z=2)% =1

4
Eksempel 14.19 Kugle
Opskriv ligningen for kuglen med centrum 1 C = (1, -2, 5) og radius »r =5 .
Losning.
(x-D>+(y+2)* +(z-5* =25
4

Ganges kuglens ligning ud fas
(x—x0)2 +(y—y0)2 +(z—zo)2 =rt o x? +y2 +z2 —2x0x—2y0y—2202+x02 -|—yo2 +202 =2

Vikan derfor omvendt se, at hvis vi har en ligning indeholdende leddet x> + y? + 22 sa fremstiller
det muligvis en kugle.
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Eksempel 14.20 Kugle
Underseg om ligningen x?+ y2 +z2 —2x+ 4y —12z+ 32 =0 fremstiller en kugle, og angiv 1

bekraftende fald kuglens centrum og radius.

Lesning:

Vihar,at —2x, =-2A-2y, =4r-2zy=-12 x5 =1Ayg=-2Az, =6
Hermed fés xO2 +y02 +ZO2 —41dvs. 41-32=9=r2ellerr=3

Lad en kugle have centrum C og radius ». Ved kuglens tangentplan i et punkt P pa periferien,
forstas den plan, som gar gennem P og star vinkelret pa CP.

Eksempel 14.21. Tangentplan

En kugle har centrum C = (3, 4,5) og radiusr =69 .

1) Vis, at punktet P = (4, 2, -3) ligger pa kugleperiferien.
2) Find ligningen for tangentplanen til kuglen 1 punktet P.

Leosning:

I -
) cP=|-2| |cPl=vi+4+64 =69

-8

5
Da |CP| = r ligger P pa kuglens periferi.
1

2) Tangentplanen gér gennem P og har normalvktoren HP =|-2

-8
Tangentens ligning: 1(x—4)+(-2)(y—2)+(-8)(z+3)=0<x—-2y—-8z=24
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Opgaver til kapitel 14
Opgaver til kapitel 14

14.1 Afsati et koordinatsystem punktet P = (1, 2, 0) og punktet Q = (0, -2, 3). Afsat endvidere
2

5
punktet R, saledes at vektoren PR =| 0 |, og angiv R’s koordinater.
1

14.2 Lad der vere givet punkterne A =(-1, 0, 0), B=(3, 0, 4) og C = (6, 3, 7).
1) Bestem lengden af |AB|
2) Bestem koordinaterne til punktet D, s& ABCD danner et parallelogram.

3
14.3 Find det arbejde som kraften & =|—2 | udferer pa en partikel, ndr denne bevager sig
4
retlinet fra punktet A = (8, -2, -3) til punktet B = (-2, 0, 6).

1 1 -5
14.4 Undersog om vektorerne a =| 1|, b=|2 og ¢ =| 4 | erindbyrdes ortogonale (dvs. star
1 -3 1

vinkelrette pa hinanden).

14.5 1 terningen ABCD - EFGH med kantlengden a, skal man finde vinklen u mellem
diagonalen i grundfladen AC og diagonalen AG. Find endvidere vinklen v mellem
diagonalerne AG og BH.

14.6 Linien / gér gennem punkterne A = (2,-3,4) og B=(-1,4, 3)
Angiv en parameterfremstilling for /.

X 2 1
En anden linie m har parameterfremstillingen | y|=|3 |+¢3
z -1 2
Undersgg om linierne / og m skerer hinanden.
X 2 2
14.7 Lad en partikel P bevage sig med jeevn hastighed bestemt ved | y|=|1|+¢ 2|, hvort
z 4 1

angiver tiden i1 sekunder og afstande regnes i meter.
a) Find farten (i m/s)
b) Find den streekning (1 m) som legemet gennemleber 1 5 sekunder.
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14.8 Givet punkterne A =(4,3,-2),B=(5,9,1),C=(2,-1,-1) ogD=(4, 19, 12).
Lad / vere linien gennem A og B og lad m vere linien gennem C og D.
a) Find koordinaterne til linierne / og m’s skaeringspunktet E (forudsat naturligvis at de skearer
hinanden).
b) Undersog om liniestykkerne AB og CD skarer hinanden.
¢) Find vinklen mellem de to linier.

1
14.9 Et retlinet ror med en diameter pa 10 skal fores fra punktet P i én bygning til punktet Q

i en anden bygning. Rerets centerlinie gir gennem P = (-2, 1, 3) og Q = (5, 4, 6).
a) Find en parameterfremstilling for linien gennem P og Q.
b) Undersog om rerstykket frit kan passere en

kommende kasseformet udbygning K givet ved K

= {(x,y,z)‘—leS1/\2SyS4AOSzS4}

(Vink: tegn figuren set ovenfra).

14.10  Enkugle med radius 4 m og med centrum i koordinatsystemets begyndelsespunkt roterer
om z - aksen med en vinkelhastighed @ = 2 rad/sec ("hgjre om”).

Find hastighedsvektorerne v, og Vi punkterne P =( 24/2,-22, 0) og
Q=(2,3, —3).

14.11 Lad der vare givet et stativ af stenger af form som et tetraeder. Under samme
betingelser som i eksempel 14.12 skal man finde reaktionskraefterne i punkterne
A=@3,0,0), B=(2,1,0)0gC=(-1,-2,0), nar punktet D = (1, 2, 6) er pavirket af
0
kraften & =| 0
-4
14.12  Find arealet af A ABC., hvor A=(2,0,-1), B=(1,-1,2)0gC=(0,2,1)

14.13  a) Angiv ligningen for en plan « , som gar gennem punkterne
A=(3,1,-2),B=(1,2,3)0g C=(-1,3,2).
b) Angiv ligningen for en plan, der gar gennem D = (1, 3, 2) og er parallel med « .

14.14  Vinkelspidserne i en trekant ABC har koordinaterne
A=(,1,1), B=(3,1,0)0gC=(2,3,4).
a) Find vinkel A (den indvendige vinkel i trekanten)
b) Find koordinaterne til punktet D, hvor D er fodpunktet for hgjden fra C.
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14.15

14.16

14.17

14.18

14.19

14.20

14.21

Opgaver til kapitel 14

Lad der vare givet punkterne A =(2, 1, 1), B=(-1,2,3) og C=(0, 1, 2).

a) Find ligningen for den plan « , som indeholder A, B og C.

b) Find ligningen for den plan £, som indeholder A, B og er parallel med z - aksen.
¢) Find ligningen for den plan y , som indeholder A, og er parallel med yz - planen.

d) Find de tre planers skaringspunkter med x - aksen.

I tetraederet ABCD er A = (6, 0, 0), B=(2, 0, 3) og C=(0, 0, 0). Idet D har positive

13
koordinater, DB\ = ‘DA‘ = og D’s projektion pa xz - planen falder pé liniestykket AB,

skal man
a)  Skitsere tetraederet i et retvinklet koordinatsystem og finde D’s koordinater.

2
b)  Idet P er det punkt pd BD for hvilke ‘BP‘ =3 \BD

, skal P’s koordinater angives.

To rette linier / og m er givet ved parameterfremstillingerne

X 1 X 2 2
L|ly|l=t2], teR og m: |y|=|1 |+s1], serR
z 3 z -2 1

Find en ligning for den plan « , som indeholder / og er parallel med m.

a) Undersegg om linierne

X -2 1 X 1 1
Lly|=|5 |+¢t1|, teR og m |y|=|2|+s]2|, s€R skererhinanden.
z 10 2 z 4 3

b) Find skeringspunktet mellem linien / og planenae med ligningen
a. 6x+7y+2z=26

Beregn toplansvinklen mellem to diagonalplaner i en terning.

Tagheldningen er overalt 45° pa en firlenget gard (hvor lengerne stir vinkelret pa
hinanden.
Find vinklen mellem to sammenstedende tagflader tilherende hver sin leenge.

Tetraederet ABCD er bestemt ved
A=(8,2,0),B=(0,4,0),C=(3,-1,0)0g D=(0,0, 2).
a) Find afstanden fra C til planen ABD.

1
b) Idet rumfanget af en tetraeder er 3 G- h ,hvor G er grundfladens areal og 4 er hgjden

skal man finde rumfanget af tetraederet ABCD
¢) Find vinklen mellem kanten CD og planen ABD.
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14.22  Der er givet et punkt P = (2, 3, 1), samt en ret linie m med parameterfremstillingen

X 2 2
y|=|6 |+t1]|, teR.
z -5 2

a) Find ligningen for den plan « , som indeholder punktet P og den rette linie m.

b) Bestem en parameterfremstilling for linien gennem P, som skerer m under en ret
vinkel.

¢) Find koordinaterne til punktet P’s symmetriske punkt med hensyn til linien m.

14.23  En kugle har centrum i C = (3, 5, -2) og gar gennem punktet P = (0,2, -3).
Opskriv kuglens ligning.

14.24  Angiv en ligning for den kugle, der gar gennem punktet P = (4, 6, 9) og som tangerer
xy-planen i punktet O = (0.0.0)

14.25 Bestem centrum og radius for de kugler, hvis ligninger er
a) x2+y>+z2 —6x+16y+64=0

b) x?+y2+z2 —8y+15=0

192



15.2 G afisk beskrivelse af data

15 Deskriptiv Statistik

15.1 Indledning

Statistik kan lidt lest sagt siges, at veere en samling metoder til at opni og analysere data for
at treeffe afgerelser pa grundlag af dem.

Statistik er et uundveerligt vaerktej til at traeffe beslutninger, men kan naturligvis som alt andet ogsd
misbruges, bevidst eller ubevidst. Beslutninger der kan basere sig pa tal (statistik), far stor troveer-
dighed. Det kan bevirke at man slér sin “sunde fornuft” fra. Selv den bedste statistiske teori er
veerdiles, hvis tallene man bygger pé ikke er troverdige, eller relevante, og det er derfor ikke sé&
markeligt, at en kendt politiker engang udtalte:”Der findes 3 slags logn: lagn, forbandet logn og
statistik™.

Ved populationen forstas hele den gruppe man er interesseret i. Eksempelvis hvis det drejer sig om
folketingsvalg i Danmark, s& er populationen alle stemmeberettigede personer i Danmark .

Ved en stikpreve forstds en delmangde af populationen. For et folketingsvalg udtager et opinionsin-
stitut séledes en stikprave pa eksempelvis 1000 valgere.

Der er to grundlaeggende anvendelser af statistik:

1) Deskriptiv statistik, hvor man sammenligner og beskriver data.
Eksempelvis kunne man sammenligne hvor mange personer, der stemte pa partierne ved sidste
og neastsidste valg.

2) “inferens” statistik , hvor man ved anvendelse af statistiske metoder sgger at slutte (informere)
fra en stikpreve til hele proportionen.
Eksempelvis for et folketingsvalg pé basis af en stikpreve pa 1000 personer der bliver spurgt om
hvem de vil stemme pa give en prognose for den forventede mandatfordeling for hele landet
(populationen)
Her vil det veere nedvendigt med at kende nogle statistiske metoder til eksempelvis at vide hvor
stor en (reprasentativ) stikprave man skal udtage for at usikkerheden pa resultatet er under 5%

15.2.Grafisk beskrivelse af data

I den deskriptive statistik (eller beskrivende statistik) beskrives de indsamlede data i form af
tabeller, sgjlediagrammer, lagkagediagrammer, kurver samt ved udregning af centrale tal som
gennemsnit, median, spredning osv.

Kurver og diagrammer forstas lettere og mere umiddelbart end kolonner af tal i en tabel. Qjet er
uovertruffet til menstergenkendelse (“en tegning siger mere end 1000 ord”).

I dette afsnit vil vi ikke benytte TI89 (selv om den godt kan fremstille visse af disse kurver).
Imidlertid vil et regneark som eksempelvis Excel bedre kunne illustrerer disse diagrammer. Desuden
vil statistiske data meget ofte foreligge som Excel filer, der direkte kan anvendes til videre bearbejd-
ning. Excel vil derfor blive benyttet 1 dette afsnit.
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15. Deskriptiv statistik

15.2.1 Kvalitative data

Hvis der er en naturlig opdeling af talmaterialet i klasser eller kategorier siges, at man har kategorisk
eller kvalitative data .

Alle spergeskemaundersoggelser, hvor man eksempelvis bliver bedt om at satte kryds i nogle

rubrikker “meget god” , god, acceptabel osv. er af denne type.

Til illustration af disse data bruges sedvanligvis lagkagediagrammer eller sgjlediagrammer

Eksempel 15.1 Lagkagediagram

Et eksempel ses overfor, hvor et lagkagediagram so-
ger at give et anskueligt indtryk af hvordan en kom-
munes udgifter fordeler sig pa de forskellige omrader.

s

~Udgifter

A

o

5
%
%,
% $
3 N
7 \\b

I Excel opskrives
Udligning 23,1
gvrige 8,4 Skoler
Socialomradet,gvrige 9,4
Aldre 18,6
Barnepasning 10,4 Fritid / “ Burige
Bibliotek 1,9 kuitur
fritid 3.8
Skoler 10,5 Bome- social-
Administration 7,3 pasning omradet-
Teknik,anlaeg 6,6 owrige

AEldre

Excel-ordrer:
2003: Marker udskriftsomrade = Valg pé verktejslinien “Guiden diagram” => Cirkel = Marker ensket figur

Naste = Navn pa kategori = Udfer
2007: Marker udskriftsomrade P> Velg pa verktejslinien “Indszt” P Cirkel P> Marker onsket figur

Eksempel 15.2 (kvalitative data)
Folgende tabel angiver mandattallet ved de to sidste folketingsvalg.

Partier A B C F K O Vv
Mandater (2001 52 9 16 12 4 22 56 4
2005 47 17 18 11 0 24 52 6

A = Socialdemokraterne, B =Radikale venstre, C = Konservative folkeparti , F =Socialistisk folkeparti, K = Kristendemokraterne,
O = Dansk Folkeparti, V = Venstre, @ = Enhedslisten

Et sgjlediagram fas i Excel ved at opskrive

A B Cc F K 0] \ %]
52 9 16 12 4 22 56 4
47 17 18 11 0 24 52 6

2003: Valg pa verktejslinien “Guiden diagram” »Sajle’Marker onsket  figur P Naste P marker

udskriftsomrade P> Neeste P> Neeste P> Udfor
2007: Marker udskriftomrade P> Velg pa verktejslinien “Indset” > Sejle P Marker onsket figur
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Fordelen ved en grafisk fremstilling er, at de vasentligste egenskaber ved data opnas hurtigt og
sikkert. Men netop det, at figurer appellerer umiddelbart til os, ger at vi kan komme til at leegge mere
i dem, end det som tallene egentlig kan bare. Eksempelvis viser forseg, at i lagkagediagrammer,
hvor man skal sammenligne vinkler (eller arealer), da vil denne sammenligning athange noget af'i
hvilken retning vinklens ben peger.

Nedenstaende eksempel viser hvordan en figur kan veere misvisende uden direkte at vere forkert.

Eksempel 15.3. Misvisende figur

Tonderne 1 figuren nedenfor skal illustrere hvordan osteeksporten fordeler sig pd de forskellige
verdensdele. Den giver imidlertid et helt forkert indtryk. Det er hgjderne pa tenderne der angiver de
korrekte forhold, men af tegningen vil man tro, at det er rumfangene af tenderne. De 3 smé tonder
kan umiddelbart vere flere gange indeni den store tende, men det svarer jo ikke til talforholdene.

) @ e

De mest almindelige figurer til at give et visuelt overblik over sterre talmaterialer er histogrammer
(sojlediagrammer) og kurver i et koordinatsystem.

L 4
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15. Deskriptiv statistik

15.2.2. Kvantitative data (variable)

Kvantitative data er data, hvor registreringen i sig selv er tal, der angiver en bestemt raeekkefolge,
f. eks. som i eksempel 15.4 hvor data registreres efter det tidspunkt hvor registreringen foregér eller
som i eksempel 15.5, hvor det er sterrelsen af registrerede verdi der er af interesse.

Eksempel 15.4. Kvantitativ variabel: tid
Fra “statistikbanken (adresse http://www.statistikbanken.dk/) er hentet folgende data ind i Excel, der
beskriver hvorledes indvandringer og udvandringer er sket gennem tiden.

Excel: valg “Befolkning og valg” P Ind- og udvandring P Ind- og udvandring efter bevagelse P under “bevagelse” valges
alle og under “maned” velges ar og derefter alle > Tryk pa tabel > Drej tabel med uret P Gem som Excel fil
Indvandringer og udvandringer efter tid
Indvandrede Udvandrede

1983 27718 25999
1984 29035 25053
1985 36214 26715
1986 38932 27928
1987 36296 30123
1988 35051 34544
1989 38391 34949
1990 40715 32383
1991 43567 32629
1992 43377 31915
1993 43400 32344
1994 44961 34710
1995 63187 34630
1996 54445 37312
1997 50105 38393
1998 51372 40340
1999 50236 41340
2000 52915 43417
2001 55984 43980
2002 52778 43481
2003 49754 43466
2004 49860 45017
2005 52458 45869
Giv en grafisk beskrivelse af disse data.
Lesning:
Da dataene er registreret efter tid (ar) (den kvantitative variabel “tid”) tegnes to kurver i samme
koordinatsystem:

Excel:2003: Marker udskriftsomride P> Vealg pa verktojslinien “Guiden diagram” P> Kurve P> Marker onsket
figur P Naste P> Neaste P> Naste P> Udfor
Excel 2007:Marker udskriftsomrade P> Velg pé vaerktejslinien “ Indseat” > Streg P Marker ensket figur
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15.2 G afisk beskrivelse af data

70000

60000

50000 +

40000 -
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10000 -

Eksempel 15.5. Kvantitativ variabel , sideafvigelse ved skydning.
Man har 100 gange méilt sideafvigelsen ved skydning med maskingeveer.
Resultaterne (som kan findes pa adressen www.larsen-net.dk ) var felgende:

3322 2175 560 470 9.19 11.03 -0.8 -19.01 11.08 1091 693 14.6
-11.5 219 1447 1127 2206 11.81 19.53 1325 6.1 1.14 141 423
933 1426 -4.16 20.88 -13.29 -6.53 -3.03 049 13.08 3.7 -0.56 -0.36
2229 9.01 2149 51 1788 268 523 281 -564 11.63 321 -0.19
18.67 17.01 -6.34 21.6 11.26 9.63 -597 642 1465 -0.77 031 -043
226 6.14 1256 11.81 11.76 2392 4.66 2398 481 2644 4.67 21.38
-0.52 551 -2444 -50 1395 -6.66 10.63 10.00 -1.69 -037 7.59 2422

2416 30.22 -11.84 14.45 -12.27 1894 085 993 889 9.64 -3.28 16.27
16.63 587 435 6.7

Giv en grafisk beskrivelse af disse data.

Leosning:

I dette tilfaelde, hvor vi er interesseret 1 at f4 et overblik over tallenes indbyrdes storrelse er det

fordelagtigt at tegne et histogram.

Et histogram ligner et sgjlediagram, men her gelder, at antallet af enheder 1 hver sgjle reprasenteres

ved sgjlens areal (histo er graesk for areal). Man ber sa vidt muligt serge for at grupperne er lige

brede, da antallet af enheder sa svarer til hejden af sgjlen.

Excel kan umiddelbart tegne er histogram, men af hensyn til det felgende forklares hvordan man

bestemmer intervalopdeling m. m.

Forst findes det storste tal x,,,, og det mindste tal x,,,, 1 materialet og derefter beregne variationsbred-

den x,, - x,,,. Vi ser, at storste tal er 33.22 og mindste tal er -24.44 og variationsbredden derfor

33.22 -(-24.44) = 57.66.

Dernzst deles tallene op i et passende antal intervaller (klasser). Som det forste bud valges ofte et

antal ner ~/n . Da 4100 =10 vealges ca. 10 klasser. Da 2 136 ~ 58 deler vi op i de klasser, der ses

af tabellen. Dette giver 11 intervaller. Vi teller op hvor mange tal der ligger 1 hvert interval (geres
nemmest ved at starte forfra og st en streg i det interval som tallet tilhorer).
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15. Deskriptiv statistik

Klasser Antal n
1-24.5 ; -18.7] /l 2
1-18.7; -12.9] / 1
1-12.9; - 7.1] /1] 3

]-7.1;-1.3] /11111111 11
]-1.3; 4.5] TN 19
14.5;10.3] TN 23
110.3 ; 15.1] TN 20
115.1;21.9] 11T 12
121.9 ; 27.7] 11111 7
127.7 ; 33.5] // 2

I Excel sker det pa folgende made:
Data indtastes i eksempelvis sgjle Al til A100 ( data findes pa adressen www.larsen-net.dk )

2003: Vezlg “Funktioner”, Dataanalyse, Histogram

2007: Velg “Data”, Dataanalyse, Histogram

I den fremkomne tabel udfyldes “inputomradet” med A1:A100 og man velger “diagramoutput”..

1) Trykkes pa OK fas en tabel med hyppigheder, og en figur, hvor intervalgranserne er fastlagt af Excel.

2) Onsker man selv at bestemme grenserne, skal man ogsa udfylde intervalomradet. Dette gores ved at skrive de gvre
graenser i en sgjle (f.eks. i B1 -18.7,1 B2 -12.9 osv. ) og sa skrive B1:B11 i inputomradet

Nedenstaende figurer er blevet gjort lidt “paenere” ved
a) cursor pa en sgjle > tryk hejre musetast P formater dataserie P> indstilling P mellemrumsbredde = 0 P> ok

I tilfeelde 2 fremkommer folgende

Interval  Hyppighed Kurrz;llativ Histogram
0
-18,7 2 0,00% 25
12,9 1 2,00% L 20 o
7.1 3 3,00% |5 2
-1,3 11 6,00% |08
4,5 19  17,00% =

10,3 23 39,00% L °
15,1 20 52.00% [ : —L 1 — : : : 0
21,9 12 79,00% O SN N I R S S
27,7 7 91,00% o nterval
33,5 2 98,00%

Mere 0 100,00%

Det ses, at de fleste mélinger ligger fra ca. - 1.3 til ca. 15.1 og sa falder hyppigheden nogenlunde
symmetrisk til begge sider.
Man regner normalt med, at resultaterne af forseg, hvor man har foretaget malinger (hvis man lavede
nok af dem) har et sddant klokkeformet histogram

L 4
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15.2 G afisk beskrivelse af data

Sumpolygon

Ud over at tegne histogrammer for en stikprove er det ogsa ofte nyttigt, at betragte en sumpolygon
for en stikprove.

Eksempel 15.6 Sumpolygon

Lad os igen betragte de 100 sideafvigelser i eksempel 15.5.

Vi foretager nu en opsummering(kaldes kumulering), og derefter beregnes ved division med 100
(antal sideafvigelser) tallene 1 % af det totale antal

Derved fremkommer folgende tabel:

Klasser |Antal Sum Kumuleret relativ hyppighed
1-24.5;-18.7][ 2 2 0.02
]-18.7; -12.9]] 1 3 0.03

1-12.9;-7.11] 3 6 0.06
]-7.1;-13] [ 11 17 0.17
1-1.3;4.5] 19 36 0.36
14.5;10.3] [ 23 59 0.59
110.3; 15.1] | 20 79 0.79
115.1;21.9] | 12 91 0.91
121.9;27.71 | 7 98 0.98
127.7;33.51 1 2 100 1.00

Afsettes punkterne (-18.7,0.02), (-12.9,0.03) ... (33.5, 1.00 ) (bemaerk at x-verdierne er vaerdierne
1 hgjre intervalendepunkt), og forbindes de enkelte punkter med rette linier, fas den 1 figur 1.1
angivne sumpolygon, hvoraf man kan aflese, at 25% af sideafvigelserne ligger under ca. 1. (kaldes
25% fraktilen eller forste kvartil).

A Sumpolygon

0.8T
0.6
047

0271

0 T T Y T R

S18.7-129-70 <13 45 103 151 219 27.7 33.5 383

Fig 15.1 Sumpolygon
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15. Deskriptiv statistik

15.3. Karakteristiske tal

I dette afsnit soger man ved nogle fa karakteristiske tal, at karakterisere hele populationen eller hvis
det er uoverkommeligt en stikpreve af populationen .

Vi vil 1 dette og de folgende afsnit igen benytte TI89 , men nu pa eksempler hvor antallet af tal er
mere overkommeligt at indtaste i lommeregneren.

Til karakterisering af stikproven valges dels et tal der ligger “i midten” af tallene, dels et tal der
angiver hvor meget tallene “spreder” sig.

Er histogrammet rimeligt symmetrisk(som i eksempel 15.5) siges de at vere “normalfordelte.

Det afhenger af om dette er tilfaeldet, eller histogrammet er meget “skav” hvilke midtertal og
spredningstal man foretrakker.

Symbolik.
Kendes hele populationen kan man beregne en “eksakt” midterveerdi. Denne kaldes
middelvzaerdien og benevnes u (grask my) eller £(X) (Expected value) .

Tilsvarende kan beregnes et “eksakt” spredningsmél. Denne kaldes
spredningen eller standardafvigelse (engelsk: standard deviation) og benaevnes o(X) ellerkort o .

Kendes kun en stikprgve, sa beregnes en tilneermet vaerdi (kaldet et estimat) for # Denne kaldes

gennemsnittet og benevnes x (kaldt x streg).
Tilsvarende kaldes et estimat for o fors.

15.3.1. Normalfordelte observationer

Gennemsnit X :

. . . - Xl +X2+...+xn
Kaldes observationerne i en stikpreve x,,x,,...,X, er x=—————

n

359+333+34.7+341
Eksempel: Tallene 35.9, 33.3, 34.7, 34.1 har gennemsnittet x = 2 =345
T1 89: MATH\Statistics\mean({35.9,33.3,34.7,34.1}) Resultat: x =34.5

Spredning s:

Kaldes observationerne i en stikprove er x,,X,,...,X,€r s=

Eksempel: Tallene 35.9, 33.3, 34.7, 34.1 har spredningen

e \/(35.9 —345)? +(333-345) +(34.7-345)? +(341-345)>
4-1

TI 89: MATH\Statistics\stdDev({35.5,33.3,34.7,34.1}) Resultat: x =1.095

=1095

Formlen begrundes ikke her, men man kan umiddelbart se, at ligger observationerne tet ved gennem-
snittet, sd bliver s lille.

Tallene 34.3, 34.6, 34.7 34.4 har samme gennemsnit som 1 forrige eksempel, men de ligger meget
tettere ved gennemsnittet 34.5. Spredningen pé 0.183 er da ogsd som forventet langt mindre.
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15. 3 Karakteristiske tal

Vurdering af sterrelsen af stikprevens spredning.
Man kan vise, at for “normalfordelte” observationer gaelder, at mellem x —2-s og x+2-s ligger
ca. 95% af observationerne, og mellem x —3-s og x +3-s ligger ca. 99% af observationerne.

Dette benyttes bl.a. i statistisk kvalitetskontrol, hvor man lebende udtager stikprover af produktionen.
Eksempelvis kan man om en madling, der giver en veardi, der ligger udenfor intervallet

[X —3-5;X+3-s]sige, at hvis ikke det er en fejlmaling, si er der noget galt ved produktionen (en
maskine lgbet varm eller lignende)

Man kan vise den meget vigtige scetning, at selv om observationerne ikke er normalfordelte, sd er
gennemsnittet rimelig normalfordelt blot antallet af observationer er over ca. 30.
Samtidig geelder, at

— . . o — N .
Stikprovegennemsnittet X varierer med en spredning pa s(x) = —=, hvor n er stikprovestorrelsen.

Jn

For tallene fra for 35.9, 33.3, 34.7, 34.1 gelder saledes, at gennemsnittet x = 34.5 har en spredning

pa s(X) = 1095 _ 0548

Jz
Dette stemmer med at man umiddelbart foler, at et gennemsnit er mere sikkert end den enkelte
maéling.

Man opnér altsé en vasentligt mere pracist estimat (resultat) , hvis man beregner et gennemsnit pa
100 malinger, da spredningen pd den enkelte méling sa skal divideres med 10.

Er det meget dyre mélinger er det dog saedvanligvis klogest f.eks. at ngjes med 25 mélinger, og bruge
ressourcerne pa anden vis.

Fordelen ved at gé fra 25 maélinger til 100 malinger er begraenset, da spredningen jo kun bliver
halveret derved.

Har man mange observationer, vil man i TI89 med fordel kunne anvende metoden i folgende
eksempel:

Eksempel 15.7. Fartkontrol

Ferdselspolitiet overvejede, om der burde indferes en fartgraense pd 70 km/h pa en bestemt lande-
vejsstrekning, hvor der hidtil havde veret en fartgreense pa 80 km/h.

Som et led i analysen af hensigtmessigheden af den overvejede @ndring observeredes inden for et
bestemt tidsrum ved hjaelp af radarkontrol de forbipasserende bilers fart. Resultatet af méalingerne
var:

30 observationer

64 72 82 52 60 95 86 70 63 48
98 63 35 80 77 41 96 88 84 103
69 59 65 99 65 76 76 68 51 80

a) Find gennemsnitsfarten
b) Find spredningen pé farten.
c¢) Find spredningen pa gennemsnitsfarten
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Lesning:

a) TI89: APPS\ STAT/LIST. Indtast de 30 data i list1,
F4\1-Var Stats\List = list1 (Veelg VAR LINK og veelg listnavne herfra), ENTER
En raekke tal viser sig.
Man finder x = 72.16, dvs. gennemsnitsfarten er 72.16 km/timen

b) Man finder, 1 samme udskrift ud for sy, at spredningen s = 17.3843

17. : : . .
c) s(x)= 1738 =317, dvs. vi nu ved, at med 95% sikkerhed ligger gennemsnitsfarten mellem

V30

72.16 - 3.17 = 68.98 il 72.16 +3.17 = 75.33
L 4

15.3.2. Ikke normalfordelte observationer
[ tilfeelde hvor observationerne fordeler sig meget skavt (histogrammet er ikke rimelig symmetrisk)
kan det vere hensigtsmassig 1 stedet at beregne median og kvartilafstand som vist i det folgende.

Median: Medianen beregnes pa felgende made:

1)  Observationerne ordnes 1 reekkefolge efter storrelse.

2a) Ved et ulige antal observationer er medianen det midterste tal

2b) Ved et lige antal er medianen gennemsnittet af de to midterste tal.

Eksempel: Observationer 35.9, 33.3, 34.7, 34.1.

4. 4.
Ordnet i reekkefolge: 33.3, 34.1, 34.7, 35.9. Median % =344
TI 89: MATH\Statistics\median({35.9,33.3,34.7,34.1}) Resultat: m = 34.4

Medianen kaldes ogsé for 50% fraktilen, fordi den brekdel (fraktil) der ligger under medianen er ca.
50% .

Ved 1 kvartil = 25% fraktilen, forstas det tal som 25% af observationerne ligger under

Ved 3 kvartil = 75% fraktilen , forstas det tal som 75% af observationerne ligger under

Er medianen mindre end gennemsnittet er der muligvis tale
om en “hegjreskaev” fordeling som har den “lange” hale til M
hejre.(se figuren)

Er medianen storre end gennemsnittet, er der muligvis tale om
en venstreskev fordeling

010 20 30 40 50 o0 70
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15. 3 Karakteristiske tal

At man eksempelvis i lenstatistikker' angiver medianen og ikke gennemsnittet fremgar af folgende
lille eksempel.

Lad os antage at en virksomhed har 10 ansatte, med ménedslenninger ordnet efter storrelse pd
20000, 21000, 22000, 23000, 24000, 25000, 26000, 27000, 28000, 100000

Gennemsnittet er her 31600, mens medianen er 24500.

Medianen @ndrer sig ikke selv om den hgjeste lon vokser fra 100000 til 1 million, mens gennemsnit-
tet naturligvis vokser. Medianen giver derfor en mere rimelig beskrivelse af middellennen i firmaet.

Kvartilafstand:

I nzvnte lonstatistik' er ogsd angivet “nedre og evre kvartil”.

Disse som er henholdsvis 25% fraktilen og 75% kvartilen, dvs. henholdsvis det tal som 25% af
lonningerne ligger under og som 75% af lenningerne ligger under.

Ved at angive dem, far man et indtryk af, hvor stor lenspredningen er. Et mal for denne spredning
kunne vare kvartilafstanden.

Eksempel 15.8 Kvartilafstand
I den tidligere omtalte lonstatistik findes bl.a. folgende tal, idet de to sidste kolonner er vor bearbe;jd-
ning af tallene.

Lon pr. prasteret time
nr gennemsnit X  |nedre kvartil kI |medianm  |evre kvartil k3 X k3—-kl1
m
m
1 |Ledelse pa hejt [353.41 231.63 313.38 433.78 1.13 0.64
niveau
2 _|Kontorarbejde |196.82 158.86 186.99 222.78 1.05 0.34

Afkolonnen ™ ses, at for begge reekker er gennemsnittet storre end medianen dvs. begge fordelinger
m

er hgjreskav, men det geelder mest for reekke nr. 1. Her geelder abenbart, at nogle fi forholdsvis haje
lonninger treekker gennemsnittet op.
Skal man sammenligne lonspredningen i de to tilfeelde, md man tage hensyn til, at medianen er meget
forskellig. Man vil derfor som der er sket i sidste kolonne beregne den relative kvartil-afstand.
Den viser ogsa, at lenspredningen er vasentlig mindre for kontorarbejde end for ledelse.

L 4

Hvis man har mistanke om, at fordelingen er skev, sa kan man i1 TI89 tegne et sakaldt boxplot. Den
giver samtidig mulighed for at beregne medianer og kvartiler.

Medianer og kvartiler kan ogsa findes pa den udskrift som fremkom i eksempel 15.7.

Medx = median, Q1x og Q3x er 1 og 3. kvartil.

! jeevnfor statistisk drbog 2005 tabel 144 eller se www.statistikbanken.dk Og veelg lon\lenstatistik for den statsli-

ge sektor\lon32\klik for at vaelge\alle vaerdier\hovedgrupper\ledelse pa hejt niveau+kontorarbejde
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Eksempel 15.9 = eksempel 15.7 fortsat

a) Tegn et boxplot for tallene i eksempel 15.7

Afgor ud fra den

b) Om fordelingen nogenlunde symmetrisk

c) Aflas pa plottet 1 kvartil, dvs. den hastighed som 25% af hastighederne ligger under ( og altséd
75% ligger over)

d) Afles pa plottet 3 kvartil, dvs. den hastighed som 75% af hastighederne ligger under ( og altséa
25% ligger over)

e) Aflas pa boxplottet den storste og mindste hastighed, der forekommer.

Lesning

a) TI89: APPS\ STAT/LIST.
F2:Plots\1:Plot Setup\F 1:Define\Plot type = Boxplot\ x = list1 (Veelg VAR LINK og veelg listhavne herfra),
ENTER\ Graph
Der fremkommer falgende boxplot

b) Ved at trykke pa F3 : Trace og flytte cursor til linien midt i kassen aflaeses medianen til 71.0
Man ser at medianen ligger forskudt til venstre 1 kassen, hvilket betyder, at fordelingen er hojre-
skeev. Det stemmer ogsd med at gennemsnittet var 72.6 km/time, dvs. hgjere end medianen

c¢) Ved at flytte cursor til venstre kant af kassen aflaeses 1 kvartil til 63, dvs. 25% af de der kerer
langsomst kerer under 63 km/time

d) Tilsvarende ved at flytte cursor til hejre kant af kassen afleses 3 kvartil til 84 km, dvs. 75% af
bilisterne kerer 84 km/time eller derunder.

Da den hidtidige hastighedsgranse er 70 km/time overskrider over 50% denne grense, og 25%
meget betydeligt.

e) Ved at flytte cursor til de to yderpunkter aflaeses, at hgjeste hastighed er 103 km/time og laveste
hastighed er 35 km/time

L 4

15.4. Grupperede fordelinger.
I mange statistiske tabeller angiver man for overskuelighedens skyld ikke de oprindelige data, men
grupperer tallene og angiver sa kun hyppighederne indenfor hver gruppe.

For at fa estimat for gennemsnit og spredning antager man nu, at alle observationer ligger i midten
af intervallet.

Man siger, at gennemsnittet er et vaegtet gennemsnit, fordi hver vaerdi indgér med en vaegt svarende
til andelen af verdier i hvert interval.

n . n
X:—X e
Y (x = %) 00

i=1

Pa tilsvarende made kan man finde spredningen af formlen 001
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Eksempel 15.10 Grupperet fordeling
I statistikbanken findes folgende tabel over aldersfordelingen af elever fra Kebenhavn, som er under
uddannelse til forsvaret i 2004.

alder | 21 22 23 24 25 26 27 1 28 | 29 | 30-34 | 35-39

antal | 1 11 44 48 45 34 21| 22 | 15 19 2

Beregn gennemsnit og spredning

Lesning:
_ 1:21+11-22+44-23+..+15-29+19-32+2-37 6736 257
X = = = 2.
1+11+44+48+45+34+21+22+15+19+2 262 —
2 2 2
S:\/l (21-257)" +11 (2226225.? +..42-(37-257) 1074

Median: Der summeres op til man nar 131. Heraf ses, at median er 25

15.5. Stikprever

15.5.1. Indledning

I langt de fleste i praksis forekomne tilfeelde vil det bl.a. af tidsmaessige og omkostningsmaessige
grunde veere umuligt at foretage en totaltalling af hele populationen. Helt klart er dette ved afprov-
ningen edelegger emnet (dbning af konservesdaser) eller populationen 1 princippet er uendelig ( for
at undersege om en metode giver et storre udbytte end et andet eller undersoge sideafvigelserne ved
skydning med maskingever) da der her ingen ovre grense for antal delforseg)

Som det senere vil fremga kan selv en forholdsvis lille repraesentativ stikprave give svar pa vesentli-
ge forhold omkring hele populationen.

Det er imidlertid klart, at en betingelse herfor er, at stikpreven er repraesentativ, dvs. at stikproven
med hensyn til den egenskab der onskes er et “mini-billede” af populationen.

Det er her vigtigt at folgende 2 spergsmaél bliver afklaret:

1) Hvordan stikpreven udtages

2) Hvor stor stikpreven skal vare

15.5.2. Udtagelse af stikprove
Dette sker seedvanligvis ved en eller anden form for lodtreekning (kaldes randomisering).
Afhengig af problemet kan dette gores pa forskellig made.

Simpel udvalgelse: Den enkleste form for stikpraveudtagning er, at man nummererer populationens
elementer, og sd randomiserer (ved lodtrekning, evt. ved at benyttet et program der generer
tilfeeldige tal) udtager de N elementer der skal indga 1 stikpreven.

Eksempel: For at undersgge om en ny pille mod en bestemt lidelse var effektiv udvalgte man ved
lodtraekning 20 patienter som fik den nye pille.
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Fejlkilde: Det er en erfaring at bare det, at man ved, man prever en ny medicin kan forbedre ens
helbred. Man kan derfor fejlagtigt tro, at pillen er virkningsfuld. Man vaelger derfor seedvanligvis 40
patienter ved lodtraekning, hvoraf de 20 far den nye pille og de evrige en virkningsles kalktablet.
(placebobehandling).

Stratificeret udvalgelse.

Under visse omstendigheder er det fordelagtigt (mindre stikprevestorrelse for at opnd samme
sikkerhed) at opdele populationen i mindre grupper (kaldet strada), og sé foretage en simpel udval-
gelse indenfor hver gruppe. Dette er dog kun en fordel, hvis elementerne indenfor hver gruppe er
mere ensartet end mellem grupperne.

Eksempel: Onsker man at sperge vaelgerne om deres holdning til et skattestop kunne det uden tvivl
vare nedvendigt at dele stikpraven op efter indkomstgrupper (hej, mellem og lav) .

Systematisk udvzlgelse:

Det er jo ikke sikkert at man kender alle elementer i populationen. I sa fald kunne man foretage en
sakaldt systematisk udvalgelse, hvor man valger at udtage hver k’te element fra populationen.
Eksempel: En detailhandler ensker at male tilfredsheden hos sine kunder. Der gnskes udtaget 40
kunder 1 lobet af en speciel dag.

Da man naturligvis ikke pa forhdnd kender de kunder der kommer i butikken, valges en systematisk
udvelgelse, ved at vaelge hver 7'ende kunde der forlader butikken. Man starter dagen med ved
lodtrekning at vaelge et af tallene fra 1 til 7. Lad det veare tallet 5. Man udtager nu kunde nr.
55+1-7=125+2-7=19,....5+39-7 =278 . Derved har man faet valgt i alt 40 kunder.

Problemet er naturligvis, om tallet 7 er det rigtige tal. Hvis man far valgt tallet for stort, eksempelvis
setter det til 30, sd vil en stikprove pd 40 krave, at der er 1175 kunder den dag, og det beheaver jo
ikke at vaere tilfaeldet. Omvendt hvis tallet er for lille, sa fir man méske udtaget de 40 kunder i lobet
af formiddagen, og sa er stikproven nok ikke reprasentativ, da man ikke far eftermiddagskunderne
med.

Klyngeudvzelgelse (Cluster sampling)

Denne metode kan med fordel benyttes, hvis populationen bestar af eller kan inddeles i delmangder
(klynger) . Metoden bestér i, at man ved randomisering valger et mindre antal klynger, som sa
totaltaelles.

Eksempel: I et vareparti pd 2000 emner fordelt pd 200 kasser hver med 10 emner ensker man en

vurdering af fejlprocenten.
Man udtager randomiseret 5 kasser, og undersgger alle emnerne 1 kasserne.
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15.5 Stikpraver
15.5.3. Stikprevens storrelse

15.5.3.1 Indledning

Udtages en stikprove fra en population er det jo for, at man ud fra stikpreven kan fortelle noget
centralt om hele populationen.

I eksempel 15.5 var vi sdledes interesseret i hvor meget sideafvisningen var for det pidgeldende
maskingever. Vi fandt, at for gennemsnittet af 100 skud var den 7.79 enheder mod venstre.

Et sddant gennemsnit er imidlertid ogsa behaftet med en vis usikkerhed.

Havde vi skudt andre 100 skud, havde vi uden tvivl faet et lidt andet gennemsnit.

Det er derfor ikke nok, at angive at den “sande” middelverdi er x , vi mé ogsé angive et “usikker-
hedsinterval”.

Et interval indenfor hvilket den “sande vaerdi” # med eksempelvis 95% sikkerhed vil ligge, kaldes

et 95% konfidensinterval.

Vi mé nu skelne mellem to situationer

1) Normalfordelte observationer. Resultaterne er her tal, der i princippet kan angives med et stort
antal decimaler, som eksempelvis ovennavnte sideafvigelse, eller bilernes fart.

2) Observationer resulterer i hele (ikke negative) tal. Et eksempel er markedsundersogelser, hvor
man sperger 1000 personer, om de bedst kan lide produkt A, B eller C. Her er det antallet af
personer der er resultaterne.

15.5.3.2.Normalfordelte observationer.

Lad os antage, at stikpreven har n observationer, og at man har beregnet gennemsnittet x og spred-
ningen s .

Man kan vise, at et 95% konfidensinterval for middelvaerdien xbestemmes ved formlen

S

_ S _
x—f‘_SﬂSJH't'\/; , hvor z er et tal, der athanger af n.

Jn

Beregningen kan automatisk foretages af TI89

Eksempel 15.11 = 15.7 fortsat

Beregn et 95% konfidensinterval for de 30 observationer af farten.

Lesning:

Efter at have tastet tallene ind 1 “list]1" vaelges

F7\ 2: t-interval\ data\ENTER

I den fremkomne menu velges Listl (fra VAR-link) og C level til 0.95 (da vi vil have et 95%
konfidensinterval) Resultat [65.68 ; 78.66]

Den gennemsnitlige fart var 72.17 km/time , men det vi ved nu, er,

at med 95% sikkerhed ligger den gennemsnitlige fart mellem 65.7 km/time og 78.7 km/time.

Onskes usikkerheden bragt ned, s md man gere stikproven storre.

Et grundleggende problem er her, at man jo ikke kender spredningen s. Man er derfor nedt til at fa
et indtryk af storrelsen af s ved at lave nogle indledende forseg.

Hvor meget man skal forege n med geres nok lettest ved at prove sig frem, som der folgende eksem-
pel viser.
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Eksempel 15.12. Stikprevens sterrelse

En forstmand er interesseret i at bestemme middelvardien af diameteren af voksne egetraer i en
bestemt fredet skov.

Der blev malt diameteren pa 7 tilfaeldigt udvalgte egetraeer (i 1 meters hgjde over jorden)
Resultatet ses 1 folgende skema.

diameter (cm) |64.0 |33.4 |45.8 [56.0 [51.5 [29.2 |63.7

a) Beregnx og s oget 95% konfidensinterval for middelvardien p.

Forstmanden fandt, at konfidensintervallet der blev beregnet pa basis af 7 traeer var for bredt.
Han enskede, at 95% konfidensintervallet hojst skulle have en “radius” pd 5 cm.
c) Hvor stor en stikpreve skal han med tilnermelse op pa.
Lesning:
a) Efter at have tastet tallene ind 1 “list2" veelges
F7\ 2: t-interval\ data\ENTER
I den fremkomne menu velges List2 (fra VAR-link) og C level til 0.95 (da vi vil have et 95%
konfidensinterval)
Resultat x = 49,08571 s=13.7957 95% konfidensinterval [36.33 ; 61.84
b) Det ses, at lengden af konfidensintervallet er 61.84 - 36.33 = 25.51 dvs. meget storre end de 10
cm ,der enskes
Idet vi nu antager at s er uaendret 13.80,
F7\ 2: t-interval\ Stats\ENTER
I den fremkomne menu vaelges x =49, s = 13.8 og forsegsvis n = 20. Man fér [42.6; 55.5], dvs.
leengden er ca. 13cm
Der geettes nu pa n = 30, og man far [43.9 ; 54.2]. Vi er nu meget tet pa 10 cm.
Velges n =32 fés [44.1 ; 54.1] dvs. stikprovesterrelsen skal vaere 32.

¢

Da der som sagt bl.a. er usikkert, om s stadig er 13.8, skal sadanne beregninger altid efterfolgende
kontrolleres ndr man har lavet forsggene.

15.5.3.3 Observationer resulterer i hele (ikke negative) tal.

I aviser, TV m.m. optraeder utallige opinionsundersegelser og markedsundersggelser, hvor man
sporger en forhabentlig reprasentativ stikprove om deres mening.

Resultaterne er naturligvis usikre, men sjeldent fortelles der om hvor stor usikkerheden er.
Folgende eksempel illustrerer dette.

Eksempel 15.13. Opinionsundersogelse.

Ved valget 1 2007 stemte 25.5% af vaelgerne pd socialdemokraterne.

I en opinionsundersoegelse 4 maneder efter valget svarede 1035 valgere pa spergsmalet om hvilket
parti det var mest sandsynligt de ville stemme pa hvis der var valg i morgen.

22.7% svarede, at de ville stemme pa Socialdemokraterne.

Pa grundlag heraf blev der konkluderet, at partiet var giet signifikant tilbage siden valget.

Er denne konklusion rimelig?
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En metode til at afgare dette p4, er at angive et passende “usikkerhedsinterval” for sandsynligheden
p for svarprocenten.

Et interval, hvor man vil veere 95% sikker pa at den sande sandsynlighed p ligger indenfor interval-
grenserne , kaldes et 95% konfidensinterval for p.
Lad n vere antal personer der har svaret, og lad x vaere antal positive svar.

Idet p = £ Kkan man vise, at et 95% konfidensinterval for p bestemmes af formlen
n

. 51— p . p-(1-p A N
p—1.96-‘f¥3p3p+1.96-‘/¥ forudsat n-p-(1— p) = 10

Onskede vi eksempelvis et 90% konfidensinterval erstattes 1.96 med 1.645 (intervallet bliver
bredere.)

Eksempel 15.13 Beregning af konfidensinterval

I eksempel 15.13 svarede 1035 valgere pa spergsmalet om hvilket parti det var mest sandsynligt de
ville stemme pé hvis der var valg i morgen. 22.7% svarede, at de ville stemme pd Socialdemokraterne.
Opstil et 95% konfidensinterval for sandsynligheden p for at man vil stemme pa socialdemokraterne.
Lesning:

Da p=0.227fas n-p-(1- p) =1035-0227-(1-0227) ~182>10 Forudsetning ok.

Antal der svarer positivt er x = 1035-0.227 = 235
Velg APPS\F7\1-PropZInt. Udfyld menu x =235\ n = 1035\ C Level =0.95 ENTER

Resultat: [0.2015 ; 0.2526 ]

Vi ser altsé, at da valgresultatet 1a pa 25.5%, s& ma man konkludere, at socialdemokraterne med stor
sikkerhed er géaet tilbage 1 forhold til valget.

0227-(1-0.227)
1035
< 0227-0.026< p<0.227+0.026 < 0202 < p<0.253

0.227-(1-0.227)
1035

Benyttes formel fas : 0227 -1.96 \/ <p<0227- 1.96-\/

¢

For man starter sine mélinger, kunne det vare nyttigt pa forhdnd at vide nogenlunde hvor mange
malinger man skal foretage, for at fa resultat med en given ngjagtighed.
Hvis man antager, at ovennavnte formel for konfidensradius gelder, sd ved vi , at radius for et 95%

. R
konfidensinterval er » =196- %

Loses denne ligning med hensyn til # fas

2
n=(2) 5.0 5)
r

Det grundleeggende problem er her, at man neppe kender p eksakt.

Man kender muligvis pé basis af tidligere erfaringer storrelsesordenen af p . Hvis ikke kunne man
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eventuelt udtage en lille stikprave, og beregne et p pa basis heraf.
Endelig er der den mulighed, at setter p= 0.5, som er maksimumsvardien af p-(1— p)
Benyttes denne vaerdi far man den sterst mulige verdi af # for en given verdi af 7.

Ulempen er, at dette forer til en storre stikprovestorrelse end nedvendigt.
Det folgende eksempel illustrerer fremgangsmaden.

Eksempel 15.14. Dimensionering.

I den i eksempel 15.13 navnte undersogelse onskes inden udtagning af stikpreven, at antallet skal
vare sa stort, at radius 1 konfidensintervallet hgjst er 2%.

Lesning:

Metode 1. For at fa en gvre grense, sattes p = 0.5.

2 2
Vi fir n:(ﬁj 515 :(ﬁ) T 1 o0t
r p-{=p) 002/ 2 2 =
Metode 2 Da man pé forhand ved, at ved sidste valg fik ingen partier mere end 30% af stemmerne
seettes p=0.3.

2 2
uomsj . . (1.96)
_[Hoors | 51— py=| =22| 03-07=2017
" ( . ) PP =00 =

Som kontrol kan man beregne konfidensintervallet ved TI89
Da 30% af 2000 = 600 indsaette x = 600 og n = 2000. Man finder [0.28 ; 0.32] hvilket svarer meget
godt til at bredden er 4% og radius dermed 2%. L 2
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Opgaver til kapitel 15
Opgaver

Opgave 15.1.

30 kadetter blev spurgt om hvor ofte de havde veret i biografen det sidste ar.

Svarene var 10, 7, 4, 4,3,6,9,7,4,3,8,7,7,6,7,4,3,3,8,9,8,7,6,4,10,4,3,7,9, 6

a) Tegn et boxplot af tallene

b) Beregn gennemsnit og median, og vurder ud fra dem og boxplottet om fordelingen er hgjreskaev,
venstreskev eller symmetrisk

c) Hvor stor en procentdel af kadetterne har haft 8 eller flere beseg i biografen.

Opgave 15.2.

For at kunne sammenligne to klasser i matematik fik klasserne samme prove, hvor de maksimalt

kunne fa 100 point.

SB1: 60, 65, 40, 80, 50, 60, 50, 95, 65, 60, 65

SB2: 65, 65,70, 75, 85, 75, 85, 40, 60, 70, 60

a) Tegn (pd samme tegning) de to klassers boxplot, og vurder ud fra tegningen om pointene fordeler
sig symmetrisk.
Vurder endvidere grafisk hvilken klasse der har klaret sig bedst og er mest homogen.

b) Angiv de to klassers medianer og deres gennemsnit.

c) Angiv de to klassers spredning og deres kvartilafstand

d) Vurder ud fra svarene i b) og ¢) om svaret i a) stadig er korrekt.

Opgave 15.3

Givet folgende histogram

a) Tegn den tilherende sumkurve

b) Angiv median, gennemsnit, spredning og nedre —+
og evre kvartil ’_‘

30500 7090 110 130150170 190 210 230

Opgave 15.4
I en politisk forening med 85 medlemmer fremgér medlemmernes alder af folgende skema:

Alder 40-45 46-50 51-55 56-60 61-65 66-70 71-75

Antal 10 12 20 15 18 8 2

a) Tegn et histogram, og en sumkurve over aldersfordelingen
b) Beregn gennemsnittet og medianen for medlemmernes alder.

Opgave 15.5

I forbindelse med en ny byggeplan i en mindre by blev 20 tilfeldige fodgaenger pd byens hovedgade
spurgt om de stottede planen. 16 var modstandere af planen.

a) Hvad er populationen?

b) Hvad er stikpreven?

c) Synes du stikpreven er reprasentativ? Begrundelse skal gives.
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Opgave 15.6

Et byggemarked ensker via en stikpreveundersogelse at fa et indtryk af kundernes tilfredshed med

betjeningen.
Der overvejes folgende méder at udtage de kunder man vil sperge

a) Alle kunder mellem kl 13 og 14

b) Alle kunder der er blevet betjent af en bestemt medarbejder
c) Alle kunder, der har kebt for mere end 500 kr
d) Hver 5'te kunde

Hvilken metode synes du er bedst?

Opgave 15.7
Den folgende tabel viser vegtene (i kg) af 80 kaniner.

2.90
2.60

2.55
2.45

2.95
2.65

2.70
3.15

3.20
3.40

2.75
2.90

3.20
3.00

2.85
2.50

2.60
2.95

2.90
3.00

2.85
3.25

2.70
2.80

2.80
2.70

2.55
2.60

3.10
2.80

2.90
2.70

a) Foretag en vurdering af, om fordelingen er nogenlunde symmetrisk (normalfordelt) ved at tegne

et boxplot

Idet det antages, at det er tilfeeldet, skal man beregne
b) Gennemsnit og spredning

c) Angive det interval hvori den “sande# middelverdi med 95% sikkerhed ligger.
d) Angiv hvor stor en procent af kaninerne, der “approksimativt” overstiger en vagt pa 3 kg

Opgave 15.8
Trykstyrken 1 beton blev kontrolleret ved at man stebte 12 betonklodser og testede dem. Resultatet
var:

2216 | 2225 | 2318 | 2237 2301 | 2255 | 2249 (2281|2275 | 2204 | 2263 | 2295

a) Find et estimat for trykstyrkens middelverdi u og spredning o .

b) Angiv et 95% konfidensinterval for u .
¢) Man fandt, at radius i konfidensintervallet var for stor.
Bestem med tilnermelse antallet af malinger der skal udferes, hvis radius hejst skal vare 20.

Opgave 15.9

Ved en fabrikation af et bestemt spreengstof er det vigtigt, at en reaktoroplesning har en pH-verdi
omkring 8.50. Der foretages 6 mélinger pd en bestemt reaktantoplosnin

. Resultaterne var:

pH

8.54

7.89

8.50

8.21

8.15

8.32

|

Den benyttede pH-mélemetode antages pd baggrund aftidligere lignende malinger at give normalfor-

delte resultater.
a) Angiv et estimat for oplesningens middelvardi og spredning.
b) Angiv et 95% konfidensinterval for pH.
¢) Man finder, at radius i konfidensintervallet er for bredt.

Angiv med tilnermelse antallet af malinger der skal foretages, hvis radius skal vaere 0.2.

Opgave 15.10

De 10 overste ark papir i en pakke med printerpapir har felgende vagt

421 {433 | 426 | 427 [ 4.19 | 430 | 424 | 424 | 428 | 424

Angiv 95%-konfidensintervaller for middelverdi og spredning af papirets vagt.
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Opgave 15.11

Til undersogelse af alkoholprocenten i en persons blod foretages 4 uathengige malinger, som gav
folgende resultater (i %o):

108 [102 [107 |98 |

Opstil et 95% konfidensinterval for personens alkoholkoncentration.

Opgave 15.12

Irapporten “Analyse af elevkampagnen 2006" udarbejdet af “Forsvarets rekruttering” returnerede 604
personer et udsendt spergeskema.

Pé side 10 er en opgerelse over hvilke medier der var udslagsgivende for materialebestilling.
Heraf fremgér at TV-spot var udslagsgivende for p = 34%

Der pastés side 7, at den usikkerhed der knytter sig til méalingerne er +3.5%

a) Beregn et 95% konfidensinterval for p, og kommenter ovennavnte péstand.
b) Hvor mange personer (afrund op til neermeste med 10 delelige tal) skulle have indsendt spergeske-
maet, hvis pastanden om de 3.5% skulle vare korrekt idet vi stadig antager, at p = 34%.

Opgave 15.13
I en analyse af arbejdsgivernes tilfredshed med jobnet, svarede 488 arbejdsgivere pa spergsmalet.
Det viste sig, at kun ca. 5% var utilfredse med jobnet.
a) Beregn et 95% konfidensinterval for p = 0.05.
b) Giv et skon over hvor mange arbejdsgivere (afrund op til nermeste med 10 delelige tal) man
skulle have haft svar fra, hvis et 95% konfidensinterval for p skulle have radius 0.01.
Det antages, at p stadig ligger omkring 5%

Opgave 15.14

I en analyse blev 428 arbejdsgivere spurgt om hvilke jobtyper de annoncerede pa jobnet.

Det viste sig, at kun 7% benyttede jobnet til at annoncere efter ledere.

a) Beregn et 95% konfidensinterval for p = 0.07

b) Giv et sken over hvor mange arbejdsgivere (afrund op til neermeste med 10 delelige tal) man
skulle have haft svar fra, hvis et 95% konfidensinterval for p skulle have radius 0.02.
Det antages, at p stadig ligger omkring 7 %
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2.3. nej

24 y:—%x+%

25. y=x+4

26. a) - b)y=2x-5 c) (0,5) (g,o)

27. a) y=3x-12 b) y=-3x—3%

2.8. y:%x—l

2.9. nej

2.10 a) (x+2)>+(y-3)2=25 b) - ¢)(2,0) (-6,0)

2.11 a) C=(03) r=2 b) C=(2,6)r=5

212 a)C=(-1,3) r=4 b)C=(50) r=3 ¢)C=(-1,-4) r=5

213. B, &

2.14 a) y=0789-x  b)-

215 a) y=220 ).

2.16 a)c=10,b= /75 b) a=4, b= /48

2.17 0.5000, 0.9397, 09397, -1.5399 -0.5000

2.18 a) 76.44°  b) 13.56° 0g 166.44° ¢) 110.22°

219 b=c=1330, Z/B=/C=725"

2.20 25.64°

2.21 280.06 m

222 a) 43 =692  b) 60°

2.23 43493 m
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31 -
32 —,

33 a{l_lja 5{2}

34 a)

e
35

5
36 C

3.7 |a| =50,

12 _ 12
3.8 (13} [ 13

S _ 5

13 13
39 -16, 25, -23
3.10 2, -3
3.1 a) 3.60, £-123.69 b) 3.60, £ -56.31 «¢) 3.47,3.60 d) 3.23, 2 81.74

3.12 (-1.092, 3.388)
3.13 a) 93sm  b) 40.326", 91.588 sm

3.14 165.75°
3.15 £ A=9591°, ~B=3542° ~C=48.67°
3.16 a) -  b) 69.72°
317 £ A=68.19°, B=90°, ~C=21.80°
3.18 3, -2

_ 28

29 14

3.19 0! T

29

4
320 |°

3

5

3.21 B=(0,6), C=(5,5), D=(4,0)
3.22 C=(14,8),D=(11,4) M = (10,6)
323 0

3.24 33.69°

325 a-24, 116.57°

3.26 62, 2

327 5

41 a) x+2y-8=0 b) —2x+y+1=0
42 x+12y-68=0

214



4.3

4.5

4.6
4.7

4.8

4.9.
4.10
4.11

4.12
4.13

4.14
4.15

4.16
4.17
4.18
4.19
4.20

5.1

6.1.

6.2
6.3

6.4

6.5
6.6
6.7
6.8
6.9
6.10
6.11
6.12
6.13
6.14

a) 45° b) 18.44° ) 33.69°

2
J1o

22 0 0 0
a) ——. b) 22, ¢) A=5753" B=7475" C=42.73

J13
a) 5, 17 b)ja  c¢) nej
a) - b) —x+3y+5=0

1
1 =23 @ &y= (5 ,3)
(44,-24)
20, 40
y=1
(x=3)>+(y-5)° =13
_ _ (145 8
(xy)=(1,7) (xy) =(2,57)
(x.y) =(2.3) xy) = (35,3
a) A=114.98°, B=42.83° C=22.19°
b) a=5.97 B=4938" (C=65.62°
c) ¢=5.798 A=3526" C=24.74°
d) a=28.9067 c=4.739 A =40°
3.659 sm
a)4.09sm b) 7.34°  ¢) 23 minutter
47.76 m
a) 1691 sm b) 23.18
a) (6.25,9.63)  b) 17.55knob 39.73°  ¢)16.10 sm
1-—

a) R, 3x, R b) x>-1, flx)=x?-1,
b"

2
X

a) (7,0),(1,0) b) (49) ¢) -
2) (4.0),(-1,0,(04) b (3.3) o -

0,1) 3.4

1.38 m

2, 1.547

0, 1.584

2

5

1.95

a) -2.155, 28919  b) 28.1
5.98 = 6%

27490
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6.15 41263

6.16 a) 1.162 b) 221

6.17 28,69 mm

6.18 +03398+2-p-7, =£28018+2-p-m, pethelttal

6.19 £0.6591+p-7, pethelttal

6.20 3.6652+2-p-7, —05236+2-p-7z, 34814+2-p-z, —03398+2-p-7, pethelttal

6.21 k117.09, kl5.46
6.22 a) 3, 0.5 2 b)0.0454, 0.2954 c) -

7.1. a) r*=0.705 ,- b) y=4078+0766-x c)- d)79.06 ¢)[72.5;85.6]

7.2 a) y=35131087-178555-x b)r’=0.9986 c)nej

73 a) r’=09968 ,- b) y=78899+639-x c)64cm d)168.4 e)nej
74 a) r°=09805 ,- b)  p=100-17177-08534'  ¢) 92,77

7.5 a) r’=0.9997 ,- b) y=4344,092-0976243 ¢ )28.83 timer d) 89.92 timer
7.6 a) r*=09999, -  b)p=102-10".y3 ¢) P=9.97

7.7 a) r°=0.9464 - b)) P=4266312-v 57 ¢) 297%

7.8 a) r’=09964 ,- b) y=13269-x2°255 ¢)4.12

7.9 a) r’=09606 ,- b)r’=0.9947 - ¢)y=578655-09707* d)13.08

7.10 a) Potensmodel #%=0.9999  b) 12.04

8.1

o0

8.2

-1,
V2
4

1
9.1 a)4x b) 6-¢* c¢) 10cos(5x)—3sin(3x) d) 3 e) 3+

x 2x
9.2 a) sin(2x)+2xcos(2x) b) 5In8x)+5 ¢) (3+6x)-e**
93 a) 12x°—10x+2 b) x-sinx

94 a) 150 b) > >
(x+2)

9.5 a)L1 b) 2xe? (1+x) c 1

B x+38 b) ﬂ—l
(x—2)° 8
9.7 y=-2x+6

9.8 y=27x-17

9.6 a)

12
99 a)y=-2x+2, y=-2x+10 b) —

V5
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9.10
9.11

10.1

10.2
10.3

10.4

10.5
10.6

10.7.

11.1
11.2

11.3

11.4
11.5

11.6

11.7
11.8
11.9
11.10
11.11
11.12
11.13
11.14

11.15

11.16

11.17

12.1

12.2

12.3

Facitliste

59.8°
a) lm/s b)ls ¢) —¢m/s
a) R b)y=l c) - d) % 3 e) -

a) R b)y=2 c)0,intet d)0<y<2 e)-
a) x#3 b)x=3 ¢) —o<y<50 d) -

2
-2 <y<——
a) w/_ y 3\/5

a) -5.005 b)5 1, 0.93
a) 2.237 4.046 b) 3 o©)-
07166 < x <2

1
2

10
a)\/g, b 1,1
3

a) x‘y+§x2, 2y+(1+§)x b)

¢) 1.40 m?
4+

24.00

3,/m = 1471, 3,{2 =1471
T T
20

a) 0.5029  b) 1.00
30
400
a) 833 1) 100  ¢) 50 d) 1.047
679.17  b)2.94  ¢) 14.81
a) 13.90°,76.09° b) 19.57s  79.04s
a) =1, (3,0) t=2,(0,0) =3, (-1,0) b) =2, (0,0) =4, (0,6)
) t=2.58 (-0.82,-0.39), t=142 (1.44,039) d)t=3 (-1,0) e)- 0

a) - b)(2.1),(-2,1) ¢) (0,0)(0,3) d) 60° e) (—ﬂ,z], {%,%}

9 9
a)- b (L), (1-4) (-13) (-1-9)

a) 1) 79700 600 2) 62000 6000  3) 52300  b)40  ¢) 15
RESE g —% O lsindr-cosdx  d)le*
X
a) 1 b) 2 ¢) In(2)
. 3 2
2'(3'sm9(x)+1)2 b) x-In(e*+1) ©¢) 62;
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Facitliste

124 a) 0961 b) 670 c)2.41

12s 4

126 2

127 a)- b &

128 03667, 1045

129 a- b

12.10 3.83

1211 a) & b) £

1212 a)y=x b) % c) %ﬂ' d) 12—572'
1213 &7

1214 a)- bt c) 2L =2.074

13.1 a) y=9x—-7 b) voksende
13.2 a) y= %x +% b) voksende

133  ja
13.4  a) voksende for x>0, aftagende for x <0, b)y=2x-2
135 ja

136  a) y=2+C-e ™ b) y=2, y=2+4e ¥

137 a) y=x>—x+3+C-e™™ b)) y=x>—x+3

138 ) y)—e X +Ce 2 b) ) —e X +3.e

13.9  a) y=—2cos(2x)+Lsin(2x)+C-e " b)y=-2cos(2x)+Lsin(2x)

c) y=0.6324-sin(2x —1.249)
_ 17000-29.9641"

13.10 la)y’' =k-y 1b)y=100-¢" 2a)y’'=(b—a- 2b 2¢)-
a)y y 1b)y e a)y'=(b—-a-y)y 2b)y 29561 169 c)
13.11  a) 0.03954 b) 11.78 ¢) 6.61
13.12 2023
13.13 a) i=£Cos(4t)+£sin(4t)—£e_4’ b)&
12 12 12 12
B4 PR by h=2-0) o2
dt or?
1 2 43 dh ¢ -3 1
13.15 a) V= —z-(tanv)*-h> b) —=———h c) h=(32-31¢)° d) 1.03
3 dt ﬂ-(tanv)

13.16 a) y=Cie ™ +Cre™™ b) y=Ce” cos(3x)+C,e” sin(3x)
1317 y= (JE cos(2x) =2 sin(2x))e4x
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x 1 -x -X -4x
1318 y=|———=le " +Cie " +C,e

13.19 a)yz(?_x—%jex+2x+1+C1e_2x+Czex b)y:(zx—éjeuzﬁuée%x

3
14.1 2
1
14.2 (2.3.3)
14.3 2
144  ja,deer
145 u=3526" , v=70.53"
14.6  Negj

147 a3 b5
148  2a)(0,-21,-14), b) Nej

X -2 7
14.9 a) |y|=|1 [|+¢3 b) nej
z 3 3
42 -6
14.10 |42/,
0 0
0 0 0
1411 k,=|0 |, kzy=|0|, kc=]0
—4 8
1412 20

1413 a) x+2y=0 b) x+2y=7

14.14 ) 96.86°  b)

WA = W~

1415 a)x-p+2:-3=0  b)x+3y-5=0 )x-2=0 d)(3,0,0),(50,0),(2,0,0)
1416 a) - (463) b) (L42)

1417 x-5y+3z=0

1418 a)nej  b) (-3,48)

1419 90°

1420 60
1 34
1421 a) L b) % ¢) 30.32°
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14.22
14.23

14.24

14.25
15.1.
15.2.
15.3.
15.4.
15.5
15.6.
15.7
15.8.
15.9
15.10
15.11
15.12
15.13
15.14

a) 2x—2y—z+3=

0

b) 4,7, -3)

(x=3)2+(y-35>+(z+2)* =19
(x=4)? +(y—6)* +(z-9)* =133

b) (0,4,0),r=1
a) -b) 6.1, 6.5 venstreskaev c) 25%

a) (35 _8a 0)7 r= 3

a) - b) SB1:60,62.72 SB2:70, 68.18

¢) (6, 11,-7)

c) SBI1:15, 14.89 SB2:12.71, 15d)-

a)- b)m=130 x =130, s=42.19 nedre Kvartil = 100, gvre kvartil = 160
a)- bpm=55 x=555

a)- b)2.84 0.232
a) 2259.92  35.569

a) 8.286 0.241

[0.965; 1.111]
a) [0.30 ; 0.38]
a) [0.03;0.07]
a) [0.046 ; 0.094 ]

©) [2.76 ; 2.93]
b) [2237 : 2283] d) ca 50
b) [8.02 ; 8.52]
[4.23 ;4.29] [0.028 ; 0.076]

b) 710
b) 1830
b) 630
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Sti kord

STIKORD

A
acceleration 108
accelerationsvektor 124
addition af vektorer 20
additionsformeler 71
athangig variabel 50
afledet funktion 109
anden afledet 109
afstand

fra punkt til linie 38

fra punkt til plan 182

fra punkt til punkt 5
aftagende funktion 51
andengradsligning 1, 56
amplitude 77
arcusfunktioner

arcsin 73

arccos 73

arctan 73
areal af parallelogram 31
areal af punktmangde 138
afstandsformel 5, 182
asymptote 113

B
basisvektorer 22
begyndelsesbetingelse 147

begyndelsespunkt i koordinatsystem 5

bevagelse, retlinet 40, 123, 173
brokregel for differentiation 102
bolgelengde 79

C
cirkel 7
bevegelse 125
ligning 7
tangent 43
cosinus 10, 69
cos™ 73
cosecant cosc 74
cotangens cot 74
cosinusrelationerne 44
for trekant i planen 44

D
definitioner
egentlig vektor 20

222

enhedsvektor 21

leengde af vektor 20 , 24

nulvektor 20

ortogonalitet 29

vektoraddition 20

vektor i plan 19
deskriptiv statistik
determinant

af anden orden 31
definitionsmangde 2, 17
differenskvotient 100
differentialkvotient 100
differentialligning af 1. orden 147

numerisk lgsning 155
differentialligning af 2. orden 158
differentiation 9

af eksponentialfunktion 104

af logaritmefunktion 104

af omvendt funktion 104

af potensfunktion 104

af sammensat funktion 103

standardfunktioner 104

af trigonometriske funktioner 104

regler 102
diskriminant 56

E

egentlig vektor 20
eksponentialfunktion 61
eksponentiel vaekst 149
ekstrapolation 88
ekstrema 112
enhedscirkel 9
enhedsvektor 21

F
fart 124
faktorisering af polynomium 58
faseforskydning 77
forklaringsgrad 86
frekvens 77
fuldstendig lesning 147
funktion
aftagende 51
eksponential 61
lineaer 55
logaritme 63



monoton 51
omvendt 51
periodisk 70
potens 53

reel 50
sammensat 50
trigonometrisk 68
voksende 5
undersogelse 114

G
grader 68

Grundrelation i trigonometri 10, 70

gennemsnit 200
gennemsnitsomkostning 237
grupperede fordelinger 204
grenseomkostning 127
grenseomsatning 128
grenseverdi 96

H

halveringstid 66
hastighedsvektor 124
haeldning 6
haldningskoefficient 6
hojere afledede 109
hejrestilling 168

I
impedans 76
indskudssatning for vektorer 20
indsettelsesmetoden 40
integral
bestemt 135
ubestemt 132
integrand 132
integration 132
numerisk 19
integrationsproven 132
integrationsregler 133
partiel 133
substitution 133
interpolation 13

K

karakteristiske tal 200
kinematik 123
kontinuitet 97
konfidensinterval 207
koordinater
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for plane vektorer 22

for vektorer i rummet 168

polare 26
koordinatsystem

i planen 15

1 rummet 168
korrelationskoefficient 86
kreefternes parallelogram 20
kumuleret relativ hyppighed 199
kvalitative data 194
kvantitative data 196
kvartil 202
kugle 187

L
lagkagediagram 194
ligning
cirkel 7
kugle 187
linie i plan 6, 36
plan i rummet 180
ligninger med to ubekendte 40
lineer funktion 55
lineer differentialligning af 1. orden
med konstante koefficienter 148, 152
linear differentialligning af 2. orden 158
linieelemente 156
linier
iplan 6, 36
iplan 6, 36
i rummet 171
vindskeve 173
logaritmer
naturlig In 63
titals log 63
regler 64
skalaer 66
10gistisk vaekst 154
leengde af vektor 20, 24

M

maksimum 113

median 202

middelsum 137

middelverdi 200

mindste kvadraters metode 85
mindsteveardi 113

minimum 113

monoton funktion 51
monotoniforhold 112
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momentvektor 176

N
naturlig logaritme In 63
nulpunkter 114
nulvektor 20
normalvektor

til linie 36

til plan 179
numerisk integration 141

O
omlebsretning 30
omvendt funktion 51
omvendt trigonometrisk funktion 72
Opgaver
til kapitel 1 3
til kapitel 2 16
til kapitel 3 33
til kapitel 4 47
til kapitel 5 52
til kapitel 6 80
til kapitel 7 92
til kapitel 8 97
til kapitel 9 110
til kapitel 10 119
til kapitel 11 129
til kapitel 12 145
til kapitel 13 163
til kapitel 14 189
til kapitel 15 211
oplesning i faktorer 58
optimering 58 , 120
outliers 88
overgangsformler 71
ortogonalitet 29

P
parabel 56
parallelepipedum 167
parallelogram’s areal 175
parameterfremstilling for linie 39, 171
partikuleer losning 147
periodisk funktion 70
plan

i rummet 179

ligning 180
polare koordinater 26
population 193

positiv omlebsretning 31
polyedre 185
polynomium

af 1. grad 55

af 2. grad 56

af 3. grad 59

af 4. grad 60
potensfunktion 53
potensregler 53
prikprodukt 25
prisme 185
produktregel for differentialkvotient 102
projektion

af vektor pa vektor 29
proportionalitet 12
pyramide 186

R
radian 68
radioaktivt henfald 65
regneregler
differentiation 102
logaritme 64
potens 53
simple 1
regression 83
regression
ligning 84
lineeer model 84
renteformel 62
residual 85
retningsvektor for linie 36
retningsvinkel 26, 171
Richter-skalaen 67
rod 1 polynomium 55
rotation 175
rumfang af omdrejningslegeme 142

S
sammensat funktion 50
secant sec 74
sinus 10 , 69
sin”' 73
sinusrelationerne

for trekant i planen 44
skalarprodukt 25, 170
skré kast 126
skaering

mellem to linier 40, 173



mellem cirkel og linie 42

mellem linie og plan 183
spredning 200
stamfunktion 132
standardafvigelse 200
standardfunktioner 53
stedvektor 23
stikpreve 205, 207
storsteveerdi 113
subtraktion af vektorer 21
sumpolygon 199
svingninger 75
svingningstid 78

T
tangent
til cirkel 43
til kurve 100, 124
tangentplan til kugle 188
tan”' 73
tangent til kurve 100
titalslogaritme 63
trigonometriske funktioner 68
trigonometriske
additionsformler 71
funktioner 68
grundrelation 70
ligninger 78
overgangsformler 71
tangens 11, 69
tangentvektor 124
tetraeder 169, 186
trekant
ensvinklede 13
retvinklede 14
trekantstilfelde
i planen 44
tvaervektor 30

U

uathangig variabel 50

udvealgelse
klyngeudvelgelse 206
simpel 205
stratificeret 206
systematisk 206

Vv
vekselstrem 75
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vektor
addition 20
i planen 19
1 rummet 167
koordinater i planen 22, 23
leengde 20, 24
multiplikation med tal 21
produkt 175
retningsvinkel 26
subtraktion 21
vinkel
mellem vektorer 28
mellem linier 37, 174
mellem linie og plan 184
mellem planer 180
vinkelmal , naturligt 68
vinkelfrekvens 77
vindskave linier 173
voksende funktion 51
volumen af omdrejningslegeme 142
vaegtet gennemsnit 204
vaerdimengde 50

o0
Dkonomi 127



