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FORORD

Der er 1 denne bog segt at give letlest og anskuelig fremstilling af de statistiske grundbegreber til
brug ved en indledende undervisning i statistik. De vaesentligste definitioner og setninger forklares
derfor fortrinsvist ved hjelp af figurer og gennemregnede praktiske eksempler. @nskes en mere
matematisk uddybende forklaring, bevis for s@tninger osv. kan dette ofte findes i et sarskilt tilleeg
til bogen, som findes pa nettet under titlen “Supplement til statistiske grundbegreber”.

Sidst i1 hver kapitel findes en reekke opgaver.
Bagerst i bogen findes en facitliste til alle opgaverne.
I appendix findes en reekke oversigter over de vigtigste metoder og formler.

Leesning: Bogen er bygget sdledes op, at der hurtigt nas frem til normalfordelingen og de vigtige
normalfordelingstest. Disse vigtige begreber kan derfor blive grundigt indarbejdet, selv om der kun
er kort tid til radighed. Er det af tidsmeessige grunde svert at né hele notatet kan man uden skade for
helheden udover supplementafsnittene overspringe kapitlerne 8 og 9, ligesom man eventuelt kan tage
kapitlerne 3, 6 og 7 mere oversigtsagtigt.

I et leengere kursusforleb er denne bog tenkt at skulle efterfolges af M. Oddershede Larsen:
Videregdende Statistik”, som kan rekvireres ved henvendelse til e-mailadressen www.larsen-net.dk

Regnemidler. Det er hensigtsmassigt, at man har adgang til en lommeregner eller en PC med
normalfordeling, t - fordeling, binomialfordeling og Poissonfordeling indbygget.

I eksemplerne angives saledes, hvorledes beregningerne kan foretages med den i gjeblikket mest
populare lommeregner TI-89, men ogsa (med petit) hvorledes beregningerne udferes ved benyttelse
af de statistiske tabeller, som findes bagerst i bogen.

Endvidere er der i et appendix ogsa angivet hvorledes beregningerne kan udferes med TI-83, HP
48G, Excel og Maple.

Denne 8 udgave er indholdsmaessigt uendret i forhold til 7. udgave, idet dog eksemplerne nu ogsa
beregnes ved anvendelse af regnemaskine og ikke kun ved opslag i tabel.

Da denne udgave ikke mere trykkes i bogform, men udelukkende kan findes pa adressen:
www.larsen-net.dk , har det ogsa givet anledning til visse typografiske @ndringer.

Jeg vil gerne takke ingenierdocent L. Brondum og J. D. Monrad for de mange gode rdd gennem
arene.

En sarlig tak til lektor Bjarne Hellesen, som dels har skrevet afsnit 1.7 og kapitel 9, dels er kommet
med mange verdifulde kommentarer og bidrag til forbedringer.

juni 2007 Mogens Oddershede Larsen
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1.1 I ndl edni ng

1 STATISTISKE GRUNDBEGREBER

1.1 INDLEDNING

Ved nasten alle ingeniermaessige problemer vil de indsamlede data udvise variation. Maler man
saledes gentagne gange indholdet (i %) af et bestemt stof 1 et levnedsmiddel, vil det procentvise
indhold ikke blive pracis samme tal for hver gang man foretager en maling. Dette kunne naturligvis
veaere en usikkerhed ved malemetoden, men det vil sjeeldent vaere den vasentligste arsag.

Ved mange industrielle processer vil en reekke ukontrollable forhold indvirke pa det endelige resultat.
Eksempelvis vil udbyttet af en kemisk proces variere fra dag til dag, fordi man ikke har fuldstendig
kontrol over forsegsbetingelser som temperatur, omreringstid, tidspunkt for tilseetning af rimateria-
ler, fugtighed osv. Endvidere er forsegsmaterialerne muligvis ikke homogene nok. Rdmaterialerne
kan f.eks. vere af varierende kvalitet, der ma bruges forskelligt apparatur under produktionsproces-
sen, forskelligt personale deltager i arbejdet osv.

Statistik drejer sig om at samle, praesentere og analysere data med henblik pa at foretage beslutninger

og lgse problemer.

1.2 HANDELSER OG SANDSYNLIGHED

Statistik bygger pd sandsynlighedsteorien, som giver metoder til at finde, hvor stor chancen (sand-

synligheden) er for at et bestemt resultat af et eksperiment forekommer.

DEFINITION af tilfzeldigt eksperiment. Et eksperiment som kan resultere i forskellige ud-
fald, selv om eksperimentet gentages pa samme mdde hver gang, kaldes et tilfeeldigt

eksperiment (engelsk : random experiment).

Det er karakteristisk for tilfeeldige eksperimenter, at man kan afgrense en mengde kaldet eksperi-
mentets udfaldsrum U, der indeholder de mulige udfald. Derimod kan man ikke forudsige, hvilket
udfald der vil indtreeffe ved udferelsen af eksperimentet. Bestar eksperimentet eksempelvis 1 kast
med en terning er udfaldsrummet U = {1, 2, 3, 4,5, 6}, men man kan ikke forudsige udfaldet af
naste kast (eksperiment). Selv om man 4 gange i traek har faet udfaldet “gjental 1", kan man ikke
forudsige, hvilket udfald der indtraeffer naeste gang. Resultatet af 5. kast afhanger ikke af resultater-

ne af de foregdende 4 spil. Man siger, at eksperimenterne er "statistisk uafhaengige" (en pracis
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definition ses i kapitel 9).

Som eksempler pa tilfeldige eksperimenter kan nevnes:

a) Et kast med en ment. Udfaldsrum U = {Plat, Krone} .

b) Fremstilling af et parti levnedsmiddel og maling af det procentvise indhold af protein.
U = mangden af reelle tal fra 0 til 100.
c¢) Udtage en stikprove pa 400 elektroniske komponenter af en dagsproduktion og optelling af

antallet af defekte komponenter. U = {0, 1,2,3,4,5,..., 400}

d) Udtagning af et tilfeldigt TV-apparat fra en dagsproduktion af TV-apparater og optelling af
antallet af loddefejl. U = mengden af positive hele tal.

DEFINITION af heendelse. En heendelse er en delmeengde af et eksperiments udfaldsrum.

Eksempelvis er 4: “At fa et lige gjental” en hendelse ved kast med en terning.

Hendelsen 4 siges at indtraffe, hvis et udfald fra 4 forekommer.

Sandsynlighedsbegrebet tager udgangspunkt i begrebet relativ hyppighed.

DEFINITION af relativ hyppighed. Gentages et eksperiment n gange, og forekommer hcen-

n
delsen A netop n, gange af de n gange, er A’s relative hyppighed h( A) = —*
n

Lad eksempelvis eksperimentet vare kast med en terning og hendelsen 4 vare at fa et lige ogjental.

Kastes terningen 100 gange og bliver resultatet et lige gjental 45 af de 100 gange er 4(A) = 0.45.

Det er en erfaring, at gges antallet af gentagelser af eksperimentet, vil den relative hyppighed af
handelsen 4 stabilisere sig. Nér n gar mod oo ,vil den relative hyppighed erfaringsmassigt nerme
sig til en greenseveaerdi ("de store tals lov"). Ved sandsynligheden for 4 som benavnes P(A) forstés

denne graenseverdi.

Eksempel 1.1. De relative hyppigheders stabilitet
Et eksperiment bestar i at kaste en terning, og haendelsen 4 bestar 1 at fa et lige gjental. Terningen
kastes nu 100 gange, og man fér et lige @jental 55 gange. Eksperimentet udferes igen 100 gange,
og man far 4 47 gange. Igen kastes 100 gange, og man far nu 4 57 gange. Til sidst kastes 100
gange, og man far 4 40 gange.
Eksperimentet foretages nu 1 serier pd 1000 gange, hvor man hver gang optaller antal gange A

forekommer. Resultaterne vises i folgende tabel:



1.3 Stokastisk variabel

Serier pa 100 gentagelser Serier med 1000 gentagelser

1 2 3 4 1 2 3 4

Antal gange A4: et lige gjental | 55 | 47 | 51 40 486 508 488 | 509

Relativ hyppighed 0.5510.47]051| 040 | 0.486 | 0.508 |0.488 | 0.509

Det ses, at med 1000 gentagelser er de relative hyppigheder taettere samlet (ligger mellem 48,6%
og 50,9%) end hvis man kun kastede 100 gange (mellem 40% og 55%). Hvis terningen var en
aegte terning(fuldsteendig homogen og symmetrisk), matte man pa forhand forvente, at det tal, som
de relative hyppigheder grupperede sig omkring, var tallet 0.5. Man vil derfor sige, at sandsynlig-
heden for at fa et lige gjental er 0.5, eller kort P(4) = 0.5.

| 4

Da definitionen af sandsynlighed bygger pa relativ hyppighed, er det naturligt, at det for ethvert par
af heendelser 4 og B 1 udfaldsrummet U skal galde :

0<P(A)<1, PU)=1o0g P(AL B)= P(A)+ P(B) forudsat 4 og B ingen elementer har
feelles (er disjunkte).

De 3 regler kaldes sandsynlighedsregningens aksiomer. I kapitel 6 udledes pa dette grundlag en

reekke regler for regning med sandsynligheder.

1.3 Stokastisk VARIABEL

Ethvert statistisk problem ma det pé en eller anden made vaere muligt at behandle talmeessigt.
Betragtes det tidligere eksempel med kast med en ment, kunne man til udfaldet plat tilordne tallet
0 og til udfaldet krone tilordne tallet 1 og pd den mdde fa problemet overfort til noget, hvor man kan
foretage beregninger. Man siger, man har indfert en stokastisk (eller statistisk) variabel X, som er
0, nar udfaldet er plat, og 1 nar udfaldet er krone.

Generelt gelder folgende definition:

DEFINITION af stokastisk variabel (engelsk: random variable). En stokastisk variabel
(ogsd kaldet statistisk variabel) er en funktion, som tilordner et reelt tal til hvert udfald i ud-

faldsrummet for et tilfeeldigt eksperiment.

En stokastisk variabel betegnes med et stort bogstav sdsom X, mens det tilsvarende lille bogstav x
betegner en mulig vaerdi af X.

Er eksempelvis eksperimentet “udtagning af en kasse med 100 metrikker, ud af en lebende produk-
tion af kasser”, kunne den stokastiske variabel X vare defineret som “ antal defekte metrikker 1

kassen”. Et andet eksempel kunne vare eksperimentet “anvendelse af en ny metode til fremstilling
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af et produkt”. Her kunne den stokastiske variabel Y vaere det malte procentvise udbytte ved

forsoget.

Ved en diskret variabel forstds en variabel, hvis mulige vardier udger en endelig eller tellelig
mangde. | eksemplet hvor X er antal defekte meotrikker, er X en diskret variabel, da den kun kan
antage heltallige vardier fra 0 til 100. Diskrete variable kaldes ofte for tellevariable, da de ofte

optraeder ved optallinger, for eksempel som ovenfor i forbindelse med kvalitetskontrol.

Ved en kontinuert variabel forstas en variabel, hvis mulige verdier er alle reelle tal i et vist interval.
I eksemplet, hvor Y er det mélte procentiske udbytte, er Y en kontinuert variabel, da den kan antage
alle verdier fra 0% til 100%.

1.4 DISKRET Stokastisk VARIABEL

Vi vil 1 dette afsnit benytte folgende eksempel til illustration af definitioner og begreber.
Eksempel 1.2. Diskret variabel.
Ved et roulettespil vil resultatet “red” give en gevinst pa 40 kr. Tilsvarende vil “gren” og “bla”
give gevinster pa henholdsvis 20 og 10 kr, mens “gul” og “sort” giver tab pa henholdsvis 10 kr
og 40 kr.
Lad X vare gevinsten ved et spil. X far da veerdierne 40, 20, 10, -10 og -40.
Ejeren af spillet ved, at P(X=40)=0.1, P(X=20)=0.1, P(X=10) = 0.2, P(X=-10)= 0.5 og
P(X=-40)=0.1.
Man siger, at den diskrete variabel X har en tzethedsfunktionen f(x) = P(X=x) bestemt ved

0.1 for x =-40
0.5 for x=-10
0.2 forx= 10
J)= 0.1 for x = 20
0.1 for x = 40
0 ellers | ‘ |

-40 - 10 10 20 40
Stolpediagram for teethedsfunktion

En tethedsfunktion illustreres grafisk ved at tegne et stolpediagram som vist pa figuren.

L 4

Ejeren ensker at finde ud af, hvor stor en gevinst pr. spil han i middel kan forvente. Hertil ma

middelvardien beregnes.
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DEFINITION af middelvzerdi for diskret variabel. Middelveerdi for en diskret variabel X
bencevnes i eller E ( X) og er defineret som p= E(X)= Zx- P(X = x) (E stdr for

expected value )

I eksempel 1.2 fs middelvardien x =-40-0.1+(-10)-0.5+10-0.2+20-0.1+40-0.1=-1,

dvs. 1 middel vil ejeren vinde 1 kr pr. spil.

Udover at angive en middelvardi, er man ofte ogsa interesseret i at angive et mél for om vaerdierne
ligger teet omkring middelverdien, eller om de spreder sig meget (varierer meget). Som et mal herfor

beregnes varians og spredning for variablen X.

DEFINITION af varians og spredning for diskret variabel. Variansen for en diskret vari-

abel X bencevnes o eller V (X) og er defineret som

02=V(X)=E((X—,U)2)=Z(x—ﬂ)2'P(X=x).

Spredningen (engelsk: standard deviation) for en diskret variabel X bencevnes o og er defi-

neret som o =-V(X) .

For fordelingen i eksempel 1.2, som havde middelverdien -1 fés siledes:
V(X)=(-40-(-1))* - 0.1+ (-10-(-1))* - 05+ (10-(-1))* - 02 + (20 - (-1))* - 0.1 + (40 - (-1))* - 0.1 =429
o(X) =-/429 =20.71.

Iafsnit 1.6 vises,at V' (X) = E(X") — u” hvilket seedvanligvis giver en lettelse ved beregningerne.

For fordelingen i1 eksempel 1.2 fas saledes
V(X)=(-40)*-01+(-10)* - 05+10>-02+20% - 0.1+40° - 0.1-(-1)* =429

Det ses, at alle x- vaerdier i eksempel 1.2 ligger indenfor en afstand af 2 - o fra middelverdien -1.

For de fleste fordelinger vil mindst 99% af alle verdier ligge indenfor[,u—3-a; y+3-a], og

sedvanligvis vil mindst 95% af verdierne ligge indenfor [ =20, u+2- a] .
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I visse situationer er det en fordel at betragte den stokastiske variabels fordelingsfunktion
F(x)=P(X <x).

DEFINITION af fordelingsfunktion F (x) for diskret variabel. Fordelingsfunktionen for

en diskret variabel X er defineret ved F(x)=P(X <x),

Eksempel 1.2 (fortsat). Fordelingsfunktion for diskret variabel.

Fordelingsfunktionen for den i eksempel 1.2 angivne diskrete variabel er

0 for x < —40

01 for —40<x<-10 APV )

06 for —10<x< 10 L
F(x)=P(X<x)= —

08 for 10<x< 20 |

09 for 20<x< 40 §

1 for X > 40 i
¢ 40 S0 10 20 40 F

Trappekurve for fordelingsfunktion
Vi vil i kapitel 7 angive nogle vigtige diskrete fordelinger.

1.5 KONTINUERT Stokastisk VARIABEL

Vi vil i dette afsnit benytte det folgende eksempel til illustration.

Eksempel 1.3. Kontinuert stokastisk variabel

I menneskers led udskiller den inderste hinde en "ledveske" som "smerer" leddet. For visse
ledsygdomme kan brintion koncentrationen (pH) i denne vaeske tankes at have betydning. Som
led 1 en nordisk medicinsk underseggelse af en bestemt ledsygdom udtog man blandt samtlige
patienter der led af denne sygdom tilfeldigt 75 patienter og mélte pH i ledvasken i kneet.
Resultaterne var folgende:

7.02 7.26 7.31 7.16 7.45 7.32 7.21 735 7.25 7.24 7.20 7.217.27 7.28 7.19

7.39 7.40 7.33 7.32 7.35 7.34 7.41 7.28 7.27 7.28 7.337.20 7.15 7.42 7.35

7.38 7.32 7.71 7.34 7.10 7.35 7.15 7.19 7.44 7.12 7.227.12 7.37 7.51 7.19

7.30 7.24 7.36 7.09 7.32 6.95 7.35 7.36 7.52 7.29 7.317.35 7.40 7.23 7.16

7.26 7.47 7.61 7.23 7.26 7.37 7.16 7.43 7.08 7.56 7.07 7.08 7.17 7.29 7.20
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Population og stikpreve. Samtlige indbyggere i Norden med denne sygdom udger populationen.
Da det er ganske uoverkommeligt at undersgge alle, udtages en stikpreve pa 75 patienter.
Det er malet ved hjelp af statistiske metoder pa basis af en stikprove at sige noget generelt om

populationen.

Histogram. For at fa et overblik over et storre datamateriale, vil man sedvanligvis starte med at

tegne et histogram. Forst findes det storste tal x,,,, og det mindste tal x,,, 1 materialet og derefter

beregne variationsbredden x,, - x,,. Vi ser, at storste tal er 7.71 og mindste tal er 6.95 og
variationsbredden derfor 7.71 - 6.95 = 0.76.

Dernest deles tallene op 1 et passende antal intervaller (klasser). Som det forste bud valges ofte et
antal nar ~/p . Da /75 ~ 9 valges ca. 9 klasser. Da % ~ 0.08 deler vi op i de klasser, der ses

af tabellen. Dette giver 10 intervaller. Vi teeller op hvor mange tal der ligger 1 hvert interval (geres
nemmest ved at starte forfra og sat en streg i det interval som tallet tilhorer). I skemaet er dette sket,
og endvidere er der af hensyn til det folgende foretaget en skalering ved at dividere den relative

hyppighed med intervalleengden.

n . n
Klasser Antal n | Relativ hyppighed % Skalering 75-0.08
16.94 - 7.02] // 2 0.0267 0.3333
17.02 - 7.10] /111 5 0.0667 0.8333
17.10 - 7.18] 11111111 8 0.1067 1.3333
17.18 - 7.26] | ///11111111177171 17 0.2267 2.8333
17.26 - 7.341 | /1111111111111 18 0.2400 3.0000
17.34 - 7.42] I 16 0.2133 2.6667
17.42 - 7.50] /11 4 0.0533 0.6667
17.50 - 7.58] /1 3 0.0400 0.5000
17.58 - 7.66] / 1 0.0133 0.1667
17.66 - 7.74] / 1 0.0133 0.1667

Vi fér det pé naste side tegnede histogram (tegnet af Statgraphics).
Dette viser et "klokkeformet histogram", hvor der er flest tal fra 7.19 til 7.42, og derefter falder
antallet til begge sider.
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Histogram for pH

18 [ ' ' | | IR
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pH

Man regner normalt med, at resultaterne af forseg hvor man har foretaget mélinger (hvis man lavede
nok af dem) har et sddant klokkeformet histogram. Hvis man tenker sig antallet af forseg stiger (for

eksempel undersgger hele populationen pd méske 1 million nordiske knee), samtidig med at man gger

antallet af klasser tilsvarende (til for eksempel \/1076 ~ 1000), vil histogrammet blive mere og mere
fintakket, og til sidst neerme sig til en kontinuert klokkeformet kurve (indtegnet pa grafen). Hvis man
benytter den skalerede skala fra skemaet, som ogsé er afsat pa hejre side af tegningen, vil arealet af
hver sgjle vere den relative hyppighed, og for den idealiserede kontinuerte kurve, vil arealet under
kurven i et bestemt interval fra a til b vaere sandsynligheden for at fa en veerdi mellem a og b. Det
samlede areal under kurven er naturligvis 1. Man siger, at den kontinuerte stokastiske variabel X (pH

vaerdien) har en teethedsfunktion f(x) hvis graf er den ovenfor nevnte kontinuerte kurve.

DEFINITION af teethedsfunktion f(x) for kontinuert stokastisk variabel. En teetheds-
Sfunktion f(x) skal tilfredsstille folgende betingelser:
. f(x)=0 forallex

2. [ f(ax=1

b
3.P(a<X<b)= J. S (x)dx for ethvert interval af reelle tal [a ; b]

Bemerk, at for kontinuerte variable er
Pla<sX<b)=Pla< X<b)=Plas X<b)=Pla< X<b).



1.5 Kontinuert stokastisk variabel

Et eksempel pé en tathedsfunktion for en kontinuert variabel er den i naste kapitel beskrevne
normalfordeling. Maleresultater vil saedvanligvis vare vaerdier af normalfordelte variable, sa en
rimelig hypotese for den i eksempel 1.3 angivne kontinuerte stokastiske variabel X = pH er saledes,
at den er normalfordelt. Dette bestyrkes af at grafen for sdidanne netop er klokkeformede .

Som i det diskrete tilfelde, er det vaesentlig at finde en central vardi i populationen.

DEFINITION af middelvzerdi for kontinuert variabel. Middelverdi for en kontinuert
variabel X med teethedsfunktion f( x ) bencevnes i eller E ( X) og er defineret som

u=EX)=[ x f(x)dv

Som for den diskrete variabel, er det ikke nok at angive en middelvaerdi for populationen. Man ma

ogsa angive et mal for hvor meget tallene spreder sig.

DEFINITION af varians og spredning for kontinuert variabel. Variansen for en kontinu-
ert variabel X med teethedsfunktion f( x ) bencevnes o* eller V( X)) og er defineret som

o> =V(X)= E(X~p))=[ (=) f(x)dx

Spredningen (engelsk: standard deviation) for en diskret variabel X med tcethedsfunktion f(x)
benceevnes T og er defineret som o = .|V (X)

Iafsnit 1.6 vises, at V' (X) = E(X*) — u” hvilket seedvanligvis giver en lettelse ved beregningerne.

Eksempel 1.4 Kontinuert stokastisk variabel.

0|

x2 for0<x<?2

Lad der vare givet folgende funktion: f (x) =
0  ellers

1) Vis, at f( x ) opfylder de to ferste betingelser i definitionen pé en tethedsfunktion.

I det folgende antages, at f'( x ) er tethedsfunktion for en kontinuert stokastisk variabel X.
2) Skitser grafen for f.

3) Beregn middelvaerdi og spredning for X.
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LOSNING:
Spergsmal 1:
Det ses umiddelbart, X
a) at f(x)>0 foralle x.

by [/ ()l = j zdx{gTzl_ o

0

Spergsmal 2:
Grafen, som er en del af en parabel, ses pa fig 1.1. , 7 X
S al 3:
poresmd Fig.1.1 Teethedsfunktion
4 2 3
X
E(X x-f(x)dx=|x-Zx*dx=|32—| ==
p=EX)=["x-f(x)dx=| {32} 3

V(X):Iixz - F(x)dx — u? =I2x2 -szdx—(3)2 {3)‘5} ~225=015

0

o(X)=-/0.15=0387.
2

Stikpreves gennemsnit og spredning.
Sadvanligvis kendes populationen ikke (det er ganske uoverkommeligt at undersoge for eksempel
en million dérlige kne). I stedet udtages en stikpreve pa for eksempel 75 patienter, og man sgger ud

fra disse at give estimater (skon) for middelvaerdi og spredning.

DEFINITION af en stikproves gennemsnit, varians og spredning.

Hvis observationerne i en stikprove af sterrelsenner x,,x,,...,x

n?

=

X,
l
o ] ] . o, T X XX —
sd er et estimat for middelverdien 1 gennemsnittet x = ~1— 2 n = 1=l
n n
ICEE
og et estimat for variansen o’ er stikprovens varians st = ’1—1
n f—

Ved stikprovens spredning forstas s.

Stikprovens varians siges at have f = n - 1 frihedsgrader.

10



1.5 Kontinuert stokastisk variabel

Bemark, at man skelner mellem populationens middelvaerdi z og stikprovens middelveardi X (som

kaldes gennemsnittet og leeses som x streg), ligesom man skelner mellem populationens spredning o
og stikprevens spredning s. x og s er estimater for henholdsvis u# og o (greske bogstaver for

populationens parametre).

En begrundelse for ovennavnte formler kunne vaere, at hvis man kender hele populationen, f.cks. antager at der kun findes

. . . 1
n patienter med ovennavnte ledsygdom, og man har malt pH pa dem alle, sa vil der vaere en sandsynlighed p& — for atudvalge
n

en bestemt patient. Er de mélte pH vardier x,,X,,...,X, fis

n

>y D - w0

E(X):in-f(x): =X og V(X):Z(xl,_,u)z.f(xi):f=1T

n

Eksempel 1.5. Beregning af X 0g s .
Lad os for en forsegsvariabel X have udfert en stikprove pa 4 forseg. Resultaterne var:
35.9,33.3,34.7,34.1.

Beregn et estimat for X°’s middelvaerdi ¢ og spredning o

LOSNING:
- +Xx, +x, + 359+ 333+34.7+34.1
Et estimat for u er x = T H T T =345.
4 4 —
Et estimat for 52 er
, (359- 34.5)2 +(333- 34.5)2 +(34.7- 34.5)2 +(34.1- 34.5)2 3.60 12
S = = = 1.Z.

4-1 3

Et estimat for o> er s=-/12 = L1

TI 89: MATH\Statistics\mean({35.9,33.3,34.7,34.1})  Resultat: 34.5
MATH\Statistics\stdDev({35.9,33.3,34.7,34.1}) Resultat: 1.095

Anskuelig forklaring p4 formlen for s.

At formlen for s skulle veere sarlig velegnet til at angive, hvor meget resultaterne “spreder sig” (hvor
megen stej der er pa forseget) er ikke umiddelbart indlysende. I det felgende gives en anskuelig
forklaring.

Lad os betragte 2 forsegsvariable X og Y, hvorpé der for hver er udfert en stikprave pa 4 forseg.

Resultaterne var:  X: 35.9, 33.3, 34.7, 34.1 med gennemsnittet X =345 , 0g

Y: 34.3,34.6,34.7, 34.4 med gennemsnittet V = 34.5.

11
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oo oo Y

33 34 35 36

De to forsegsvariable har samme gennemsnit, men det er klart, at Y-resultaterne grupperer sig meget
teettere om gennemsnittet end X-resultaterne, dvs. Y-stikpreven har mindre spredning (der er mindre

stoj pa Y - forseget) end X-stikproven.

For at fa et mal for stikprovens spredning beregnes resultaternes afvigelser fra gennemsnittet.

X; — X v, —}
359-345= 1.4 343-345=-0.2
33.3-345=-1.2 34.6 - 34.5=0.1
34.7-34.5=0.2 34.7-34.5=0.2

341-345=-04 344-345=-0.1

Summen af disse afvigelser er naturligvis altid 0 og kan derfor ikke bruges som et mél for stikpro-

vens spredning.
I stedet betragtes summen af kvadraterne pd afvigelserne (forkortet SS: Sum of Squares eller SAK:

Sum af afvigelsernes Kvadrat).

SAK, = Y (x,- x)" = 147+ (-12)? + 022 + (~04)" = 3,60
i=1

SAK, = Y (3, - »)* = (-02)? + 0.2 + 027 + (-0.1)* = 010
i=1
Da et mal for variansen ikke ma vare athaengig af antallet af forseg, divideres med » - 1.
Umiddelbart ville det vaere mere rimeligt at dividere med ». Imidlertid kan det vises (se eventuelt
SAK n-1 , ) ) )
= —— o . 1 middel bliver et skon for variansen
n n

altsa for lille, hvis man dividerer med n, mens den “rammer” praecist, hvis man dividerer med » - 1.

Det kan forklares ved, at tallene x; har en tendens til at ligge teettere ved deres gennemsnit x end ved

supplement 4A), at E(s’)= o, mens E (

middelvaerdien x .

12



1.5 Kontinuert stokastisk variabel

Stikprevens spredning s (engelsk: standard deviation) fas nu ved at tage kvadratroden af resultatet

(for at opna samme enhed, da vi jo tidligere har kvadreret). Vi har altsa

3.60 0.10
= 1095 og s, = 41

s, = = 0183

! 4-1
Som vi forudsa, er stikprevens spredning betydelig storre for X-resultaterne end for Y-resultaterne.
Man siger, at stikprevens varians er baseret pa f=n - 1 frihedsgrader. Navnet skyldes, at kun 7 -1
afdenled X; — X kan velges frit, idet summen af de n led er nul. Eksempelvis ser vi af ovenstaende
eksempel, at der er 3 frihedsgrader, da kendskab til de forste 3 led pa 1.4, -1.2 og 0.2 er nok til at

bestemme det fjerde led, da summen er nul.

Vurdering af storrelsen af stikprevens spredning. De 75 pH verdier i eksempel 1.3 har et
gennemsnit pd 7.287 og stikprevens spredning s = 0.134.

For at f4 en anskuelig fornemmelse af storrelsen af s (er det et stort eller lille tal?) foretager vi en
optelling og finder, at

mellem X - s = 7.16 og x + s = 7.42 ligger ca. 53 tal eller 70% af resultaterne.

mellem x - 2-5=7.03 og x+ 2-5=7.55 ligger ca. 69 tal eller 92% af resultaterne.

mellem X - 3-5= 690 og x + 3- 5= 7.68 ligger ca. 74 tal eller 99% af resultaterne.

Dette stemmer meget godt overens med forestillingen om at resultaterne er normalfordelte, idet det

for disse (som vi vil se 1 naste kapitel) gelder det pd figurerne 1.2 og 1.3 navnte.

L-20 L 20

n-o pto
Fig. 1.2 Mellem u—-o og u+ o ligger
ca. 68% af resultaterne.

Fig 1.3. Mellem py—-2-0 og u+2-o ligger
ca. 95% af resultaterne.

Endvidere gelder, at mellem u—-3-0 og u+3-0 ligger ca. 99.7%. af resultaterne. Dette benyttes
bl.a. istatistisk kvalitetskontrol, hvor man lebende udtager stikprover af produktionen. Eksempelvis
kan man om den maling, der giver en pH-vardi i ledvasken pd 7.71 sige, at enten er der en fejl ved

malingen eller ogsa er der her et interessant medicinsk sartilfaelde.

13



1. Statistiske grundbegreber

Fordelingsfunktion. I visse situationer er det en fordel at betragte den stokastiske variabels

fordelingsfunktion F(x)

DEFINITION af fordelingsfunktion F(x) for kontinuert variabel.

Fordelingsfunktionen for en kontinuert variabel X er defineret ved

Fx)=P(X<x)=[" f(x)dx

DEFINITION af p-fraktil x . Lad p veere et vilkdrligt tal mellem 0 og 1. Ved p-fraktilen
eller 100 p % fraktilen forstds det tal x ,, for hvilket det geelder, at

F(x)=P(X<x)=p (=["f(xdx)

Serlig ofte benyttede fraktiler er 50% fraktilen, som kaldes medianen (eller 2. kvartil), 25 %
fraktilen, som kaldes nedre kvartil (eller 1. kvartil) og 75% fraktilen, som kaldes avre kvartil (eller
3. kvartil).

Eksempel 1.6 Fordelingsfunktion for kontinuert variabel.
For den i eksempel 1.4 angivne kontinuerte variabel X med taethedsfunktion f'(x) enskes fundet:
1) Fordelingsfunktionen F (x).
2) Medianen .

LOSNING:
[ odx= 0 forx<0

o 3

3
1) F(x)= " f(x)dx = O+J‘O§x2dx:{);} :’; for0<x<2

0

3
0+2+I 0dx = 1 forx>2
g J2

3
2) Medianen er bestemt ved F'(x)=05< xg =05 x’ =4 x=159.

14
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08]

Anvendes den kontinuerte tthedsfunktion, som 060
angav pH 1 patienter med en bestemt ledsygdom 0.4 7
(se eksempel 1.3), s fis den i fig. 1.4 angivne P 65T
fordelingsfunktion (tegnet af Statgraphics). ol

6,9 71 13 7,5 7,7 79 8,1

Pa grafen for fordelingsfunktionen kan afleses, X, oH

at for p = 25% er x, ca. 7.2, dvs. 25% af alle ) ‘ ‘
med den pagaldende ledsygdom har et pH i Fig 1.4. Fordelingsfunktion

knaeet pa under 7.2.

Sumpolygon: Baseret pa en stikpragve bliver en tilnaermelse til fordelingsfunktionen en sumpolygon.
Baseret pd de 75 pH verdier i eksempel 1.3 foretages den i den folgende tabel angivne
opsummering(kumulering).

Afs@ttes punkterne (7.02 , 0.0267), (7.10, 0.0933) . . . (7.74, 1.00 ) (bemerk at x-vaerdierne er
vardierne 1 hgjre intervalendepunkt), og forbindes de enkelte punkter med rette linier, fas den i figur

1.5 angivne sumpolygon, hvoraf man analogt med for kan aflese, at 25% fraktilen er ca. 7.2.

Klasser [Antal| Opsum | Kumuleret relativ
-mering| hyppighed i % A
16.94-7.02] [ 2 2 2.67
17.02-7.101 | 5 7 9.33 /
17.10 - 7.18] 8 15 20.00 0.8+
17.18 -7.26] | 17 32 42.67 0.6+
17.26 -7.34] [ 18 50 66.67
17.34-7.42] | 16 | 66 88.00 |
17.42-7.50]1 [ 4 70 93.33 0.27
17.50-7.58] | 3 73 97.33 ) e,
17.58 - 7.66] 1 74 98.67 TO020 700 708 7260 734742 750 A8 7660 T
17.66 - 7.74] 1 75 100.00 Fig 1.5. Sumpolygon

15
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1.6 LINEARKOMBINATION AF STOKASTISKE VARIABLE

Vi betragter 1 dette afsnit flere stokastiske variable. Begreberne bliver behandlet mere udferligt 1
kapitel 9. mens vi her kun vil se pa et par af de vigtigste begreber. Eksempel 1.7 vil blive benyttet
som gennemgaende eksempel
Eksempel 1.7. To variable.
Insektpulver selges i papkartoner. Lad den stokastiske variable X, vare vegten af pulveret, mens
X, er vaegten af papkartonen. I middel fyldes der 500 gram insektpulver i1 hver karton med en
spredning pa 5 gram. Kartonen vejer i middel 10 gram med en spredning pa 1.0 gram.
Y =X, + X, er da bruttovegten.
1) Find middelvardien af ¥
2) Find spredning af Y.
| 4

Mere generelt haves:

Lad X,,X,,..., X, veere n stokastiske variable.

Ved en linearkombination af disse forstas

Y=a,+a,-X, +a,-X,+..4a,- X, ,hvor aq,,a,,a,,...,a, er konstanter.

Som vist i kapitel 9 geelder folgende :
Linearitetsregel: £(Y)=a,+a,-E(X,)+a, - E(X,)+..+a,-E(X,).

Svaret pé spergsmal 1 i eksempel 1.7 er derfor E(Y) = E(X,) + E(X,) =500 + 10 = 510 gram.

I eksempel 1.7 synes det rimeligt at antage, at vaegten af pulveret og vagten af papkartonen er
uafhaengige ( pifyldningen kan teenkes at ske maskinelt, uden at den er athengig pa nogen made af

hvilken vaegt, kartonen tilfeeldigvis har).

Generelt defineres statistisk uathangighed pé folgende méade:

DEFINITION af statistisk uathsengighed. De stokastiske variable X, X,,..., X, kaldes

statistisk uafhaengige, sifremt de for alle veerdier af x,,x,,...,x, opfylder betingelsen (A

betyder bade .. og)
P(X, <x,nX,<x,n.. X, <x,)=P(X, <x,)-P(X,<x,)-... P(X, <Xx,)

Til bestemmelse af V(Y) vises i kapitel 9 den sékaldte kvadratregel, som gealder generelt, dvs. der

er ingen krav om, at de variable er statistisk uathangige.
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1.6 Linear konbi nati on af stokastiske variabl e

En variant af denne som kun gelder, hvis X, X,,..., X, er statistisk uafthangige, er folgende

Kvadratregel for statistisk uafhaengige variable:

ViY)=a! V(X)) +a; V(X)) +..+a, -V(X,).

Svaret pa sporgsmdl 2 1 eksempel 1.7 er derfor

Y= VX)) + V(X,)=52+12=26.  o(¥)=/26 =51 gram.

Stikprove X = (X 1»X,,..., X ).Ladosantage, at viuathengigt af hinanden og under de samme
betingelser udtager n elementer fra en population med middelverdi 4 og spredning o.Lad X,
veare den stokastiske variabel, der er resultatet af forste udtagning af et element i stikproven, X,

vare den stokastiske variabel, der er resultatet af anden udtagning, o.s.v. X, X,,..., X, vilda

vaere ensfordelte uathengige stokastiske variable, d.v.s. have samme fordeling med middelvaerdi
og spredning o .

Man kalder talsettet X = (X,,X,,...,X,) for en stikprove af storrelsen .

For ensfordelte uathengige stokastiske variable galder:

SATNING 1.1 (middelveerdi og spredning for stikpraves gennemsnit )

— — — X + X +.+X
E(X)=pog 6(X)=-2, hvor X="1"72 n

Jn n

- X1 + X2+...+X 1
Bevis: Aflinearitetsreglen fds £(X)= E ny_ (E(X1)+ E(XZ ..t E(Xn )): u
n
_ X+ Xp+..Xy, 1 n-o 02
Afkvadratreglen fds V(X)=Vv| ————| = 7<V(X1)+ V(X2)+...+V(Xn)): 5= .
n n n n

*

Eksempel 1.7 fortsat
Hvis der udtages 5 kartoner insektpulver, hvad vil da vare spredningen pa gennemsnittet af

vagten af insektpulveret .

LOSNING:
Da spredningen pa 1 karton er 5.1 gram, vil spredningen pa gennemsnittet af 5 kartoner vare
51
o(X)="2 =72 =228

5=

17
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Vi vil her til sidst bevise den i afsnit 1.4 og 1.5 angivne pastand: V(X) = E(X*) - u>.

Bevis: For séavel diskrete som kontinuerte variable er variansen defineret ved
o’ =V(X)=E(X - u)*). Aflinearitetsreglen fas da
VX)=E(X - )=E(X" =2 X -pu+u*)=E(X*) =2 p- E(X)+ u’

=E(X*)-u’

*

1.7 USIKKERHEDSBEREGNING (skrevet af Bjarne Hellesen)

Males trykket P, volumenet V' og temperaturen 7 af en ideal gas, optrader der tilfeeldige malefejl,
som ger veerdierne usikre. Beregnes molantallet » nuafligningen P-V =n- R- T, bliver veerdien
af n derfor ogsé usikker. Vi ensker at kunne beregne usikkerheden pd » ud fra usikkerhederne pa

P, Vog T

DEFINITION af absolut og relativ usikkerhed.
Absolutte usikkerheder o(X,),0(X,),...,0(X,) erspredningerne hidrorende fra tilfeeldi-

ge mdlefejl .
o(Xy)

E(X,)

o(X,)) o(X,)

E(X,)

Lorel(X,)=

Relative usikkerheder:  rel(X,) = ,rel(X,) =

1

SATNING 1.2 (ophobningsloven for usikkerheder)

Lad X,,X,,...,X, vere stokastisk uafheengige variable, som hidrorer fra mdlinger.
Beregnes en ny storrelse Y(X,,X,,....,X,) udfra X,,X,,...,X,, far Y ogsad en usikker-
hed o(Y), som kan beregnes tilncermet af

or) or ) oY
G(Y)~\/(0”X1j -V(X1)+(§X2J -V(X2)+...+(5XJ V(X,)

Ved den praktiske brug af formlerne for relative fejl og den ophobede fejl kan man erstatte alle

middelvardier med de faktisk malte vaerdier.

18
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Bevis for ophopningsloven, Funktionen Y =Y ()? ) tilneermes ved sit 1. Taylorpolynomium med
udviklingspunkt i middelveerdien i :

- - oY 17)4 oY
Y(X)zy(ﬂ)*‘g'()(l_/11)‘*‘5'()(2_/"2)*‘---"'5'()(/(_:uk)a

1 2 k

hvor de partielle afledede er beregnet i middelvaerdien z . Vi finder derfor

Y(X) = konstant + o X, + 24 -X2+...+ﬁ-Xk,
X, X, X,

V(Y)zV(konstantJr o X, + 24 X, .+ 24 -X,(J
oX oX oX

1 2 k

Da X, X,,...,X, erforudsat statistisk uathaengige, fér vi ifelge kvadratreglen

o) o\’ oY
V(Y)~(§Xj -V(X1)+(§X} -V(X2)+...+(ﬁX

1 2 k

j 'V(Xk)

ﬂY 2 ﬁY 2 ﬁY 2
O-(Y)~\/£d)(lj -V(X1)+(5X2j -V(X2)+...+£5XJ -V(Xk).
X

Eksempel 1.8.  Usikkerhedsberegning.
En ideal gas opfylder ligningen =~ P-V =n-R-T, hvor R=8314J. K™ -mol".
Man har malt P = 123400 Pa, V=567 m’, T=678 K
med usikkerheder 0(£)=1000 Pa ., o)=0.06 m’ , o(=3 K
Det kan antages, at méleresultaterne for P, V og T er statistisk uathaengige.
Find molantallet n, usikkerheden o (n) , samt den relative usikkerhed rel(n).
LOSNING:

Vi finder 71— PV 123400-5.67

= =124.12 mol
R-T 8314-678 —

Af ophobningsloven for usikkerheder fas usikkerheden pd n:

sm=currm= (2] oo 2) (2] oo
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o RN (L e R

2 2 2
_ ( 567 j '1000”( 123400) _0.062+(—123400‘5.267) .
8314678 8314678 8314678

= /101178 + 1.72526 + 0.30165 = 1.74318 = 1.74 mol >
o(n) 174318
124.12

og dermed den relative usikkerhed rel(n) = =0.0140443 ~ 1.40% .

L 4
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Opgaver til kapitel 1

OPGAVER

Opgave 1.1 (tethedsfunktion)

Givet folgende to funktioner:

X -3 -2 -1 3 6 ellers
1 1 1 2 1
f(x) 10 10 5 5 5 0
1 1 2 1 1
g(x) 10 5 5 5 5 0

1) Hvilke af de to funktioner kan opfattes som en taethedsfunktion for en stokastisk variabel X.

2) For den i spergsmél 1 fundne taethedsfunktion, skal man finde den tilsvarende fordelingsfunktion,
og tegne henholdsvis stolpediagram og sumkurve.

3) Beregn middelveardien E£(X), variansen V (X') og spredningen o(X).

Opgave 1.2 (tethedsfunktion)

Givet folgende funktion:
X -3 -2 0 1 ellers
1 1 1 1
SAx) 4 4 6 3 0

1) Idet f{x) opfattes som en taethedsfunktion for en stokastisk variabel X skal man tegne det tilherende
stolpediagram.

2) Find den tilsvarende fordelingsfunktion F(x) og tegn grafen.

3) Beregn middelveardien E£(X), variansen V (X ') og spredningen o(X).

Opgave 1.3 (fordelingsfunktion)
Givet folgende fordelingsfunktion ' ( x )

x x<-51 —-5<x<-3 -3<x<-1 -1<x<1 I1<x<3 3<x
1 4 8 11
F(x) 0 12 12 12 12 1

1) Tegn grafen for F(x).
2) Find den tilsvarende tethedsfunktion f'(x) og tegn grafen.
3) Beregn middelvaerdien E(X), variansen V' (X ) og spredningen o(X).
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Opgave 1.4 (fordelingsfunktion)
Givet folgende fordelingsfunktion F(x):

x | x<0]| o0<x<4 4<x<6 6<x<12 12<x<18 18< x
1 1 1 3
Fx)| 0 4 3 2 4 1

1) Tegn grafen for F(x).
2) Find den tilsvarende teethedsfunktion f'(x) og tegn grafen.
3) Beregn middelvaerdien E(X), variansen V' (X ') og spredningen o(X).

Opgave 1.5 (tethedsfunktion)
Givet folgende funktion:

23=x)for0<x<2
f(X)={

0 ellers

1) Vis, at f(x) opfylder de to ferste betingelser i definitionen pa en tethedsfunktion.
Idet folgende antages, at f'( x ) er teethedsfunktion for en stokastisk variabel X .
2) Skitser grafen for f(x ), find den tilsvarende fordelingsfunktion F' ( x ) og skitser ogsa dennes graf.
3) Beregn middelvaerdien E(X), variansen V' (X ') og spredningen o(X).
4) Bestem P(025< X <05)
5) Bestem medianen for X.
6) Lad der vare givet folgende stikprove pa X: 0.3 1.8 0.6 0.1 09 1.9 04 1.2 0.2 1.5
Find pa dette grundlag et estimat for middelvaerdi £(X) og spredning o(X).

Opgave 1.6 (tethedsfunktion)
Givet folgende funktion:

i for 1<x
f(x)=1x*
0 ellers

1) Vis, at f(x) opfylder de to ferste betingelser 1 definitionen pa en tethedsfunktion.

Idet folgende antages, at /' ( x ) er teethedsfunktion for en stokastisk variabel X .

2) Skitser grafen for f(x ), find den tilsvarende fordelingsfunktion F' ( x ) og skitser dens graf.
3) Beregn middelvaerdien E(X), variansen V' (X ) og spredningen o(X).

4) Bestem P(2< X £3).
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Opgaver til kapitel 1

Opgave 1.7 (fordelingsfunktion)
Givet folgende fordelingsfunktion

0 for x<2
F(x)=4gx—7 for 2<x<10
1 ellers

1) Find den tilsvarende taethedsfunktion f(x) og tegn grafen for sével /' (x) som F (x).

2) Beregn middelvardien £(X), variansen V (X ') og spredningen o(X).

3) Bestem P(3< X <6)

4) Find nedre kvartil.

5) Lad der vare givet folgende stikprove pa X: 4.1 2.1 5.8 3.0 8.2 3.1 6.1 43 7.9
Find pa dette grundlag et estimat for middelveerdi £ (X) og spredning o(X).

Opgave 1.8 (fordelingsfunktion)
Givet folgende fordelingsfunktion:

0 for x< 4

F(x)= 4\’
1-|—| ford4<x
x
1) Find den tilsvarende taethedsfunktion f(x) og tegn grafen for sdvel /' (x) som F (x).
2) Beregn middelvardien £(X), variansen V (X ') og spredningen o(X).
3) Bestem P < X < 6)

4) Find evre kvartil.

Opgave 1.9 (histogram)

Ferdselspolitiet overvejede, om der burde indferes en fartgraense pa 70 km/h pa en bestemt landevejs-
strekning, hvor der hidtil havde varet fartgraeensen 80 km/h.

Som et led i analysen af hensigtmassigheden af den overvejede @ndring observeredes inden for et

bestemt tidsrum ved hjaelp af radarkontrol de forbipasserende bilers fart. Resultatet af malingerne var:

50 observationer

64 72 82 52 60 95 86 70 63 48
50 63 35 60 77 41 47 88 62 66
59 49 55 99 65 76 76 68 51 80
75 74 64 74 62 70 85 73 93 65
98 55 8 80 78 53 96 71 84 103
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Statistiske grundbegreber

1) Gruppér de observerede data ved opdeling 1 et antal passende intervaller, og tegn stikprovens
histogram (opgaven kan eventuelt loses ved anvendelse af et statistikprogram som Statgraphics).
2) Beregn stikprovens gennemsnit og spredning.

3) Tegn det tilsvarende sumpolygon, og giv ud fra figuren et sken for fordelingens median.

Opgave 1.10 (histogram)

Til fabrikation af herreskjorter benyttes et ramateriale, som indeholder en vis procentdel uld. For
narmere at undersege uldprocenten, males denne i 64 tilfeldigt udvalgte batch. Resultatet var

(1 %):

34.2 |33.1 |34.5 [35.6 |136.3 |35.1 |34.7 |33.6 [33.6 |34.7 |35.0 {35.4 |136.2 [36.8 |35.1 [35.3
33.8 |34.2 |133.4 (34.7 |34.6 |35.2 |35.0 |34.9 (34.7 |33.6 |32.5 [34.1 |35.1 [36.8 |37.9 |36.4

37.8 136.6 135.4 |134.6 |33.8 |37.1 [34.0 [34.1 [32.6 [33.1 |34.6 |35.9 |34.7 |33.6 {32.9 [33.5

35.8 |137.6 |137.3 |34.6 |35.5 |32.8 [32.1 (34.5 [34.6 (33.6 |34.1 |34.7 |35.7 |36.8 |34.3 |32.7

1) Gruppér de observerede data ved opdeling i et antal passende intervaller, og tegn stikprevens
histogram (opgaven kan eventuelt loses ved anvendelse af et statistikprogram som Statgraphics).
2) Beregn stikprevens gennemsnit og spredning.

3) Tegn det tilsvarende sumpolygon, og giv ud fra figuren et skon for fordelingens 1, 2 og 3 kvartil.

Opgave 1.11 (usikkerhedsberegning)

En mangde rdmateriale til en produktion ligger i kegleformet bunke. En kegle med radius R og hejde
H har volumenet V' = ZRZH .

Man har malt R =12.0 m, H=110m ,

med usikkerheder o(R)=02m , o(H)=01m .

Det kan antages, at maleresultaterne for R og H er statistisk uathengige.

Find volumenet V, usikkerheden o(}V'), samt den relative usikkerhed rel(V).

Opgave 1.12 (usikkerhedsberegning)

For en rektanguler flade har man malt lengden L og bredden B :

L=123m, B=84m
med usikkerheder
o(L)=0lm , o(B)=02m.

Det kan antages, at maleresultaterne for L og B er statistisk uathengige.
Find fladens areal 4, usikkerheden o(A4), samt den relative usikkerhed rel( A).
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Opgaver til kapitel 1

Opgave 1.13 (usikkerhedsberegning)
For et bassin af form som en retvinklet kasse har man malt leengden L , bredden B og hgjden H :

L=180m, B=123m H=45m
med usikkerheder
o(L)=02m , o(B)=0lm,oc(H)=02m.

Det kan antages, at maleresultaterne for L, B og H er statistisk uathangige.

Find bassinets volumen V, usikkerheden o(V), samt den relative usikkerhed re/(V).

25



2 NORMALFORDELINGEN

2.1 INDLEDNING

Lad os som eksempel teenke os et kemisk forseg, hvor vi maler udbyttet af et stof A. Selv om vi
gentager forsgget ved anvendelse af den samme metode og i gvrigt seger at gare forsggsbetingelserne
sd ensartet som muligt, varierer udbyttet dog fra forseg til forseg. Disse variationer fra den ene
forseg til det naeste mé skyldes forhold vi ikke kan styre. Det kan skyldes smé @ndringer i tempera-
turen, i luftens relative fugtighed, vibrationer under fremstillingen, sma forskelle i de anvendte
ramaterialer (kornsterrelse, renhed), forskelle i menneskelig reaktionsevne osv. Hvis ingen af disse
variationsarsager er dominerende, der er et stort antal af dem, de er uathengige og lige sa godt kan
have en positiv som en negativ indvirkning pa resultatet, sd vil den totale fejl seedvanligvis approksi-

mativt vere fordelt efter den sdkaldte normalfordeling. (ogsa kaldet Gauss-fordelingen)

Som illustration af dette kan anvendes Galtons apparat.
Eksempel 2.1. Eksperiment med et Galton-apparat.

Pé den anforte figur er skitseret et Galton-apparat.

e’ A

® 06 06060 0 00 0 0 o
® 0000 0 00 0 0 o
® 06000 0 00 00 o0 O
. . ® 06000 0 00 00 o B
mene mellem semmene i den overliggende raekke; C er cecccce v

A er en tragt; B er semrakker, hvor semmene 1 en

underliggende raekke er anbragt midt ud for mellemrum-

opsamlingskanaler.

Lader man mange kugler passere gennem tragten A ned

gennem semrakkerne B til opsamlingskanalerne C, vil

man konstatere, at de enkelte kugler nok bliver tilfeldigt fordelt i opsamlingskanalerne, men at
kuglernes samlede fordeling giver et menster, som gentages, hver gang man udferer eksperimen-
tet. Fordelingen er hver gang med tilnermelse en klokkeformet symmetrisk fordeling som

skitseret pd tegningen, noget som er karakteristisk for normalfordelingen.
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2.1 Indledning

Galton-apparatet illustrerer, hvorfor man sé ofte antager, at maleresultater er veerdier af en normalfor-
delt variabel: Hver semrakke repraesenterer en faktor, hvis niveau det ikke er muligt at holde
konstant fra maling til maling, og semrakkernes pavirkning af kuglens bane symboliserer den

samlede virkning, som de ukontrollerede faktorer har pa sterrelsen af den mélte egenskab.

L 4

En anden illustration af under hvilke omstaendigheder en normalfordelt variabel kan forekomme 1
praksis sa vi i kapitel 1 eksempel 1.3 hvor man pa 75 mennesker med en bestemt ledsygdom malte
pH ikneleddet. Histogrammet som er gentaget nedenfor har et klokkeformet udseende, som kraftigt

antyder, at den kontinuerte stokastiske variabel X = pH er normalfordelt.

Histogram for PH

18
15
12

S W N O

71 13 715 17 19
PH

2
\O
5)0
—_—

I den teoretiske statistik giver den centrale grensevardisetning (se setning 2.3) en forklaring pa,

hvorfor normalfordelingen er en god model i de ovenfor n&vnte situationer.
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Nor mal f or del i ngen.

2.2 DEFINITION OG BEREGNING

DEFINITION af normalfordeling Lad u veere et reelt tal og o et positivt tal.

Sandsynlighedsfordelingen for en kontinuert stokastisk variabel X med tcethedsfunktionen f{(x)

RYESAL
bestemt ved f(x) = # e’ [ e j for ethvert x

N2 o

kaldes normalfordelingen n(u,c) med parametrene og o .

At f(x ) virkelig er en teethedsfunktion vises 1 “Supplement til statistiske grundbegreber afsnit 2.A”

SATNING 2.1 (Middelveerdi og spredning for normalfordeling).
Normalfordelingen n(u,oc) har middelveerdien u og spredningen o . Grafen for

teethedsfunktionen f (x ) er symmetrisk om linien x = U

Satningen bevises 1 “Supplement til statistiske grundbegreber afsnit 2.A”
For at fa et overblik over betydningen af # og o er der nedenfor afbildet teethedsfunktionen for
normalfordelingerne n(0, 1), n(4.8,2.2), n(4.8,0.7) og n(10, 1).

0,6 -
A— 0,1

0.5 B 4822
04 L C — 428,07
’ D 10,1
03
02+ N
0.1 B b

ob— L —— M =

7 -3 1 5 9 13 17

Det ses, at teethedsfunktionerne er klokkeformede, og at et interval pa [ — 3- o; 1 + 3 o] indehol-

der stort set hele sandsynlighedsmassen.
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2.2 Definition og beregning.

Stikpreves gennemsnit og spredning. Ofte er middelvaerdien ¢ og spredningen o ukendt i en
foreliggende normalfordeling. [ sa fald erstattes fordelingen n(u,0)i praksis med en
approksimerende fordeling n(Xx,s), safremt der foreligger et rimelig stort antal observationer fra
den givne fordeling.

Pa basis af den i1 eksempel 1.3 angivne stikpreve pa 75 patienter beregnes et gennemsnit af pH

verdierne pd X = % = 7.28680gen s vaerdi pa s = SAK

=0.134355.
n-1

(udregnet pa lommeregner).

Vi vil altsa antage, at pH vardierne er approksimativt normalfordelt n (7.29, 0.134).

Beregning af P(X < Xx) for en normalfordelt variabel X

Onsker vi at benytte ovenstdende normal-

fordeling n (7.29, 0.134) til at finde sand- 3
synligheden for, at pH er mindre end 7.2, 25k
er denne sandsynlighed lig med arealet af 2 ‘
det skraverede areal under teethedsfunktio- 1.5 —
nen. | E
05 F

0 E*. : | | ‘ :

6.0 6.9 7.2 7.5 7.8 8,1

Har man omvendt givet en sandsynlighed p = 0.6 og ensker at finde den tilsvarende at finde den

veerdi x , forhvilken P(X < x ) = 0.6 betyder det, at man kender arealet 0.6 og skal finde x-veerdien.

Nedenfor er tegnet den tilsvarende fordelingsfunktionen F'(x)= P(X <Xx).
Af figuren aflaeses at P(X <7.2) = 0.25 og xy4 = 7.3

0,6 [~

02F /
0 E: 1

6,6 6,9 7,2 7,5 7,8 8,1
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Nor mal f or del i ngen.

Pa storre lommeregnere eller ved hjelp af regneark som Excel eller statistikprogrammer som
Statgraphics kan man efter indtastning af middelvaerdi og spredning fa beregnet den enskede
sandsynlighed (jevnfor eventuelt appendix 2).

Pa TI 89 findes saledes de enskede funktioner ved tryk pa CATALOG

P(X £72)=normCdf(—-o , 7.2, 7.29, 0.134) =0.2509

Xg¢ = invnorm(0.6, 7.29, 0.134) = 7.324

Har man ikke disse hjelpemidler til rddighed, ma man benytte tabel. Den normalfordeling, hvis
fordelingsfunktion er tabellagt, er den sdkaldte normerede normalfordeling. Den er bestemt ved
at have middelvaerdien 0 og spredningen 1. En stokastisk variabel, der er normalfordelt » (0,1),
kaldes seedvanligvis U og dens fordeling U-fordelingen" . Dens tethedsfunktion? benavnes ¢ og

dens fordelingsfunktion @ °.
I tabel 1 sidst i dette notat, er anfert vaerdier af funktionen @ , og i tabel 2 er anfort ofte benyttede
veerdier af U-fordelingens p-fraktiler u,,

Eksempel 2.2. Beregning af sandsynligheder i U-fordelingen ved benyttelse af tabel
Beregn sandsynlighederne  P(U <1.24), P(U > 0.83) og P(-112<U <145) .

LASNING:
Vi far ved hjelp af tabel 1:
P(U £124) = d(1.24) =89.25%

P(U > 083) = 1- P(U < 083) = 1 - ®(083) = 1-0.7967 = 2033%
P(-112<U <145) = P(U <145) — P(U < —112) = ®(145) - d(-112) = 0.9265-01314 = 0.7951 = 79.51%

L 4

Funktionen @ benyttes ogsa ved beregning af sandsynligheder vedrerende en stokastisk variabel X med normalfordelin-

gen n( H, T ) . Der gazelder nemlig folgende s&tning:

SATNING 2.2. (normering af normalfordeling). Ndar X er normalfordelt I’l( H,O ) er
—

den variable U = normalfordelt n(0,1), og der geelder

P(X <b)= cp(b;”j og P(a<X£b)=(D(b;’u)—®(a;u) .

Bemerk, at det for de to formler er ligegyldigt, om ulighederne er med eller uden lighedstegn.

Y T angelsaksiske lande ofte Z og Z-fordelingen.

2
u

1

o(u) = e 2 for ethvert u
2.
1ope O
0w = I e 2dt
N2 Yoo
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2.2 Definition og beregning.

Bevis: At U ogsé er normalfordelt vises ikke her.

x-f(x)dx—ﬁj ’ Fody = E(x) - =0
O (o2 (o2

—00

0

-5 -]

0 2
V<U>=V(X ‘”)=j (ﬂj Sy =—
o2 _o\ O

(e

o0

1

[ e pwa =KD -

- o

U har derfor middelveerdi 0 og spredning 1.

Endvidere fis ~ P(X <b) = p(ﬂgu) _ P(Us b—ﬂj :q{b—ﬂ) oe
o o

P(a<X§b)=P[a_’u Ugb_”jch(b_” —cb(“_”j
o o

*

Der galder folgende sammenhang mellem fraktiler for X og fraktiler for U:

X,=u, o+ (2.1)

/2

X, = H X, = H

o

Bevis: P(Xéxp)=p<:>¢)( j=p<:>

*

2 og 3 O -grzenser ved normalfordeling.

=u, S x,=u, o+

I afsnit 1 forudsagde vi, at for normalfordelte variable vil sandsynligheden for at ligge indenfor

“20 granserne” y—2-0 og i+ 2.0 veaereca.95% , men sandsynligheden for at ligge indenfor
“30 grenserne “ i —3-0 og u+ 3o vil vere ca. 99%.

Dette kan vi nu bevise:

P(y-2-a<Xsﬂ+z-a)=q>(”+2"’_”)—qn(“‘z'”_”):@(2)-@(-2):95.45%
o o

H+3-0—-u

P(,u—3~o-<XS,u+3~o-):CD( )—@(&#}:@(3)—@(—3):99.73%

o

Dette benyttes, som vi vil se i Statistik II kapitel 14, blandt andet ved opstillingen af kontrolkort i

forbindelse med den statistiske proceskontrol (jeevnfor ogsa det folgende eksempel 2.3).

31



Nor mal f or del i ngen.

Eksempel 2.3. Normalfordeling.

En fabrik steber plastikkasser. Fabrikken far en ordre pd kasser, som blandt andet har den

specifikation, at kasserne skal have en leengde pa 90 cm. Kasser, hvis l&engder ikke ligger mellem

89.2 0g 90.8 cm bliver kasseret.

Det vides, at fabrikken producerer kasserne med en leengde X, som er normalfordelt med en

spredning pa 0.5 cm.

1) Hvis X har en middelveardi pa 89.6, hvad er sa sandsynligheden for, at en kasse har en lengde,
der ligger indenfor specifikationsgrenserne.

2) Hvor stor er sandsynligheden for at en kasse bliver kasseret, hvis man justerer stobningen, sa
middelvardien bliver den der giver den mindste procentdel kasserede (spredningen kan man
ikke &ndre).

Fabrikanten finder, at selv efter den i spergsmal 2 foretagne justering kasseres for stor en procent-

del af kasserne. Der gnskes hgjst 5% af kasserne kasseret.

3) Hvad skal spredningen o formindskes til, for at dette er opfyldt?

4) Hvis det er umuligt at @ndre o, kan man prove at fa &ndret specifikationsgranserne.

Find de nye specifikationsgraenser (placeret symmetrisk omkring middelvaerdien 90,0) idet
spredningen stadig er 0.5, og hejst 5% ma kasseres.

En ny maskine indkebes, og som et led i en undersegelse af, om der dermed er sket a&endringer i

middelveardi og spredning produceres 12 kasser ved anvendelse af denne maskine.

Man fandt folgende leengder:

89.2 90.2 89.4 90.0 90.3 89.7 89.6 89.9 90.5 90.3 89.9 90.6.

5) Angiv pé dette grundlag et estimat for middelverdi og spredning.

LOSNING:

Pé TI&9 findes de benyttede sandsynlighedsfordelinger ved at trykke pA CATALOG\

1)  P(892< X <908) = normCdf(89.2, 90.8, 89.6, 0.5)=0.7700 = 77.99%

90.8 - 89.6) B (D( 892 - 89.6)
0.5 05

Tabel 1: P(89.2 < X <90.8) = P(X < 90.8) — P(X <89.2) = cD(

= D(24) - D(-08) = 0.9918 - 02119 = 77.99%
2)  Middelverdien justeres til midtpunktet 90.0
P(X >908)+ P(X <89.2) =normCdf(90.8 , , 90, 0.5)+normCdf(- «© ,89.2, 90, 0.5)=

0.1096 = 10.96%
Tabel 1: P(X >908) + P(X <89.2) = 1— P(X <90.8) + P(X <89.2)

=1- cp( 90'8()‘590'()) + @(89'20‘590'0) =1-®(1.6) + D(-1.6) = 1 - 0.9452 + 0.0548 = 10.96%

3) Dader ligger 5% udenfor intervallet, s& ma af symmetrigrunde 2,5% ligge pé hver sin side

af intervallet. Vi har foelgelig, at vi skal finde spredningen o s P(X <89.2) = 0.025

Af relationen (2.1) fis 89.2 = 1 gys -0+ 90 & & = — 08 .

Up 025
Da u 4,5 = —1.96 ( findes af tabel 2 eller ved invNorm(0.025,0,1)) fds & = 0408
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2.2 Definition og beregning.

4)  Kaldes den nedre specifikationsgraense for a fis med samme begrundelse som under punkt
3: P(X <a)=0.025. Vikan her benytte den “inverse” normalfordeling

a = invNorm(0.025, 90,0.05) = 89.02
Ovre greense b =90 +(90 - 89.02) = 90.08
5)  Ved indtastning af de 12 tal i en lommeregner (se eventuelt eksempel 1.5)
findes x =89.97 og s =0435

L 4

Den neste s@tning er af stor betydning for anvendelserne, idet den lost sagt siger, at selvom man
ikke kender fordelingen for de n ensfordelte stikprevevariable X |, X, ,..., X, , sa vil gennemsnittet

X vare approksimativt normalfordelt blot n er tilstrakkelig stor (i praksis over 30) .!

Seetning 2.3 (den centrale greenseveerdi scetning). Lad som ovenfor X veere gennemsnittet for

en stikprove af storrelsen n taget fra en population med middelveerdi 1t og spredning o .

XY —

Storrelsen U = vil da for n gdende mod « vcere normeret normalfordelt.

s

Eksempel 2.4. Fordeling af gennemsnit
Den tid, en kunde venter i lufthavnen ved en check-in disk, er givet at vaere en stokastisk variabel
med en middelverdi pa 8.2 minutter og en spredning pa 3 minutter. Udtages en stikpreve pa 49
kunder, onskes fundet sandsynligheden for at den gennemsnitlige ventetid for disse kunder er

mellem 7 og 9 minutter.

LOSNING:
Da antallet i stikpraven n=49 er storre end 30, kan vi antage at gennemsnittet er approksimativt

3
normalfordelt med en middelveerdi pd 8.2 og en spredning pa o~ = o - 5 =0429.

/49

P(7< X <9) =normCdf(7, 9, 8.2, 3/7) = 0.9665 = 96.65%

— 9-82 7-82
Tabel: P(7< X <9) = QD( ) - d)( j =D(1.87) — ®(-2.80) =0.9693 — 0.0026 = 0.9667 = 96.67% 0
0429 0.429

— @(u) forn —> ©

1 P[(X— ,U)\/;J
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Nor mal f or del i ngen.

Vi n@vner uden bevis folgende satning:

SATNING 2.4 (Additionsscetning for linearkombination af normalfordelte variable).
Er Y en linearkombination af n stokastisk uafheengige , normalfordelte variable, vil Y ogsa

veere normalfordelt.

Eksempel 2.5. Additionssatning.
Enboreproces fremstiller huller med en diameter X , der er normalfordelt med en middelvaerdi #,
og en spredning pd 0.04. En anden proces fremstiller aksler med en diameter X, , der er normal-
fordelt med en middelverdi u, og en spredning pa 0.03.
Antag, at 4, =10.00, 0gat u, =9.94.
Find sandsynligheden for, at en tilfeldig valgt aksel har en mindre diameter end en tilfldig valgt
borehul.
LASNING:
P(X,<X))=P(X,- X, <0).
Settes ¥ = X, — X, er Y normalfordelt.
EY)=E(X,)-E(X,)=994-10.00=-0.06 .
V(Y)=1V(X,)+(-1)’V(X,)= 004" +0.03" = 0.025
o(¥) =-/0.0025 = 0.05
P(X, <X,)=P(Y <0)=normCdf( —, 0,-0.06, 0.05) = 0.8849 = 88.49%

0 - (-0.06)

Tabel:  P(X, <X,)=P(¥<0)= CD( 0.05 ) =®(12) = 08849

L 4
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Opgaver til kapitel 2

OPGAVER

Opgave 2.1 (normalfordeling)

1) En stokastisk variabel X er normalfordelt med y=0o0g o =1.
Find P(X <£0.75), P(X > 1.6) og P(0.75< X <16).

2) En stokastisk variabel X er normalfordelt med y =25.1 0g o =2.4.
Find P(223< X <27.8).

Opgave 2.2 (normalfordeling)

Maksimumstemperaturen, der opnas ved en bestemt opvarmningsproces, har en stokastisk fordeling
med en middelvaerdi pa 113.3° og en spredning pa 5.6°C. Det antages, at maksimumstemperaturens
variation er tilfeeldig og kan beskrives ved en normalfordeling.

1) Find procenten af maksimumstemperaturer, der er mindre end 116.1°C.

2) Find procenten af maksimumstemperaturer, der ligger mellem 115°C og 116.7°C.

3) Find den verdi, som overskrides af 57.8% af maksimumstemperaturerne.

Man overvejer at gd over til en anden opvarmningsproces. Man udferer derfor 16 gange i lobet af
en periode forsgg, hvor man maler maksimumstemperaturen, der opnds ved denne nye proces.
Resultaterne var 116.6, 116,6, 117,0, 124,5,122,2,128,6,109,9,114,8 ,106,4, 110,7, 110,7 ,
113,7,128,1, 118,8, 115,4, 123,1

4) Giv et estimat for middelverdien og spredningen.

Opgave 2.3 (normalfordeling)

En fabrik planlagger at starte en produktion af rer, hvis diametre skal opfylde specifikationerne

2,500 cm £+ 0,015 cm.

Ud fra erfaringer med tilsvarende produktioner vides, at de producerede ror vil have diametre, der

er normalfordelte med en middelverdi pa 2,500 cm og en spredning pa 0,010 cm. Man ensker i

forbindelse med planlaegningen svar pa felgende sporgsmal:

1) Hvor stor en del af produktionen holder sig indenfor specifikationsgranserne.

2) Hvor meget skal spredningen ¢ ned pa, for, at 95% af produktionen holder sig indenfor specifi-
kationsgraenserne (middelverdien er uendret pa 2,500 cm).

3) Fabrikken overvejer, om det er muligt at {4 indfert nogle specifikationsgrenser (symmetrisk
omkring 2,500), som bevirker, at 95% af dets produktion falder indenfor greenserne. Find disse

granser, idet det stadig antages at middelveardien er 2.500 og spredningen 0.010 cm.
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Nor mal f or del i ngen.

Opgave 2.4 (normalfordeling)

En automatisk dasepéafyldningsmaskine fylder henskedssuppe i ddser. Rumfanget er normalfordelt

med en middelvaerdi pa 800 ml og en spredning pa 6,4 ml.

1) Hvad er sandsynligheden for, at en dase indeholder mindre end 790 ml?.

2) Hvis alle déser, som indeholder mindre end 790 ml og mere end 805 ml bliver kasseret, hvor stor
en procentdel af ddserne bliver si kasseret?

3) Bestem de specifikationsgranser der ligger symmetrisk omkring middelvardien pd 800 ml, og

som indeholde 99% af alle déser.

Opgave 2.5 (additionssatning)

I et laboratorium laegges et nyt gulv. Det forudsattes, at veegten Y der hviler pa gulvet, er summen

af veegten X, af maskiner og apparater og vaegten X, af varer og personale. Da bade X, og X, er sum

af mange relativt smi vagte, antages det, at de er normalfordelte. Det antages endvidere at X, og X,

er statistisk uathangige. Erfaringer fra tidligere gor det rimeligt at antage, at der geelder folgende

middelveardier og spredninger (mélt i tons): E(X;)=6.0, o(X,) =1.2, E(X,)=3.5, o(X,) =04.

1) Beregn E(Y) ogo(Y) .

2) Beregn det tal y, , som vagten ¥ med de ovennavnte forudsatninger kun har en sandsynlighed
pa 1% for at overskride.

3) Beregn sandsynligheden for, at veegten af varer og personale en tilfeldig dag, efter at det nye gulv

er lagt, er storre end vagten af maskiner og apparater. (Vink: se pa differensen X, - X))

Opgave 2.6 (additionssatning)

Ved fabrikation af et bestemt merke opvaskemiddel fyldes vaskepulver i papkartoner. I middel
fyldes 4020 g pulver i hver karton, idet der herved er en spredning pa 12 g. Pulverfyldningen kan
forudsettes ikke at athaenge af kartonernes vaegt, der i middel er 250 g med en spredning pé 5g.
Beregn sandsynligheden p for, at en tilfaeldig pakke opvaskemiddel har en bruttovaegt mellem 4250
gog 4300 g.

Opgave 2.7 (additionssatning)
Et system er af sikkerhedsmeessige grunde opbygget af to apparater A, der er parallelforbundne (se

figur) sdledes, at systemet virker, sd laenge blot et af apparaterne

. A
virker.
Svigter et af apparaterne, startes reparation. Det antages, at re- =
parationstiden er normalfordelt med middelverdien 4, = 10 A

timer og spredning o,,, =3 timer.
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Opgaver til kapitel 2

I reparationstiden overbelastes den anden komponent, og det antages, at dens levetid fra reparatio-

nens start (approksimativt) er normalfordelt med middelverdi u og spredning o =4 timer.

1) Find sandsynligheden for, at reparationen er afsluttet, inden den anden komponent fejler, hvis
4 =20 timer.

2) Hvor stor skal u veare, for at sandsynligheden for, at reparationen kan afsluttes for den anden

komponent fejler, er mere end 99.9%?

Opgave 2.8 (additionssatning)

Veagten af en (tilfeeldig udvalgt) tablet af en vis type mod hovedpine har middelverdien 0.65 g og

spredningen 0.04 g.

1) Beregn middelvaerdi og spredning af den sammenlagte vaegt af 100 (tilfeeldigt udvalgte ) tabletter.

2) Antag, at man benytter folgende metode til at fylde tabletter i et glas. Man placerer glasset pa en
vaegt og fylder tabletter pd, indtil vagten af tabletterne i glasset overstiger 65,3 g. Beregn sand-
synligheden for, at glasset kommer til at indeholde mere end 100 tabletter (se bort fra vaegtens

fejlvisning).
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Statistiske testfunktioner

3 STATISTISKE TESTFUNKTIONER

3.1 INDLEDNING

I de folgende kapitler vil et hovedemne vaere test af forskellige sdkaldte hypoteser. I den forbindelse
er det nedvendigt udover de allerede beskrevne fordelinger yderligere at kende folgende 3 fordelin-
ger: y’ -fordelingen, t-fordelingen og F-fordelingen. Det er til vort brug ikke nedvendigt at have et
detaljeret kendskab til disse funktioner, idet det fortrinsvis er nok at vide i1 hvilke forbindelser de
anvendes, og enten ved hjelp af lommeregner eller tabel kunne finde veerdier af fordelingsfunktio-
nerne samt udvalgte fraktiler . @nskes en mere dybtgdende behandling henvises til det supplements-

tilleeg der findes pa nettet benaevnt “Supplement til statistiske grundbegreber” .

3.2 »’-FORDELINGEN

x> -fordelingen (udtales ki i anden) benyttes i de nste kapitler ved testning af hypoteser vedrerende
middelvardien o” af en s*-storrelse, af hypoteser om statistisk uafthangighed, samt om hypoteser

vedrarende fordelingstypen for en given stokastisk variabel X ( er X normalfordelt?).

Definition af y° -fordelingen. Lad U,,U,,....U , veere uafhengige normerede normalfor-
delte variable.

Sandsynlighedsfordelingen for den stokastiske variabel ) P=U+ U +,...,U ; kaldes y* -
fordelingen med frihedsgradstallet f og betegnes y”(f).

I “Supplement til statiske grundbegreber” afsnit 3A er vist en reekke satninger om y* - fordelingen,

og blandt andet at y’-fordeling y°(f) har middelvaerdien E(y°)= fog sprednin-
geno(y?)=-2f .
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3.2 y*- fordelingen

P& figuren er afbildet teethedsfunktio-
nen for y°- fordelingerne yx>(5),
27 (10) og x*(20).

Chi-Square Distribution

Deg. of freedom
—
— 10
2 — 20
Det ses, at y~ kun er defineret for tal

storre end eller lignul, ogat y* -forde-

linger ikke er symmetriske om middel-

vaerdien. Jo sterre frihedsgradstallet

bliver jo mere symmetriske bliver de 0 0 0 30 40 50 6o
dog, og for store f- verdier - ipraksis
f>30-kanen y’-fordeling y*(f) approksimeres med normalfordelingen n(u, o), hvor u= f og

o=.2-f.

TI89 har en kumuleret y’ - fordeling ligesom naturligvis programmer som Statgraphics eller Maple
har det. Ved anvendelserne kan man dog udmerket klare sig med fraktiltabeller som angivet i tabel

3.

Eksempel 3.1. Bergning af y’ - vaerdier.
1) Find Z(?.ozs (8) og 13.975 (8) . i
2) Find P(X <5), 0.08}
hvor Xer y* - fordelt med 8 frihedsgrader. —
LOSNING:
DTISO: 7 2 (8)=invChi2(0.025, 8) = 2.18 e
Zo475(8) =invChi2(0.975, 8) = 17.5 0.0z}
(se det skraverede areal pé figuren)

Tabel: Ved opslag i tabel 3 under /= 8 fas
for p=2.5%, at X5 (8) =218,
og for p =97.5%, at 13'975 8) = 17:5
2) TI89: P(X <5) = chi2Cdf(0, 5, 8) = 0.242
Tabel: Af tabel 3 fremgar, at P(X <5) ligger mellem 20% og 50%, men tettest ved de 20 %.
Ved interpolation mellem 4.59 og 7.34 fas ca. 24 %.

¢
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Statistiske testfunktioner

3.3 t-fordelingen.

t-fordelingen benyttes i de folgende kapitler ved testning af hypoteser vedrerende middelvaerdier u
pa basis af stikprover med gennemsnit x , ndr de tilherende spredninger er ukendte og derfor
erstattet af s.

Til enhver t-fordeling er knyttet et helt positivt tal £, som kaldes frihedsgradstallet. En sddan forde-
ling betegnes ¢ ( f).

I “Supplement til statistiske grundbegreber” afsnit 3 B er givet en preacis definition af denne forde-

ling, og her vises ogs4, at sterrelsen X; H er ¢ - fordelt ¢ (n-1).

N

Grafen nedenfor viser tethedsfunktionen for ¢-fordelingerne 7 ( 1), £ (5 ) og ¢ (30).

Deg. of [reedom
— 1
5

30

0.4 |
0.3 F
02 f

0.1

0 F

Alle ¢-fordelinger har 2-aksen som symmetriakse og har samme “klokkeformede” udseende som
normalfordelingen n (0,1). ¢ - fordelingerne er dog “bredere” end U - fordelingen, men narmer sig
mere og mere til U fordelingen jo sterre frihedsgradstallet f'er. For store f - vardier - 1 praksis f >
30 - kan en ¢ - fordeling ¢ ( /') approksimeres med U - fordelingen #n ( 0,1).

Ti 89 har en kumuleret #- fordeling ligesom naturligvis programmer som Statgraphics eller Maple
har det. Ved anvendelserne kan man dog udmeerket klare sig med fraktiltabeller som angivet i tabel
4.
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3.4 F-fordelingen

Eksempel 3.2. Beregning af t-veerdier.
1) Find  £)4,5(12) og 7,,4,5(12) .
2) Find P(X >1), hvor Xer ¢ - fordelt med 12 frihedsgrader.
LOSNING:
1) TI-89: #,4,5(12) =inv_1(0.975,12) = 2.18
fooss (12) = inv_1(0.025,12) = -2.18
Tabel: Ved opslag i tabel 4 under /= 12 fas for p = 97.5%,
at fy45(12) =218
Idet man udnytter, at ¢ - fordelingen er symmetrisk om-
kring 0, (se figuren) fés, at
lops(12) = —1)475(12) = = 2.18

2) P(X=1)=tCdf(1,0,12)=0.1685=16.85%
Tabel: Af tabel 4 fremgar, at P(X >1) ligger ca midt mellem 2.5%
10% og 25% , dvs. er ca. 17%

¢

3.4 F - fordelingen

Til enhver F - fordeling er knyttet to hele positive tal f; og f,; kaldet henholdsvis tellerfrihedsgrad-
stallet og naevnerfrihedsgradstallet. En sddan fordeling benzevnes F'(f,, f ) -

I “afsnit til statistiske grundbegreber” 3C er givet en pracis definition af denne fordeling, og her
St
o2
vises 0gsd, at den variable F' = s—é er F - fordelt F (£, f, ), hvor f, og f> er de til s, og s; herende
2
o)
frihedsgradstal.
Dette benyttes i statistikken bl. a. til testning af hypoteser vedrerende forholdet mellem to varianser.

Pé figuren er afbildet tethedsfunktio-
nen for F - fordelingerne
F(10,4), F(10,10) og F(10,50).

I F Numerator d.[.Dct
F ~ — 104
L /

08 F /N ransm — 10,10
- / — 10.50

Det ses, at F' fordelinger kun er defi- 0.6 |
neret for tal storre end eller lig nul, og 0.4 [

at F-fordelinger ikke er symmetriske. - f

0o £

<
to
[USI
~

v
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Statistiske testfunktioner

TI-89 har en kumuleret F-fordeling ligesom naturligvis programmer som Statgraphics eller Maple
har det. Ved anvendelserne kan man dog udmerket klare sig med fraktiltabeller.

I tabel 5 sidst 1 notatet er anfort 95% fraktiler for forskellige vaerdier af frihedsgraderne. Der er dog
kun givet fraktiltabeller for store p-vaerdier, idet der som vist i “Supplement til statistiske grundbegre-

ber” afsnit 3C gaelder, at
1 1

F (f,f,)=————— feks. 0.025\2> /) = o =
p(fl f) E_p(fz,fl) €KS F (5 7) %.975(7’5)

Det skal bemarkes, at vi ikke kommer til at anvende F' - fordelingen i dette notat.

Eksempel 3.3. Beregning af F- vaerdier.
1) Find £, ;5 (8,12) og F;,s(8,12)

3) Find P(X =2),hvor X er F-fordelt F (8,12).
LOSNING: °5

0.7t

1) TI-89: F,s(8,12) = invF(0.95,8,12) = 2.85 -
0.4}
F, ,+(8,12) = invF(0.05,8,12) = 0.305 ozl
Tabel: Ved opslag i tabel 5 under f;=8 og 0zr
fu=121fis Fui(8,12)=285. o1 5%
Fop(812)=—— =1 _0305 o ns ATIETETIETS 35 4
’ F(095) 328 —
3) P(X =2) =Fcdf(2, ©,8,12)=0.1347 .

¢
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OPGAVER

Opgave 3.1. Opslag i tabel.

1) Find Zg.ozs(lo) 0g Zg_ws (10)
2) Find P(X <24), hvor Xer y’ - fordelt med 8 frihedsgrader.

Opgave 3.2. Opslag i tabel.
1) Find £,0,5(15) og £5,905(15)

2) Find P(X<27) ,hvor Xer ¢ - fordelt med 15 frihedsgrader.

Opgave 3.3. Opslag i tabel.
1) Find F{,5(10,14) og F;,s(10,14) .
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4 ESTIMATER OG
KONFIDENSINTERVALLER

4.1 Punktestimation.

Vi har i kapitel 2 ofte udtaget en stikpreve, og ud fra denne og en forudsatning om at populationen
er normalfordelt sogt at give et skon (er estimat) for populationens “parametre” middelverdi og

spredning. For en normalfordelt variabel X har vi sdledes som estimat for middelvaerdien u sat
stikprovens gennemsnit X , og som et estimat for spredningen o sat stikpravens spredning s.

Generelt vil vi sige, at hvis en stokastisk variabel X har en teethedsfunktion f(x) som er karakteriseret
ved en ukendt parameter & ,oghvis X, X,,..., X, ,erenstikprove af storrelsen n fra X, sé kaldes
funktionen ©®=h(X,,X,,..,X,) en punktestimator for 6. Eksempelvis er

X + Xyt 4 X, en punktestimator for middelvaerdien u .

X =
n

Kriterier for gode estimatorer. For en given parameter kan der teenkes foreslaet flere punktestima-
o (X - X
0

torer. Eksempelvis kunne bade S° = "
n -

gS? = Z (X’_nX)z teenkes som estima-
i=1 i=1
torer for variansen o . Der er derfor behov for at have kriterier for hvilke estimatorer der er gode,
og blandt de gode estimatorer kunne afgere hvilken der er den bedste.
I “Supplement til statistiske grundbegreber” afsnit 4A er angivet sddanne kriterier, og der bevises
her, at de estimatorer vi hidtil har benyttet er gode estimatorer.

Der gelder séledes:

Y X - X! A (X - X)?
S = Z (’1) eren god estimator for variansen o, og bedre end S} = Z X, - X)" .
n

i=1 i=1
o (X, - u)? . :
Si = Z Xz er en god estimator for variansen o, og forudsat X er normalfordelt, og u
n

i=1

er kendt, vil S, vere en bedre estimator end S”.
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4.2 Konfidensinterval

4.2 Konfidensinterval

Et estimat for en parameter er beheftet med en vis usikkerhed. Det folgende eksempel 4.1 skal
illustrere dette.
Eksempel 4.1 Variation af x .
En fabrikant af stjernekastere ensker at fi et skeon for braendtiden for et nyt fabrikat af stjerneka-
stere. Seks hold udtager hver en stikprove pé 4 stjernekastere af produktionen, og méler under

ensartede forhold braendtiden. Man fandt felgende breendtider (i sekunder)

[ ]
[ ]
[} o e
[ ] [ ] [ ] [ ]
o [ ] [ ] o [ ] ®
. ° ° ° ° . ° e ° . °
v A N S R R N S R
\ \ \ \ \ \ \ \ | |
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
3439 35 38 36.50 . . . .
32 3833 36 34.75 e * *
353740 38 37.50 . * e *
3734 37 36 36.00 . o«
36 31 37 38 35.50 . [ o o
[ ]
36 36 35 36 35.75 . :
[ ) o6 O [ ]
Gennemsnit e S S A B
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

Affiguren ses tydeligt, at holdene har fiet forskellige vaerdier for gennemsnittet, ligesom brandti-
derne “spreder” sig forskelligt. Endvidere ses, at gennemsnitsbreendtiderne for hvert af de 6 hold
(se nederst pa figuren, hvor de 6 gennemsnitsbraendtider er indtegnet) spreder sig mindre, end det

er tilfzeldet for de enkelte breendtider (se gverst pa figuren, hvor alle breendtiderne er indtegnet).
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Estimater og konfidensintervaller

Som resultaterne 1 eksempel 4.1 illustrerer, er et estimat som gennemsnittet selv en stokastisk
variabel med en vis spredning. Afafsnit 1.6 fremgar, at spredningen pa gennemsnittet er spredningen
pa den enkelte breendtid divideret med kvadratroden af antal observationer 1 stikproven.

Derfor kan det ofte vare nedvendigt at estimatet ledsages af angivelsen af et interval indenfor
hvilken den sande middelvaerdi x ligger med “f.eks 95% sikkerhed”. Et sadant interval kaldes et
95% konfidensinterval.! Mere pracist galder det, at hvis man for et stort antal stikprover pa den
samme stokastiske variabel angav 95% konfidensintervaller, sa ville den sande middelverdi tilhore
95% af disse intervaller. Havde man sdledes i eksempel 4.1 ladt 100 personer hver méle braendtiden
for 4 stjernekastere, kunne man forvente, at ca. 5 af 95% konfidensintervallerne ikke ville indeholde

den sande brendtid .

Lad idet folgende X vaere en normalfordelt stokastisk variabel med middelvaerdi u og spredning o,
oglad X, X,,..., X, , vere en stikprove af storrelsen n fra X. Lad endvidere x og s veere de
sedvanlige estimater for ¢ og o .

Af satning 2.4 fremgér, at hvis X er normalfordelt er ogsé X normalfordelt. Af den centrale

grenseverdisetning (se eventuelt setning 2.3) fremgar, at for n stor (i praksis blot over 30) vil

X veere approksimativt normalfordelt, uanset X’s fordelingstype. Dette betyder, at nar vi i det
folgende forudsatter X normalfordelt, sé er dette i praksis kun et nedvendigt krav for stikprovestor-

relser under 30.

Anskuelig betragtning om 95% konfidensinterval.

Vi har tidligere set, at ca. 95% af arealet under en normal-
fordelingskurve ligger mellem p—-2-0 og u+2-0,
Pa figur 4.1 er de resterende o = 5% fordelt med 2,5% til
hver side (det skraverede areal )

En rimelig antagelse er derfor, at et 95% konfidensinterval

€T Ca. X — 1ty s - 0(X) < <X + 1ty gs - 0(X)

Af s@tning 1.1 fremgér, at o(X) = } )
n

o2 o2
Dette giver folgende 95% konfidensinterval:
_ o _ o
X = Upgrs 'TS/‘SX + U g7 T
n n Fig 4.1. U-fordeling

! Praecis definition af konfidensinterval. Lad vere givet en stikprove for en stokastisk variabel X, lad f vere et tal mellem

0 og 1. Lad endvidere ® veare en punktestimator for parameteren € og lad L og U veare stokastiske variable, for hvilke det
galder, at P(L <0< U)=f.Pabasis af den givne stikprove findes tal / og u som bestemmer det gnskede interval /[ < @< u.
Dette kaldes et 100- S procent konfidensinterval for den ukendte parameter & .
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4.2 Konfidensinterval

Vivil sedvanligvis beregne 95%, 99% eller 99.9% konfidensintervaller svarende til & =0.05, 0.01
og 0.001. Andre vardier kan naturligvis teenkes, men det kraever mere omfattende tabeller, eller
anvendelse af edb.

I de fleste tilfelde er o ikke kendt, og ma erstattes af s. For n>30 vil ovenstaende formel dog
stadig kunne anvendes, men for n < 30 bliver usikkerheden pé s sa stor, at man, som det vil fremga
af setning 4.1, ma erstatte normalfordelingskurven med den bredere ¢-fordeling. Denne er gennem-
gdet 1 kapitel 3.

Ved ¢, (f) forstas 1— ¢ fraktilen i #- fordelingen med f'=n - 1 frihedsgrader.
1=-£
2

SATNING4.1(100- (1 - ) % konfidensinterval for u ). Et 100 - (1 — «) % konfidensinterval

- - s
for u er bestemt ved i (f)‘ﬁgﬂé)”t a(f>'ﬁ , f=n-1

X-p

Jn

Da t- fordelingen er symmetrisk omkring 0 ligesom u-fordelingen, har vi folgelig, (jeevnfor figur4.1)

Bevis: I kapitel 3 anforte vi, at T =

er ¢t - fordelt med f=n - 1 frihedsgrader.

-1-%
Stl,%(f) =1 5

atP(—t (f)<T<t a(f)j =1-% eller” ~t ()< X H
1_E 1—E 2 2 Tf
n

et~ (DSBS LN @t W) oSxmuss )

In

Jn

— s - s . :
ox—t (f)—=<wusx+t ,(f) - —= ersxtningen bevist.
1—5 /N 1_5 /N

»*

I appendix 4.1 findes en oversigt over 6 forskellige typer konfidensintervaller, hvoraf de to sidste
forst vil blive omtalt i kapitel 7. De formler der indgér i beregningerne vil blive bevist i “Supplement

til statistiske grundbegreber” afsnit 4B.

Praediktionsinterval. Ved mange anvendelser ensker man at forudsige, hvor verdien af en kom-
mende observation af den variable med 95%”sikkerhed” vil falde, snarere end at give et 95%
konfidensinterval for middelvardien af den variable. Man siger, at man egnsker at bestemme et 95%

pradiktionsinterval (forudsigelsesinterval).
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Estimater og konfidensintervaller

SATNING 4.2 (100 (1 — ) % preediktionsinterval for en enkelt observation ).
Et 100-(1- «) % preediktionsinterval for en enkelt fremtidig observation X,,, er bestemt ved

x—t ,(n=1)-s-, 1+1Suﬁ}+t dm=1)-5- 1+1.
-2 n = n

Bevis: Lad X,,, vere en enkelt fremtidig observation. Eftersom X, er uafthaengig af de evrige X’er, er X, ogsd

uafhaengig af X .

2
Variansen af differensen X — X, er folgeligh (X - X,,,)=V(X)+V(X,,,)= 9 i =02 (1 + 1) .
n n

Idet E(X-X,,)=E(X)-E(X,,)=u—u=0,og en linearkombination af normalfordelte variable igen er

Y_Xn+l_0
S- 1+l
n

Ved at foretage tilsvarende omskrivninger som i beviset for s@tning 4.1, er setningen bevist.

3

normalfordelt, er som anfort i kapitel 3, 7 = t - fordelt med f=n - 1 frihedsgrader.

Eksempel 4.2. Konfidens- og pradiktions-interval for middelvzaerdi af normalfordeling.
Ved fremstilling af et bestemt levnedsmiddel er det vigtigt, at et tilsetningsstof findes 1 levneds-
midlet i en koncentration pa 8.50 (g/1). For at kontrollere dette udtager levnedsmiddelkontrollen

6 prover af levnedsmidlet. Resultaterne var:

Maling nr 1 2 3 4 5 6

koncentration x (g/1) 8.54 7.89 8.50 8.21 8.15 8.32

Idet man antager, pa baggrund af tidligere lignende malinger, at resultaterne er normalfordelte,

skal man besvare felgende spergsmal:.

a) Angiv et estimat for koncentrationens middelverdi og spredning.

b) Angiv et 95% konfidensinterval for koncentrationen, og vurder herudfra om kravet pa 8.50
er opfyldt.

c) Angiv et 95% konfidensinterval for koncentrationen, idet det antages, at man fra de tidligere

mélinger ved, at o =0.25. Vurder herudfra om kravet pa 8.50 er opfyldt.

d) Angiv et 95% praediktionsinterval for en enkelt ny méling af koncentrationen.
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4.2 Konfidensinterval

LOSNING:
a) TI-89: APPS, STAT/LIST\data indtastes i list1\ F7, 2: T-Interval
Velg Data\ Udfyld menuen: List = listl, C Level = 0.95

Resultater: x = @ og s=0.241.
b) C Int :[8.02;852]

Da intervallet indeholder 8.50, er kravet opfyldt, men da intervallet kun lige netop
indeholder tallet 8.50, sa det vil nok vaere rimeligt, at foretage en ny vurdering pé basis
af nogle flere malinger.

c) TI-89: F7, 2: T-Interval\ \i menu vaelg o =0.25. C Int :[3.07;847]

Da intervallet ikke indeholder 8.50, ma kravet siges ikke at vaere opfyldt. Det ses, at
intervallet i spargsmal b) er bredere end 1 spergsmaél c¢), 1 overensstemmelse med, at s er

en mere usikker storrelse end det eksakte o (#-verdien 2.57 er storre end u-vaerdien
1.96).

d) TI 89 har intet direkte program hertil, s& man mé indsztte i formelen (se nedenfor)

a) Tabel: Vi finder ved lommeregner x =8.2680g s=0.241.

b) Af tabel 4 findes l o (n—1)=t,4,5(5) =2.57. Indsettes dette i formel 2 appendix 4.1 fés

2
{x g (1) %;} Flyys(n—1)- jﬂ = {8.27 ~257. 0'}64 1827 +2.57- O'fﬂ

=[827 - 025;827 +025]=[8.02;852].

c) Af tabel 1 findes Uy =1y =1960. Indsettes dette 1 formel 1 appendix 4.1 fis
2

0.25 0.25

{x — Uy s -%;} g J‘;} = {8.27 ~196-7 25827+ 196- Jg}

=[827-020;827+0.20]=[8.07;847].

d) Indsettes i formlen fra setning 4.2 fas

{x—znw(n—l).s. 1+ 1 Xty gs(n—1)-5- 1+1}
n n
= {8.27 ~257-024- 1 +é ;827 +2.57-024,1 +é} =[827-067;827+0.67]=[7.60;894].
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Estimater og konfidensintervaller

Eksempel 4.3. Konfidensinterval for varians og spredning af normalfordeling.
En virksomhed ensker at kontrollere med hvilken spredning en bestemt malemetode angiver
saltindholdet i en oplesning. Der foretages folgende 12 malinger af en oplesning af det pageelden-

de salt. Resultaterne var:

Maling nr 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

% oplesning | 6.8 [ 6.0 |64 66| 68 | 6.1 | 64 | 63 |60 | 6.2 5.8 [ 6.2

a) Angiv pé basis af maleresultaterne et estimat for oplesningens middelvardi og spredning.
b) Angiv et 95% konfidensinterval for variansen og for spredningen.

Det antages nu, at man pa forhand havde fremstillet en 6.2 % saltoplesning som man benyttede
ved forsegget. Middelvardien er derfor nu kendt .

c) Hvilket estimat kan pa denne baggrund angives for oplesningens spredning.

d) Angiv pa grundlag af spergsmal c) et 95% konfidensinterval for spredningen.

LOSNING:

TI-89 har intet feerdigt program.

a) Vi finder pad lommeregneren x = 6.300g s=0.316.

b) Formel 4 i appendix 4.1 benyttes:
(n-1)s’ ,  (n-Ds> 1103162 , 11.03162°
—————<0°< & <ol ——
x ,(n=-1 2. (n=1) 219 382
177 —
2

2

& 0.0502< 07 < 0.288.
For spredningen haves da~/0.0502 <o <+/0.2880 < 0.2241< 0 <0.5366

c) Da u = 6.2 er kendt anvendes formel 3 i appendix 4.1
) _ (n-1s*+n-(x- p)° _ (12-1)-03162° + 12-(630- 62)° _

u

o

101
n 12 —

3

S

n (n-1)s ;I-n-(x—,u) <ol < (n-Ds " +n-(x- p

Z () ) X ()

11:03162° + 12(630- 62)° _ , _11:03162 + 12(630- 62)°
233 =9 s 440

< 0.0524< 0% <02773.

&

For spredningen haves da /0.0524 < 6 <-/0.2773 < 0.2288 < 0 < 5266 .

L 4
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OPGAVER

Opgave 4.1a (normalfordeling)

Lad der vaere givet 10 uathengige observationer af en syres koncentration (i %).

Opgaver til kapitel 4

12.4

10.8

12.1

12.0

13.2

12.6

11.5

11.9

12.8

12.0

1) Find et estimat for koncentrationens middelvaerdi 4 og spredning o .

2) Angiv et 95% konfidensinterval for u .

3) Angiv et 95% prediktionsinterval for en enkelt ny maling af koncentrationen..

4) Angiv et 95% konfidensinterval for u, idet det antages, at man fra tidligere mélinger ved, at

o =0.65.

Opgave 4.1b = opgave 4.1a fortsat.

5) Find ud fra stikpreven 95% konfidensintervaller for koncentrationens varians og spredning.

Opgave 4.2a (normalfordeling)

Trykstyrken i1 beton blev kontrolleret ved at man stebte 12 betonklodser og testede dem. Resultatet

var:

2216

2225

2318

2237

2

301

2255

2249

2281

2275

2204

2263

2295

1) Find et estimat for trykstyrkens middelverdi u# og spredning o .

2) Angiv et 95% konfidensinterval for u .

3) Angiv et 95% prediktionsinterval for en enkelt méling af trykstyrken pa en ny betonklods.

Opgave 4.2b = opgave 4.2a fortsat.

4) Find et 95% konfidensinterval for trykprevens spredning.

Opgave 4.3a (normalfordeling)

En fabrik producerer stempelringe til en bilmotor. Det vides, at stempelringenes diameter er approk-

simativt normalfordelt. Stempelringene ber have en diameter pd 74.036 mm og en spredning pa

0.001 mm. For at kontrollere dette udtog man tilfeeldigt 15 stempelringe af produktionen og méalte

diameteren. I resultaterne har man for simpelheds skyld, kun angivet de 3 sidste ciftre, altsé 74.0365

angives som 365. Man fandt felgende resultater

342

364

370

361

351

368

357

374

340

362

378

384

354

356

369

1) Find et estimat for ringenes diameter x og spredning o .

2) Angiv et 99% konfidensinterval for .

3) Angiv et 99% konfidensinterval for x , nar man fra tidligere malinger ved, at & =0.001.
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Estimater og konfidensintervaller

Opgave 4.3b = opgave 4.3a fortsat.

4) Find ud fra stikpreven et 99% konfidensinterval for diameterens spredning.

Opgave 4.4 (normalfordeling)
En polymer produceres i batch. Viskositetsmélinger udfert pd hver batch gennem et stykke tid har
vist, at variationen i processen er meget stabil med spredning o = 20.

Pa 15 batch gav viskositetsmalingerne folgende resultater:

724 [ 718 [ 776 [ 760 | 745 759 795 756 |742 | 740 | 761 | 749 | 739 | 747 | 742

1) Find et estimat for viskositetens middelverdi x .

2) Angiv et 95% konfidensinterval for y idet man antager spredningen er 20.
3) Find et estimat for viskositetens spredning o .

4) Angiv et 95% konfidensinterval for o, for at kontrollere pastanden om, at o = 20.

Opgave 4.5 (normalfordeling)
Ved en fabrikation af et bestemt spraengstof er det vigtigt, at en reaktoroplesning har en pH-verdi

omkring 8.50. Der foretages 6 malinger pd en bestemt reaktantoplosning. Resultaterne var:

pH 8.54 7.89 8.50 8.21 8.15 8.32

Den benyttede pH-malemetode antages pa baggrund aftidligere lignende malinger at give normalfor-
delte resultater.

1) Angiv et estimat for oplesningens middelverdi og spredning.

2) Angiv et 95% konfidensinterval for pH.

3) Angiv et 95% konfidensinterval for pH, idet det antages, at man ved, at o = 0.25.

Opgave 4.6 (E 80) (normalfordeling)
De 10 gverste ark papir i en pakke med printerpapir har folgende veegt

4.21 (433 1426 |4.27 [4.19 | 430 | 4.24 [4.24 | 4.28 | 4.24

Angiv 95%-konfidensintervaller for middelveardi og spredning af papirets vagt.

Opgave 4.7 (E 80) (normalfordeling)
Til undersogelse af alkoholprocenten i en persons blod foretages 4 uath@ngige mélinger, som gav

folgende resultater (i %o):

108 102 107 98

1) Opstil et 95% konfidensinterval for personens alkoholkoncentration.

2) Opstil et 95% konfidensinterval for malemetodens spredning.
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5 HYPOTESETESTNING
(EN STOKASTISK VARIABEL)

5.1 INDLEDNING

I afsnit 5.2 gennemgéas de grundleggende begreber vedrerende hypotesetest for én stokastisk
variabel. I afsnit 5.3 gennemregnes, pa basis af de oversigter der findes 1 appendix 5.1 til 5.4, en
reekke eksempler. De test, som de pagaldende appendix bygger pa, er udledt i “Supplement til
statistiske grundbegreber” afsnit SA.

5.2 GRUNDLAGGENDE BEGREBER

De forskellige begreber der indgér i en hypotesetest vil blive gennemgdet i forbindelse med folgende

eksempel.

Eksempel 5.1. Hypotesetest.
En fabrik har gennem mange ar benyttet en metode, der pé basis af en given mangde rdmateriale
gav et middeludbytte af et produceret stof pd x, = 69.2 kg og spredningen o = 1.0 kg. En
nyansat ingenior far til opgave at sgge at foroge middeludbyttet ved en passende (billig) modifika-
tion af procesbetingelserne. Efter en reekke lovende eksperimenter i laboratoriet synes opgaven
at veere lykkedes, men det endelige bevis herfor er, ud fra et passende antal driftsforseg statistisk
at kunne “bevise”, at middeludbyttet er blevet foraget. Ud fra kendskab til de forskellige mulige
stgjfaktorer antages spredningen at veere uendret pa 1.0 kg. Da driftsforsegene er meget ressour-
cekraevende, bevilges der kun 12 delforseg.
Der foretages 12 uathangige delforsog og udbyttet x méltes:

Forsegnr| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12
x 68.8170.7(70.3 | 70.1 [70.7| 68.7 | 69.2 [ 68.9 |70.0({69.6 [71.069.1

Spergsmél 1) Kan man ud fra disse data bevise pd signifikansniveau o =0.05, at middeludbyt-
tet er blevet foraget ?
Spergsmél 2) Hvis svaretispergsmaél 1 er bekraeftende, sd angiv et estimat for det nye middelud-

bytte, og angiv et 95% konfidensinterval herfor.
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Hypotesetestning (1 stokastisk variabel)

LOSNING:

Spergsmél 1 Lesningen opdeles for overskuelighedens skyld i en raekke trin

la) Definition af stokastisk variabel X.
Lad X = udbyttet ved den modificerede proces.

1b) Valg af X’s fordelingstype.
X antages at vare approksimativt normalfordelt n(u , 1.0) .

Ic) Opstilling af nulhypotese og alternativ hypotese.
Der opstilles en sakaldt Nulhypotesen H, : 1 = 69.2 kg. Nulhypotesen skal indeholde en
konkret pastand (her et lighedstegn). Pastanden er, at modifikationen ingen (nul) virkning har
Der opstilles endvidere en alternativ hypotese H: 1 >69.2 kg. Den alternative hypotese skal
s vidt muligt indeholde det, der enskes bevist. I dette tilfzelde enskes vist, at middeludbyttet
er vokset, dvs. p >69.2 kg.
Testen kaldes en ensidet test i modsatning til en tosidet test :
H,: u =78.8kgcontra H: u# 78.8 kg,
hvor vi blot ensker at vise, at middeludbyttet har a&ndret sig.

1d) Angivelse af testens signifikansniveau.
Hvis stikprevens gennemsnit x er meget storre end 69.2 kg ( méske helt op mod 100 kg), s&
er der stor sandsynlighed for at udbyttet er steget. Man siger sa, at nulhypotesen forkastes,
eller at x ligger i forkastelsesomradet (se figur 5.1). Hvis derimod x kun ligger lidt over 69.2
kg, sa kan det skyldes tilfeldige udsving, og man kan ikke med nogen stor sikkerhed konklu-
dere, atudbyttet er steget. Man siger, at nulhypotesen accepteres, eller at x liggeriacceptom-

radet.

| H, forkastcs _
! : ' >
0 09.2 X, 100

Fig. 5.1 Accept- og forkastelsesomrdde

Lad X,vare greensen mellem acceptomradet og forkastelsesomrédet. x, skal bestemmes
sadan, at forudsat H, : ¢ = 69.2 kg er sand, sa er det yderst usandsynligt, at en stikpreves
gennemsnit x vil komme til at ligge 1 forkastelsesomrddet. Hvis stikprovens gennemsnit
alligevel ligger i forkastelsesomrddet, ma det vaere forudsatningen H, der er forkert, d.v.s.
middeludbyttet md vare blevet starre. Det er naturligvis ikke entydigt bestemt, hvad det vil
sige, at noget er yderst usandsynligt. Generelt siges, at den sikaldte P - vaerdi (probability
value) = P()? > x,) skal ligge under et tal o, som kaldes testens signifikansniveau. Signifi-

kansniveauet kan valges vilkarligt, men settes sedvanligvis til enten 5%, 1% eller 0.1%.
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5.2 Grundleggende begreber

I dette eksempel er det sat til 5%.

le) Beregning af P - vaerdi og konklusion

Metode 1:

Gennemsnittet af de 12 resultater giver x = 69.76 kg.

Antages som fer at nulhypotesen H,: u =69.2 kg er sand, dvs. X antages normalfordelt med

o 1.0

2
P-vardi= P(X > 69.76) = normCdf(69.76, 0,69.2,1/ \/_ (12))=0.0262 (se evt.appendix 5.2)

Da P - vaerdi = 2.62% < 5% forkastes H,, ,
Vor konklusion er derfor, at vi har et (svagt) statistisk bevis for, at den modificerede proces
giver et storre middeludbytte.

middelvardi p,= 69.2 og spredning =0.2887, sé fés

Metode 2:

Alternativt kunne vi have benyttet TI-89 testfunktion:

APPS\ STAT/LIST\ data indtastes i listl \ F6, 1: Z-Test

Menu udfyldes : u, =69.2, o =1, list =listl, Alternate Hyp: x> g, , Calculate

Vi far P-verdi = 0.0265, dvs. samme konklusion som for.

— Hy

Tabel: Ved at foretage transformationen U = fores problemet over til den normerede normalfordeling.

In

I tabel 2 ses de relevante fraktiler for U-fordelingen. Heraf ses, at forkastelsesomradet for & =5 %
erU > u, 5 = 1.645 (se figur 5.2). Valgte vi a = 1% er forkastelsesomradet bestemt
vedU > u, 4, =2.326 . (se eventuelt appendix 5.2)

o accepleres I H, forkastes

H

0 U= 1.645

Fig. 5.2 Accept- og forkastelsesomradde.

Gennemsnittet af de 12 resultater giver X = 69.76 kg.
X -y, 69.76-692
o 10
n J12

Heraf ses, at H, forkastes pa 5% niveau, mens vi ikke kan forkaste pa 1% niveau.

Vifar U = =194.
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Hypotesetestning (1 stokastisk variabel)

Spergsmal 3. Udbyttet kan i middel forventes at veere ca. x = 69.76 kg
TI-89: APPS, STAT/LIST\data indtastes 1 list1\ F7, 2: T-Interval
Clnt: [69.19;70.32]

Tabel: ~ Et 95% konfidensinterval fas af formel 1 appendix 4.1
o 1.0

Xt Uy gy —=69.76£1.96-— = 69.76 £ 0.566 69.19;70.32].
0.975 ﬁ \/ﬁ [ ]
Da testen er ensidet, ville en anden mulighed veare at sige, at 95% konfidensintervallet var

10

{x Uy - %;oo} = {69.76 ~ 165 m,w} =[69.28;0].

Graden af forkastelse.

H, forkastcs

I o ok ek g

1 i >
Uy =1.645 Uy oo =2.326 1, 000 =3.090

Fig. 5.3 lllustration af signifikans

Som navnt ovenfor siger man, at man forkaster nulhypotesen H, pad 5% niveau, hvis man kan
forkaste pa 5% niveau, men ikke pa 1% niveau. Andre vendinger er ““ svagt eksperimentelt bevis mod
H,", eller “1-stjernet signifikans mod H, “(se figur 5.3).

Tilsvarende siges, at man forkaster nulhypotesen H,, pa 1% niveau, hvis man kan forkaste pa 1%
niveau, men ikke pa 0.1% niveau. Andre vendinger er *“ eksperimentelt bevis mod H,", eller “2-
stjernet signifikans mod H,".

Endelig siger man, at man forkaster nulhypotesen H, pa 0.1% niveau. Andre vendinger er “ staerkt

eksperimentelt bevis mod H,", eller “3-stjernet signifikans mod H,".
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5.2 Grundleggende begreber

Fejl af type I og type II: Ved enhver test kan der vere to typer fejl, hvoraf vi hidtil kun har taget

hensyn til den ene type. For bedre at forsta problemstillingen vil vi se pa felgende skema.

Beslutning
H, accepteres H, forkastes
H, er sand Rigtig beslutning Forkert beslutning
Type I fejl
Forudsztning H, er falsk Forkert beslutning Rigtig beslutning
Type II fejl

Det ma vare et krav til en god test, at der kun er en lille sandsynlighed for at begd en fejl af type I
eller type II.
I eksempel 5.1 ville en type I fejl vere, hvis man konkluderer, at den modificerede proces giver et
storre udbytte, selv om det ikke er tilfeeldet. Virksomheden bruger méske millionbeleb pd at omlegge
produktionen, og det er ganske forgeves.
En type II fejl ville vaere, at man ikke opdager, at den modificerede proces giver et storre udbytte.
Dette er naturligvis uheldigt, men hvis det skyldes, at forbedringen ikke blev opdaget, fordi den er
ganske ringe, har det muligvis ingen praktisk betydning.
Hvis en test har signifikansniveau o sé vides, at P(type I fejl) <o , dvs. forkastes H, , s er vi
rimelig sikre pé, at have foretaget en korrekt beslutning.
Hvis vi accepterer H, er det blot udtryk for, at vi ikke kan forkaste(svag konklusion: "H, frikendes
pa grund af bevisets stilling"). Man kan have begaet en type I fejl, dvs. accepteret en falsk nulhypo-
tese.
Dimensionering af forseg (veelge stikprevestorrelse n).
Lad os antage, at virksomheden 1 eksempel 5.1 finder, at hvis stigningen i udbyttet ved den
modificerede proces er mindre end A = 0.5 kg, sa har det ingen praktisk interesse (A =0.5 kg
er bagatelgraensen), og derfor gor det intet, hvis man ikke opdager det (begér en type II fejl). Hvis
derimod stigningen A er sterre end 0.5 kg, sé har det stor betydning, og sandsynligheden for at
begé en type Il fejl ma derfor vaere lille. Lad os satte den til hojst g = 10%.
Problemet er nu, hvor stor en stikprevesterrelse n (antallet af delforseg) der skal udferes, for at
ovennavnte krav er opfyldt. En sddan vurdering kaldes en dimensionering af forseget. Udforer
man det ud fra en dimensionering nedvendige antal forseg, vil en accept af nulhypotesen nu

betyde, at nok kan udbyttet vare steget, men ikke sa meget, at det har praktisk interesse.
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Hypotesetestning (1 stokastisk variabel)

SATNING 5.1 (dimensionering). Lad X vere en normalfordelt variabel med ukendt
middelveerdi u og kendt spredning o . Lad en ensidet test med signifikansniveau a have
nulhypotesen H : u < u, med den alternative hypotese H:u > u,, oglad A veere den mindste
stigning i middelveerdien, som har praktisk interesse. I tilfeelde af en stigning i udbyttet pa mindst
A skal sandsynligheden for at acceptere H, veere mindre end et opgivet tal p
(P(ype I fejl ) <p).
Stikprovestorrelsen n bestemmes da som det mindste hele tal n, for hvilket

2

0> U _, i,
A

o

U _
C<u ,ox<pu,tu,,-
9
n
x— (U +4)
o

n

spredning 1. Vi har derfor, at forudsat ¢ =y, + A er

Bevis: H, accepteres pa signifikansniveau « , hvis

ﬁ .

Er den sande middelvaerdi u, + A, er U= normalfordelt med middelvaerdi 0 og

Ho Uy - — (4o +A)

@ <P

P(typell fejl) = P(x Sy +u, - =0l u,_, -

)

SEISE

A
o)
Jn

O A 0
Heraf fas u, , ———<u,;. Dauy=-u_jfas
o

Jn
A-Jn

A~/n u,__ +u .o
- S—ulfﬁ,@ulia—}-uli/jg \/7@\/;2(1“—15)
o o A

, hvoraf formlen fremkommer.

*

Eksempel 5.2. Dimensionering.
Inden man 1 eksempel 5.1 begyndte at lave de dyre delforseg, vil ingenigren gerne have en
vurdering af, hvor mange driftsforseg der er nedvendige, nar det vides, at det forst er skonomisk
rentabelt at gd over til den nye metode, hvis middeludbyttet er steget med mindst 0.5 kg.
1) Find stikpravesterrelsen n, i det tilfeelde, hvor A = 0.5 kg og B = 10%. Det antages stadig,

at o = 1.0 kg og signifikansniveaueter a =5 %.
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5.2 Grundleggende begreber

Lad n veere den 1 spergsmaél 1 fundne stikprovesterrelse.
2) Idet der udferes n delforseg skal man besvare folgende spergsmal:
a) Hvilken konklusion kan drages, hvis man finder, at nulhypotesen H:u < 69.2 kg kan
forkastes? Er der i sa tilfeelde behov for yderligere beregninger ?
b) Hvilken konklusion kan drages, hvis man finder, at nulhypotesen H: u < 69.2 kg kan
accepteres? Er der i sé tilfeelde behov for yderligere beregninger?
LOSNING:
1) Af setning 5.1 (eller formel i appendix 5.2) fas:

2 2
05 0.5

1.0

2a) Vi er (athaengig af P-vaerdien) nogenlunde sikre pé, at udbyttet er steget. Hvor meget ma
afklares ved at lave et 95% konfidensinterval (og eventuelt flere forseg).
2b) Udbyttet kan vare steget (igen kan P-vaerdien sige lidt om muligheden herfor), men vi er

rimeligt sikre pa, at en eventuel stigning ikke har praktisk interesse.

L 4

OC-kurve. For at fa et indtryk af, hvor stor sandsynligheden er for fejl af type II tegnes ofte en sakaldt OC kurve
(Operating Characteristic).

SATNING 5.2 (funktionsudtryk for OC kurve). Lad X veere en normalfordelt variabel med ukendt middelveerdi u
og kendt spredning o . Lad en ensidet test med signifikansniveau a have nulhypotesen Hy: p< u, , og lad a( p)

veere sandsynligheden for at acceptere H, hvis den sande middelveerdi er n > p, (altsd a( i) = P( type I fejl)).

Der geelder daa(u) = | u,_, + IUOG_ H

In

Bevis:
H, accepteres pa signifikansniveau « , hvis
XK

o

n

- o
3”17,1@363/10"‘”170,'@-

. . _ X~ Hy
Er den sande middelvaerdi u, er U = p normalfordelt med
In
middelvaerdi 0 og spredning 1.
Vi har derfor, at
P(type IT fe'1):P(Ys +ui)
yp 1) Ho 1 In
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Hypotesetestning (1 stokastisk variabel)

0 lI-a \/;
o

Jn In In

=P =0y, + D TH dvs. a(u) =D u, , + 0 H

*

Eksempel 5.3. OC-kurve.

Inden man i eksempel 5.1 begyndte at lave de dyre delforseg vil ingenieren gerne have en vurdering af, om 12 tildelte

driftsforseg giver mulighed for sikre konklusioner, nar det vides, at det forst er skonomisk rentabelt at gd over til den

nye metode, hvis middeludbyttet er steget med mindst 0.5 kg.

1) Der anskes tegnet en OC kurve, nar signifikansniveauet er valgt til 5%.

2) Huvis testen giver en accept af nulhypotesen, er der sa en rimelig grund til at tro, at man ikke skal g over til den
nye metode?

3) Hyvis testen giver en forkastelse af nulhypotesen, er der s& en rimelig grund til at tro, at man skal gé over til den
nye metode?

4) Hvad bliver svarene pa spergsmaél 2 og 3, hvis kravet til stigning i middeludbyttet stiger fra 0.5 kg til 1 kg

LASNING:

1) Idet p, =69.2kg, o =1.0kgogn=12 fis af seetning 5.2, at

692 - u
1.0

J12

Ved indsettelse fas folgende skema

a(p) = | 1645+ = O(1.645+34641- (692 ).

u 69.2 kg 69.4 kg 69.6 kg 69.8 kg 70.0 kg 70.2 kg 70.4 kg

a(u) 95% 83.0% 60.2% 33.2% 13.0% 3.4% 0.6%

A a(p) = Placceptere talsk 7/, ) = P(tejl at'type [1)

107

| | | | | N

T T T T T 'H
692 694 696 698 700 702 704
- -
A
Fig.5.4 OC kurve

2) Afkurven ses, at hvis u er 69.7 kg, vil sandsynligheden for at bega en type Il fejl veere ca. 50%. En accept
af nulhypotesen giver derfor ingen mulighed for at konkludere, at middeludbyttet ikke er steget mere end 0.5
kg.

3) Der kan ikke svares umiddelbart herpa. En beregning af konfidensinterval er nedvendig (jevnfer ogsa

60



5.3 Eksenpl er pa hypot eset est

besvarelsen i eksempel 5.1)
4a)  Afkurven ses, at hvis g er 70.2 kg, vil sandsynligheden for at begé en type Il fejl vare ca. 3.4%. En accept
af nulhypotesen giver derfor en rimelig grund til at konkludere, at middeludbyttet ikke er steget mere end 1

kg.
4b)  Samme konklusion som i spergsmal 3).

5.3 Eksempler pa hypotesetest

De grundleggende begreber for hypotesetest blev grundigt gennemgaet i forrige afsnit. Det er derfor
idette afsnit kun nedvendigt at give nogle f4 eksempler pa andre tilsvarende testtyper. Beregninger-
ne bygger péd de formler, der er angivet i de oversigter over hypotesetest, der findes i appendix 5.1
til 5.4.

Eksempel 5.4. Tosidet test for hypotese om middelvaerdi.
Ved fremstilling af et bestemt levnedsmiddel er det vigtigt, at et tilseetningsstof findes i levneds-
midler i en koncentration pd 8.40 (g/l). En afvigelse 1 koncentrationens vaerdi pd mere end 0.35
skal opdages med en sandsynlighed pa 0.90, dvs. g = P(type II fejl) = 0.10 for A = 0.35.
Signifikansniveau sattes til o = 0.05.
Pa baggrund af tidligere lignende mélinger antages resultaterne at vaere normalfordelte med et
kendt o =0.25.
1) Vis at ovenfor nevnte specifikationer kan opnds med 6 malinger af koncentrationen.
2) For at kontrollere om tils@tningsstoffet har en koncentration pa ca. 8.40, udtager levnedsmid-

delkontrollen 6 prover af levnedsmidler. Resultaterne var:

Maling nr 1 2 3 4 5 6

Koncentration x (g/1) 8.54 7.89 8.50 8.21 8.15 8.32

Det onskes pd denne baggrund undersggt om koncentrationen har den enskede verdi.

LOSNING:

1) Lad X vere koncentrationen af tilsetningsstoffet i levnedsmidlet.
Det antages, at X er normalfordelt n(u,o) hvor u er ukendt, og o =0.25.
Da det bade er uonsket, at koncentrationen er for lille og at den er for stor, bliver nulhypotesen
H, p =84mod H: u#84, dvs. vihar en tosidet test.
Bemark, at selv om man vel egentlig hellere ville bevise, at koncentrationen er 8.4 og derfor
helst ville have denne pastand i den alternative hypotese, er dette ikke muligt, da nulhypotesen

skal indeholde et lighedstegn.
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Hypotesetestning (1 stokastisk variabel)

¢

2 2
j :£1.960+1.282] _536. dvs. n=6.

0.35 E—
0.25

Af appendix 5.2 fasp > {u°-975 :_ H0.90

2) Metode 1:
Vi finder x = 8.268.
I folge appendix 5.2 fas nu

P-vaerdien = P(} < 8.286) = normCdf( — oo, 8.268, 8.40,0.25/\/_ (6)) =0.0979 =9.8%

Da P -vaerdi > 0.025 accepteres nulhypotesen , dvs. vi ma konkludere, at selv om det ikke
er bevist, at koncentrationen er 8.4 g/l, sd er en eventuel afvigelse ikke af praktisk betyd-
ning.

Metode 2:

Alternativt kunne vi have benyttet TI-89 testfunktion:

APPS\ STAT/LIST\ data indtastes i listl \ F6, 2: Z-Test

Menu udfyldes : y, =84, o =0.25list =listl, Alternate Hyp: u# y, , Calculate

Vi far P-vaerdi = 0.1970=19.7%. .

Denne verdi er den dobbelte af P-verdien ved metode 1, da TI-89 beregner begge “haler”

Vi skal altsé her sammenligne med 5% . Da P-verdi > 5% fas samme konklusion som for.

(x—u)/n _ (8268—-840)./6
o 025 -

Tabel: Ifelge appendix 5.2 fas u = -1.29.

Da U, 475 = 1.96 accepteres nulhypotesen

Eksempel 5.5. Ensidet t-test .

En virksomhed bliver af miljokontrollen palagt at formindske indholdet i sit spildevand af et stof

A, der mistenkes for at kunne forurene grundvandet. Indholdet af stoffet A i spildevandet skal

under 1.7 mg/l, og miljekontrollen henviser til en ny metode, som burde kunne formindske

indholdet til det enskede niveau. For at vurdere den nye metode enskes foretaget en raekke

delforsog.

1) Hvor mange forseg skal der mindst foretages, hvis & = 5%, g =10%, A =0.10 mg/l og et
overslag over hvor stor o er s&tter denne til 0.15 mg/1.

2) Uanset resultatet af dimensioneringen i spergsmal 1), er der kun praktiske muligheder for at
lave 15 delforseg (ét forseg om dagen i 3 uger). Folgende vardier af indholdet af A fandtes (i
mg/l).

1.55(1.661.98]1.37(1.60|1.62|1.53(1.79|1.72| 1.57 | 1.70 {1.40(1.77|1.58|1.84

Kan man ud fra disse data bevise pé signifikansniveau « = 0.05, at indholdet af A ved
benyttelse af den ny metode er under 1.7 mg/1.

3) Angiv et estimat for middelindholdet af stoffet A ved den nye metode, og et 95% tosidet
konfidensinterval for det forventede indhold af A .
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LOSNING:

Lad X = indhold af A (i mg/l) efter benyttelse af den ny metode.

X antages normalfordelt n(u, o), hvor sdvel x4 som o er ukendte.

Da indholdet af stoffet A gnskes formindsket, bliver

nulhypotesen Hy: 4 = 1.7mg/l mod H:u <17 mg/l, dvs. vihar en ensidet test.
1) Da o ikke er kendt (kun et lost skon kendes), er testen en ¢ - test.

Idet Al 81(5) =0.667, fas af dimensioneringstabel 8 for o =5% og g =10%, at n =22.

o

(man finder det tal 1 tabellen, som er tet ved 0.667, idet man dog altid runder n opad).

Den onskede dimensionering kraever alts 22 forseg.

2) Metode 1:
Vi benytter TI-89 testfunktion:
APPS\ STAT/LIST\ data indtastes 1 listl \ F6, 2: T-Test
Menu udfyldes : p, = 1.7, list =list], Alternate Hyp: u < g, , Calculate

Vi far P-veerdi = 0.1058 =10.58%.

Da P-vardi > 5% accepteres nulhypotesen , dvs. man kan ikke vise, at den nye metode bringer

middelkoncentrationen ned pd det enskede niveau.

Da dimensioneringen ikke er korrekt, og vi trods alt er teet pa forkastelse, er det dog muligt,

at vi begéar en type II fejl.

Metode 2:

Vi finder x =1.645 mg/l og s=0.162 mg/l.

(1.645- 1.70)-/15

0.162 B

P-vaerdien = P(T < -131) = 1Cdf (~,~131,14) = 01051
Da P-verdi > 5% fé&s samme konklusion som for.

3) Af appendix 4.1 formel 2 fés, at et estimat for middeludbyttet er x = 1.645 mg/l, og
et 95% konfidensinterval:

Af appendix 5.1 fas ¢ = -131.

— S 0.1620
xxtt (n—1)-——=1645%¢ 14). ———=1645+0.0899 ,
LD s (1495 0

dvs.  [1.56:1.73] mg/l.
¢

Eksempel 5.6. Ensidet 7 -test.

En fabrikant af laeskedrikke har kebt en automatisk “pafyldningsmaskine”. Ved kebet af maskinen
har man betinget sig, at rumfanget af den pafyldte veeske i middel skal have en spredning, der ikke
overstiger 0.20 ml. Efter kort tids anvendelse fir man mistanke om, at spredningen er for stor.
Mange klager over underfyldte flasker. Derfor foretages en kontrol, hvor man tilfeldigt udtager
20 flasker med leskedrik, og méler rumfanget af vasken i flasken. Det viser sig, at stikpravens

spredning er s = 0.24 ml.
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Hypotesetestning (1 stokastisk variabel)

Med et signifikansniveau pa 5% er det da et statistisk bevis for, at den nye maskine ikke opfylder
det stillede krav?.

LOSNING:

Lad X = rumfang af drik i flaske.

X antages normalfordelt n(u,o), hvor sdvel x4 som o er ukendte.

Man ensker at teste hypoteserne H,: =02 imod H: o >0.2, eller udtrykt ved variansen ¢*:
H,;: ¢*=02> mod H: 6°>02".

Ifolge appendix 5.3 ses, at vi skal beregne teststorrelsen y°, hvor

— . 2 —_ . 2
7= w dvs. i det foreliggende tilfzlde 7> = (2001)220'24 =27.36.

Oy
P- vaerdi = P(Q >27.36) = chiCdf(27.36, «,19)=0.0965 =9.65%

Da P-vardien er over 5 %, accepteres H,,, dvs. det er ikke pdvist, at spredningen ved péfyldnin-

gen er for stor, men der er dog nar ved at vaere signifikans.

Hvis man inden forsegets udforelse havde ensket en dimensionering af forseget, sdledes at for en foregelse af spredningen
pad A =0.03 ville P(fejl af type II) = < 10% , er dette kun muligt ved hjelp af et passende statistikprogram. Benyttes
Statgraphics fas, at man skulle have malt pa 218 flasker.

5.4 Parvise Observationer .

I eksempelvis medicinske forseg, hvor man anvender mennesker eller dyr til undersegelse af om en
behandling har virkning, er der stor forskel pa den made den enkelte “forsegsenhed” (menneske)
reagerer pd behandlingen. Stikpreovens spredning bliver derved stor, hvilket gor det nedvendigt at
have en stor stikprovesterrelse for at kunne drage en sikker konklusion. I disse “for og efter”
situationer, hvor dataene for hver forsegsenhed er naturligt “parrede”, sker den statistiske analyse

ved, at vi for hver forsegsenhed (menneske) ser pd differencen d = x, — x

efter

Lad os illustrere det ved folgende eksempel.
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5.4 Parvi se observati oner

Eksempel 5.6. Parvise observationer.

Et skofirma vil undersege om der er forskel pa slidstyrken af 2 typer skosaler, lavet af forskellige
syntetiske materialer A og B.

Forst overvejes felgende plan:

Efter lodtreekning blandt 10 drenge vil 5 af drengene fa et par sko, som har sdler af type A og de 5
andre af type B. Efter et bestemt antal uger males sa sliddet pa sélerne.

Imidlertid star det firmaet klart, at det er meget forskelligt, hvor meget drenge bevaeger sig, sa sliddet
fra dreng til dreng bliver alene af den grund meget forskelligt. Man mé derfor forvente en stor
spredning pé resultaterne. Denne store "stoj" vil sandsynligvis bevirke, at man med kun 10 gentagel-
ser ikke vil kunne konstatere nogen forskel, ogsé selv om der méske er en ret betydelig forskel.
En forsegsplan, der kan fjerne denne stoj, er folgende: Hver dreng fir en sko med den ene type sal
og en sko med den anden type sal. Ved lodtraekning fastlaegges, om det er hgjre eller venstre fod der
skal have type A. Man siger, at man laver et randomiseret blokforseg, hvor drengene opfattes som
blokke og vi har randomiseret indenfor blokkene. Ved for hver blok (dreng), at betragte differensen
mellem sliddet pd de to sko, har vi fjerner variationen mellem blokkene (drengene) og tilbage er
variationen indenfor blokkene.

Efter en passende tid mélte man sliddet x pé sélerne. Resultaterne var folgende:

Dreng nr 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X, 132 | 8.1 10.8 14.2 10.7 6.7 9.6 10.9 8.9 13.0

X, 14.0 | 8.8 11.2 14.1 11.8 6.4 10.0 11.4 94 13.6

Undersog pa grundlag af disse tal, om der er forskel pa slidstyrken.

LOSNING:

Da det er et blokforseg, med drenge som blokke, skal man betragte forskellene mellem sliddet pa
salerne som samme dreng barer. Disse differenser er jo renset for den stej, der stammer fra, at
drengene slider forskelligt pé sélerne.

Vi fér folgende tabel:

Dreng nr 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X, 132 ] 8.1 10.8 14.2 10.7 6.7 9.6 10.9 8.9 13.0

X, 140 [ 8.8 11.2 14.1 11.8 6.4 10.0 11.4 9.4 13.6

Xg-X, 0.8 0.7 0.4 -0.1 1.1 -0.3 0.4 0.5 0.5 0.6

Det ses af differenserne, at der tilsyneladende er et storre slid pé sdler af typen B end pé sdler af
typen A.
LadD= x,-x,.
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D antages normalfordelt n(u,o), hvor sdvel 4 som o er ukendte.
Da vi ensker at teste om der er forskel, bliver testen en tosidet 7 - test.
Nulhypotese H,:#=0.  Alternativ hypotese H:u#0.

Metode 1:
Vi benytter TI-89 testfunktion:
APPS\ STAT/LIST\ differens-data indtastes 1 list]l \ F6, 2: T-Test
Menu udfyldes : g, =0, list =listl, Alternate Hyp: u# u, , Calculate
Vi far P-vaerdi = 0.006 =0.6%.
Da P-vardi < 5% forkastes H, (2 stjernet), dvs. der er forskel pd slidstyrken.

Metode 2:
Vi far, at gennemsnittet af differenserne er d = 0.46 og spredningen er s, = 0.409.

(d—0)-/n _ 0460-/10
s, 0.409

P-vaerdien = P(T > 3567) = tCdf (3.567,%,9) = 0.0030 =0.3%
Da P-vaerdi < 2.5% féas samme konklusion som for.

Af appendix 5.1 fas ¢ = =3567

Et 95% konfidensinterval for differensen er

d+t (=11 —046+1,,.9)- 2% _046+029 dvs. [017:0.75].
= Jn - -
¢

10
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Opgaver til kapitel 5

OPGAVER
Opgave S.1a (U-test for middelvardi).

Etlevnedsmiddel (“corned beef”) forhandles i pakker pa 100 g. Ved fabrikationen tilsettes traditio-

nelt et konserveringsmiddel B (nitrit). Da man har mistanke om, at B anvendt i sterre mangder kan

have uenskede bivirkninger, ma der hgjst tilsettes 2.5 mg B pr. 100 g.

Fabrikanten reklamerer med, at der i middel hejst er 2 mg B pr. pakke. En konkurrent tvivler herpa,

og vil teste pastanden. Der kebes i forskellige butikker i alt 36 pakker, og indholdet af B blev malt.

Man fandt et gennemsnit af B pa X =2.10 mg med et estimat pa spredningen pa s = 0.30 mg . Idet

stikprevesterrelsen er over 30, kan man anvende en U-test, dvs. antage, at o =s = 0.30.

1) Kan man ud fra disse data bevise pa signifikansniveau a = 0.01, at reklamen lyver.

2) Angiv et estimat for middelindholdet s .

3) Angiv et 95% konfidensinterval for middelindholdet x

4) Find det mindste antal pakker, der skal kebes, for at man ved en stigning af middelindholdet af
nitrat pd A = 0.1 hejst har, at P(type Il fejl) = g =5%. (e =0.01 og o = 0.30).

Opgave 5.1b" (type Il fejl) Opgaven er en fortsattelse af opgave 5.1a.
Antages pakkernes middelindhold af B at vaeere 1 =2.10 mg, hvor stor er s& sandsynligheden for fejlagtigt at acceptere
fabrikantens pastand om, at middelindholdet er 2.00 mg (P(type I fejl)). « er stadig 0.01.

Opgave S.1¢ (z - test)
Opgaven er en fortsettelse af opgave 5.1a.

Svar pa spergsmaél 1) , 2) og 3) i opgave 5.1a, idet der nu benyttes en ¢ - test fremfor en U - test.

Opgave 5.2a (U - test for middelverdi).

Et flyselskab overvejer at lukke en flyrute, sdfremt x = “middelvardien af antal solgte pladser pr.

afgang” er under 60. Pa de sidste n = 100 afgange er der i gennemsnit solgt x = 58.0 pladser med

en standardafvigelse pa s =11.0 pladser. Da stikprevesterrelsen n er over 30, kan man anvende en

U-test, dvs. antage atc = s = 11.0 pladser.

1) Kan man ud fra disse data bevise pa signifikansniveau « = 0.05, at der i middel er solgt under 60
pladser pr. afgang? (Husk at anfere: Hvad X er. Antagelser. Nulhypotese. Beregninger. Konklu-
sion.).

2) Angiv et estimat z for middelveerdien u .

3) Angiv et 95% konfidensinterval for middelvardien p .

4) Dimensionering. Bestem den nodvendige stikprovesterrelse n, for at man ved en forskel i antal
solgte pladser pA A =2.0 hgjst har, at P (type I fejl) = a=0.05 og P (type 1l fejl) = g =0.10
(o =11.0 pladser).
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Opgave 5.2b (type II fejl)

Opgaven er en fortsattelse af opgave 5.2a.

Antag, at antal solgte pladser er 58. Hvor stor er s& sandsynligheden for fejlagtigt at acceptere, at flyruten er rentabel (i
middel mindst 60 besat). a er stadig 0.05.

Opgave 5.2¢ (¢ - test)
Opgaven er en fortsaettelse af opgave 5.2a.

Svar pa spergsmaél 1) i opgave 5.2a, idet der nu benyttes en 7 - test fremfor en U - test.

Opgave 5.3 (¢ - test for middelverdi).

Under produktionen forekommer blandt en fabriks affaldsprodukter 1,5 mg/l af et stof A, som 1
storre mangder kan vere kreftfremkaldende. Man héber ved en ny og mere kostbar metode, at for-
mindske indholdet af det pagaldende stof.

1) Ved en rekke kontrolmalinger efter tils@tning af additivet fandtes folgende resultater (i mg/1)

1.12 1147 | 1.35 [ 1.27 | 1.17 | 1.26 [ 1.83 | 1.10 | 1.39 [ 1.25 | 1.44 | 1.14

Test pa 5% niveau, om malingerne beviser, at der er sket en formindskelse af middelindholdet af
stoffet A. (Husk altid at anfere: Hvad X er. Antagelser. Nulhypotese. Beregninger. Konklusion.).
2) Inden man lavede forsegene, foretog man en dimensionering. Hvis formindskelsen er under 0.2
mg/l, er det ikke rimeligt at ga over til den nye metode. Man ensker derfor at finde det mindste
antal malinger, der skal indga i undersegelsen, for at man ved en @ndring i indholdet af A pa
A = 0.2 mg/l hejst har, at P (type II fejl) = g = 10%. Man har en begrundet formodning om,
at spredningen i resultaterne hejst kan vaere 0.22 mg/l (o =0.05).
Er det pé basis af disse oplysninger, samt resultaterne 1 spergsmal 1) muligt at vurdere, om den

fundne formindskelse er stor nok til, at man vil gé& over til den nye metode?

Opgave 5.4 (test for middelvaerdi).

Pa pakken af en iscreme stér, at portionen indeholder 14 gram fedt. For at kontrollere dette kabes

10 pakker is, og fedtindholdet males. Man finder et gennemsnit pa 13.1 gram og et estimat s for

spredningen pé 0.42 gram.

1) Kan man ud fra disse data bevise pa signifikansniveau ¢ =0.01, at middelindholdet afviger fra
14 gram? (Husk altid at anfere: Hvad X er. Antagelser. Nulhypotese. Beregninger. Konklusion.).

2) Angiv et estimat for middelindholdet.

3) Angiv et 95% konfidensinterval for middelindholdet.

4) Dimensionering. Bestem den nodvendige stikprovestorrelse n, for at man ved en forskel 1 fed-
tindhold pa A =0.50 gram hgjst har, at P (type I fejl)= a =0.05 og P (type I fejl) = g =0.05.
(o ~042 gram).
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Opgave 5.5 (test for middelvardi).

En fabrikation er baseret pd en kemisk reaktion, hvor processen forudszatter tilstedevaerelse af en
katalysator. Med den hidtil benyttede katalysatortype C, udnyttes i middel kun ca. 70% af den dyre-
ste ravare. Firmaet overvejer at gé over til en mere effektiv katalysatortype C, ved produktionen.
Omlegning hertil vil imidlertid kreeve betydelige etableringsomkostninger, hvorfor firmaet kun vil
leegge produktionen om, séfremt i middel mindst 80% af den dyreste rdvare udnyttes, nar C, benyt-
tes. Til vurdering heraf foretoges en raekke forseg med benyttelse af C,. Folgende udnyttelsespro-

center fandtes:

68.3 87.7 80.0 84.2 84.0 83.6 76.4 79.9 89.3 75.8

96.1 88.0 79.8 83.7 84.4 95.5 84.2 92.1 92.4 83.9

1)  Beregnestimater X ogs for middelverdi E(X) og spredning o (X)) , idet X betegner udnyttel-
sesprocenten, nér C, benyttes.

2)  Vurder, om de opnaede forseggsresultater kan opfattes som et eksperimentelt bevis for, at i
middel over 80% af den dyreste ravare udnyttes, nér C, benyttes.

3)  Opstil et (tosidet) 95% konfidensinterval for E(X).

Vi antager i det folgende, at X (approksimativt) er normalfordelt 7(x,s).

4)  Beregn sandsynligheden for, at udnyttelsesprocenten X er mindre end 80%, nér C, benyttes.

Opgave 5.6 (test for middelvardi).
Et kemikalium fremstilles industrielt ved inddampning af en bestemt oplesning. Det var vigtigt, at
denne oplesning var svagt basisk med pH = 8.0. Man foretog derfor kontrolmeessigt nogle pH-be-

stemmelser for den benyttede oplesning. Felgende vaerdier fandtes:

82 [83 |79 |82 |78 |86 |89 |78 |82

Foretag en testning af om oplesningen kan antages at opfylde kravet til pH-vaerdi, og opstil et 95%

konfidensinterval for pH-vardien.

Opgave 5.7 (test for middelverdi).
Man frygter, at den sékaldte “ syreregn er arsag til, at en bestemt skov er steerkt medtaget. Man ma-

ler SO, - koncentrationen forskellige steder i skovbunden (i z g/m®) og finder:

327 1239 |21.7 |18.6 |27.6 |35.1 | 422 |36.5 |13.4 |41.8 (343 |30.0

I ubeskadede skove er SO, - koncentrationen 20 x g/m’. Giver forsegene et bevis for, at middel-
koncentrationen af SO, i den beskadigede skov er storre end normalt?

Angiv et tosidet 95%-konfidensinterval for SO, - koncentrationen.
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Opgave 5.8 (test for middelvaerdi).

Pa et kraftvarmeveark mener man, at en ny metode vil kunne formindske svovlindholdet i de slag-

ger, der bliver tilbage efter kulfyringen. Med en bestemt kvalitet kul, har det hidtidige svovlindhold

varet 2.70 %.

For at vurdere den nye metode ensker ingenioren at foretage en raekke forsog.

1) Hvor mange forseg skal der mindst foretages, hvis a = 5%, g =10%, A =0.05 og et overslag
over spredningens storrelse s@tter den til hajst 0.08%.

2) Uanset resultatet af dimensioneringen i spergsmal 1), er der kun praktiske muligheder for at lave
16 forseg. Felgende vardier af svovlindholdet fandtes (%).

2.5812.64 (2.8012.50(2.52]2.69]2.60(2.73]2.61 (2.62 |2.65(2.58 [2.70]2.67 (2.62]2.64

Test om disse maleresultater beviser, at svovlindholdet ved den nye metode 1 middel er blevet
mindre.
3) Hvis resultatet af spergsmal 2 er, at svovlindholdet er mindre, skal angives et 95% tosidet konfi-

densinterval for det forventede svovlindhold.

Opgave 5.9 (dimensionering).

Ved en batchproduktion er under seedvanlige betingelser middeludbyttet lig med 83.2 kg og spred-

ningen pa udbytterne lig med 1.5 kg.

Laboratorieforseg har antydet, at visse @&ndringer 1 produktionsbetingelserne medforer en foragelse

1 middeludbyttet pa 1.2 kg, uden at spredningen @ndres.

Ved et driftsforsag bestdende af en produktion af n batches under de @ndrede produktionsbetingel-

ser enskes derfor testet, om middeludbyttet beviseligt er blevet forbedret.

1) Opstil nulhypotesen for en sddan testning.

2) Bestem n séledes, at et U - test af denne nulhypotese med sandsynlighed 90% udviser 1-stjernet
signifikans, sdfremt foragelsen 1 middeludbyttet virkelig er 1.2 kg.

Antag, at udbytterne i et driftsforseg med samme 7 som bestemt i spergsmal 2) udviser et gennem-

snit pa 84.5 kg, og et estimat for spredningen pa s = 2.4 kg.

3) Test formodningen om, at spredningen er uforandret under de @ndrede produktionsbetingelser.

4) Test under hensyntagen til svaret pa spergsmal 3) nulhypotesen i spergsmél 1)

5) Opstil 95%-konfidensintervaller (tosidede) for middelverdien og spredningen af udbytterne un-

der de @ndrede produktionsbetingelser.
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Opgaver til kapitel 5

Opgave 5.10 (test for varians).
Et nyt maleapparat pastas at give maleresultater med spredningen o = 1.8 mg/l ved maling af salt-
indholdet i en oplesning. Da dette er mindre end det seedvanlige, kaber et laboratorium et eksemplar

af apparatet for at kontrollere pastanden. Der foretages 15 malinger med folgende resultater:

34 |77 (6.0 |81 (84 |27 (49 1.2 (2.1 |54 |35 (L5 |52 |(4.1 (3.9

1) Test pa basis af disse resultater, om spredningen afviger fra 1.8 mg/l.
(Husk altid at anfore: Hvad X er. Antagelser. Nulhypotese. Beregninger. Konklusion.).
2) Det vides nu, at den saltoplesning der males pa har en koncentration pa 4 mg/I.

Test pa basis af denne yderligere oplysning om spredningen afviger fra 1.8 mg/I.

Opgave 5.11 (test for varians).

Kunststoffet PARAPHYMOSE oparbejdes af gamle kartofler. Det er vaesentligt, at kartoflerne, som
indgér i et produktionsparti, er nogenlunde homogene med hensyn til stivelsesprocent, mens verdien
af denne er mindre vasentlig. Man sikrer homogenitet ved at udtage et antal prever og undersoge
deres variation. Ved en sddan preveudtagning har man udtaget 64 prover og malt stivelsesprocenten
X. Man fandt, at x =19.22 og s = 0.6539. Af teknologiske grunde ber homogeniteten vare sadan,
at V(X)<0.300. Det kan antages, at X er normalfordelt.

Skal man anvende det foreliggende parti? (Idet det antages, at X er normalfordelt beviser malingerne

sé, at partiet er uegnet?).

Opgave 5.12 ( varians).

En medicinalvarefabrik overvejer at indfere en ny analysemetode. Det formodes, at spredningen er
mindre end 2.0 mg/l. Man ved, at den nye metode er uden systematiske fejl. Der fremstilles ved
afvejning et praeparat med nejagtig 40.5 mg/l, dvs. middelverdien er kendt. Folgende maleresultater

(1 mg/l) findes med den nye metode:

42.8 (393 (41.2 (409 |40.2 |40.7 [40.6 [40.0 |41.5

1) Bekrefter de foretagne observationer forhandsformodningen om spredningen. (Husk altid at an-
fore: Hvad X er. Antagelser. Nulhypotese. Beregninger. Konklusion.).
2) Angiv et estimat for spredningen.

3) Angiv et 95% konfidensinterval for spredningen.

Opgave 5.13 (test for varians).
Et nyt analyseapparat formodes at give méleresultater med en spredning pa under 5%. Pa en 48%
standardoplesning foretoges 30 malinger med det nye apparat. Man fik herved et gennemsnit pa

47.5% og et estimat for spredningen pa 6.9%. Test om dette er i modstrid med det forventede.
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Opgave 5.14 (test for varians).

Ved indkebet af et nyt maleapparat oplystes det, at apparatet malte med en spredning pa 2.8 enhe-
der. Efter at have brugt apparatet et stykke tid naerede keberen mistanke om, at apparatet mélte med
storre spredning end oplyst. For at f4 spergsmalet undersogt lod keberen en bestemt maling udfere

et antal gange. Falgende resultater fandtes:

18.8 | 155 [12.2 | 148 [4.80 |1.20 (143 |9.60 (139 |1.17 [5.60 |1.27 [1.35

870 |1.23 |1.40 [1.02 |1.65 (191 |1.14 [146 |1.59 [1.54 |1.01 [1.80

Hvilke konklusioner kan keberen drage ud fra en statistisk analyse af de fundne forsegsresultater?

Opgave 5.15 (test for middelveerdi og varians).

En kemisk virksomhed kerer en produktion, der har middeludbyttet 76.5% og spredningen 1.5%.
Virksomheden overvejer at ga over til et andet beholdermateriale for sine reaktionskar. Det vides
ikke pa forhand, om processens middeludbytte pavirkes af en sidan @ndring. Processens spredning
forventes at veere upavirket.

Til afklaring af ovennavnte uvished udferes 9 driftsforseg med anvendelse af det nye beholderma-

teriale. Folgende resultater fandtes:

79.5 (765 | 77.5 (763 |79.5 [76.7 [76.8 |[783 [77.3

1) Test, om processens spredning kan antages at vaere uforandret.

2) Test under hensyntagen til svareti 1), om processens middeludbytte kan antages at vaere uforan-
dret.

3) Opstil et 95%-konfidensinterval for processens middeludbytte.

Opgave 5.16 (test for middelvaerdi og varians).

En kemiker har udtenkt en ny analysemetode til bestemmelse af den procentvise koncentration af
et stof A i en stofblanding. Han er overbevist om, at metoden ikke er behaftet med systematiske fejl,
og mener, at metoden har sterre reproducerbarhed and den seedvanligt benyttede metode, hvis spred-
ning o er 0.10%. P4 en stofblanding, der indeholder 1.30% af A, udfertes ved den nye metode 6

uathangige analyser. Folgende resultater fandtes:

1.20 | 1.27 | 1.33 [ 1.19 | 1.09 | 1.24

1) Kan disse resultater fortolkes som et “eksperimentelt bevis” for, at den nye metodes reproducer-
barhed er storre end den s&dvanlige metodes?

2) Tyder resultaterne pa, at den nye metode er behaftet med systematiske fejl?

3) Opstil, under hensyntagen til de udferte testninger, det bedst mulige tosidede 95%-konfidensin-
terval for den nye metodes spredning. Angiv forudsatningerne for det opstillede konfidensinter-

val.
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Opgave 5.17 (test for middelverdi og varians).

En sukkerfabrik leverer sukkeret i 1 kg-poser og 2 kg-poser. Vagten af de fyldte poser varierer.

1) For 1 kg-posernes vedkommende antages vaegten at have en middelveardi pa 1000 gram. En raek-
ke forseg har vist, at sandsynligheden for, at en tilfeldig udtaget 1 kg-pose vejer mere ned 1025
gram, er 10%. Giv pa det grundlag en vurdering af spredningen.

2) For 2 kg-posernes vedkommende ber middelvardien vaere 200 gram, og spredningen ma ikke
overstige 25 gram. For at kontrollere, om en ny pakkemaskine overholder disse normer, udtages
tilfeeldigt 100 pakker af denne maskines produktion. Gennemsnittet beregnes til x = 2008 gram,
og et estimat for spredningen til s = 25 gram.

Det formodes pa forhand, at den nye maskine overholder de ovennavnte normer. Foretag en sta-

tistisk vurdering af, om dette kan antages at vaere tilfeldet.

Opgave 5.18 (parvise observationer).
Et bestemt medikament enskes testet for dets effekt pa blodtrykket. 12 mend fik deres blodtryk malt

for og efter indtagelse af medikamentet. Resultaterne var:

mand nr 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

For 120 | 124 | 130 | 118 | 140 | 128 | 140 | 135 [ 126 | 130 | 126 | 127

Efter 128 | 131 | 131 | 127 | 132 | 125 | 141 | 137 | 118 | 132 | 129 | 135

Udfer en testning af, om disse tal tyder pa, at medikamentet pavirker blodtrykket.

Opgave 5.19 (parvise observationer).
Et dieetprodukt pastar i en reklame, at brug af produktet i en maned vil resultere 1 et vagttab pa 3 kg.
En forbrugerorganisation gnsker at teste denne pastand. 8 personer bruger produktet i en méned, og

det resultat fremgar af nedenstaende tabel:

person nr 1 2 3 4 5 6 7 8
Startvegt 81 101 98 99 78 71 75 93
Slutvegt 78 95 95 97 73 69 70 89

1) Undersog pa grundlag af disse tal, om det pa basis af disse tal pé et signifikansniveau pa 5% kan
vises, at reklamens pastand er fejlagtig?
2) Opstil et 95% tosidet konfidensinterval for middelvaerdien af vaegttabet, og giv pd grundlag heraf

en vurdering af virkningen af dietproduktet.
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Opgave 5.20 (parvise observationer).

En producent af malervarer har laboratorieresultater, der tyder pé, at en ny lak A, har en sterre slid-
styrke end den s@dvanlige lak B. Han ensker en afprevning i praksis og aftaler med ejerne af 6 byg-
ninger med mange trapper, at han mé lakere deres trapper. Efter 3 maneders forleb males graden af
slid (1 %) 1 hver bygning.

1) Angiv hvorledes du ville foretage forsgget.

2) De malte verdier af slid efter valg af plan var

Bygning nr 1 2 3 4 5 6
Ny lak 20.3 25.1 21.8 19.6 18.9 235
Saedvanlig lak 19.5 28.4 21.6 22.0 20.9 25.8

Undersag om observationerne leverer et eksperimentelt bevis for, at den nye lak er mere slidsterk
end den sedvanlige lak.
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6.2 Regneregl er for sandsynligheder

6. SANDSYNLIGHEDSREGNING

6.1 INDLEDNING

Har man gaet i det matematiske gymnasium, er begreberne i dette kapitel velkendte, og kapitlet kan
tjene som en repetition. For andre er begreberne beskrevet tilstreekkelig udferligt til, at det kan tjene

som en forste indferelse.

6.2 Regneregler for sandsynligheder

I dette afsnit vil folgende eksempel blive benyttet til illustration af definitioner og begreber.

Eksempel 6.1. Gennemgéiende eksempel.
En fabrik har erfaring for, at den daglige produktion af glasfigurer indeholder 10 % misfarvede,
20% har ridser, og 1 % af produktionen er bade ridsede og misfarvede.
Et eksperiment bestar i tilfeldigt at udtage en glasfigur af produktionen. Lad 4 vare hendelsen

at fa en misfarvet og lad B vere haendelsen at fa en ridset.

¢

DEFINITION af “ikke A4” eller komplementzer-
meengden til A. Komplemteermeengden til A bencevnes

A og er meengden af alle udfald i udfaldsrummet U,
der ikke er i A (den bla meengde pd figur 6.1).

Eksempelviser A ieksempel 6.1 mangden afalle glasfigurer,
der ikke er misfarvet.
Idet P (A4 )=0.1 ses umiddelbart, at P(A) =1-P(4)=0.9.

Fig. 6.1. Komplementcermceengde
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Vi har derfor klart folgende s&tning:

P(A) =1-P(4) @

SATNING 6.1 (om sandsynlighed ). Idet A og B er vilkdrlige heendelser geelder:

DEFINITION af “bade 4 og B” eller
feellesmeengden af A og B. Feellesmengden til A og B
benewvnes AN B og er mengden af alle udfald i
udfaldsrummet U, der tilhorer bdde A og B (Den bla
meengde i fig 6.2 ).

Eksempelvis er 4 M B 1 eksempel 6.1 maengden af alle
glasfigurer, der bade er misfarvede og ridsede.
Af eksemplet folger, at P(4n B)=0.01.

Fig. 6.2. Feellesmeengde

DEFINITION af “ 4 men ikke B” eller
differensmaengden A minus B. Differensmangden A
minus B benavnes 4\ B og er mangden af alle
udfald i udfaldsrummet U, der tilhgrer A men ikke B.

Eksempelvis er 4\ B i eksempel 6.1 maengden af alle
glasfigurer, der er misfarvede men ikke ridsede.

Det ses umiddelbart af figur 6.3, at

P(A\B)= P(A)- P(AN B).

I eksempel 6.1 er P(A\B) =0.1-0.01=0.09.

Fig. 6.3. Differensmeengde

DEFINITION af “enten A eller B” eller
foreningsmaengden af 4 og B. Foreningsmangden af
A og B benzvnes 4 U B og er maengden af alle udfald
1 udfaldsrummet U, der enten tilhorer A eller B
eventuelt dem begge (den bld meengde pa fig. 6.4 ).

Eksempelvis er 4 U B icksempel 6.1 mangden af alle
glasfigurer, der enten er misfarvede eller ridsede

eventuelt begge dele.
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6.1 Regneregler for sandsynligheder

Ved betragtning af de nedenfor anferte grafiske afbildninger (arealbetragtning) ses umiddelbart, at
der gaelder folgende
Additionssztning: P(Au B)=P(A)+ P(B)— P(AN B).

I eksempel 6.1 er P(4A U B)=01+02-0.01=0.29.

U kaldes for den sikre heendelse, dens komplementere handelse for den umulige haendelse J.
PO) =0
En handelse, som kun indeholder ét udfald, kaldes en elementarhzendelse.

To mengder hvis fellesmangde er tom kaldes disjunkte.

For nogle hendelser 4 og B gelder, at P(4n B)= P(A)- P(B), men denne formel gelder ikke
generelt. Eksempelvis i eksempel 6.1 er P(A)- P(B)=0.1-02=0.02 # P(AN B). For at f4 en mere
generel regel indferes P(B ‘A) som kaldes sandsynligheden for, at B indtreffer, nar 4 er indtruffet
(den af 4 betingede sandsynlighed for B).

For at forklare den folgende definition, vil vi simplificere

eksempel 6.1, idet vi antager, at den daglige produktion
er 100 glasfigurer. I sa fald er der 10 misfarvede figurer,
20 ridsede figurer, og 1 figur der er bdde misfarvet og

ridset. Hvis vi begraenser vort udfaldsrum til A, sa er L

1
P(B| )=+ =100 _ AADE) i B
10 10~ P(4)
100 Fig. 6.2

Denne beregning begrunder rimeligheden i felgende definition:

DEFINITION af betinget sandsynlighed P(B ‘A) . som kaldes sandsynligheden for, at B

indtreeffer, nar A er indtruffet (den af A betingede sandsynlighed for B) defineres ved
P(B‘A): P(An B)
P(A4)

Ved multiplikation fas
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Produktsztningen: P(AN B)=P(A)-P(B ‘A) (= P(B)- P(A4 ‘B)) .
Benyttes produktsetningen pd eksempel 6.1 fas P(A N B)= P(A4)- P(B ‘A) =01-01=001.

Lad os illustrere anvendelsen af betinget sandsynlighed med et andet eksempel.
Eksempel 6.2: Betinget sandsynlighed.
En urne indeholder 3 rade og 3 hvide kugler. Vi udtrekker successivt 2 kugler fra urnen.
Vi betragter folgende 2 hendelser:
A: Den forst udtrukne kugle er rod.
B: Den anden udtrukne kugle er red.
Beregn P(An B) hvis
1) kugleudtraekningen foregér, ved at den ferst udtrukne kugle leegges tilbage for den anden
udtrekkes.
2) kugleudtreekningen foregér, ved at den forst udtrukne kugle ikke laegges tilbage for den anden
udtrekkes.
LOSNING
1) Herer P(B \A) =2 og derfor ifelge produktsatningen P(4 N B)= P(A)- P(B \A) =1

2) Herer P(B|4)=2 ogderfor P(ANB)=32-2=1

¢

[l

DEFINITION af statistisk uafhzengighed. To haendelser A og B siges at veare statistisk
uathengige, safremt P(A N B)= P(A)- P(B).

Navnet skyldes, at vi i dette tilfelde har P(B|4)= P(B) og P(A4|B)=P(4), saledes at
sandsynligheden for, at den ene hendelse indtraeffer, ikke afthenger af, om den anden handelse
indtreffer.

Eksempelvis ved kast med en terning, sa vil sandsynligheden for at fa en sekser i andet kast vare
uathangigt af udfaldet 1 forste kast, sdledes at sandsynligheden for at {4 2 seksere 1 de forste 2 kast

1.1
er o % -

Definitionen af statistisk uafthangighed generaliseres til flere handelser end 2, saledes at der i
tilfeelde af 3 uathengige haendelser 4,, 4, og A4, ogsa gelder:
P(A, N A, A)=P(A)-P(4,) P(4,).
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6.3 Symmetri sk sandsynli ghedsfelt

6.3 Symmetrisk sandsynlighedsfelt.

Safremt et udfaldsrum U indeholder » udfald som alle er lige sandsynlige (symmetrisk

1
sandsynlighedsfelt), vil sandsynligheden for hvert udfald veere P(u)=—
n

En handelse 4 som indeholder @ udfald vil da have sandsynligheden P(A) = a4,
n

Dette udtrykkes ofte kort ved at sige, at sandsynligheden for 4 er antal gunstige udfald i 4 divideret

med det totale antal udfald i udfaldsrummet.

I symmetriske sandsynlighedsfelter bliver problemet derfor, hvorledes man let kan optalle antal

udfald. Dette kan ofte gores ved benyttelse af kombinatorik.

Eksempel 6.3. Optzelle antal reekkefolger.
En pentapeptide bestér af en kaede af folgende 5 aminosyrer: alanine, valine, glycine, cysteine,
trypophan. Den har forskellige egenskaber afthangig af den raekkefolge de 5 aminosyrer sidder
1 keeden. Hvor mange forskellige reekkefolger er der mulighed for 1 en pentapeptide?
LOSNING.

1) Pa forstepladsen i kaeden placeres en aminosyre. Der er 5 muligheder herfor.
2) Pa den naste plads i kaeden placeres en ny aminosyre Der er 4 muligheder herfor
3) Pa den tredje plads i kaden placeres en ny aminosyre Der er 3 muligheder herfor
4) Pa den fjerde plads i keeden placeres en ny aminosyre Der er 2 muligheder herfor

5) Pa den femte plads i1 kaeden placeres den sidste aminosyre Der er 1 mulighed herfor.
TLalterder 5!=5-4-3-2-1rakkefolger.

DEFINITION af n! Produktet af de n forste positive, hele tal kaldes n! d.v.s.
nl=n-(n—-1)-(n-2)-...-2-1 (n! udtales: n udrabstegn eller n fakultet).
Endvidere defineres 0! = 1.

DEFINITION af kombination. En kombination er et udvalg af elementer udtaget af en

meengde uden at tage hensyn til reekkefolgen af elementerne.
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SATNING 6.1 (om antallet af kombinationer). Antal mdader hvorpd man - uden
mellemliggende tilbagelcegning og uanset rcekkefolgen - kan udtage i alt p elementer fra en

n
meengde med n elementer, hvor n 2 p kaldes K ( n, p ) eller ( j (n over p).
p

n n!
Der geelder ( j =
p) pt(n-p)!

Bevis: Beviset knyttes for enkelheds skyld til et taleksempel, som let kan generaliseres.

Lad os antage, vi pa tilfeldig made udtager 3 kugler af en kasse, der indeholder 5 kugler med
numrene k,,k,,k;,k,, k.

Lad os forst ga ud fra, at reekkefolgen hvori kuglerne traekkes ud er af betydning, Der er altsa
eksempelvis forskel pa k,k,,k, og k;.k,.k,. Forste kugle kan da udtages pa 5 forskellige
mader, og for hver af disse 5 kugler kan den neeste kugle udtages pa 4 méder. I alt kan de to kugler
udtages pd 5-4 mader. Den sidste kugle skal udtages blandt de resterende 3 kugler, sa det kan
gores pa 3 mader. Hvis de 3 kugler udtages, sa rekkefolgen spiller en rolle, kan det folgelig gores
pa 5-4-3 mdader. Hvis de 3 kugler udtages, sa reekkefolgen ikke spiller en rolle, har vi vedtaget,

5
det kan gores pa (3) méder. Lad en af disse mader vaere k,,k;,k, . Disse 3 elementer kan ordnes

i reekkefolge pa 3!=3-2-1mader.

5 5 4. .4.3.2. !
Viharf@lgelig,at5-4-3=( J'3!eller():5 4-3_54-3.2.1_ 5!
3 37 3l 3121 321

*

TI - 89 : Beregning af tallet (

”] - MATH\Probability\nCr(n,p)

p

5
Eksempel: (3) =nCr(53) =10
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Opgaver til kapitel 6

OPGAVER

Opgave 6.1 (regneregler)
I en mindre by viser en undersegelse, at 60% af alle husstande holder en lokal avis, mens 30%
holder en landsdekkende avis. Endvidere holder 10% af husstandene begge aviser.
Lad en husstand vere tilfeeldig udvalgt, og lad 4 vaere den handelse, at husstanden holder en lokal
avis, og B den handelse, at husstanden holder en landsdaekkende avis.
1) Angiv symbolsk udtrykt ved 4 og B hendelserne:
C: Husstanden holder begge aviser .
D: Husstanden holder kun den lokale avis.
E: Husstanden holder mindst én af aviserne.
F: Husstanden holder ingen avis
G: Husstanden holder netop én avis.
Det vides nu, at den tilfaeldigt valgte husstand holder den landsdaekkende avis.
H: Husstanden holder den lokale avis.

2) Beregn sandsynlighederne for ovennavnte handelser.

Opgave 6.2 (regneregler)

1) I figur 1 er vist et elektrisk apparat, som kun fungerer, hvis enten alle komponenter 1a, 1b og Ic
i den overste ledning eller alle komponenter 2a, 2b og 2c¢ i den nederste ledning fungerer.
Sandsynligheden for at hver komponent fungerer er vist pa tegningen, og det antages, at

sandsynligheden for at en komponent fungerer er uathengig af om de evrige komponenter

fungerer.

}0.8 | }0,95} 1) Hvad er sandsynligheden for at apparatet i
figur 1 fungerer.

0.9 ——0.85 —

2b 2¢
Figur | 2) I figur 2 er vist et andet elektrisk apparat,
la Ib Ic som tilsvarende kun fungerer, hvis alle de
0.95 0.8 0.95— tre kredsleb I, IT og III fungerer, og det er
p I 1 m  —o kun tilfeldet hvis enten den everste eller

den nederste komponent fungerer.

0.9 0.9 0.85— P s .
N o > Hvad er sandsynligheden for at apparatet i

Zd 2D P

_ figur 2 fungerer.
Figur 2
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Opgave 6.3 (regneregler)

Tre skytter skyder hver ét skud mod en skydeskive. De har treeffesandsynligheder 0.75, 0.50 0g 0.30.
Beregn sandsynligheden for

1) ingen treffere, 2) én treffer,  3) to treeffere, 4) tre treeffere.

Opgave 6.4 (regneregler)

En “terning” har form som et regulert polyeder med 20 sideflader. P4 4 sideflader er der skrevet 1,
pa 8 sideflader er der skrevet 6 mens der er skrevet 2, 3 , 4 og 5 pa hver 2 sideflader.

Find sandsynligheden for i tre kast med denne terning at fa

1) tre seksere

2) mindst én sekser

3) enten tre seksere eller tre enere

Opgave 6.5 ( regneregler)
En levnedsmiddelvirksomhed vil gerne forsege at fremstille to nye produkter k, og k,. Idet r; og r,
betegner rdmaterialer, og m, og m, betegner visse mellemprodukter, patenker virksomheden at

udforske processerne

® " > m .
@ - > m
G " i
@ ™ "k

Folgende haendelser betragtes:

Det lykkes at gennemfere processen (1).

Det lykkes at gennemfore processen (2).

Det lykkes at gennemfore processen (3), hvis m, er til radighed.
Det lykkes at gennemfore processen (4), hvis m, er til rddighed.

Det lykkes at fremstille k, ud fra rdmaterialerne.

SEEEEE

Det lykkes at fremstille k, ud fra rdmaterialerne.

Lad der pa basis af tidligere erfaringer med lignende processer vaere givet sandsynlighederne:
P(H)) = P(H)— P(H)— P(H)—*

og lad H,, Hz, H, og H4 vaere statlstlsk uathengige haendelser .
1)  Beregn sandsynlighederne P(H, " H,), P(H, v H,), P(H,), P(H,).
2)  Beregn sandsynligheden P(H, " Hy).
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Opgave 6.6 (betinget sandsynlighed)

En virksomhed producerer regelmassigt et levnedsmiddel 1 charger. I 5% af chargerne findes
mikroorganismer aftypen a, ogi20% af chargerne findes mikroorganismer aftypen b. Safremt disse
mikroorganismer er til stede i en charge, foreckommer de altid i en bestemt mangde
(maetningsgraden). Lad en charge (nr 27) blive udtaget pé tilfeeldig made af produktionen, og lad for
denne charge folgende haendelser vere defineret:

A: Tilstedevaerelse af type a

B: Tilstedevearelse af type b

C: Tilstedeverelse af type a alene

D: Tilstedeverelse af type b alene

E: Tilstedevarelse af bade type a og type b

F: Ingen tilstedeverelse af hverken type a eller type b.

Det antages, at A og B er statistisk uathangige hendelser.

1) Udtryk haendelserne C, D, E og F ved A4 og B og angiv sandsynlighederne for disse haendelser.
Hver charge kontrolleres af et prevehold. Undersegelser har vist, at preveholdet kasserer

a) 60% af de charger, der indeholder type a alene.

b) 80% af de charger, der indeholder type b alene

¢) 90% af de charger, der indeholder bade type a og type b.

d) 0% af de charger, der hverken indeholder type a eller type b.

Lad K vere hendelsen: Charge 27 kasseres af proveholdet.

2) Udtryk de givne oplysninger ved K og en eller flere af heendelserne A4 til F.

3) Find sandsynligheden for, at preveholdet kasserer charge nr 27.

Opgave 6.7 ( betinget sandsynlighed)

Envirksomhed fremstiller en bestemt slags apparater. Hvert apparat er ssmmensat af 5 komponenter.

Heraf'er 3 tilfeldigt udvalgt blandt komponenter af typen a og 2 blandt komponenter af typen b. Det

vides, at 10% af a-komponenterne er defekte og 20% af b-komponenterne er defekte. Et apparat

fungerer hvis og kun hvis det ikke indeholder nogen defekt komponent.

Der udtages pa tilfeldig made et apparat fra produktionen. Lad os betragte haendelserne:

A: Det udtagne apparat indeholder mindst 1 defekt a-komponent.

B: Det udtagne apparat indeholder mindst 1 defekt b-komponent.

1) Find P(A), P(B)og P(AN B).

2) Find sandsynligheden for, at et apparat, der pa tilfeeldig made udtages af produktionen ikke
fungerer.

3) Et apparat udtages pa tilfeldig made fra produktionen og det konstateres ved afprevning at det
ikke fungerer. Find sandsynligheden for, at apparatet ikke indeholder nogen defekt a-komponent.
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Opgave 6.8 ( sandsynlighed)

To skytter konkurrerer ved en turnering. De har hver én patron og skyder mod en skive som giver
10 point, hvis et centralt omrade af skiven rammes og ellers 5 point. Rammes skiven ikke noteres 0
point.

Skytte A’s dygtighed kan beskrives ved, at han i et skud har samme sandsynlighed for at f4 10 points,
5 points eller 0 points.

Skytte B er dygtigere, idet hans sandsynligheder for at ramme er givet ved

Pointsy [ 10 |5 0
P(y) 0.6 103 ]0.1

B har imidlertid faet en defekt patron med, der har sandsynligheden 50% for at fungere.

1) Idet X betegner det af A opndede antal points og Y det af B opndede antal points, enskes
tethedsfunktionen for X og Y beregnet.

2) Find E(X), E(Y),0(X) og o(Y).

3) Beregn sandsynligheden for, at A vinder.
4) Det oplyses, at A vandt konkurrencen. Beregn sandsynligheden for, at B opnaede 5 points.
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7.1 | ndl edning

7. VIGTIGE DISKRETE FORDELINGER

7.1 INDLEDNING

I dette kapitel behandles de ved anvendelserne vigtige diskrete fordelinger: Den hypergeometriske
fordeling, binomialfordelingen og Poissonfordelingen, samt de tilsvarende hypotesetest for en

variabel.

7.2 HYPERGEOMETRISK FORDELING

Ved mange beregninger blandt andet indenfor kvalitetskontrol, ma man benytte et resonnement som

vist 1 eksempel 7.1 . Denne er en anvendelse af den sékaldte hypergeometriske fordeling.

Eksempel 7.1: Stikpreveudtagning (kvalitetskontrol)
En producent fabrikerer komponenter, som selges i &sker med 600 komponenter i hver. Som led
1 en kvalitetskontrol udtages hvert kvarter tilfaeldigt en @ske produceret indenfor de sidste 15
minutter, og 25 tilfeldigt udvalgte komponenter i denne undersoges, hvorefter det foregaende
kvarters produktion godkendes, séfremt der hgjst er én defekt komponent i stikpreven.
Hvor stor er acceptsandsynligheden p, hvis asken indeholder i alt 10 defekte komponenter,
safremt udtraekningen sker uden mellemliggende tilbagelaegninger ?
LOSNING:
Lad X vere antallet af defekte blandt de 25 komponenter
Vi har: p=PX=0+PX =1).
Hendelsen "X= 0" forudsatter, at viialt udtager 0 af de 10 defekte og 25 forskellige af de 590
590

10
ikke-defekte. Dette kan geres pa ( Oj ( 25) méder.

600
Idet vi 1 alt kan udtage 25 komponenter ud af de 600 pa ( 25} mader, fas
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7. Vigtige diskrete fordelinger

(10) (590)
0 25
P(X=0)=———>——=06512.
(600)
25
Hendelsen "X = 1" forudsetter, at vi 1 alt udtager 1 af de 10 defekte og 24 forskellige af de
(10) [590}
) 1 24
590 ikke-defekte, dvs. P(X =1)=——————=0.2876.
(600j
25
Viharaltsap = 0.6512 + 0.2876 = 0.9388 = 93.88%.
TI-89: Vaelg MATH\Probability\nCr
(nCr(10,0)-nCr(590,25)+nCr(10,1) - nCr(590,24))/nCr(600,25) = 0.9388
4

I eksemplet har vi “udledt” den sakaldte hypergeometriske fordeling, som er defineret pa folgende

made:

DEFINITION af hypergeometrisk fordeling.

Lad der i en urne befinde sig N kugler, hvoraf M er sorte og N - M er hvide.

Vi betragter det tilfeeldige eksperiment: Udtreekning af en kugle og observation af farve.
Eksperimentet gentages n gange uden mellemliggende tilbagelcegning.

Lad X veere antallet af sorte kugler, som udtreekkes.

X er en diskret stokastisk variabel med tcethedsfunktionen:

)

f(x)= (Nj

for x €{0,1,2,...n}

n

0 ellers
X siges at veere hypergeometrisk fordelt h (N, M, n).

I eksempel 7.1 benyttede vi den hypergeometriske fordeling 4 (600, 10, 25) for x=0 og x = 1.
I “Supplement til statistiske grundbegreber” afsnit 7A bevises, at den hypergeometriske fordeling
har middelvaerdien E(X)=n-p

N-—-n M
og spredningen o(X)=_.n-p-(1-p)- ,hvor p=—.
g sp gen o(X) \/ p-(1-p) Y P=y

86



7.2 Hypergeometrisk fordeling

Eksempel 7.2: Hypergeometrisk fordeling / (10, 6, 3 ).

I en urne findes 10 kugler, hvoraf 6 er sorte, 4 er hvide.

Vi betragter det tilfeldige eksperiment: "Udtraekning af en kugle og observation af farven pa
kuglen”. Eksperimentet gentages 3 gange, idet den udtrukne kugle ikke laegges tilbage mellem
hver udtraekning.

Lad X betegne antallet af udtrukne sorte kugler.

Find og skitser tethedsfunktionen for X, og beregn middelverdi og spredning for X.
LOSNING:

X er en diskret stokastisk variabel, der som er hypergeometrisk fordelt 4 (10, 6, 3) med
teethedsfunktionen f'(x) = P(X = x):

Wiy
0) \3
= 4 =0.033 for x=0
[10) 120
3
0
1) \2
= 36 =0300 for x=1
(10] 120
3
f(x)= (6) (4)
2) 1
= 60 =0500 for x=2
(10} 120
3
S0
3) \0
_ 20 =0.167 for x=3 '
(10} 120 0 I 2 3
3 Stolpediagram for h (10, 6, 3).
0 ellers

Settes p=A]\{=16Oermiddelvaerdien E(X)zn-p=3-160=1.80g

spredningen G(X)=\/n-p-(1—p)-N_n=\/3 6 (1— 6) 10=3 =0.748

L 4

N-1 10 U 10/ 101 —
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7.3 BINOMIALFORDELING

Binomialfordelingen benyttes som model for antallet af "succeser" ved n uathengige gentagelser af
et eksperiment, som hver gang har samme sandsynlighed p for "succes". Problemstillingen fremgar

af folgende eksempel.

Eksempel 7.3. En binomialfordelt variabel.
En drejebank producerer 1 % defekte emner. Lad X vare antallet af defekte blandt de naste 6
emner der produceres. Vi gnsker at finde sandsynligheden for at finde netop 2 defekte blandt disse
6, det vil sige P(X =2).

LOSNING:

Lad et eksperiment vaere at udtage et emne fra produktionen.

Resultatet af eksperimentet har to udfald: defekt, ikke defekt.
Eksperimentet gentages 6 gange uathengigt af hinanden.

Der er en bestemt sandsynlighed for at fa en defekt, nemlig p = 0.01.

Lad d vere det udfald at fa en defekt, og d vere det udfald at fa en fejlfri.
Et af de enskede forleb med 2 defekte vil eksempelvis vere d,d,d,d,d,d .
Dette forleb mé have sandsynligheden
0.01-(1-0.01)-0.01-(1-0.01)-(1-0.01)- (1-0.01) = 0.01> - (1 - 0.01)*.

Et andet gunstigt forleb kunne vaere d.d,d,d,d,d med sandsynligheden
(1-0.01)-(1-0.01)-0.01-(1-0.01)-0.01-(1-0.01) = 0.01> - (1- 0.01)*

Vi ser, at alle gunstige forleb har samme sandsynlighed. Antal forleb ma vere lig antal mader

man kan placere 2 d’er pa 6 tomme pladser (eller antal méder man kan tage 2 kugler ud af en

6
mangde pa 6). Dette ved vi kan gores pa [2} mader.

6
Vi far folgelig, at p = @ -0.01% - (1-001)* = 0.00144

TI-89: CATALOG\F3\binomPdf(6, 0.01,2) = 0.00144
L 4

I eksemplet har vi “udledt” den sikaldte binomialfordeling, som er defineret pa folgende made:
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7.3 Binomialfordelingen

DEFINITION af binomialfordeling.

1) Lad et tilfeeldigt eksperiment have 2 udfald “succes” og “fiasko”

2) Lad eksperimentet blive gentaget n gange uafhceengigt af hinanden, og lad
sandsynligheden for succes veere en konstant p

Lad X veere antallet af succeser blandt de n gentagelser

X er en diskret stokastisk variabel med teethedsfunktionen

@)= @'P“(l—m“ for  xe{012,..n)

0 ellers
X siges at veere binomialfordelt b ( n, p).

SATNING 7.1. (middelveerdi og spredning for binomialfordeling).
Lad X veere binomialfordelt b (n, p).

Der geelderda E(X)=n-p og o(X)=/n-p-(1-p).

Bevis: Lad os betragte et eksperiment, hvor resultatet “succes” har sandsynligheden p for at ske.
Lad os foretage » uathaengige gentagelser af eksperimentet. At gentagelserne er uathengige

betyder, at udfaldet af et eksperiment ikke athaenger af udfaldet af de forrige eksperimenter.
Lad os betragte n stokastiske variable X, X,,..., X, ,

n

hvisi'te gentagelse af eksperimentet giver succes.

1
hvor X, =
{O ellers

Vi har E(Xi)zinf(xi)zl'p+0'(1—p)=p,Og

V(X,-)=Z(xl- -’ f(x)=(1-p)’ - p+(0-p)*-(1-p)=p-p*=p-(1-p)

Idet X = X, + X, +...+ X, er binomialfordelt b ( n, p) fas af linearitetsreglen (kapitel l1afsnit

5), at E(X)=E(X)+EX,)+E(X)+..+E(X,)=p+p+p+.+p=n-p.
Endvidere fés af kvadratreglen i kapitel 1 afsnit 5, idet vi har uathengige gentagelser, at
Vix)y=vx))+Vx,)+.+V(X)=p-0-p)+p-0-p)+..4p-(1-p),

eller V(X)=n-p-(1-p).
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7. Vigtige diskrete fordelinger

Eksempel 7.4: Binomialfordelt variabel .
Lad der pa to af sidefladerne pa en terning vaere skrevet tallet 1, pa to andre sideflader veare skrevet
tallet 2 og pa de sidste to sideflader vaere skrevet tallet 3.Vi betragter det tilfaeldige eksperiment:

"7 kast med en terningen og observation af det fremkomne tal.

Lad X betegne antallet af toere ved de 7 kast. X antages at veere binomialfordelt b(7,;)

1) Angiv teethedsfunktionen f'(x) for X (3 betydende cifre), og tegn et stolpediagram for f'(x).
2) Find middelvaerdi og spredning for X
En person foretager eksperimentet 11 gange, d.v.s. foretager 11 gange en serie pad 7 kast med

terningen. Stikpreven gav felgende resultat

Antal toere i en serie 0 (1 2 314 |5 6 |7

Antal gange dette skete 1 (2 4 (3 (1 [0 |O |O

3) Giv pa grundlag af stikpreven et estimat for p 1 binomialfordelingen.

4) Giv pa grundlag af stikpreven et estimat for middelvaerdi og spredning

LOSNING:
7 X n—x
l)Idetf(x):P(X:x):(J-(lj (l—lj fas
X 3 3
2 7
(3) = 0.059 for x=0
N1 (2)°
%] = 0205 for x=1
1) 3\3
7 2 5
(lj (2j ~0307 for x=2
2) \3 3
7 3 4
(lj (2) ~0256 for x=3
3) \3 3
f)=(7 (1" (2}
A= =] =0128 for x=4
4) \3 3
7 5 2
(1) (2) ~0038 for x=5
5) \3) \3
7 6
U(lj -(2j=0.006 for x=6
6) \3 3
1)’ |
() = 0.000 for x=7
3 0 | 2 3 4 3 6
0 ellers

Stolpediagram for binomialfordelingen
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2) E(X)zn-p=7§ 233 0g o(X)=-/n-p-(1-p)=_|7-= 1—— =125

3) Dererialt 1-0+2-1+4-2+3-3+1-4=23 toerei 77 kast.
Et estimat for p er ﬁ:§3:0299
23

4) Stikprovens middelvrdi er x = T 2.09, og
stikprevens spredninger o(X)=-/n-p-(1-p) = \/7 . ﬁ . (1 - ﬁj =121

L 4

Hypotesetest for binomialfordelt variabel. I kapitel 5 gennemgik vi ved en rekke eksempler de
grundleeggende begreber for hypotesetestning for én normalfordelt variabel. Disse begreber kan
uazndret overfores til hypotesetestning for binomialfordelt variabel. I tabel 6 findes en tabel over
kumulerede sandsynligheder i binomialfordelingen for udvalgte vardier af p og n. Har man radighed
over mere omfattende tabeller eller over en lommeregner med kumuleret binomialfordeling kunne
testene gennemfores eksakt. Som beskrevet i naste afsnit er det dog ofte muligt at approksimere med
en normalfordeling, og i s fald er formlerne en simpel oversattelse fra de normalfordelte variable.
Disse formler ses i appendix 5.5 og de tilsvarende konfidensintervaller kan findes i appendix 4.1,

punkt 5. De folgende to eksempler viser anvendelser heraf.

Eksempel 7.5. Ensidet binomialfordelingstest.
En levnedsmiddelproducent fremstiller et levnedsmiddel A, som imidlertid har en ret ringe
holdbarhed. Efter en rekke eksperimenter lykkedes det at frembringe et produkt B, som 1 alt
vaesentligt er identisk med A, men som har en bedre holdbarhed. Af markedsmessige grunde er
det vigtigt, at der ikke er forskel pa smagen af B og af det velkendte produkt A. For at undersoge
dette, lader producenten et panel af 24 ekspertsmagere vurdere, om man kan smage forskel. Man
foretog derfor folgende smagsprovningseksperiment.
Hver ekspertsmager fik 3 ens udseende portioner, hvoraf en portion var af det ene levnedsmiddel
og de to andre portioner var af det andet levnedsmiddel.
Hvilket af de 3 portioner der skulle indeholde et andet levnedsmiddel end de to andre, og om det
skulle vaere levnedsmiddel A eller B , afgjordes hver gang ved lodtreekning. Kun forsegslederen
havde kendskab til resultatet.
Hver ekspertsmager fik besked pa, at de skulle fortalle forsegslederen hvilken af de tre portioner
der smagte anderledes. Hvis man ikke kunne smage forskel, skulle man geette.

Resultatet viste, at af de 24 svar var 13 svar rigtige.
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Ved ren getning kunne man forvente ca. 1 dvs. ca. 8 rigtige svar. 13 rigtige svar er betydeligt
flere, men kan det alligevel tilskrives tilfaeldigheder ved gaetning?

Er der pd et signifikansniveau pa 5% statistisk pavist, at ekspertsmagerne kan smage forskel pd
smagen af A og B?

LOSNING:

Lad X = antallet af rigtige svar.

X er binomialfordelt b (n, p), hvor n = 24 og p er ukendt.

1 . 1
Nulhypotese H:p = 3 mod den alternative hypotese H:p > 3

P - verdi= P(X >13) =binomCdf(24, 1/3, 13, 24) = 0.0284 = 2.84%
Da P - verdi < 5% forkastes nulhypotesen (enstjernet), dvs._der ma konkluderes, at der er en
smagsforskel mellem produkt A og B.

Tabel:
Ifolge appendix 5.5 kan man approksimere med en normalfordeling, hvis #- p, =24 % =8>5 og % <p < % .
1 1 24
X———n-p, 13— ———
Da dette er tilfzeldet dannes teststorrelsen u = 2 = 23 1095,
Jn-py-(1= py) \/24.1_2
33

Idet u,,, = 1.645 og u, 4, = 2.326 forkastes nulhypotesen enstjernet.

L 4
Eksempel 7.6. Konfidensinterval for parameteren p i binomialfordeling.
En plastikfabrik har udviklet en ny type affaldsbeholdere. Man overvejer at give en 6 ars garanti
for holdbarheden. For at fi et sken over om det er skonomisk rentabelt, bliver 100 beholdere udsat
for et accelereret livstidstest som simulerer 6 ars brug af beholderne. Det viste sig, at af de 100
beholdere overlevede de 85 testen.
Idet antallet af overlevende beholdere antages at vaere binomialfordelt, skal man
1) Angive et estimat for sandsynligheden p for at en beholder “overlever” 1 6 ar .
2) Angive et 95% konfidensinterval for p.
LOSNING:
1)Lad X vare antallet af “overlevende” beholdere.
X forudsattes binomialfordelt 5 (100, p).

Appendix 4.1 punkt 5 anvendes. Et estimat forp er p = X 18050 =085
n
2) Da 10 < x < n — 10 er forudsatningerne for at benytte normalfordelingsapproksimation opfyldt.
Vi far:
pru - s 1.96-\/0'85'(1 —085) _ 1854007
= n 100

dvs. 0.78< p<0.92
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7.3 Binomialfordelingen

TI 89 benytter netop denne formel i sin beregning, dvs. man skal altid her forst undersoge om
forudsetningen er opfyldt.

APPS\STATS/List\F7\5:1-PropZInt\ENTER

Menuen udfyldes med x:85 n: 100 C-level: 0.95 ENTER

Resultat: C Int : [0.78 : 0.92 ]
2

Direkte metode til beregning.

Hvis betingelserne for approksimation med normalfordeling ikke er opfyldt, mé man benytte binomialfordelingen direkte.
Eksempel 7.7. Beregning af konfidensinterval hvis betingelserne ikke er opfyldt

I forbindelse med et reklamefremstod enskede man at undersege om borgerne i en mindre by havde set en bestemt
reklame. Man spurgte et antal tilfaeldigt udvalgte husstande, og af 45 svar havde 9 set reklamen.

Opstil et 95% konfidensinterval for sandsynligheden p for at man har set reklamen.

Lesning:

~ 9
Vih = — = 20%
ihar, at p 5 )

Dan-p-=9 <10 er betingelsen ikke opfyldt.
Udenfor et 95% konfidensinterval ligger 5%, og af symmetrigrunde ligger der 2,5% pé hver side. (jeevnfer figuren)

95%

S0y .y
2.5% | | 2.5%
,

0.20-r 020 0.20+r

Jo starre den sande veerdi p er i forhold til 0.20 jo mindre bliver sandsynligheden for at f4 9 svar eller feerre. Vi leder derfor
i greensen efter et p > 0.20 ,s& P(X <9)=0.025.

solve(binomCdf(45, p,0,9)=0.025,p) |x >0 Resultatet blev p = 0.346.
Dernest findes nedre graense ved at lade p falde, indtil P(X >9) ~ 0.025
Heraf fas solve(binomCdf(45, p,9,45)=0.025,p) |x >0 Resultatet blev p =0.0958.

Konfidensinterval: [0.096; 0.346
Bemark, at konfidensintervallet her ikke ligger symmetrisk omkring 0.20, da binomialfordelingen i netop disse situationer
netop ikke er symmetrisk omkring 0.20 ‘

7.4 POISSONFORDELINGEN

Ved udferelsen af Binomial-eksperimenter med lille sandsynlighed p, men stort #, er n undertiden
ukendt: Man kan registrere antal gange en haendelse forekommer, men ikke eller kun meget
approksimativt antal gange heendelsen ikke forekommer. Eksempler: Antal o partikler et radioaktivt
praparat udsender pr. tidsenhed, antal trafikuheld pé en bestemt vejstrekning 1 lobet af et ar, antal
stovpartikler i et bestemt lille volumen, antal defekte pr. km kabel, og antal varevogne der ankommer
pr time til et stort varehus.

Under sddanne omstendigheder kan man ofte benytte den i det folgende omtalte Poissonfordeling
som statistisk model for antallet af "impulser" pr. tidsenhed eller volumenenhed eller l&engdeenhed

0.S.V.
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Vigtige diskrete fordelinger

*) Praecis formulering: Folgende 3 betingelser skal vare opfyldt:
1) Sandsynligheden for netop én impuls i et meget lille tidsrum A 7 er med tilnarmelse proportional med A ¢ .

SATNING 7.2 (Poissonfordeling). Lad X veere en stokastisk variabel, som angiver antallet
af impulser i et givet tidsrum (eller areal, volumen, produktionsenhed osv.), idet ethvert
tidspunkt i tidsrummet har samme mulighed for at veere impulstidspunkt som ethvert andet
tidspunkt. Endvidere skal impulserne indtreeffe tilfzeldigt og uafheengigt af hinanden * .
Hvis det gennemsnitlige antal impulser i tidsrummet er ;>0 , sd siges X at veere

Poissonfordelt p ( u ) med sandsynlighedsfordelingen (tcethedsfunktionen) f(x) = P(X = x)

bestemt ved

X

M an
f(x) = p e for xe{0,1.2,...}
0 ellers

Middelveerdien for p(u ) er E(X) = u og spredningen er o(X) = \/; .

%:1) =1 (A eren positiv konstant)
t

2) Sandsynligheden for 2 eller flere impulser i det meget lille tidsrum A ¢ er lille sammenlignet med A ¢.

(Matematisk formulering iin}) %ﬂ =0)
t— t

3) Antal impulser i forskellige, ikke overlappende tidsrum er statistisk uathangige.

(Matematisk formulering lim
At—0

En bevisskitse for setningen kan ses 1 “Supplement til statistiske grundbegreber” afsnit 7.C.

Eksempel 7.8: Antal revner p. meter i et tyndt kobberkabel.
Pa en fabrik fremstilles kobberkabler af en bestemt tykkelse. Mikroskopiske revner forekommer
tilfeeldigt langs disse kabler. Man har erfaring for, at der i gennemsnit er 12.3 af den type revner
p. 10 meter kabel.
Beregn sandsynligheden for, at der
1) ingen ridser er i 1 meter tilfaldigt udvalgt kabel.
2) er mindst 2 ridser i 1 meter tilfaeldigt udvalgt kabel.
3) er hojst 4 ridser i 2 meter tilfeldigt udvalgt kabel
Fabrikken gér nu over til en anden og billigere produktionsmetode. For at fi et estimat for

middelvardien ved den nye metode maltes antallet af revner pa 12 kabelstykker pa hver 10 meter.
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7.3 Binomialfordelingen

Resultaterne var

Kabel nr. 1 2 3 4 |5 |6 [7 8 9 (10 |11 |12

Antal revner 8 4 14 6 8 10 (10 |16 [2 |2 6 8

4) Angiv pd basis heraf et estimat for middelvaerdien af antal revner p. 10 m kabel.
LOSNING:
Lad X betegne antallet af revner i 1 meter kabel. Idet vi med tilnermelse kan antage, at
betingelserne i satning 7.2 er opfyldt (impuls er her ridser), er X Poissonfordelt p ( 1 ). Da det
gennemsnitlige antal revner p. Im kabel er u = 11203 =123 fas:
1.23°

. 671.23

D P(X=0)=""

=0.292.

123° ., 123!

TR TR
TI-89: P(X >2)=1- P(X <1) = 1-PoissCdf(1.23, 0, 1) = 0.3482

3) Lad Y veere antal revner 1 2 meter kabel. Da der 1 gennemsnit er 2,46 revner i 2 meter kabel,

D)P(X22)=1-P(X<1)=1- e ' =0.3482

er 2.46 et estimat for 4 . Vi har derfor
P(X <4) =poissCdf(2.46, 0, 4) = 0.8965

0 1 4
eller P(X <4)= 2'3'6 ey 2'16 et 4 2'16 e 2% =0.8965
4) Der er i alt 94 revner 1 12 kabelstykker pd hver 10 meter. Et estimat for x4 er derfor
~ 94
=———=783.
H 12 ==

L 4

Hypotesetest for Poissonfordelt variabel. Som ved binomialfordelt variabel kan test involverende
Poissonfordelt variabel direkte udferes, hvis man har radighed over en tabel med kumuleret
Poissonfordeling (den i tabel 7 angivne er sadvanligvis ikke omfattende nok) eller over en
lommeregner med kumuleret Poissonfordeling. Som beskrevet i naste afsnit er det dog ofte muligt
at approksimere med en normalfordeling, og i sa fald er formlerne en simpel oversattelse fra de
normalfordelte variable. Disse formler ses i appendix 5.6 og de tilsvarende konfidensintervaller kan

findes 1 appendix 4.1, punkt 6. Det folgende eksempel viser hvordan.

Eksempel 7.9. Ensidet Poissontest.
I eksempel 7.8 betragtede vi mikroskopiske revner i et kobberkabel. Fabrikken gik over til en
anden og billigere produktionsmetode.
1) Test, om den nye metode giver ferre revner end den gamle metode.
2) Angiv et 95% konfidensinterval for middelvaerdien x af antal revner p. 10 meter kabel .

3) Angiv et 95% konfidensinterval for middelvaerdien u, af antal revner p. 120 meter kabel.
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LOSNING:
1) Lad X betegne antallet af revner i 120 meter kabel ved ny metode
Med tilneermelse kan antages, at X er Poissonfordelt p(u), hvor vi i eksempel 7.8 fandt at et
estimat for x4 var ;7=94.
Ved gammel metode er antal revner i 120 m kabel i middel 12.3-12 =147.6
Nulhypotese H:u=147.6 mod den alternative hypotese F:p<147.6.

P - veerdi = p(y < 94) = PoissonCdf(147.6, 0, 94) = 0.000002

Da P - vaerdi < 0.05 forkastes nulhypotesen (trestjernet) ,dvs. vi er sikre pé, at middelantallet

af revner er blevet formindsket ved at anvende den nye metode
Tabel:
Dan-u, = 12-12.3 =147.6 > 10 kan der approksimeres med normalfordelingen .
Ifelge appendix 5.6 dannes
n-x+i-n- 12-783+1-12-123
0= R 2 —-437

NS ~12-12.3

Da U o995 = 3.291 forkastes nulhypotesen trestjernet ,dvs. vi er sikre pa, at middelantallet af revner er blevet

formindsket ved at anvende den nye metode

2) Idet m= 94>10 kan formel 6 i appendix 4.1 anvendes. Et 95% konfidensinterval for x4 er

X £ Uy s \/5 =783+196- /71'5;3 . [6.25:9.41]

3) Et 95% konfidensinterval for u, er

X % 1y g -\/5=94i1.96- 914 . [75:113]
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7.6 Pol ynom al f ordel i ngen

7.5 Den generaliserede hypergeometriske fordeling.

Den hypergeometriske fordeling benyttes som model ved stikpreveudtagning uden tilbageleegning, hvor hvert element har
enten en bestemt egenskab (defekt) eller ikke har denne egenskab (ikke defekt). Hvis der foreligger flere end to
egenskaber, f.eks. udtagning af metrikker, hvis diameter enten tilharer et givet toleranceinterval eller er for stor eller for
lille, kan man generalisere den hypergeometriske fordeling. Dette illustreres ved felgende eksempel:

Eksempel 7.10.  Generaliseret hypergeometrisk fordeling.
I en urne findes 12 kugler, hvoraf 5 er sorte, 4 er hvide og 3 er rade.
Vi betragter det tilfeeldige eksperiment: "Udtreekning af 6 kugler uden tilbageleegning og observation af farven pa
kuglerne”.  Beregn sandsynligheden for at fa 2 sorte, 3 hvide og 1 rad kugle.

LOSNING:

Lad X, vaere antallet af sorte kugler, X, vare antallet af hvide kugler og X; vere antallet af rade kugler.
Analogt med begrundelsen for den hypergeometriske fordeling fas:

HiNH I
v

W

P(X,=2,X,=3X,=1)=

L 4

7.6 Polynomialfordelingen.

Binomialfordelingen benyttes som model ved uathaengige gentagelser af samme eksperiment. Eksperimentet har to udfald
succes eller ikke succes og der er en konstant sandsynlighed for succes. Hvis der foreligger flere end to udfald, f.eks.
udtagning af metrikker fra en labende produktion, hvor diameter enten tilherer et givet toleranceinterval eller er for stor
eller for lille, kan man generalisere til polynomialfordelingen. Idet formlen for binomialfordelingen kan skrives

n x n—x n! x n—x n! X X5
f(x)z( j'lf (A=-p)=e———p(-p)" = "y P’ hvor
X x!-(n-x)! x,!x,!

p,+p, =1 og x, +x, =n fas analogt

DEFINITION af polynomialfordeling.
Lad n veere et positivt helt tal, og lad p, + p,+..+p, =1 og X, + X, +...4X, = n hvor alle pér er positive tal
og alle xér er hele tal.

Sandsynlighedsfordelingen for en polynomialfordelt stokastisk variabel (X, X,,..., X, ) er

n!
P(X, =x,X,=x,,..,X,=x,) =

X X X,
PPy pyt
x!loxteox !

Dette illustreres ved folgende eksempel:

Eksempel 7.11.  Polynomialfordelingen
En stor produktion af glaskugler indeholder 40% sorte, 35% hvide og 25% rede kugler.
Vi betragter det tilfeeldige eksperiment: "Udtraekning af 6 kugler observation af farven pa kuglerne”.
Beregn sandsynligheden for at fa 2 sorte, 3 hvide og 1 red kugle.

LOASNING:

Lad X, veere antallet af sorte kugler, X, vaere antallet af hvide kugler og X; vare antallet af rade kugler.
|

Vi far nu P(X,=2,X,=3,X,=1)= Z';UOAZ -0.35-0.25' =0.1029
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Vigtige diskrete fordelinger

7.7 APPROKSIMATIONER

Vi har undertiden benyttet os af, at det under visse forudsetninger er muligt med en rimelig
ngjagtighed, at foretage approksimationer, f.eks. at approksimere en binomialfordeling med en

normalfordeling. I appendix 7.1 er angivet en samlet oversigt over de mulige approksimationer.

Approksimation af hypergeometrisk fordeling med binomialfordeling. At erstatte den
hypergeometriske fordeling / (N, M, n) med binomialfordelingen b (n, p) vil for de fleste anvendelser

kunne gores med en passende ngjagtighed, hvis stikprevesterrelsen n er mindre end eller lig 10% af

partisterrelsen N (n < f\(]) ). I sa fald settes 1 binomialfordelingen p = A]\{ .

Eksempel 7.12. Approksimation af hypergeometrisk fordeling til binomialfordeling.

I eksempel 7.1, hvor man udtog 25 komponenter fra esker pa 600 komponenter, skete udtagningen
logisk nok uden tilbagelaegning. Imidlertid er det klart, at da a&skerne indeholder mange komponenter
vil sandsynligheden for at fa en defekt ikke @ndrer sig meget, hvis man i stedet havde foretaget
udtagningen med tilbagelegning. Der blev antaget, at der var 10 defekte i en sddan a&ske med 600,

og dette antal defekte vil sd vare konstant, under hver udtrekning.

0
Vi har derfor, at P(at fa en defekt) = 60060 Betingelserne for at benytte binomialfordelingen er
nu til stede.

Losningen af problemet i eksempel 7.1 vil derfor nu vare:
p,=P(X<)=P(X=0)+P(X=1)

25 1 0 1 25 25 1 1 1 24
= =1 |1=-—] + =] |1=—] =0.6569+02784 =0.9353
0 60 60

1 60 60
Det ses, at vi far praktisk samme resultat som i eksempel 7.1.

L 4

Approksimation af binomialfordeling til Poissonfordeling. Som det fremgér af det i “Supplement til statistiske
grundbegreber” afsnit 7C angivne bevisskitse for satning 7.3 kan en binomialfordeling b (n, p) approksimeres med en

Poissonfordeling p(u), hvor g=n- p, hvis p er lille (og dermed 7 stor)". I praksis vil en approksimation vare

tilstrekkelig god, hvis blot ,, < L .

10
Eksempel 7.13. Approksimation af hypergeometrisk fordeling til binomialfordeling videre til Poissonfordeling

I eksempel 7.12 betragtede vi folgende kvalitetskontrolproblem , hvor vi beregnede acceptsandsynligheden

p, = P(X £1) dels ud fra den hypergeometriske fordeling 4(600, 10, 25), dels ved approksimation til 5(25, p), hvor
10 1

P= 600" 60"

Denne gang enskes acceptsandsynligheden beregnet ved anvendelse af Poissonfordelingen.

') Matematisk formulering: £, (X = x)——> P, (X =x) ,hvor u=n-p
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LOSNING:

Da p= 6710 < % kan approksimeres med Poissonfordelingen p(n- p) = P (%)

@ 2,6 B
p,=P(X<D)=P(X=0)+P(X= 1)=687'-e 60 +61L'-e 60 =93.39%
Det ses, at vi far praktisk taget samme resultat som i t;ksempel 7.1. .

L 4

Approksimation af binomialfordeling til normalfordeling.

Det kan vises, at tethedsfunktionen for binomialfordelingen b (n, p) nermer sig ubegranset til
normalfordelingen n(u, o), hvoru=n-pogo =_.[n-p-(1- p), ndr n vokser ubegreenset” .
Approksimation af en binomialfordeling med en normalfordeling anses, nér% <p< % i praksis for

at veere tilfredsstillende, safremt n- p>5 (og n-(1— p)=5), jeevnfer ogsa appendix 7.1).

Da binomialfordelingen kun antager heltalsverdier, medens en normalfordeling kan antage alle
verdier pa talaksen, svarer hvert helt tal ved
binomialfordelingen til et interval af leengden 1 ved
normalfordelingen. Pa figur 7.1 er derfor tegnet en
firkant, der har bredden 1, og hvis hgjdeer P(X =4) 03
udregnet ved binomialfordelingen. Arealet under
normalfordelingskurven fra x = 3.5 til x = 4,5 er med 015
tilnermelse lig firkantens areal. Man siger, at man ved
approksimationen ma heltalskorrigere (korrigeres for
0.1

kontinuitet).

Ved approksimationen benyttes derfor folgende anforte

formler, gaeldende for en binomialfordelt variabel X -

fordelt b (n, p), hvor lloﬁpslgoog 5<m-p<n-5.

X+1-n-p R e e
T 10 1 2 3 4 &5 6 7 8 89 10 11 12 13 14 15
\n-p-(1=p) x

x—-1-n-p . .
P(X <x)= CD[Z] Fig. 7.1. Heltalskorrektion

\n-p-(1-p)

HXS@z@(

? Matematisk formulering: Nar X er fordelt b(n, p), vil for den tilsvarende normerede
variabel

X-n-p

An-p-(1-p)

Y =

galde, at P(Y < y) ———— ®(y) for ethvert tal y.

99



Vigtige diskrete fordelinger

Eksempel 7.14: Approksimation af binomialfordeling med normalfordeling.
En kunde til de i eksempel 2.3 producerede plastikkasser keber kasserne i partier pd 2000. Kunden
godkender et parti efter en stikprevekontrol, hvor der udtages 100 kasser. Hvis antallet af defekte
kasser i stikpreven hgjst er 14 godkendes hele partiet. I modsat fald kasseres partiet.
Hvor stor er sandsynligheden for at et parti bliver godkendt, hvis der er 300 defekte kasser 1 hele
partiet pa de 2000.
LOSNING:
Lad X veere antallet af defekte kasser i stikpraven. Vi gnsker at udregne P(X <14).
Umiddelbart er X hypergeometrisk fordelt med N = 2000, M =300, og n = 100.

Da stikprovestorrelsen er lille (n _ 100 < 1) kan fordelingen af X umiddelbart approksimeres
N 2000 10
. . . M 300 . .
med binomialfordelingen 6 (100, p), hvor p = N = 2000 = (0.15 (se appendiks 7.1). Dette giver

ved benyttelse af en lommeregner som TI-89 at P(X <14) =45.72%.
Idet n-p=15>5, kan i stedet for approksimeres med normalfordelingen med
u=150go =-/15-085=357.
Ved hjzlp af denne approksimation kan vi beregne:
P(X <14) =normCdf(-o0, 14.5, 15, 3.57) = 44.43%

Det ses, at der er ca. 1.5 % afvigelse, hvilket normalt ingen betydning har.

L 4

Approksimation af Poissonfordeling til normalfordeling.

Approksimation af en Poissonfordeling med en normalfordeling baseres pa, at det gelder, at
teethedsfunktionen for Poissonfordelingen p(x) narmer sig ubegrenset til normalfordelingen
n(u,0) med samme middelveerdi 4 ogo = ﬁ nar y — © 2

Approksimation af en Poissonfordeling med en normalfordeling anses i1 praksis for at vare
tilfredsstillende, nar x> 10, jevnfer den skematiske oversigt 1 appendix 7.1.

Da Poissonfordelingen kun antager heltalsverdier, medens en normalfordeling kan antage alle
verdier pa talaksen, md der ved approksimationen benyttes heltalskorrektion (korrektion for
kontinuitet) helt analogt med den tilsvarende situation ved approksimation af en binomialfordeling

med en normalfordeling.

x+5—ﬂ X—E—IU

Vi far derfor for 1z > 10 P(X <x)= cI)[lj ; P(X <x)= (I)[l]

Ju Ju

X-p

Ja

%) Matematisk formulering: Lad X veere fordelt p(u) For den normerede variabel ¥ =

gelder, at P(Y < y) —05 @ () for ethvert tal y.

100



7.7 Approksimationer

Eksempel 7.15: Approksimation af Poissonfordeling med normalfordeling.
Er Xbinomialfordelt 5(600,0.05), kan denne erstattes med p ( & ), hvor = 600-0.05=30.Databel
7 kun nar til x# =16, kan den ikke anvendes. Da > 10 kan (se appendix 7.1) denne fordeling dog
igen approksimeres nu med normalfordelingen 7(30,~/30) = n(30,5477) .

Onskes beregnet P(X <24) fis normCdf(—o, 24.5, 30, 5.477) = 15.87%
Ved direkte beregning med binomialfordeling bliver resultatet 15.07%, dvs. en forskel pa 0.8%.
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OPGAVER

Opgave 7.1 ( sandsynlighed)

Ved en lodtrekning fordeles 3 gevinster blandt 25 lodsedler. En spiller har kabt 5 lodsedler. Beregn
sandsynligheden for hver af felgende handelser:

1) Spilleren vinder alle tre gevinster.

2) Spilleren vinder ingen gevinster.

3) Spilleren vinder netop én gevinst.

Opgave 7.2 (sandsynlighed)

I en urne findes 2 bld, 3 rede og 5 hvide kugler. 3 gange efter hinanden optages tilfeldigt en kugle
fra urnen uden mellemliggende tilbagelaegning.

1) Find sandsynligheden for hendelsen 4, at der hejst optages 2 hvide kugler,

2) Find sandsynligheden for hendelsen B, at de optagne kugler har hver sin farve.

3) Find sandsynligheden for, at de tre kugler har samme farve,

Opgave 7.3 (diskret fordeling)

En fabrikant fremstiller en bestemt type radiokomponenter. Disse leveres i asker med 30
komponenter 1 hver @ske. En keber har den aftale med fabrikanten, at hvis en @ske indeholder 4
defekte komponenter eller derover, kan keberen returnere @sken, i modsat fald skal den godkendes.
Koberen kontrollere hver a&ske ved en stikprove, idet han af asken udtager 10 komponenter
tilfeeldigt. Lad X vaere antal defekte i stikpreven. Der overvejes nu to planer:

1) Hvis X = 0, s godkendes asken, ellers undersoges a@sken nermere.

2) Hvis X <1, sd godkendes asken, ellers underseges asken naermere.

Hvad er sandsynligheden for, at en @ske, der indeholder netop 4 defekte komponenter, bliver

godkendt af keberen ved metode 1 og ved metode 2.

Opgave 7.4 (diskret fordeling)

En sadvanlig benyttet undervisningsmetode A onskedes sammenlignet med en ny
undervisningsmetode B, som formodes at vaere mere effektiv.

En klasse indeholdende 20 studerende deltes tilfaeldigt 1 2 lige store grupper. Gruppe I undervistes
efter metode A og gruppe II efter metode B. Ved en fallesprove for de 20 studerende bestod 12, mens
8 ikke bestod. I gruppe I bestod kun 3 af de 10 studerende, mens der var 9 personer, der bestod i
gruppe II. Lad p vere sandsynligheden for, at hejst 3 af de 10 studerende bestod i gruppe I, sdfremt
det forudsattes, at de to undervisningsmetoder er lige effektive. Hvis p er under 1%, vil man pésta,
at de to undervisningsmetoder ikke er lige effektive, dvs. at metode B er mere effektiv end metode
A. Er metode B mere effektiv end metode A?
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Opgaver til kapitel 7

Opgave 7.5 (fordeling)

Enurmager selger sedvanligvis et parti ure for 100 kr stykket. I forbindelse med et udsalg arrangerer
han felgende lotteri:

Fra en tromle, hvori der befinder sig 20 sedler, skal kunderne treekke én seddel. P4 hver seddel star

salgssummen (x kr) anfort. Felgende skema viser sedlernes fordeling:

Antal sedler 9 5 3 2 1

x kr 100 75 |50 25 0

1) Idet X angiver den tilsvarende statiske variabel, skal man angive fordelingsfunktionen for X,
middelvaerdien E(X) og spredningen o(X).

2) En kunde keber 3 ure, idet hver udtrukket seddel leegges tilbage i tromlen, inden ny udtraekning
foretages.
a) Hvad mé kunden forventes i gennemsnit at skulle betale for de tre ure?.
b) Hvad er sandsynligheden for, at kunden far rabat (betaler mindre end 100 kr) pa mindst 2 af

urene?

Opgave 7.6 (fordeling)

En tipskupon har 13 kampe med 3 mulige tegn - 1, x og 2 - for hver kamp. En person bestemmer
tegnet, der skal sattes for hver kamp, ved tilfeldig udtraekning af en seddel fra 3 sedler med tegnene
henholdsvis 1, x og 2. Angiv sandsynligheden for, at personen opnar netop 8 rigtige tippede kampe

pa sin kupon.

Opgave 7.7 (fordeling)

I en urne er der et meget stort antal kugler, hvoraf de 70% er sorte. Fra urnen tages en stikprove pa
10 kugler. Find sandsynligheden for, at der 1 stikproven er:

1) 10 sorte kugler

2) 6, 7 eller 8 sorte kugler

3) Mindst 7 sorte kugler

Opgave 7.8 (fordeling)

Ved et keb af 100000 plastikbaegre aftaltes med leveranderen, at det skal vare en forudsatning for
kebet, at partiet godkendes ved en stikpravekontrol.

Kontrollen udeves ved, at 100 bagre udtages tilfeldigt af partiet og kontrolleres. Partiet godkendes,
safremt ingen af de 100 bagre er defekte.

Beregn sandsynligheden for, at partiet godkendes, hvis det i alt indeholder 250 defekte bagre.
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Opgave 7.9 (fordeling)

I et elektrisk specialapparat indgar 30 komponenter, som hver er indkapslet i et heliumfyldt hylster.
Beregn, idet sandsynligheden for, at et komponenthylster leekker, er 0.2%, sandsynligheden for, at
mindst ét af de 30 komponenthylstre lackker.

Opgave 7.10 (fordeling)

En fabrikant far halvfabrikata hjem i partier pd 200000 enheder. Fra hvert parti udtages en stikprove
pa 100 enheder og antallet af fejlagtige blandt disse noteres.

Hvis dette antal er mindre end eller lig med 2, accepteres hele partiet; i modsat fald underseges partiet
yderligere.

1) Hvad er sandsynligheden for, at et parti med en fejlprocent pa 1 vil blive yderligere undersogt.

2) Hvor stor er sandsynligheden for, at et parti med en fejlprocent pa 5 vil blive accepteret.

Opgave 7.11 (fordeling).

Ved en fabrikation af plastikposer leveres disse i @sker med 100 poser i hver. Ved en
godkendelseskontrol af et parti plastikposer udtages og undersgges en tilfeldigt udtaget @ske, og
partiet godkendes, séfremt @sken hejst indeholder én defekt pose.

Vi antager, at den lebende produktion af poser er séledes, at hver produktion med sandsynligheden
2% giver en pose, der er defekt; vi vil senere formulere dette siledes, at produktionen er i statistisk
kontrol med fejlsandsynligheden p = 2%.

Hvor stor er sandsynligheden for, at partiet under disse omstaendigheder accepteres?

Opgave 7.12 (fordeling).

En maskinfabrik fremstiller “ens” emner i masseproduktion; nogle af de producerede emner er
defekte. En kaber af et storre parti emner gor handelen betinget af resultatet af folgende kontrol af
partiets kvalitet: Der udtages tilfaeldigt ¢t emne ad gangen fra partiet; dette godkendes, sdfremt man
ma udtage mere end 100 emner, for 2 defekte emner er udtaget (d.v.s. hvis der er hgjst 1 fejlemne
blandt de 100 forst udtagne emner); i modsat fald kasseres partiet.

Beregn sandsynligheden p for, at partiet godkendes, nar det har en defektprocent pé 4.
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Opgave 7.13 (fordeling).
En kaede bestér af et antal ens led. Traekstyrken X (i kg) for ethvert led i1 kaeden er en stokastisk

variabel, som har fordelingsfunktionen:

0 for x<0

2
X

F(x)=<-—- for 0<x<5
25

1 ellers
1) Angiv sandsynligheden for, at traekstyrken for en kaede med 10 led mindst er 1 kg.
2) Hvor mange led mé keeden hgjst besta af, hvis der skal vaere en sandsynlighed p& mindst 80% for,

at kaedens trakstyrke er storre end 1 kg.

Opgave 7.14 (fordeling).
Sandsynligheden for, at en vis fresort spirer, er 0.6. I en pose sis 3 fre og 1 en anden potte 2 fro.

Beregn sandsynligheden for, at der spirer flere planter i potten med 2 fre end med potten med 3 fre.

Opgave 7.15 (binomialfordeling)
En producent af billigt plastiklegetej far mange klager over at en bestemt type legetoj er defekt ved
salget. Legetojet selges til butikkerne i kasser pa 10 stk, og som et led i en kvalitetetskontrol udtages

100 kasser og antallet x af defekt legetoj optaltes. Falgende resultater fandtes:
X 0 1 2 3 4 5 6
Antal kasser 34 38 19 6 2 0 1

Lad p vare sandsynligheden for at fa et defekt stykke legetgj.

1) Find et estimat p for p.

2) Angiv et 95% konfidensinterval for p.

3) Lad X vere antal defekte i en kasse pa 10 stykker legetoj, og antag at X er binomialfordelt
b(10, p ). Beregn hvor mange af de 100 kasser, der kan forventes at have x = 2 defekte.

Opgave 7.16 (binomialfordeling)

En ny behandling af cancer forventes at give bedre overlevelseschancer end den hidtidige
behandling. 120 patienter provede den nye behandling, og af disse overlevede 82 i mere end 5 4r.
Idet antallet af overlevende patienter antages at vaere binomialfordelt, skal man
1) Angive et estimat for sandsynligheden p for at overleve 1 5 &r ved den nye behandling.

2) Angive et 95% konfidensinterval for p.
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Opgave 7.17 (binomialfordeling)

Af1000 tilfeldigt udvalgte patienter, der led af lungekreeft, var 823 dede senest 5 ar efter sygdommen
blev opdaget.

Angiv pa dette grundlag et 95% konfidensinterval for sandsynligheden for at do af denne sygdom

senest 5 ar efter at sygdommen bliver opdaget.

Opgave 7.18 (binomialfordeling)
En fabrikant af lommeregnere er interesseret i at fi et sken over hvor stor en procentdel p af de
producerede lommeregnere, der er defekte. En stikprove pa 800 lommeregnere indeholder 10 defekte.

Beregn et 95% konfidensinterval for p.

Opgave 7.19 (binomialtest).

Enny vaccine formodes med en sandsynlighed p& mindst 85% at have en forebyggende virkning over
for en bestemt influenzatype. For en truende influenzaepedemi vaccineres et hospitalspersonale pé
600 personer med den pigeldende vaccine. 125 af disse bliver smittet af sygdommen. Kan dette

opfattes som en eksperimentel pavisning af, at vaccinen er mindre virksom end ventet?

Opgave 7.20 (binomialtest).

1) Antag, at en vis type af fostermisdannelse normalt forekommer med hyppigheden 164 tilfaelde p.
100000 fedsler. Beregn sandsynligheden for 3 eller flere fostermisdannelser blandt 256 fadsler.

2) For at undersege om forholdene i et bestemt arbejdsmiljo foreger hyppigheden af denne type
misdannelse, underseggte man hyppigheden af misdannelser for medre, som under graviditeten
havde haft den aktuelle type af arbejde, og fandt 3 misdannelser blandt 256 fodsler. Kan den
foragede relative hyppighed i dette materiale skyldes tilfeeldigheder?

Opgave 7.21 (binomialtest).

Udsaettes planterne af en bestemt sort roser for meldugssmitte, bliver i middel brekdelen p angrebet,

hvor p er mindst 0.20. En rosengartner fremavler en rosenstamme, som han pastir er mere

modstandsdygtig over for meldugssmitte. For at kontrollere denne pastand bliver 100 roser af den nye

stamme udsat for meldugssmitte. Det viser sig, at 12 roser bliver angrebet.

1) Bekrafter dette resultat rosengartnerens pastand? (Husk altid at anfore: Hvad X er. Antagelser.
Nulhypotese. Beregninger. Konklusion.).

2) Angiv et estimat p for den nye stammes p.

3) Angiv et 95% konfidensinterval for den nye stammes p.
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Opgave 7.22 (Poissonfordeling)

P4 en fabrik fremstilles gulvteepper, som har storrelsen 20 m”. Ved fabrikationen er der gennemsnitlig
6 vaevefejl p. 100 m* klede.

1) Beregn sandsynligheden for, at et tilfaeldigt gulvteppe ingen vavefejl har.

2) Beregn sandsynligheden for, at et tilfeldigt gulvteppe hejst har 2 vaevefejl.

Fabrikken keber en ny vaev. For at fa et estimat for middelverdien maéltes antallet af veevefejl i 12

gulvtepper hver pd 20 m” Resultaterne var

Gulvtappe nr 1 |2 3 (4 |5 (6 (7 |8 [9 |10 [11 [I12

Antal vaevefejl 4 12 7 13 (4[5 |5 |8 |1 |1 3 5

3) Find et estimat for middelveardien af antal vavefejl p. 20 m* klede.

Opgave 7.23 (Poissonfordeling)

Etradioaktivt preparat undergér gennemsnitligt 100 desintegrationer (senderdelinger) p. minut. Lad
X betegne antal desintegrationer i et sekund (som er lille i forhold til preparatets halveringstid).
Find P(X L1).

Opgave 7.24 (Poissonfordeling)

Ved en TV-fabrikation optaelles som led i en godkendelseskontrol antal loddefejl p. 5 TV-apparater.
Fabrikanten ensker at fi et overblik over antal loddefejl, og optalte derfor antal loddefejl pa 24
tilfeeldigt udtagne TV apparater. Resultatet fremgér af skemaet:

Antal loddefe;l 0 |1 2 (3 14 |5 (6 |7 [8 |9

Antal TV apparater 3 (2 4 (6 [5 |2 |1 [0 (T [O

Lad X veere antallet af loddefejl i 5 TV apparater.
1) Angiv den sandsynlighedsfordeling X approksimativt kan antages at folge, og giv et estimat for
parameteren i fordelingen.
2) Beregn pa basis af svaret i spergsmél 1 sandsynligheden for, at der p 5 tilfeldigt udtagne TV-
apparater hgjst er i alt 18 loddefejl?

Opgave 7.25 (Poissonfordeling)
Pé et teknisk universitet er et centralt edb-anlaeg i konstant brug. Man har erfaring for, at anlegget
i labet af en 20 ugers periode har gennemsnitligt 7 maskinstop. Beregn sandsynligheden p for, at

anlagget 1 en 4 ugers periode har mindst ét maskinstop.
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Opgave 7.26 (Poissonfordeling)
Pa en fabrik indtraeffer i gennemsnit 72 ulykker om &ret. Antag, at de forskellige ulykker indtraeffer
uathengigt af hinanden, og at de er nogenlunde jevnt fordelt over dret. Beregn, idet et arbejdsar

settes lig med 48 uger, sandsynligheden for at der i en uge indtraffer flere end 3 ulykker.

Opgave 7.27 (Poissonfordeling)
Til et bestemt telefonnummer er der i1 lebet af aftenen i middel 300 opkald i timen. Beregn

sandsynligheden for, at der i labet af et minut er hgjst 8 opkald.

Opgave 7.28 (Poissonfordeling)
I en kantine fremstilles 5 kg rejesalat. Hertil medgar 400 rejer. Salaten fordeles pa 100 stk.
smorrebred med 50 g salat pd hvert stykke. Find sandsynligheden for, at der p4 et stykke med rejesalat

er over 8 rejer.

Opgave 7.29 (fordeling)
Et bestemt, meget lille volumen blod udtaget fra et menneske, som ikke lider af mangel pé rode
blodlegemer, vides i middel at indeholde 5 rede blodlegemer. Beregn sandsynligheden for, at en

blodpreve udtaget fra et menneske kun indeholder 3 eller ferre rede blodlegemer.

Opgave 7.30 (fordeling)

En fabrikation af fortinnede plader finder sted ved en kontinuerlig elektrolytisk proces. Umiddelbart
efter produktionen kontrolleres for pladefejl. Man har erfaring for, at der i middel er 1 pladefejl hvert
5'te minut.

Beregn sandsynligheden for, at der hojst er 5 pladefejl ved en halv times produktion.

Opgave 7.31 (Poissonfordeling)

Ved inspektion af en produktion med isolering af kobberledning taltes der i labet af 50 minutter i alt
11 isoleringsfejl.

Idet antallet af isoleringsfejl p. 50 minutter antages at vare Poissonfordelt p ( x4, ), skal man

la) angive et estimat for y,.

1b) angive et 95% konfidensinterval for g, .

Det oplyses nu, at man i hver 5 minutters periode i den ovenfor omtalte 50 minutters periode havde

observeret folgende antal isoleringsfejl:

Periode 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Antal fejl 1 0 2 2 1 1 3 0 1 0
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Idet antallet af isoleringsfejl p. 5 minutter antages at vare Poissonfordelt p ( 4, ), skal man
2a) angive et estimat for u,.

2b) angive et 95% konfidensinterval for x, .

Opgave 7.32 (Poissonfordeling)
Nedenstéende tabel viser fordelingen af 400 volumenenheder med hensyn til antal gerceller p.
volumenenhed.

Antal gaerceller 01112 3 14 |5]|6 71819 10 | 11 | 12
Antal volumenenheder | 0 | 20 |43 [ 53 [86 |70 | 54 |37 (18| 10 | 5 2 2

Lad X veare antal garceller p. volumenenhed. Det antages, at X er en stokastisk variabel der er
Poissonfordelt p ().

1) Find et estimat u for u .

2) Angiv et 95% konfidensinterval for u .

3) Forudsat at X er Poissonfordelt p (17 ) enskes beregnet det forventede antal volumenenheder,

hvori der forekommer 5 gerceller (for x =5).

Opgave 7.33 (Poissontest).
Et radioaktivt praeeparat formodes at udsende 500 « - partikler p. minut. Ved en undersogelse af
praparatet optaltes med en Geigertaller i lobet af et minut 475 counts. Test, om dette er i modstrid

med det pa forhénd forventede ?

Opgave 7.34 (Poissontest).

Lastbiler med affald ankommer tilfzldigt og indbyrdes uathangigt til en losseplads. Lossepladsens
maksimale kapacitet er beregnet til, at der i middel ankommer 90 lastbiler p. time. Ledelsen af pladsen
foler, at travlheden er blevet storre i den sidste tid, sdledes at antallet af lastbiler overskrider den
maksimale kapacitet. For at undersoge dette, foretages en optalling af lastbiler i perioder a 10

minutter. Folgende resultater fremkom:

13 16 17 15 18 12 22 16 21 18

1) Bekrafter disse resultater ledelsens formodning? (Husk altid at anfere: Hvad X er. Antagelser.
Nulhypotese. Beregninger. Konklusion.).

2) Angiv et estimat  for middelvaerdien u [lastbiler/time].

3) Angiv et 95% konfidensinterval for middelverdien y [lastbiler/time].
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Opgave 7.35 (approksimation)

En “sypigetipper” (M/K) deltog i tipning 42 gange i lebet af et ar. P& hver tipskupon var der 13
kampe, ved hver af hvilke tipperen ved systematisk gatning satte et af de 3 tegn: 1, x, 2. Beregn
sandsynligheden p for, at tipperen det pageldende ar tippede mindst 200 kampe rigtigt.

Opgave 7.36 (approksimation)
Blandt familier med 3 bern udvelges 50 familier tilfeldigt. Angiv sandsynligheden for, at der 1

mindst 8 af disse familier udelukkede er bern af samme kon.

Opgave 7.37 (approksimation)
En maskinfabrikant patenker at kebe 100000 motrikker af en bestemt type. Man beslutter sig til at
kabe et tilbudt parti af den nevnte storrelse, sdfremt en stikprove pa 150 metrikker hejst indeholder
4% defekte motrikker.
1) Beregn sandsynligheden for, at partiet bliver godkendt af maskinfabrikken, safremt det indeholder
a) 4% defekte motrikker,
a) 2,5% defekte metrikker,
a) 7,5% defekte metrikker,
2) Bestem, for hvilken procentdel defekte metrikker det ovennavnte parti (approksimativt) har 50%
sandsynlighed for at blive godkendt af maskinfabrikken.

Opgave 7.38 (approksimation)

Det er oplyst, at der for en given vaccine er 80% sandsynlighed for, at den ved anvendelse har den
onskede virkning.

Péa et hospital foretoges vaccination af 100 personer med den pagaeldende vaccine.

Beregn sandsynligheden for, at 15 eller ferre af de foretagne vaccinationer er uden virkning.

Opgave 7.39 (approksimation af fordeling)

En virksomhed fremstiller chargevis et pulverprodukt indeholdende en bakteriekultur. For en bestemt
charge udfortes 4 gange folgende eksperiment:

I laboratoriet oplestes 5g pulver fra chargen i 50 ml vaske, som fortyndedes staerkt (faktor 10%);
dernaest "spredtes" 2 ml af fortyndingen ud i et neeringssubstrat i en petriskal. Fortyndingen er sé stor,
at bakteriecellerne forekommer enkeltvis i fortyndingen, og hver danner udgangspunkt for en
bakteriekoloni. Efter en vis henstandstid (inkubationstid) optaltes antal bakteriekolonier i petriskélen.

Resultaterne var:

Prove 1 2 3 4
Antal 85 62 111 78

Lad X betegne antal bakteriekolonier p. 2 ml fortynding i petriskdlen.
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1) Angiv den sandsynlighedsfordeling X approksimativt kan antages at folge, og giv et estimat for
parameteren i fordelingen.
2) Beregn pa basis af svaret i spergsmaél 1 sandsynligheden for, at der er mindst 100 bakteriekolonier

i skélen.

Opgave 7.40 (approksimation af fordeling)
En bestemt persons blod indeholder 6-10° hvide blodlegemer p. liter.

a) Antag, at man udtager en prove pa 1 ml blod. Hvad er sandsynligheden for, at praven indeholder
feerre end 5900 hvide blodlegemer.

b) Antag, at men ferst udtager en prove pd 1 ml blod og fortynder denne til 1 liter med en
kogsaltoplesning. Derefter udtages fra denne blanding en prove pa 1 ml. Hvad er sandsynligheden

for, at denne prove indeholder faerre end 4 hvide blodlegemer?

Opgave 7.41 (binomialtest).

En fabrikant af chip til computere reklamerer med, at hgjst 2% af en bestemt type chip, som fabrikken
sender ud pa markedet er defekte.

Et stort computerfirma, vil kebe et meget stort parti af disse chip, hvis pastanden er rigtigt. For at teste
pastanden kebes 1000 af dem. Det viser sig, at 33 ud af de 1000 er defekte.

Kan fabrikantens pastand pd denne baggrund forkastes pa signifikansniveau 5% ?

Opgave 7.42 (fordeling)

I en urne findes 10 rede kugler, 5 hvide kugler og 3 sorte kugler.6 gange efter hinanden optages tilfeeldigt en kugle fra urnen.
Bestem sandsynligheden for, at der i alt er optaget 1 red, 2 hvide og 3 sorte kugler, nar

1) kuglerne optages uden tilbageleegning

2) kuglerne optages med tilbagelaegning.

Opgave 7.43 (fordeling)
En virksomhed fabrikerer farvede glasklodser til dekorationsbrug. Defekte glasklodser frasorteres. Man har erfaring for, at af de
frasorterede klodser har i middel 50% kun revner, 35% kun farvefejl, medens resten har begge disse fejl.

Beregn sandsynligheden for, at af 12 tilfaeldige defekte klodser har 6 kun revner, 4 kun farvefejl og 2 begge disse fejl.
Opgave 7.44 (fordeling)

I et kortspil med de seedvanlige 52 spillekort har en spiller modtaget 13 kort. Angiv i procent med 2 decimaler sandsynligheden for,
at 3 af disse er esser og 5 er billedkort.
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8. Andre kontinuerte fordelinger

8 ANDRE KONTINUERTE FORDELINGER

8.1 INDLEDNING

Vi vil i dette kapitel kort orientere om en rakke fordelinger, som er vigtige i specielle
sammenhange, men som ikke spiller nogen afgerende rolle for de statistiske problemstillinger vi vil

beskaftige os med i det folgende.

8.2 DEN REKTANGULARE FORDELING

Eksempel 8.1 Kontinuert variabel.
Lad randen af en roulette veere ekvidistant inddelt efter en
skala fra O til 12, jevnfer figuren.
Ved et roulettespil bringes roulettens viser til at rotere,
hvorefter den standser ud for et tilfeeldigt punkt pa skalaen.
Lad X veere det tal som roulettens viser peger pa. Idet X ma
kunne antage ethvert tal mellem 0 og 12, ma X vare en
kontinuert variabel.
Angiv tethedsfunktion og fordelingsfunktion for X og
skitser disse.

LOSNING:

DaP(0< X<x)= " for 0< x<12
12 PARY!

er fordelingsfunktionen for X

0 for x<0

F(x)= 1x2 for 0<x<12

1 for x>12 0 12

Ved differentiation fas teethedsfunktionen

i for 0<x<12

fx)=112

0 ellers

12

v

0 12
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8.2 Den rektangul age fordeling

Eksempel 8.1 giver et eksempel pa den rektangulare fordeling.

DEFINITION af rektangulzer fordeling med parametrene a og b. Lad a og b veere to reelle

tal, hvor a<b. Sandsynlighedsfordelingen for en kontinuert stokastisk variabel X med

1
teethedsfunktionen f (x) bestemt ved ~ f(x)=<b—a

for a<x<b
siges at veere
0 ellers
rektangulcert fordelt rekt (a, b).

SATNING 8.1. ( Middelveerdi og spredning for rektangulcer fordeling ).

Den rektanguleere fordeling har E(X) = atb og 0(X)= b-a (a<b)
2:4/3

Bevis:

b 2 ’ b
E(X):J. X g X _b+a

ab—a 2-(b-a) ], 2

- b
b a+b)’ a+b)’
T T (b - a)’
V(X)= — = —dx= =
b-a 3(b-a) 12

*
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8.3 EKSPONENTIALFORDELINGEN

I kapitel 7 betragtede vi antallet N af revner pr. meter langs et kobberkabel. Vi antog, at N var
Poissonfordelt. Hvis vi i stedet havde betragtet afstanden X mellem revnerne, havde vi fiet en ny
stokastisk variabel, som ma vare kontinuert. Som det fremgéir af folgende sztning er X

eksponentialfordelt.

SATNING 8.2 (Eksponentialfordeling). Lad W veere en Poissonfordelt stokastisk variabel. Lad
det gennemsnitlige antal impulser i en tidsenhed veere A . Lad X veere tiden indtil neeste impuls.

X er da en kontinuert stokastisk variabel med sandsynlighedsfordelingen (tcethedsfunktionen)
f(x)=P(X=x)bestemt ved

X

l-e_; for x>0 1
S()=qu hvor 'UZZ

0 ellers

X siges at veere eksponentialfordelt exp ( u ) med parameteren u .

Middelveerdien for exp (1) er E(X) = u og spredningen er o(X) = u.

Bevis:
I tidsrummet fra x, til x, + x er der i gennemsnit A -x impulser. Lad W vare det aktuelle antal
impulser i tidsrummet [x, ; x, + x ]. W er da Poissonfordelt p(A - x).
Idet X er tiden fra én impuls til den naeste, er P(X > x) = P(W = 0) , da der ingen impulser er
1 tidsrummet [x, ; x, + x ].
0
Da PF=0)= et~ e (X > )=
Vi har derfor F(x)=P(X<x)=1-P(X>x)=1- e **. Ved differentiation fas

teethedsfunktionen: f(x) = F'(x)=A-e . Sattes A = 1 fas formlen.

*

Bevis for middelverdi og spredning:
o 1|7 1
E(X)= JO/I xee My = {- e (x - _} =T u (brugt Schaum 14.510)

V(X)=E(X*) - (E(X)) j Aoxt e M-yl
a2 2x 2 2
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8.3 Eksponenti al fordel i ngen

Som det fremgér af beviset for s@tning 8.2, er fordelingsfunktionen for en eksponentialfordelt
variabel bestemt ved udtrykket
e
F(x)= P(X < x) = I-e for x>0
0 ellers

Pé nedenstiende graf er afbildet taethedsfunktionen for eksponentialfordelingerne exp(1.0) og
exp(2.0)

Fig 8.1 Eksponentialfordelingerne exp(1) og exp(2)

Eksempel 8.2. Afstanden mellem successive revner i kabel.
Vi betragter det i eksempel 5.1 omtalte problem, hvor man fandt, at antallet N af mikroskopiske
revner i et kobberkabel er Poissonfordelt. Der var i gennemsnit 12.3 af den type revner pr. 10
meter. Lad X vere afstanden mellem to pé hinanden folgende revner.
Beregn sandsynligheden for, at der er mere end 1 meter mellem to revner.
LOSNING:
Da der i gennemsnit er 1.23 revner pr. meter, ma der i gennemsnit veere —1- = 0.812 meter mellem

123 7
to revner. Vi har derfor at X er eksponentialfordelt med g =0.813.

1

P(X>1)=1-P(X<1)=1- (1— e'm) =e¢ ' = 02923

L 4
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Andre kontinuerte fordelinger

Levetider. I apparater, som bestar af elektroniske komponenter (eksempelvis lommeregnere), er der
et meget ringe mekanisk slid. Apparatets fremtidige levetid vil derfor (nasten ikke) athange af, hvor
leenge det har fungeret indtil nu. [ sdidanne tilfalde vil eksponentialfordelingen erfaringsmaessigt vaere
en god approksimativ model for apparatets levetid. Det kan nemlig vises, at eksponentialfordelingen
er den eneste kontinuerte fordeling, som har ovennavnte egenskab (er uden hukommelse)

Bevis: Lad X vere eksponentialfordelt med middelveerdi 4 og lad b > a > 0 vere vilkarlige

konstanter. Der gelder da:

>

a+

P(X>a+b)n(X>a) P(X>a+bh) e ' _ - P(X > b)

P(X > a)  P(X>a) @ -
€

P(X>a+bX>a)=

*

Eksempel 8.3. Levetid for elektriske pzerer.

® || =

Man har erfaring for, at en bestemt type elektriske parer har en "braendtid" 7 (malt i timer), som

approksimativt er eksponentialfordelt. P4 basis af et stort antal malinger ved man , at

middellevetiden er 7 = 1500 timer.

1) Hvor stor er sandsynligheden for, at en tilfeldig paere braender over, inden den har vaeret teendt
1 1200 timer?

2) Find sandsynligheden for, at en tilfaeldig peere braender i mere end 1800 timer.

3) En paere har breendt 1 800 timer. Hvad er sandsynligheden for, at den brender i mindst 1800
timer mere.

LOSNING: 1200

1) P(T<1200)= F(1200)= 1-¢ 150 =1-0.449 =551% .

1800

2) p(T> 1800) = 1- F(1800)= e 5% =30.12%

3) Da eksponentialfordelingen ingen hukommelse har, vil svaret blive som 1 spergsmal 2, dvs.
30.12%.

L 4
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8.6 Den 2-di mensi onal e nornal fordeling

8.4 WEIBULLFORDELINGEN

Hvis komponenterne i et elektronisk apparat ikke “slides”, dvs. den fremtidige levetid ikke athaenger
af den foregdende tid, er som navnt i afsnit 8.3 eksponentialfordelingen velegnet som model for
apparatets levetid. Hvis derimod de pdgeldende komponenters eventuelle svigten athaenger af den
forlebne tid, kan man ofte med fordel benytte den i det folgende nevnte Weibullfordeling som

approksimativ model for apparatets levetid (model for apparatets pélidelighed).

DEFINITION af Weibulfordeling. Lad k og u veere positive tal. Sandsynlighedsfordelingen

for en kontinuert stokastisk variabel X med teethedsfunktionen f( x ) bestemt ved

k k-1 7(%)k
f=4," °

0 ellers

for x>0

siges at vaeere Weibullfordelingen wei(k, i) .

k+1
Det kan vises, at Weibullfordelingen wei(k, £/) har middelveerdien E(X)= u-T (k) D

' k+2 k+1))°
og spredningen  o(X)= wu-.|T v ) r i

Det ses, at Weibullfordelingen kan opfattes som en generalisation af eksponentialfordelingen, idet

wei(l, 1) = exp(u) -
Safremt levetiderne for komponenter i et apparat aftager jo l&ngere tid apparatet har vaeret 1 funktion

(pa grund af slid), kan man benytte en Weibullfordeling med k> 1 som approksimativ model for

apparatets levetid.

2 Garmafunktionen [(x) er defineret i “Suppl ement  til statistiske
grundbegr eber” 3A
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Andre kontinuerte fordelinger

8.5 DEN LOGARITMISKE NORMALFORDELING

Indenfor det biokemiske eller biologiske omrade (forsegsdyrs reaktionstid, celleveekst m.v.) er den
stokastiske variabel X ikke normalfordelt, men hvis man foretager en logaritmisk transformation
Y =InX erY (approksimativt) normalfordelt.

Man siger sa, at X er logaritmisk normalfordelt.
11 _L(M ’
Tethedsfunktionen for X er bestemt ved f(x)= —=———e * ° for x > 0.
270 x
Det kan vises, at mens Y = In X har middelveerdi 4 og spredning o har X middelverdi

15

E(X)=e" e ogV(X)=e"*e" -(e” - 1).

Nedenfor er tegnet en logaritmisk normalfordeling med middelvardi 8 og spredning 5.

Lognormal Distribution

Mean,Std. dev
— 8,5

)

()
[—
(e}
N
(e}
(O8]
(e}
N
(an)
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8.6 Den 2-di mensi onal e nornal fordeling

8.6 DEN 2-DIMENSIONALE NORMALFORDELING

Flerdimensionale fordelinger vil blive omtalt neermere i kapitel 9. Her nevnes uden forklaring et

eksempel herpa.

DEFINITION af 2-dimensional normalfordeling Lad u,,u, vare reelle tal og o,,0, vere
positive tal. Sandsynlighedsfordelingen for 2-dimensional kontinuert stokastisk variabel (X,,X,)
med teethedsfunktion bestemt ved

2 2
_ 1 d [M*ﬂl] 72px1*ﬂ1 Ko~ +( Xz*ﬂzj
1 2:(1-p%) o1 o1 53 o)

f(x)= S—— e

kaldes den 2-dimensionale normalfordeling med parametrene u,,,,0,08 o, .

Det kan vises, at E(X,)=u,, E(X,)=u,, c(X,)=0,,0(X,)=0, og p(X,,X,)=p
( defineres 1 kapitel 9).

Grafen ses nedenfor.
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Andre kontinuerte fordelinger

OPGAVER
Opgave 8.1 (eksponentialfordeling)

Pé et betalingsnummer maltes man i tidsrummet fra kl 20 til 22 tiden t (antal minutter) mellem pa

hinanden folgende telefonopkald. Felgende resultater fandtes:

Beliggenhed af't | 10;17 | 11;2](12;31]13:41| 14;5]( 15:61 | 16;71 | 17:81 18;9] [19;10]|110; o0 [

Antal observationer.| 36 21 16 | 13 7 9 6 1 2 6 0

Det antages, at antallet N af telefonopkald til nummeret er Poissonfordelt. Lad 7" vere tiden mellem
to opkald.
1) Angiv fordelingsfunktionen for 7, og giv et estimat for middelvardien u .
Vink: Antage, at for alle observationer i et interval er tidsrummet mellem observationerne
intervallets midterverdi.
2) Pa baggrund af den i spargsmél 1 fundne estimat for x , enskes bestemt P(2<7T<3).
3) Af tabellen ses, at i intervallet ]2; 3] forekommer i alt 16 observationer. Angiv hvor mange

observationer man ma forvente, ud fra resultatet i spergsmaél 2.

Opgave 8.2 (eksponentialfordeling)

Om en bestemt type elektriske komponenter vides, at deres levetider er eksponentialfordelte med en

middellevetid pa 800 timer.

1) Find sandsynligheden for, at en komponent holder mindst 200 timer.

2) Find sandsynligheden for, at en komponent holder mellem 600 og 800 timer.

3) En komponent har holdt 1 900 timer. Find sandsynligheden for, at den kan holde 1 mindst 200
timer mere.

4) I et elektrisk system indgar netop én komponent af denne type. Hver gang komponenten svigter,
udskiftes den gjeblikkeligt med en ny komponent af samme type. Find sandsynligheden for, at
komponenten udskiftes 12 gange 1 lobet af 8000 timer.

Opgave 8.3 (eksponentialfordeling)
Antag, at levetiderne for en bestemt slags elektroniske komponenter er uathangige og alle er
eksponentialfordelt med en middellevetid pa 3 (ér). Betragt et delsystem bestaende af 3 sadanne

komponenter i seriekobling:

— +{

(en seriekobling opherer at fungere, nar én af komponenterne opherer at fungere).

Bestem middellevetiden for et sddant system.
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Opgaver til kapitel 8

Opgave 8.4 (fordeling)

Nedbrydningstiden i den menneskelige organisme for et givet kvantum af et bestemt stof antages at

vaere eksponentialfordelt med middelvaerdien 5 timer.

Ved et forseg indsprajtes stoffet samtidig i 10 patienter.

1) Beregn sandsynligheden (afrundet til et helt antal procent) for, at stoffet hos en tilfeeldig valgt
patient vil vaere nedbrudt efter 8 timers forleb.

2) Beregn sandsynligheden for, at stoffet efter 8 timers forleb vil vaere nedbrudt hos mindst 5 af
patienterne.

3) Efter hvor mange timers forleb vil der vaere ca. 90% sandsynlighed for, at stoffet er nedbrudt hos
samtlige 10 patienter?

4) Hvor mange patienter skal indga i en ny undersogelse, hvis der skal vaere ca. 95% sandsynlighed
for, at der er mindst en patient, hvis organisme efter 8 timers forleb endnu ikke har nedbrudt
stoffet?
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Bjarne Hellesen:

9 FLERDIMENSIONAL STOKASTISK
VARIABEL

ESSENS

Kovariansen V(X,, X )= E((Xl. - 1) (X, - ,uz)) er et mél for to variables tendens til at

variere 1 takt med hinanden (samvarians). Kovariansen er f.eks. positiv(negativ), nar afvigelsen
X, - a4, har en tendens til at veere positivt (negativt) proportional med afvigelsen X, - #;. Er

X, og X, statistisk uathangige, bliver kovariansen 0 (men man kan ikke slutte den anden vej).

V(X,X)
Korrelationskoefficienten o(X,, X )= 0__70_1 er normeret , sa— 1< p(X,, X ;)< 1,

95t 8 o o ‘:UD 64}
g O
85f hm o 75k F &g DD s4f O
X2 o! o, o X4 o
75k (] EI@] X3 |:|:| 44} EII]IE o
65f o
£ 0o b [u] m]
65F IE, o o [m] Eh
ssf o O
st omf o &P 24} 0ol g
o o o u]
" o
45t 0 45t O 14k o
150 160 170 180 190 200 150 160 170 180 190 200 150 160 170 180 190 200
X1 X1 X1
Stikpreve viser positiv Stikpreve viser ingen Stikpreve viser negativ

korrelation: p(X,,X,)~084 . korrelation: p(X,,X,)=000 korrelaton: p(X,,X,)~~-084.
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9.1 Indledning

2 2 2
Poolet estimat s> , = Sisi + syt 1S,

pol = f ot S

man har k uafheengige estimater for den samme varians o :

S4K, , SAK, , SAK,
, 8y = gees S, = ,
fl ’ S/ 2 ‘ fi k
Har to stikprover givet estimaterne s7 = 2345, s> = 3456 med f, = 6, f, = 4 frihedsgrader,
. fisi+ fos; 6:2345+ 43456

T fef T 6rd
= f,+ f, = 6+4=10 frihedsgrader.

med f,,, = /i + fyt...+ f, frihedsgrader benyttes, nér

S1:

= 2.7894 ~ 2.789

bliver det poolede estimat s

med f,

00l

Linearitetsreglen E(a,+a, X, +a,X,+..+a, X, )=a,+a,E(X,))+a,E(X,)+..+a,E(X,),

(a’erne er konstanter).
Er E(X,)=2,E(X,)=3 fas
E(4+5X,+6X,)=4+5E(X))+6E(X,)=4+5-2+6-3=32.

Kvadratreglen V(a,+ a, X, +a,X,+..+a,X,)

k k
= alV (X)) + @V (X))t 4alV(X)+2), Y aaV(X,X,)

i=1 j=i+1
Er V(X,))=2,V(X,)=3,V(X,,X,)=15, fas
V(4+5X,+6X,)=5V(X)+6V(X,)+2:56V(X,,X,)
=5.2+67-3+2-5-6-15= 248

9.1 INDLEDNING

Ved anvendelserne optreder der ofte flere stokastiske variable X, X,,..., X, ad gangen. Det kan da veare naturligt

at samle dem i et ordnet st X = (X,,X,,...,X,),som kaldes en k-dimensional stokastisk variabel. Eksempelvis:

* Et levnedsmiddel kan af en tilfzldig udtaget forbruger bedemmes ved en karakter X , for smagen og en
karakter X, for lugten. Saer X = (X,, X,)= (Smag, Lugt) en 2-dimensional stokastisk variabel.

* Ettilfeldigt eksperiment gar ud pa at udtage en tilfldig person og méle vedkommendes hajde X' , og masse X, .
Saer X = (X,,X,)= (Hojde, Masse) en 2-dimensional stokastisk variabel.

* Ugens 7 lottotal udger en 7-dimensional stokastisk variabel X = (X, X X))

* Et tilfaeldigt eksperiment gr ud pé at kaste en red og en hvid terning. Sd er X = (X,,X,) = (Antal gjne op pd

rod terning, Antal gjne op pa hvid terning) en 2-dimensional stokastisk variabel.
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Flerdimensional statistisk variabel

For hver af de 1-dimensionale stokastiske variable X, X,,..., X, har vi tidligere defineret:
* Fordelingsfunktioner F|,F,,..., F, :
F(X)= P(X, < x), F(X;,)= P(X, S x,),....F (X)) = P(X; <x;).

* Tethedsfunktioner f, f5,..., f,, nar X, X,,..., X, er diskrete variable:

fix)= P(X,=x)), f(x,)= P(X,=x,),. . . . fi(x,)= P(X, =x,),
og nar de er kontinuerte variable:

_ dF(x) _ dF(x,) _dF (%))
= T A= T ) =T

* Middelverdier, nar X, X,,..., X, er diskrete variable:
E((g(x))= L g) fi(x). - - E(g(X)= X g0 fi(x0).

X
og nar de er kontinuerte variable:

E((g(X)=[ () fix)dr, oo E(@(X,))=[ gl £ (3 ),
specielt

m=EX)= 2% fi(x), ... = E(X)= ) x fu(x),

og X X

p=EX) =[x fiG)dx s = B =[x f(x)dx,

Af definitionen pa middelverdi folger linearitetsreglen:
Ea-g(X,)+b-h(X,))= a- E(g(X,))+ b- E(h(X,)) .

For en k-dimensional stokastisk variabel X = (X,,X,,...,X,) definerer vi analogt:

* Fordelingsfunktionen F : (A betyder “bade og”)
F(x;,x,...,x,)= P(X, <x))A P(X, Sx,)AAP(X, <Xx).

* Teethedsfunktionen f, nir X, X,,..., X, er diskrete variable:

S(xpx,0x)= P(X, =x)A P(X,=x,)A...A P(X =X,)
ar de er konti able: S (xS LG T Te)
og nar de er kontinuerte variable: ~ J(X;,X; ..., %, ) = . ok,

* Middelvaerdier, nar X, X,,..., X, er diskrete variable:
E(g(Xl,Xz,...,Xk)): ZZ...Zg(x],xz,...,xk)~f(x1,x2,...,xk)

og nar de er kontinuerte variable:
E(g(Xl,Xz,...,X,C ))= Jﬁwdxljimdxz....'lwg(xl,xz,...,xk)-f(xl,xz,...,xk)dx,(
Af definitionen pa middelvaerdi folger linearitetsreglen: E(a . g()?) +b- h()?)) =a- E(g()?)) +b- E(h()?))

De variable X, X,,..., X, kaldes stokastisk uafhaengige, sifremt de for alle verdier af X,,X,,...,x, opfylder
betingelsen: S (x,xy0x,)= fi(x)- (). fi(x,)

der kan vises at vaere ekvivalent med betingelsen:  F'(x,X,...,x, ) = F(x,)- F,(x,) ...- F (x,)
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9.1 Indledning

En stikproeve af storrelsen n pa en stokastisk variabel X = (X 15X 5,..., X ) defineres som
(XI’XZ""’XN):((Xll’X21""’Xk1)!(X12’X22""’Xk2)""’(X1n7X2n""’le))

hvor X 1> X Dseees X , er statistisk uafhangige variable, der hver har samme fordeling som X.

Eksempel 9.1. 2-dimensional stokastisk variabel.

Et levnedsmiddel kan af en tilfeeldig forbruger bedemmes ved en karakter X, for smagen og en karakter X, for
lugten. Karakteren X, kan antage verdierne 0, 1 og 2, mens X, kun kan antage vardierne 0 og 2.

a) Antag, at man teoretisk kender tethedsfunktionen f'(x,,x,):

S(x,x,) X
0 1 2
X, 0 0.2 0.1 0.1
2 0.1 0.2 0.3

al) Find de 1-dimensionale tethedsfunktioner f,(x,) og f,(x,).

a2) Er X, og X, statistisk uafhengige ?

a3) Find middelvaerdierne g = E(X,) og 1, = E(X,) samt spredningerne o, = o(X,) og o, = o(X,).

a4) Find middelverdien E(X,, X,).

b) Antag, at man i stedet kender en stikpreve pa (X, X,):
(1,2), (0,0), (2,2), (2,2), (1,0), (2,2), (0,2), (2,2), (0,2), (2,2).

b1) Benyt stikpreven til at finde estimater for sterrelserne i spergsmal a3).

LOSNING:

al) Ved summation ned gennem de lodrette sgjler i tabellen for tathedsfunktionen
f(x,,x,)= P(X, = x, A X, = x,) fds den 1-dimensionale tethedsfunktion f,(x,)= P(X, = x,):
£(0)=02+01=03, f,(D=01+02=03, £,(2)=01+03=04 .

Ved summation hen gennem de vandrette reekker i tabellen for taethedsfunktionen f'(x,,x,) fas analogt den

1-dimensionale teethedsfunktion f,(x,):
£0)=02+01+01=04, £(2)=01+02+03=06.

a2) Devariable X, og X, er statistisk uathaengige, hvis og kun hvis f'(x,,x,) = f,(x,)- f,(x,) for alle veerdier
af (x,,x,) idefinitionsmangden. Menda f.eks. f,(0): f,(0) = 03-0.4 = 0.12 er forskellig fra /(0,0) = 0.2,
er X, og X, ikke statistisk uathengige.

a3) Vi finder
H = E(Xl): le 'fl(xl): 0'f1(0)+ 1'f1(1)+2'f1(2) =0-03+1-03+2:-04= Q
My :E(XZ):Z)CZ ~f2(x2)=0-f2(0)+2-f2(2)=0-0.4+2-0.6=¥

o =o0(X)=. V(X)) = \/E((Xl - /"1)2) = \/Z(x1 - ﬂ])z'fl(x1)

= J(0- 11)>-03+ (1- 1L1)>-03+ (2- L1)>- 04 = -/0.69 = 083067

o, =0(X,)= .V (X,) = \/E((Xz - /uz)z) = \/z (x, - /uz)z - fo(x,)
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Flerdimensional statistisk variabel

= J(0-12)*-04+ (2-12)>-0.6 = -/096 = 097980
a4) Vi finder
E(X,-X,)= 2. Y. X%, f(x,,X%,) = 0-0- £(0,0)+ 1-0- £(1,0) +

XX

2.0 £(2,0)+0:2- £(02)+1:2- £(1,2)+2-2- £(2.2)
=0-02+0-0140:01+0-01+2-02+4-03=16 .

bl) Stikprevens x, -verdier1,0,2,2,1,2,0,2,0,2 kan indtastes pa en lommeregner, der finder gennemsnittet }1
og standardafvigelsen §, som tilnzermelser til middelverdi x4 og spredning o, for X . Man finder:
u=EX)rx =12, o,=0(X,)~s =09189.

Analogt indtastes stikprevens X, - veerdier 2, 0, 2, 2, 0, 2, 2, 2, 2, 2, og man finder
W= E(X,)~x,=16, o, = o(X,)~ s, = 08433

Det ses, at estimaterne har en vis lighed med de eksakte verdier i spergsmal a3).

L 4
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9.1 Indledning

9.2 KOVARIANS OG KORRELATIONSKOEFFICIENT

Vihar omtalt, at hver stokastisk variabel har en varians. Men et par variable X, og X, kanhave en tendens til at variere
i overensstemmelse med hinanden (samvarians), siledes at afvigelserne X, - 1, og X, — 1, overvejende har samme
fortegn (positiv korrelation) eller overvejende har modsat fortegn (negativ korrelation). Eksempelvis kan en hej
forekomst af ét vitamin i et levnedsmiddel ofte vaere ledsaget af en hgj forekomst af et andet vitamin (positiv korrelation).
Og studerendes hgjde og masse kan ogsé have en positiv korrelation.

Vibetragter igen en k-dimensional stokastisk variabel X = (X 1»X,,...,X,). Foretparafvariable X, og X, defineres

kovariansen (“samvariansen”

V(Xi’Xj)EE((X[ _/ui)'(Xj _/Uj))

(den giver jo et vist mal for, om afvigelserne X, — 1, og X, - £; i middel har samme fortegn eller modsat fortegn).
Seettes i =, fas V(X,, X,) = E((Xl - ,ul.)z) , som er identisk med variansen V'(X,) for variablen X

Man kan vise (se nedenfor), at V' (X,,X;) = E(X, -X,-)— 41, som for i =j giver V(X,) = E(X,z)— 0.

Bevis:
VX, X;)= E((Xz - ) (X, - /uj)) = E(X, X, - X, - X, + 1) -
Anvendes linearitetsreglen kan sidste led omformes:
= E(Xin)_ :LliE(Xj)_ E(Xi);uj T M= E(XiX_j)_ Ml = Ji i+ = E(Xin)_luiluj

*

For bedre at kunne vurdere hvor meget de variable varierer i “takt” med hinanden, divideres kovariansen med

spredningerne, sd man far den sakaldte korrelationskoefficient:

VX, X;)

p(X,.X))=
O'1 'O'2

Man kan vise (se nedenfor), at - 1< p(X;, X)) < l‘.

Bevis: Vi har )
0 B((2- (X, = i)+ X, = 1)) = B(2 (X, - 1) + 240X, - )X, - 1)+ (X, - 1))
= 7B, - 1))+ 22B((X, - )X, ~ )+ E((X, - 1)) = 2 V(X)) + V(X X )A+ V(X))

Da dette andengradspolynomium i A aldrig er negativt, kan diskriminanten ikke vare positiv, dvs.

4r(x X))2—4-V(X)-V(X)<0@W’X"))z<1©( (X, X))2<1 1< <1
P / R 7S AN 20 & R G A

127



Flerdimensional stokastisk variabel

Man kan (som det ses nedenfor) vise, at

X, og X, stat. uathengige = E(X,-X,)=E(X,) E(X,))o V(X,,X;)=0 p(X,,X,)=0

Bevis: Vi har
X, og X, stat. uafhaengige= f(x,,x,)=f,(x,)- f,(x,)
SHXX)ZZXXf@J)ZZXXﬂﬂf@)
—zx i, )zx )= E(X)E(X,)
V(X,.X))

C>V( B X)) = E(X X))= gty = EQX) E(X) = g, = 02 pXG, Xp) = — = =0,
i Yy

*

Estimater for kovarians, varians og korrelationskoefficient

Ud fra en stikprove (x,,¥,),(X,,¥,),...,(x,,¥,) kan man beregne

SAP, =) (x,-x)-(y,-¥), SAK =) (x,-x)’, SAK, =) (x,-x)
i=1 i=1 i=1
( SAP =“Sum af Afvigelsers Produkter”, SAK = “Sum af Afvigelsers Kvadrater” )
og heraf danne estimater for kovarians, varianser og korrelationskoefficient:
SA4P,, SAK SAK,

og varianser: V (X) = L V()=
-1 n—1 n—1

kovarians: V(X,Y)»

SAP,,

JSAK - SAK,
Det kan saledes vises (for enhver fordelingstype), at

RN

korrelationskoefficient: p(X,Y)=r=

SAK,
):”X% E(ﬁ):””
Bevis: Vi har
SAPW—Z(X X)(%-7)= Z((X )= (X = 1) ((6 = )= (V- )
= X O ) )X (K - )Y )= Z (X = )Y = ) =0 (X = )Y, = )

= X (X = ) = )+ (X = )Y = )= (X = e g )Y = pay) = (X = )Y = ey

= 2 (X, = )X = )= no(X = )Y = )
i=1
Altsé fas ved hjelp af linearitetsreglen:

E(SAP,) = Z E((X, ~ i)Y, ~ 1)~ n E((X - i)V - 1))

n 1
= Y V(XL Y) - E((X, 4 Xyt X, = ne g )Y+ Yt Y, - e )
i=1 n

=iV(X,Y)—1~E[i(Xi —uY, —uy)]

i=1 n
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9.1 Indledning

= n VXN~ S S E((X = p )T, = ) = V(XD =3 SV (X)

i=1 j=1 noZa
1< . . .
=n'V(X,Y)—;ZV(1\’i,Z) ( idet V(X,,Y,)=0 for i # j ien stikprove)
i=1

_ ! _ SAPy | _
—n-V(X,Y)—;~n~V(X,Y)—(n—1)-V(X,Y), dvs. E o1 =V(X,Y) .

Erstattes ¥ med X ibeviset, bliver SAP,, erstattet med SAK, ,og V(X,Y) bliver erstattet med V' (X),

. : SAK , SAK,
hvorved vi ogsa far bevist, at £ )= V(X). Erstattes X med Y, fas endelig E =V(Y)
n-

n-1
*

Poolet estimat
Som naevnt er SAK en forkortelse for “Sum af Afvigelsers Kvadrater”. De afvigelser der taenkes pa er de n differenser
X, - 7(, X, - 7(,..., X, - X . De har summen 0, sd ndr 7 - 1 af dem er kendt, er den sidste fastlagt. Da SAK saledes
kun er baseret pd n - 1 uathengige differenser, siger man, at SAK har f = n - 1 frihedsgrader. Det er ogsa antallet
S4K

J

Ofte har man taget & stikprever pd variable med samme varians ¢, s vi far k uathengige estimater for den samme
varians o”:
,  S4K, ,  SAK, , SAK,

S = £ $ =
1

af frihedsgrader der optraeder i estimatet for varians: s~ =

...... S, =
L g

og det er da fordelagtigt at forene dem i et sakaldt faellesestimat eller poolet estimat:

2 2 2
2 fisr s+ sy

pool = fit ottt fo

N

med f,,, =/ +f,+..+f, frihedsgrader .

Dette kan ogsa skrives
5 SAK, + SAK, +..+ SAK,
S 00, =
poot fit+ fotot [,

2
pool

FEG)D+ LES)+ 4 [E(s)  fio”+ fLio’+.+fiob
fi+ foroAf, - fi¥ forotf i

= fi+ fo+..+ f, frihedsgrader.

00l

, med f,

Det ses, at s, har den rigtige middelveerdi 7, idet linearitetsreglen giver

2
E(s pool) =

Eksempel 9.2. Kovarians. Korrelationskoefficient.
Vi betragter igen den 2-dimensionale fordeling fra eksempel 9.1.
a5) Find kovariansen og korrelationskoefficienten.

b2) Benyt stikpreven til at finde estimater for kovariansen og korrelationskoefficienten.

LOSNING:

a5) Idet vi i eksempel 9.1 har fundet g, = 11, 1, = 1.2, o= +/0.69 og o= +/0.96, finder vi nu kovariansen
V(X,,X,) ogkorrelationskoefficienten p(X,,X,):
VXL X)) = E((X = ) (X, = 1) = 006 = i) = ) f (1,3,)

= (0= 1) (0= 1) £(0,0)+ (1= 1) (0= 1) f(1,O)+ (2= 1) (0= 1,)- £ (2,0)
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Flerdimensional stokastisk variabel

FO- 1) 2= ) £02)+ (1= 1) 2= ) f(12)+ 2= ) (2= 1) [ (2.2)
= (0- 11)-(0- 1..2)- 02+ (1- L1)-(0- 1.2)- 0.1+ (2= L1)-(0- 1.2)- 0.1
+(0-L1)-(2-1.2)- 01+ (1- 1L1)- (2-12)-02+ (2 L1)- (2- 12)-03 = 028
V(X,,X,) 028
(X)) o(X,)  ~/0.69--/096

(X, X,) = = 0.3440.

b2) Stikprevens vaerdier (1,2), (0,0), (2,2), (2,2), (1,0), (2,2), (0,2), (2,2), (0,2), (2,2) kan indtastes pa en
lommeregner, der finder tilnzrmelser (estimater) til kovariansen V(X,,X,) og korrelationskoefficienten

X, X))
V(X,,X,)~ AR, _ ;(XU_M)(X%_ ) = 03111
(X, Xy) = n-1 n-1 e
wup 2, (6 = 2y = x2)
12

(X, X))~ r= B . B
2 mx)’ Y (xy, - x2)?
Jj=1

i=1

= = = 04015
\[SAK, - SAK, \/

Det ses, at estimaterne har en vis lighed med de eksakte verdier i spergsmal a5).

9.3 LINEARKOMBINATION

Nar vi skal tage en stikpreve (X,,X,,...,X,) paen l-dimensional stokastisk variabel X, si skal vi n gange skaffe et
tal X fra et tilfeldigt eksperiment. Derfor kan vi opfatte stikproven som en n-dimensional stokastisk variabel
X=(X,X,,..X,).

X+ X,+..+ X,

1 1 1
=X+ X,+.+—X,
n n n n

Vi bruger ofte stikproven til at danne gennemsnittet X =

som er en speciel linearkombination af X, X,,..., X, .

Ved en linearkombination L for en k-dimensional stokastisk variabel X = (X, X,,..., X, ) forstds etudtryk af formen

L=a,+aX +a,X,+..+a,X,, hvor a,,a,,a,,...,a, erKonstanter.

For middelverdien af L giver linearitetsreglen:
E(L)=a, +a,E(X,)+a,E(X,)+.+a, E(X,).

Eksempelvis kan vi se, at et gennemsnit X altid har den “rigtige” middelveerdi £/ :

1 1 1 11 1
E(X)= ~E(X,))+ ~E(X)+..4 —E(X,)= —u+— .4 — =y .
n n n n n n

For variansen af en linearkombination L gelder kvadratreglen:

k k
V(LYy=a} - V(X)) +a - V(X,)+..+a; -V(X,)+ 22 Z aaV(X,X;)

i=1 j=i+l
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9.3 Linearkombination

Eksempelvis:
a)  V(a+bX+cY)=bV(X)+V(X)+2bcV(X,Y)
by V(a+bX+cY+dZ)
= bWV (X)+ TV (Y) + d*V(Z)+ 2bcV (X,Y) + 2cdV(Y,Z) + 2dbV(Z, X) .

1 1 1
¢ V(X)= 7 V(X,)+ njV(Xz PR ?V(X”) (Xerne statistisk uafhaengige)

1 1 1 ? - X
— 0+ 50t 50 = i,dvs. o(X)= o(X)

Den sidste ligning viser, at spredningen pa et gennemsnit kun er omvendt proportional med kvadratroden pa
stikprevesterrelsen n. For at fa et gennemsnit med en 10 gange mindre spredning, skal stikpreven altsa geres 100 gange
storre!

Bevis for kvadratreglen. Vi finder
V(L)= E(L- E(L))?)= E((ay+ @, X,+..+a, X, - ay - a ;- ..~ a, 1,)*)
2
= E((al(Xl - ) Fa (X, - /uk)) )

= E[alz(X] - ﬂ1)2+---+af(Xk - /uk)z + 22 z aiaj(Xi - ,uf)(Xj - ,u/)j

i=1 j=1

= a?E((X, - )* )+ 4a2E((X, - 11,)*)+ 2

k
i=1

ZlillaiajE((Xi - :ui)(Xj - ﬂj))

k k
= alV(X )+ +aV(X,)+ ZZ. ZI aaV(X,X).
i=l j=

*

Eksempel 9.3. Linearkombination af stokastiske variable.
Et levnedsmiddel leveres i poser. Lad X, og X, [mg/kg] betegne koncentrationerne af to stoffer A og B i en
tilfeeldig udvalgt pose. Det vides, at E(X,)= 200, E(X,)=300, o(X,)=20, o(X,)=40 og
V(X,,X,)=-4.0. Holdbarheden Y er teoretisk givetved Y =5+ 4X, + 3X,[dage].
Find holdbarhedens middelveerdi E(Y) og spredning o(Y).
LOSNING:
Vi finder
EXY)=EGS+4X,+3X,)=5+4-E(X,)+3 - E(X,)=5+4-200+3-300= 1750
VN =V(5+4X,+3X,)=4V(X)+3 V(X,)+2:4-3V(X,,X,)
=4%.20°+37-40°+2-4-3-(-4.0)= 112

o(Y)= [V(Y) = /112 = 105830 .
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Flerdimensional stokastisk variabel

OPGAVER

Opgave 9.1.1 (2-dimensional stokastisk variabel)
Et spil i et casino gar ud pa at trekke en tilfeldig seddel fra en urne (og laegge sedlen tilbage igen). Urnen indeholder 10
sedler, og pa hver seddel star 2 tal (X,,X,):

(1,0) (3,0) (4,0)
(1,0) (3.3) (4,3)
(1,3) (4.3)
(1,3)

(1,3)

al) Find den 2-dimensionale tethedsfunktion f'(x,,x,):
a2) Find de 1-dimensionale teethedsfunktioner f,(x,)og f,(x,).
a3) Er X, og X, statistisk uathengige ?
a4) Find middelveerdierne g, = E(X,)og u, = E(X,)samt spredningerne o, (X,) og o,(X,).
a5) Find middelvardien E(X,- X?).
b) Antag, at man i stedet kender en stikprove pa (X, X,):
(1,3), (1,0), (1,0), 43), (3,0), (4,3), (1,00, (3,0, (3,3), (1,3).
b1) Benyt stikpreven til at finde estimater for sterrelserne i spergsmal a4).

Opgave 9.1.2 (kovarians, korrelationskoefficient)
a6) Find kovariansen V' (X, X,) og korrelationskoefficienten p( X, X,).

b2) Benyt stikpreven til at finde estimater for sterrelserne i spergsmal a6).

Opgave 9.1.3 (linearkombination)

For det i opgave 9.1.1 0og 9.1.2 omtalte casino aftales et spil, hvor gevinsten er
G=20+10X,+5X%,.

a7) Find gevinstens middelveerdi E(G) og spredning o(G) .

b3) Benyt stikpreven til at finde estimater for sterrelserne i spergsmal a7).

Opgave 9.2.1 (2-dimensional stokastisk variabel)

Under en produktion kan der optraede fejl. Lad (X, .X,)=( Antal gange der optraeder fejl af type 1, Antal gange der
optreder fejl af type 2) i en tilfaeldig produktion. Variablen X, kan antage vaerdierne 0, 1 og 2, mens X, kun kan antage
vaerdierne 0 og 1.

a) Antag, at man teoretisk kender teethedsfunktionen f'(x,,x,) :

f(xl’x2) xl
0 1 2
X 0.3 0.1 0.1
0.1 0.2 0.2

al) Find de 1-dimensionale tethedsfunktioner f,(x,)og f,(x,).
a2) Er X, og X, statistisk uathengige ?
a3) Find middelverdierne 1, = E(X,)og u, = E(X,)samt spredningerne o,(X,) og o,(X,).
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Opgaver til kapitel 9

a4) Find middelvaerdien £ (4 [ X, + X, ) .
b) Antag, at man i stedet kender en stikpreve pa (X, X,):

0,1), (0,0), (L1, (L1), (0,0), (0,0), (0,1), (2,1), (0,0),
b1) Benyt stikpreven til at finde estimater for storrelserne i spergsmaél a3).

@2,1).

Opgave 9.2.2 (kovarians, korrelationskoefficient)
Vi betragter igen produktionsprocessen fra opgave 9.2.1.
a5) Find kovariansen V' (X, X,) og korrelationskoefficienten p( X, X,).

b2) Benyt stikpreven til at finde estimater for sterrelserne i spergsmal aS5).

Opgave 9.2.3 (linearkombination)

For den i opgave 9.2.1 0g 9.2.2 omtalte produktionsproces er fortjenesten
F =20000- 3000, - 4000.X,.

a6) Find fortjenestens middelveerdi E(F) og spredning o(F).

b3) Benyt stikpreven til at finde estimater for sterrelserne i spergsmal a6).

Opgave 9.3.1 (2-dimensional stokastisk variabel)
Ar 4001. En sonde er vendt hjem med oplysninger om individer p4 en fremmed planet. De kan have 2, 4 eller 6 gjne, og
2 eller 4 grer. Lad (X, X,)= (Antal gjne, Antal grer) for et tilfeeldigt udtaget individ pa planeten.

a) Professor Cosmussen har teoretisk opstillet taethedsfunktionen f'(x,,x, ) :

Xy
S(x),x;)
2 4 6
X, 2 0.1 0.2 0.1
4 0.1 0.3 0.2

al) Find de 1-dimensionale teethedsfunktioner f,(x,)og f,(x,).
a2) Er X, og X, statistisk uathengige ?

a3) Find middelverdierne g, = E(X,)og u, = E(X,)samt spredningerne o, (X,) og o,(X,).
1
a4) Find middelvardien E Z+ 72 .
b)  Antag, at man i stedet kender en stikpreve pa (X, X,):
(6,2), (2,4), (64), (22), (64), (44), (22), 42), 44), 44

bl) Benyt stikpreven til at finde estimater for storrelserne i spergsmaél a3).

Opgave 9.3.2 (kovarians, korrelationskoefficient)
Vi betragter igen individerne fra opgave 9.2.1.
a5) Find kovariansen V' (X, X,) og korrelationskoefficienten p( X, X,).

b2) Benyt stikpreven til at finde estimater for sterrelserne i spergsmal aS5).
Opgave 9.3.3 (linearkombination)

For de i opgave 9.3.1 og 9.3.2 omtalte individer har professor Cosmussen opstillet en formel for deres masse:
M=200+20X,+10X, kg
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a6) Find massens middelverdi E(M) og spredning o(M).

b3) Benyt stikpreven til at finde estimater for sterrelserne i spergsmal a6).

Opgave 9.4.1 (2-dimensional stokastisk variabel)
Lad (X,,X,)=(Hgjde [cm], Masse [kg] ) af en tilfeeldigt udtaget studerende pa 3. halvér.
Der foreligger folgende stikprove:
(178,63), (186,85), (180,68), (183,75), (164,55), (193,77),
(193,84), (160,55), (165,63), (180,84), (169,74), (189,79).
Find estimater for middelverdierne x, = E(X,)og 1, = E(X,) samt spredningerne o,(X,) og 0,(X,).

Opgave 9.4.2 (kovarians, korrelationskoefficient)

Benyt stikpreven i opgave 9.4.1 til at finde estimater for kovariansen V' (X,,X,) og korrelationskoefficienten
PX,X,).

Opgave 9.4.3 (lincarkombination)
Vi betragter igen de i opgave 9.4.1 0g 9.4.2 omtalte studerende. En frugtavler har opstillet en formel for den timelen, han
vil give dem som frugtplukkere:

L=100+03X,-02X, kroner/time.

Benyt stikpreven til at finde estimater for timelennens middelveerdi E(L) og spredning o(L) .

Opgave 9.5 (poolet estimat)

Koncentrationen af et stof A blev mélt i 3 partier ravarer:
Ravare 1: 56, 60, 54, 49, 61
Ravare 2: 78, 73, 80
Ravare 3: 66, 62, 70, 72, 60

Det antages, at der er samme spredning i de 3 tilfeelde. Find et estimat s, for spredningen O .

00l
Opgave 9.6 (poolet estimat)
Koncentrationen af et stof A blev malt i 2 levnedsmidler:

Levnedsmiddel 1: 87, 89, 94, 86, 89, 95 Levnedsmiddel 2: 93, 99, 94, 91, 98.

Det antages, at der er samme spredning i de 2 tilfelde. Find et estimat § for spredningen O .

pool

Opgave 9.7 (poolet estimat)
Koncentrationen af et stof A blev mélt i melken fra 5 koer:

Ko 1: 44, 48, 46, 43, 45 Ko 2: 40, 38, 41
Ko 3: 43, 45, 42, 42 Ko 4: 36, 32
Ko 5: 50

Det antages, at der er samme spredning i de 5 tilfelde. Find et estimat § » for spredningen O .

00l
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APPENDIX

Appendix 2. Statistiske beregninger udfert ved hjelp af udvalgte lommeregnere og PC-
programmer.
I dette appendix gennemgas hvorledes de i notatet mest almindelige statistiske
beregninger kan udferes pa
1) TI-89: En “stor’matematik/statistik-lommeregner
2) TI-83: En “billig” god “statistik-lommeregner
3) Excel: Et udbredt regneark
4) Maple: Et udbredt matematikprogram til PC-er.

Appendix 4.1. Oversigt over formler til beregning af konfidensintervaller
Appendix 5.1-5.6. Oversigt over de forskellige typet hypotesetest af 1 variabel.

Appendix 7.1. Oversigt over approksimationer af:
Hypergeometrisk-fordeling til binomial-fordeling
Binomial-fordeling til Poisson- eller normal-fordeling

Poisson-fordeling til normalfordeling.
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Appendi x 2: Statistiske beregninger pa | omreregner og PC-er

TI 89

1) Generelt:
Metode 1:  Velg HOME\ CATALOG,, F3\ vaelg den enskede fordeling\ENTER
(benyt evt. ALPHA,+ forbogstav for hurtigt at komme til det enskede navn).
Fordel: Hurtig ved beregning af sandsynligheder, sdsom P(X < 0.87) da resultatet straks
indsaettes pd HOME-linien.
Ulempe: Man skal huske parametrenes raekkefolge (de kan dog ses nederst pa skeermen
Metode 2:  Valg APPS\ Stats/List\ indtast eventueller data i eksempelvis “list]" \ veelg en relevant “F- knap”.
Fordel: Der fremkommer nu en menu, som er nasten selvforklarende.
Ulempe: Skal resultatet ned p& HOME-linien (man vil regne videre), bliver det lidt besverligt:
HOME, Var-Link\I StatsVar mappen markeres den gnskede storrelse, ENTER
Oprette en “Folder”: VAR-Link\ F1\ 5: Create Folder\ Skriv navn pé folder.
Vzlg en mappe som den aktuelle mappe: MODE\ Current Folder\navn
Formal: Det kan vaere praktisk ikke at gemme alle sine resultater i MAIN.

2) Sandsynlighedsfordelinger.
Normalfordeling n( 14, 0)

a) Find p= P(a< X <b), hvora,b, 1,0 er givne konstanter. p =normedf( a,b, i1, o)
Eksempel: p= P(X £11.6),hvor u=113, o=5 p =normedf( —o0 ,11.6, 11.3,5) = 0.524

b) Find x ,: P(X <x,)=p, hvorp, i1, O er givne konstanter. x , =invNorm( p, (4, o)
Eksempel: P(X < Xp) =0.7 hvoru=114, c=6 x,=invNorm(0.7,11.4,6) =14.55

t - fordeling.
Lad T veere ¢ - fordelt med frihedsgradstallet f.

a) Find p= P(a < T <b),hvora og b er givne konstanter. tCdf(a,b,f)
Eksempel: p = P(T <—-1.3), med f= 14 p =tCdf(- 0 ,-1.3,14) = 0.1073

b) Find 7,(f): P(T<t,(f))=a (a given konstant). invt( & ,f)
Eksempel: too75(12) =invt(0.975,12) =2.179

V4 2 fordeling.
Lad Q vere y 2 _ fordelt med frihedsgradstallet f.

a) Find p= P(a < Q<b),hvora og b er givne konstanter. p = chi2Cdf(a,b,f)
Eksempel:Find p = P(Q>273), medf=19 p = chi2Cdf(27.3,00,19) = 0.0979

b) Find fraktilen Y 5 (f) : P(O< #2(f)) = a (& given konstant). invChi2( a f)
Eksempel: 28025 (8) =invChi2(0.025,8) = 2.18

Binomialfordeling.

Lad X vare binomialfordelt b(n,p)

Find P(/ < X <m) ,hvorO0</ <mAm<n oglogm er hele tal. binomtCdf(n,p,,m)

Eksempel .p= P(3< X <6)hvorn=100gp=0.3 p = binomtCdf(10, 0.3, 3, 6) = 0.6066

Poissonfordeling.

Lad X vare Poissonfordelt p( 44 )

Find P(/ < X <m) ,hvor0 </ <m og!logm er hele tal. poissCdf( 4 ,I,m)

Eksempel: p= P(X <94), hvor u=147.6 p = poissCdf(147.6,0,94) = 0.00002
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TI -89

3) Gennemsnit, varians og spredning
Find gennemsnit , varians og spredning af tallene 1, 3, 4, 8
Metode 1. HOME\ MATH\6.Statistics\
Anvendes hvis man har 4 tal og kun ensker beregning af en enkelt sterrelse.

Gennemsnit: Mean (liste) Eksempel : Mean({1,3,4,8}) =4
Varians: Variance(liste) Eksempel : Variance({1,3,4,8}) = 8.667
Spredning:  stdDev (liste) Eksempel : stdDev({1,3,4,8}) =2.944

Metode 2. APPS\ Stats/List\ Data indtastes i “list]1"\ F4\ 1: 1-Var Stats
I menu seettes “List™ til “List]1" (Benyt evt. Var-Link til at finde List1)

Udskriften bestar af en rackke statistiske sterrelser. Man finder X =4, O  =2.944

4) Hypotesetest og konfidensintervaller
APPS\ STAT/LIST hvorefter eventuelle data indtastes i list1
4.1. Normalfordeling.

al)  Hypotesetest; o kendt: F6\ 1: Z-Test\

Eksempel: Lad data vere gemt i listl: {1,3,4,8} ,0=3 ogH: £ <5

Velg Data: I menu: z,=5,0 =3, list =listl, Altern. Hyp 1 < 14, P-veerdi = 0.25
Eksempel: Opgivet x =4, =3, n=10, H: u<5

Velg Stats: [ menu: 4y=5,0=3, x=4, n=10 , Altern. Hyp p < 14, P-veerdi = 0.145

a2) Konfidensinterval o kendt: F7\ 1: Z-Interval
Eksempel: Lad data vaere gemt i listl: {1,3,4,8} ,0 =13

Velg Data: I menu: o = 3, list = listl, C Level =.95 C Int =[1,05; 6.54]
Eksempel: Opgivet X =5, 0 =3, n=10,
Velg Stats: Imenu: =3, x =5, n=10 C Int =[3.14;6.85]

bl)  Hypotesetest; o ukendt: F6\ 2: T - Test\
Eksempel: Lad data veere gemt i listl: {1,3,4,8} H: £ <5

Velg Data: I menu: g4, =5, list = list], Altern. Hyp £ < 44, P-veerdi = 0.27
Eksempel: Opgivet x =4, s=3, n=10, H: u<5
Velg Stats:  menu: £y =5, x =4, s =3,n=10, Altern. Hyp 1 < 14, P-veerdi = 0.160

b2) Konfidensinterval o ukendt: F7\ 1: T-Interval
Eksempel: Lad data vaere gemt i listl: {1,3,4,8}

Velg Data: [ menu: list = listl, C Level =.95 C Int =[-0.684; 8.684]
Eksempel: Opgivet x =4, s=3, n=10,
Vealg Stats: Imenu: x =4, s=3, n=10 C Int=[1.85;6.15]
4.2. Binomialfordeling.
al)  Hypotesetest:  F6, 5: 1-Prop-ZTest (Kraever der kan approksimeres til normalfordeling)
Eksempel: X er binomialfordelt b(24, p) , x =13, H: p>0.3
Velg: p0= 0.3, Successes = 13, n= 24, Alternate Hyp : prop > po P -vaerdi = 0.00489
a2)  Konfidensinterval: F7,5: 1-Prop-Zint (Kraever der kan approksimeres til normalfordeling)
Eksempel: Af 24 forseg de 13 en succes:
Velg: Successes = 13, n= 24, C Int =[0.34; 0.74]

Poissonfordeling: findes ikke, s& her ma formel for konfidensinterval benytttes
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TI 83

1) Sandsynlighedsfordelinger.
Man velger 2nd DISTR

Normalfordeling n( (£, 0)

a) Find p=P(a< X <b),hvora,b, it,0 er givne konstanter. p = normedf( a,b, u,0)
Eksempel: p=P(X <116),hvoru=113, =5 p =normedf(-1000,11.6, 11.3,5) = 0.524
Bemark: nedre granse er sat til -1000

b) Find x,: P(X<x,)=p, hvorp, 11,0 er givne konstanter. X, =invNorm( p, 4, o)

Eksempel: P(X < xp) =0.7 hvoru=114, =6 x, =invNorm(0.7,11.4,6) =14.55

t - fordeling.

Lad T veere ¢ - fordelt med frihedsgradstallet f.

a) Find p= P(a < T <b), hvor a og b er givne konstanter. tCdf(a,b,f)
Eksempel: p = P(T <-13), medf= 14 p = tCdf(- 0 ,-1.3,14) = 0.1073

b) Find t,(f): P(T<t,(f)) =a (a given konstant).
Kan ikke findes dirkte (merkverdigt) sa lettest at sla op i tabel.
Kan dog besverligt findes ved at lose den tilsvarende ligning:

Eksempel: Find ¢ 975 (12)

Vi leser ligningen tCdf(-100,x,12)-0.975=0 med hensyn til x, idet vi som startgaet veelger 1
CATALOG, solve(tCdf(-100,x,12)-0.975,x,1) Resultat: 2.179

z° fordeling.

a) Find p = P(a £ Q<b),hvor a og b er givne konstanter. p = chi2Cdf(a,b,f)
Eksempel:Find p = P(Q>273), med /=19 p = chi2Cdf(27.3,1000,19) = 0.0979

b) Find fraktilen 2 (f): P(Q< 72(f)) = a (a givenkonstant).Findes ikke, s& enten tabelopslag eller lose ligning
som ovenfor.

Binomialfordeling.
Lad X vaere binomialfordelt b(n,p)

Find P(/ < X <m) ,hvorO0</<mAm<n oglogm erhele tal. binomtCdf(n,p,,m)
Eksempel .p= P(3< X <6)hvorn=100gp=0.3
p = binomtCdf(10, 0.3, 6)- binomtCdf(10, 0.3, 2)= 0.6066

Poissonfordeling.

Lad X vere Poissonfordelt p( £¢)

Find P(/ £ X <m) ,hvor0</<m og!logm er hele tal. poissCdf( g ,I,m)
Eksempel: p= P(X <94), hvor 1=147.6 p = poissCdf(147.6,94) = 0.00002

Find gennemsnit , varians og spredning af tallene 1, 3, 4, 8
Metode 1. List\ MATH\
Anvendes hvis man har fa tal og kun ensker beregning af en enkelt storrelse.

Gennemsnit: Mean (liste) Eksempel : Mean({1,3,4,8}) =4
Varians: Variance(liste) Eksempel : Variance({1,3,4,8}) =8.667
Spredning:  stdDev (liste) Eksempel : stdDev({1,3,4,8}) =2.944

Metode 2. STAT\ Edit
Ilisten L1 skrives 1 ENTER 3 ENTER 4 ENTER 8 ENTER (slet eventuelle allerede indtastede tal med DEL
STAT P> hvorved cursor stir pd CALC. ENTER valg 1 -Var STATS ENTER

2nd L1 ENTER Resultat blandt meget andet: X =4 og §,.=2.9439
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8

Beregn binomialkoefficient K(8,3) = 3 : 8 MATH, PROB, nCr 3. ENTER Resultat 560

2. Hypotesetest og konfidensintervaller
Eventuelle data indtastes i listl. Derefter veelges STAT, TESTS
2.1. Normalfordeling.

al)  Hypotesetest\ 0 kendt: 1: Z-Test

Eksempel: Lad data vaere gemt i listl: {1,3,4,8} ,0=3 ogH: £ <5
Velg Data: I menu: yy=5,0=3,List=LI1, u < 1, CALCULATE P-veerdi = 0.25
Eksempel: Opgivet x =4, =3, n=10, H: u<5
Velg Stats: Imenu: ¢y =5,0=3, x=4, n=10 , p < t, P-vaerdi = 0.145
a2)  Konfidensinterval o kendt: 7: Z-Interval
Eksempel: Lad data vere gemt i listl: {1,3,4,8} ,0 =3

Velg Data: I menu: o =3, list=L1, C Level =.95 C Int =[1,05; 6.54]
Eksempel: Opgivet X =5, 0 =3, n=10,
Velg Stats: Imenu: =3, x =5, n=10 C Int =[3.14;6.86]

bl)  Hypotesetest; o ukendt: 2: T - Test\
Eksempel: Lad data veere gemt i listl: {1,3,4,8} H: £ <5
Velg Data: I menu: g4, =5, list=L1, u< P-vaerdi = 0.27
Eksempel: Opgivet x =4, s=3, n=10, H: u <5
Velg Stats: I menu: £y =5, x =4,5=3,n=10, 1<t P-veerdi = 0.160

b2) Konfidensinterval o ukendt: 8: T-Interval
Eksempel: Lad data veere gemt i listl: {1,3,4,8}

Velg Data: I menu: list = listl, C Level =.95 C Int =[-0.684; 8.684]
Eksempel: Opgivet x =4, s=3, n=10,
Velg Stats: Imenu: x =4, s=3, n=10 C Int =[1.85;6.15]

2.2. Binomialfordeling.
al)  Hypotesetest:  5: 1-Prop-ZTest (Kraver der kan approksimeres til normalfordeling)
Eksempel: X er binomialfordelt b(24, p) ,x =13, H:p>0.3
Velg: p0=0.3, x = 13, n= 24, prop > po P -veerdi = 0.00489
a2) Konfidensinterval: A: I-Prop-ZInt (Kraever der kan approksimeres til normalfordeling)
Eksempel: Af 24 forseg er de 13 en succes:
Velg: x =13, n= 24, C Int =[0.34; 0.74]

Poissonfordeling: findes ikke, sd her ma formel for konfidensinterval benyttes
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Excel

1: Forudszetninger.
Excel har en statistikpakke “Analysis ToolPak” , som ikke automatisk bliver installeret. Dette “tilfojelsespro-
gram” skal man ofte sa@rskilt “bede” om. Hvorledes dette gores, kan ses ved at trykke pé hjelpetasten F1 og sege
“Analysis ToolPak”+Analysis ToolPak VBA”

2). Sandsynlighedsfunktioner
1) Velg den celle hvor resultatet skal sta (eksempelvis Al).
2) Pa vaerktejslinien foroven:
2a)  Tryk pé f,,hvorved der fremkommer en rullemenu

2c¢)  Padenne valges den enskede funktion eksempelvis “NORMALFORDELING”
2d)  Der fremkommer en tabel med anvisning pé, hvordan den skal udfyldes.

a2.1. Normalfordeling.
Normalfordeling n( (£, 0)

a) Find p=P(a< X <b),hvora,b, u,o er givne konstanter.
p= P(X <b)— P(X < a) =NORMFORDELING(b; i; & ; SAND) - NORMFORDELING(a ; 1 ; O ; SAND)

Eksempel: p = P(X £11.6) ,hvor u=113, =5 p=NORMFORDELING(/1.6 ;11.3; 6; SAND)=0.524
b) Find X, : P(X <x,)=p, hvorp, 1, O er givne konstanter. X, =NORMINV(p; u; o)
Eksempel: P(X <x,)=0.7 hvoru=11,4, c=6 x,=NORMINV(0,7; 11,4; 6) =14.55

t - fordeling.
Lad T veere ¢ - fordelt med frihedsgradstallet f.

a) Findp= P(T <a)hvor a er en given konstant. p = 1-TFORDELING(abs(a); f;1)
(bemerk: TFORDELING(abs(a); /;1) udregner “gvre hale” af fordelingen)

Eksempel: p = P(T £ —1.3) ,medf= 14 p= 1-TFORDELING(abs(-1.3);14 ;1) = 0.1073

b) Find 7, (f): P(T'<t,(f))=a (« givenkonstant). t,(f) =TINVQ(1- a);f) ,a>0.5

t,(f)=-TINVQ« ;f) ,ax<0.5
a
(bemeerk: TINV( & if) udregner “evre hale”, svarende til 1 - 5 )

Eksempel: t0975(12) = TINV(2(1-0.975);12) =2,179
to.025(12) = - TINV(0,05;12) = - 2,179

7’ - fordeling.

Lad Q vere y 2 fordelt med frihedsgradstallet £.
a) Find p = P(Q < a) , hvor a er en positiv konstant. p =1 - CHIFORDELING(a;[)

(bemerk: CHIFORDELING(x;f) udregner “ovre hale” af fordelingen)
Eksempel:Find p = P(Q>27.3), med f=19 p = CHIFORDELING(27,3;19) = 0.0979

b) Find fraktilen Yy 5 (f) : P(O< 42(f)) = a (a given konstant). 272(f) =CHIINV(1- @ 3)
(bemeerk: CHIINV( & ;f) udregner “gvre hale”)

Eksempel 26025 (8) =CHIINV(1-0,025:8) = 2,18
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Binomialfordeling.
Lad X vaere binomialfordelt b(n,p)
P(X = x)=BINOMIALFORDELING(x ; n; p; FALSK)
P(X £ x) =BINOMIALFORDELING(x ; n; p; SAND)
Eksempel : p= P(3< X <6)hvorn=100gp=0.3
p=P(X <6)— P(X <2)=BINOMIALFORDELING(6 ; 10; 0,3; SAND) - BINOMIALFORDELING(2 ; 10; 0,3; SAND)
= 0.6066

Poissonfordeling.
Lad X vare Poissonfordelt p( £ )

P(X = x)=POISSON(x; t ;FALSK)
P(X < x) = POISSON(x; 4 ;SAND)
Eksempel: p= P(X <94), hvor p1=147.6 p = POISSON(94;147,6;SAND) = 0.00002

3. Gennemsnit, varians og spredning
Placering: Vivil i det folgende for kortheds skyld antage, at stikprevens vardier stéricellerne Al, A2, A3 ... An.

Gennemsnit: X =MIDDEL(A1:An), MIDDEL(1; 3; 4; 8) =4
Varians: V(X) =VARIANS(A1:An) VARIANS(1; 3; 4; 8) = 8,667
Spredning s =STDAFV(Al:An), s =STDAFV(1; 3; 4; 8) =2.944

4. Hypotesetest og konfidensintervaller

4.1. Normalfordeling.
Lad data veere gemt i en sgjle med navnet “tal”. Lad tal veere {1,3,4,8}
al)  Hypotesetest; o kendt:

Eksempel: 0 =3 ogH: £ <5 P - verdi = ZTEST(tal;5;3) = 0.25
o=3ogH: u>5 P - vardi =1 - ZTEST(tal;5;3)
a2)  Konfidensinterval ¢ kendt. middel(tal) = KONFIDENSINTERVAL(0,05; T ; n)

Eksempel: 0 =3 middel(tal) = KONFIDENSINTERVAL(0,05;3; 4) =4 £ 2,94
bl)  Hypotesetest; o ukendt: F6\ 2: T - Test\

Der findes ikke en t-test for 1 variabel, s& man mé beregne P - veerdi ud fra ¢ =

(X = pp)In
S

Eksempel: H: £ <5

Da t-fordelingen i Excel ikke accepterer negative vardier ma man tage den numeriske vardi (abs) af
resultatet.
P - veerdi = TFORDELING((ABS(MIDDEL(tal)-5)/STDAFV(tal)*4"0,5);4;1) = 0,27
b2) Konfidensinterval o ukendt:

Der beregnes radius r i et 95% konfidensinterval for f£:x+r=X=%t;9,5(f) % :
n
Eksempel: Vealg “Funktioner”\ Dataanalyse\ Beskrivende statistik \Udfylder menu, bl.a.set kryds ved
konfidensniveau for middelvardi.
Kolonnel
Konfidensniveau(95,0%) 4,684434

r =4.684 95% konfidensinterval: 4 + 4.684
4.2. Binomialfordeling.
Der findes ikke en binomialtest
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MAPLE
Beregn gennemsnit og spredning af tallene 134 8
> with(stats):
data:=[1,3,4,8];

data :=[1, 3, 4, 8]
> describe[mean](data);

4

> describe[standarddeviation[1]](data);

/B8

3

Beregne korrelationskoefficient for den i eksempel 9.2 naevnte stikprove
(1,2), (0,0), (2.2), (2,2), (1,0), (2,2), (0,2), (2,2), (0,2), (2,2).

Programudferelse:
> datal:=[1,0,2,2,1,2,0,2,0,2]; x- veerdier
datal :=[1,0,2,2,1,2,0,2,0, 2] udskrift
> data2:=[2,0,2,2,0,2,2,2,2,2]; y-vaerdier
data2 :=[2,0,2,2,0,2,2,2,2,2] udskrift
> describe[linearcorrelation](datal,data2): evalf(");
4014775343 resultat
Normalfordeling.
Find for n»(113.3,5.6) P(X <116.1).
Programudferelse:
> with(stats):
> with(statevalf):
> cdf[normald[113.3,5.6]](116.1);
Facit 6914624613

z° fordeling.
Find en tests P-veerdi: P(Q > 27.26) idet frihedsgradstallet er 19 (jeevnfor eksempel 5.6)

Programudferelse:

> with(stats):

> with(statevalf):

> 1-cdf[chisquare[19]](27.36);

Facit: 0965431211

t - fordeling.
Find en tests P-veerdi: P(7T <-1.31) idet frihedsgradstallet er 14 (jevnfor eksempel 5.5)

Programudferelse:

> with(stats):

> with(statevalf):

> cdffstudentst[14]](-1.31);

Facit: 1056420798

Find for binomialfordelingen 5(100,0.3) P(X <35)
Programudferelse:

> with(stats):

> with(statevalf):

> dcdf[binomiald[100,0.3]](35);

Facit: .8839213940
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APPENDIX 4.1. Oversigt over konfidensintervaller

nr |Forudszet- Estimat for parameter 100 (1 - @) % konfidensinterval for parameter
ninger

X er normalfordelt n(u, o). Givet stikprove af storrelsen n med gennemsnit X og spredning s

M ukendt.  |For f£: X
1 | O kendt X—u

M ukendt. |For f£: X

2 | o ukendt x—1 a(n_l). i

N

Syﬁf+tl_g(n—l)-
2

T
\
:‘“

M kendt For ¢ :

3 | 0 ukendt. Z_Zn:w_ (n_l)sz_l_n(i_lu)z<62<(n_1)s2+n()?—/u)2
WEe T 7. (n) S Za ()
(n-1)s> + n(x - ) ? ’
n
. /A ukendt For o:8° (n- 1)52 ,  (n- l)S2
O ukendt. —X <

SO S5
2,0-0"7 " 2=
2

2

X er binomialfordelt (71, p) , hvor n er kendt og p ukendt. Givet stikprovevardi x.

10<x A P

5 1x<n-10 Forp: P = P-u < p<Ppru o
1—3 n 1—5 n

Xer Poissonfordelt p(z),hvor i ukendt. Der udtages en stikprove af storrelsen n, og der optelles i alt m impulser.

. m - -
> For f: x=— — X — X

6 [m=10 # n X—u , -+ Spusx+u
1—5 n 1—5 n
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APPENDIX 5.1. Test af middelvaerdi /£ for normalfordelt variabel

Der foreligger en stikprove pa X af sterrelsen » med gennemsnit x og spredning s. 7 er en stokastisk variabel der er ¢ - fordelt med f=n - 1.

Forudsatninger Alternativ hypotese H P - verdi Beregning pa TI-89 | H, forkastes Dimensionering *)
H:p> p, P(T>1t) tCdf (t,0,n—1)
P(T<0) Caf ( | e <
H: < <t ¢ —00, ta n—
gg:ll’l;fl?aflts.ni cat: &t A= A= ‘ M- /uo‘ er den mindste endring
igni veau: « . ] - ] Co1 _ o
/o er en given kon- H:p# u, P(T>1) for)i >, |som ovenfor P-verdi<ja | 4 der har prakt}sk interesse.
stant P(T <t)for x < y, S = P(type II fejl)
X = 1) H:pu> Tabelmetode t>t, (n-1
t= w bt ol 1) Benyt dimensioneringstabel tabel 8.
§ H:u< u, Tabelmetode t<-t_,(n-1)
H:p# u, Tabelmetode
>t (n-1)
e
2

*) Se eventuelt kommentar 1 supplement 5B
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APPENDIX 5.2. Test af middelvaerdi . for normalfordelt variabel .

Der foreligger en stikprove pa X af sterrelsen » med gennemsnit x og spredning s.

Forudsatninger Alternativ hypotese H P - verdi Beregning pa TI-89 | H, forkastes Dimensionering
H: >y, P(Y 2 X) normCdf (x,, ft,, o) A= ‘,u— ,uo‘ er den mindste @ndring
o kendt eksakt 14 der har praktisk interesse.
[ = P(type 11 fejl)
Signifikansniveau : — — P-verdi < ¢ 2
H: <y, P(Y <X) normCdf (-, X, tt,, o) u , tu
H, er en given kon- nz A
stant —
o}
Y er normalfordelt _ = - _
H:u# pu, P(Y > x)forx> g, |som ovenfor P - verdi <sa Betegnelser som ovenfor:
o — 2
n . P(Y <Xx)for x<
(ﬂo: \/;) (Y<X) Ho U,
n> 2
A
(o)
(xX—11,) ﬁ H:u> p, Tabelmetode u>u,_, Som ovenfor
0
u=
o H:u< p, Tabelmetode u<-u,_,
: Tabelmetod S i
H:pu+ u, abelmetode > U, om ovenfor

Hvis n > 30 kan o approksimativt erstattes af's.
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APPENDIX 5.3. Test af varians ¢ for normalfordelt variabel .

Der foreligger en stikprove pa X af storrelsen # med gennemsnit x og sprednings. Qer y° fordelt med f=n- 1.

Forudsaetninger Alternativ hypotese P - veerdi Beregning pa TI-89 H, forkastes
H:c’ >0, P(O>7*)0 chi2Cdf (y*,00,n—1) v < o
H:c’ <o, P(O< %) chi2Cdf (—o, y*,n—1)
4 ukendt
Signifikansniveau: « Ho®# O'g P(O> y*)for y* > n-1 |som ovenfor o
o, er en given konstant PO < ZZ) for Zz <n-1 P-verdi< ;&
) _ (n-1)s> B
o H:c’ >0} Tabelmetode P> . (n-1)
H.o’ <o, Tabelmetode 2 ¢ 2 (n-1
0 Z Za ( )
H:o” # 0, Tabelmetode 2> 7 =D eller 7' < za(n=1)
2 2
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APPENDI X 5. 4 APPENDI X 8.7

APPENDIX 5.4 Oversigt over test af varians o° for normalfordelt variabel .

Der foreligger en stikpreve pa X af storrelsen n med gennemsnit X og sprednings. Qer y° fordelt med f= n.

Forudsztninger Alternativ hypotese: Beregning Beregning pa TI-89 H, forkastes
H:c’ >0, P(O> z%) chi2Cdf (y*,0,n) | P-verdi < o
H:c’ <o, P(O< 1*) chi2Cdf (~», y* ,n)
L kendt
Signifikansniveau er o H:o? # o, P(O= y*) for y> >n |som ovenfor

. . 1
o, er en given konstant P-verdi< 7 &

2 2
5 (}’l—l)S2+}’l()€—,u)2 P(QSZ )fOI‘}( <n,
Z =

2
o
‘ Ho? > 0'5 Tabelmetode ZZ > le—a (n)
H o’ < Gg Tabelmetode Z2 < Zﬁ (n)
H:c? # 0, Tabelmetode 7> zfg(”) eller 2°<z.(n)
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APPENDIX 5.5. Test af parameter p for binomialfordelt variabel

X er binomialfordelt b(n, p), hvor n er kendt og p er ukendt. Der foreligger en stikpreve pd X . Observeret stikprovevaerdi x. Signifikansniveauer . Yer
binomialfordelt b(n, p,), hvor p, er en given konstant.

Alternativ hypotese P - verdi Beregning pa TI 89 H, forkastes
H:p> p, P(Y 2 x) binomCdf(n, p,, X, )
P-verdi < o
H:p<p, P(Y < x) binomCdf(n, p,,- %, x)
H: p=p, P(Y 2 x) forx > n- p, |som ovenfor P-verdi< o

P(Y < x) forx<n-p,

1 9
Forudsattes 10 < py < -0g 5<n-p,<n-35 kan approksimeres med normalfordeling

10
Alternativ hypotese |Beregning H, forkastes
H:p>p, 1 Tabelmetode u>u,_,
X-57-n-
H:p< u= 2 Po_ | Tabelmetode U< —1u
P <Py lI-a
\/n'po (1= p,)
H: p=p, Tabelmetode U > u 3
1
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APPENDIX 5.6 Test af parameter i for Poissonfordelt variabel .

APPENDI X 8.7

X er Poissonfordelt p(u), hvor i er ukendt. Der foreligger en stikpreve pa X af sterrelsen n med gennemsnit x . Signifikansniveau er « .
Y er Poissonfordelt p(n- 4,), hvor 4 er en given konstant.

P(Y<n-x)for x<n-py,

Alternativ hypotese. P - vaerdi Beregning pa TI 89 H, forkastes
H:u> y, P(Y>n-x) possCdf (n- u,,n-x,1000)

_ P-verdi < ¢
H:p <, P(Y <n-x) possCdf (n- p4,,0,n-X)
H:u+ p, P(Y=n-x)for x> n- M, |som ovenfor P-verdi < 2o

Er 711 44, 2 10 kan approksimeres med normalfordeling

Alternativ hypotese |Beregning H, forkastes
H:p> p, nX-3-n Tabelmetode u>u,_,
u=
H: <, VI Ho Tabelmetode u< -u,,
H:p#p, Tabelmetode ul > u .,
1-—
2

149



APPENDI X 7.1

APPENDIX 7.1. Oversigt over approksimationer.

(N, M) o > b(n, p) ., hvor p = /\V[
n
N0
. » p(w). hvorp=n-p
pe — 7
10
b(n, p) —
| 9 /
— < D = - S < D - BR
o ! 10 Comrenee Y
» n(n-p.Vn-p-(1-p))
B
n LV
pR) > LA
M 10

n 1 M 1
1) Nér I > 10% N < Ebenyttes, at (N, M,n) = h(N,n,M).

9
2)For p 2 E benyttes, i stedet for at teelle X, = “antal af successer”, s at teelle X=antal fiaskoerdvs. p = 1- P gammel
og X=n-X

gammel *

3) Husk heltalskorrektion ved approksimation med normalfordeling.
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Tabel 1 Fordelingsfunktionen ® for U-fordelingen
n(0,1).

|
J e 2dt

O(u)= PU<Lu)=

Ny

Eksempler: ®(-1.97)=0.0244 og ®(1.97)=0.9756

O (u)

u 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
pP-3.4 ) 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0002
-3.3 0.0005 0.0005 0.0005 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0003
-3.2 0.0007 0.0007 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0005 0.0005 0.0005
-3.1 0.0010 0.0009 0.0009 0.0009 0.0008 0.0008 0.0008 0.0008 0.0007 0.0007
-3.0 0.0014 0.0013 0.0013 0.0012 0.0012 0.0011 0.0011 0.0011 0.0010 0.0010
-2.9 ((0.0019 0.0018 0.0018 0.0017 0.0016 0.0016 0.0015 0.0015 0.0014 0.0014
-2.8 0.0026 0.0025 0.0024 0.0023 0.0023 0.0022 0.0021 0.0021 0.0020 0.0019
-2.7 0.0035 0.0034 0.0033 0.0032 0.0031 0.0030 0.0029 0.0028 0.0027 0.0026
-2.6 ([0.0047 0.0045 0.0044 0.0043 0.0041 0.0040 0.003%9 0.0038 0.0037 0.0036
-2.5 0.0062 0.0060 0.0059 0.0057 0.0055 0.0054 0.0052 0.0051 0.0049 0.0048
-2.4 0.0082 0.0080 0.0078 0.0075 0.0073 0.0071 0.0069 0.0068 0.0066 0.0064
-2.3 0.0108 0.0104 0.0102 0.0099 0.0096 0.0094 0.0091 0.0089 0.0087 0.0084
-2.2 0.0139 0.0136 0.0132 0.0129 0.0126 0.0122 0.0119 0.0116 0.0113 0.0110
-2.1 0.0179 0.0174 0.0170 0.0166 0.0162 0.0158 0.0154 0.0150 0.0146 0.0143
-2.0 0.0228 0.0222 0.0217 0.0212 0.0207 0.0202 0.0197 0.0192 0.0188 0.0183
-1.9 [|0.0287 0.0281 0.0274 0.0268 0.0262 0.0256 0.0250 0.0244 0.0239 0.0233
-1.8 0.0359 0.0352 0.0344 0.0336 0.0329 0.0322 0.0314 0.0307 0.0301 0.0294
-1.7 0.0446 0.0436 0.0427 0.0418 0.0409 0.0401 0.0392 0.0384 0.0375 0.0367
-1.6 [|0.0548 0.0537 0.0526 0.0516 0.0505 0.0495 0.0485 0.0475 0.0465 0.0455
-1.5 0.0668 0.0655 0.0643 0.0630 0.0618 0.0606 0.0594 0.0582 0.0571 0.0559
-1.4 0.0808 0.0793 0.0778 0.0764 0.0749 0.0735 0.0722 0.0708 0.0694 0.0681
-1.3 0.0968 0.0951 0.0934 0.0918 0.0901 0.0885 0.0869 0.0853 0.0838 0.0823
-1.2 0.1151 0.1131 0.1112 0.1093 0.1075 0.1056 0.1038 0.1020 0.1003 0.0985
-1.1 0.1357 0.1335 0.1314 0.1292 0.1271 0.1251 0.1230 0.1210 0.1190 0.1170
-1.0 0.1587 0.1562 0.1539 0.1515 0.1492 0.1469 0.1446 0.1423 0.1401 0.1379
-0.9 ([0.1841 0.1814 0.1788 0.1762 0.1736 0.1711 0.1685 0.1660 0.1635 0.1611
-0.8 0.2119 0.2090 0.2061 0.2033 0.2005 0.1977 0.1949 0.1922 0.1894 0.1867
-0.7 0.2420 0.2389 0.2358 0.2327 0.2297 0.2266 0.2236 0.2206 0.2177 0.2148
-0.6 [[0.2743 0.2709 0.2676 0.2643 0.2611 0.2578 0.2546 0.2514 0.2483 0.2451
-0.5 0.3085 0.3050 0.3015 0.2981 0.2946 0.2912 0.2877 0.2843 0.2810 0.2776
-0.4 0.3446 0.3409 0.3372 0.3336 0.3300 0.3264 0.3228 0.3192 0.3156 0.3121
-0.3 0.3821 0.3783 0.3745 0.3707 0.3669 0.3632 0.3594 0.3557 0.3520 0.3483
-0.2 0.4207 0.4168 0.4129 0.4090 0.4052 0.4013 0.3974 0.3936 0.3897 0.3859
-0.1 0.4602 0.4562 0.4522 0.4483 0.4443 0.4404 0.4364 0.4325 0.4286 0.4247
-0.0 0.5000 0.4960 0.4920 0.4880 0.4840 0.4801 0.4761 0.4721 0.4681 0.4641
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Tabel 1 (fortsat) Fordelingsfunktionen @ for U-fordelingen 1(0,1).

O (u)= P(U< u)= J;—ﬂ-ﬁe_tzdt

2

O (u)

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.5 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.7 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7703 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.8 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
1.0 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
1.1 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.2 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
1.3 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177
1.4 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
1.5 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9430 0.9441
1.6 0.9452 0.9463 0.9474 0.9485 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
1.8 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9700 0.9706
1.9 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9762 0.9767
2.0 0.9773 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
2.1 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
2.2 0.9861 0.9865 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
2.3 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
2.4 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
2.5 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
2.6 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
2.7 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974
2.8 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
2.9 0.9981 0.9982 0.9983 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986
3.0 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990
3.1 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993
3.2 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995
3.3 0.9995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997
3.4 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9998
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Tabel 2 Fraktiler u, i U-fordelingen n(0,1). PU<u,)=p.

Bemark: u,=-u, _,

Eksempler: ;4,5 = 1.960

D(u)
A\

D(u)
A\

Blat areal
=1-p
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Tabel 3 Fraktiler i }(ﬁ -fordelingen > (f).P(y” < ;(f)) =p

2 2 2 2,
X =U +U;+..+Uy  hvor U U,,..., U,

1 2
Approksimativ formel: ;(127 ()= 5(1/2f -1+ up) for f > 30

0.0005 0.001 0.005 0.01 0.025 0.05 0.10

.000
.001
.015
.064
.158

.299
.485
.710
.972
.26

.59
.93
.31
.70

.000
.002
.024
.091
.210

.381
.598
.857
.15
.48

.83
.21
.62
.04
.48

.94
.42
.90
.41
.92

.98
.08
.22

.000
.010
.072
.207
.412

.676
.989
.34
.73
.16

.60
.07
.57
.07
.60

.14
.70
.26
.84
.43

.64
.89

.000
.020
.115
.297
.554

.872
.24
.65
.09
.56

.05
.57
L11
.66
.23

.81
.41
.01
.63
.26

.001
.051
.216
.484
.831

.24
.69
.18
.70
.25

.82
.40
.01
.63
.26

.91
.56
.23
.91
.59

.004
.103
.352
711
.15

.64
.17
.73
.33
.94

.57
.23
.89
.57
.26

.96
.67
.39
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PUE R LN o0
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N
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MOND NEOEE BOWOW ©OWw®e O
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Tabel 3 (fortsat). Fraktiler i }(; -fordelingen }(2 (f). P(}(z < }(12)) =p
Eksempler: For 7> (10) er P(X < 20,.5) = 0.975 og Z{%m(30) =18.5

P 0.80 0.90 0.95 0.975 0.99 0.995 0.999 0.9995
f
1 1.4 2.71 3.84 5.02 6.63 7.88 10.8 12.1
2 3.22 4.61 5.99 7.38 9.21 10.6 13.8 15.2
3 4.64 6.25 7.81 9.35 11.3 12.8 16.3 17.7
4 5.99 7.78 9.49 11.1 13.3 14.9 18.5 20.0
5 7.29 9.24 11.1 12.8 15.1 16.7 20.5 22.1
6 8.56 10.6 12.6 14.4 16.8 18.5 22.5 24.1
7 9.80 12.0 14.1 16.0 18.5 20.3 24.3 26.0
8 11.0 13.4 15.5 17.5 20.1 22.0 26.1 27.9
9 12.2 14.7 16.9 19.0 21.7 23.6 27.9 29.7
10 13.4 16.0 18.3 20.5 23.2 25.2 29.6 31.4
11 14.6 17.3 19.7 21.9 24.7 26.8 31.3 33.1
12 15.8 18.5 21.0 23.3 26.2 28.3 32.9 34.8
13 17.0 19.8 22.4 24.7 27.7 29.8 34.5 36.5
14 18.2 21.1 23.7 26.1 29.1 31.3 36.1 38.1
15 19.3 22.3 25.0 27.5 30.6 32.8 37.7 39.7
16 20.5 23.5 26.3 28.8 32.0 34.3 39.3 41.3
17 21.6 24.8 27.6 30.2 33.4 35.7 40.8 42.9
18 22.8 26.0 28.9 31.5 34.8 37.2 42.3 44 .4
19 23.9 27.2 30.1 32.9 36.2 38.6 43.8 46.0
20 25.0 28.4 31.4 34.2 37.6 40.0 45.3 47.5
22 27.3 30.8 33.9 36.8 40.3 42.8 48.3 50.5
24 29.6 33.2 36.4 39.4 43.0 45.6 51.2 53.5
26 31.8 35.6 38.9 41.9 45.6 48.3 54.1 56.4
28 34.0 37.9 41.3 44.5 48.3 51.0 56.9 59.3
30 36.3 40.3 43.8 47.0 50.9 53.7 59.7 62.2
32 38.5 42.6 46.2 49.5 53.5 56.3 62.5 65.0
34 40.7 44.9 48.6 52.0 56.1 59.0 65.2 67.8
36 42.9 47.2 51.0 54.4 58.6 61.6 68.0 70.6
38 45.1 49.5 53.4 56.9 61.2 64.2 70.7 73.4
40 47.3 51.8 55.8 59.3 63.7 66.8 73.4 76.1
45 52.7 57.5 61.7 65.4 70.0 73.2 80.1 82.9
50 58.2 63.2 67.5 71.4 76.2 79.5 86.7 89.6
60 69.0 74.4 79.1 83.3 88.4 92.0 99.6 103
70 79.7 85.5 90.5 95.0 100 104 112 116
80 90.4 96.6 102 107 112 116 125 128
90 101 108 113 118 124 128 137 141
100 112 119 124 130 136 140 149 153
110 122 129 135 141 147 152 162 165
120 133 140 147 152 159 164 174 178
130 143 151 158 163 170 175 186 190
140 154 162 169 175 182 187 197 202
150 164 172 180 186 193 198 209 214
160 175 183 191 197 205 210 221 225
180 196 205 212 219 227 233 244 249
200 217 226 234 241 249 255 268 272
300 320 332 341 350 360 367 381 387
400 424 437 448 457 469 477 493 500
500 527 541 553 564 577 585 604 611
1000 1038 1058 1075 1090 1107 1119 1144 1154
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Tabel 4 Fraktiler 7, i ¢- fordelingen #(f).

P(T<t,))= p hvor T:m
s

Eksempler: For¢(27) er P(X <£3.42)=0.999.
fhos(1)=6.31. 1,,5(10) = - £,45(10) = -1.81.

£ p 0.60 0.75 0.90 0.95 0.975 0.99 0.995 0.999 0.9995
1 0.33 1.00 3.08 6.31 12.7 31.8 63.7 318 637
2 0.29 0.82 1.89 2.92 4.30 6.97 9.93 22.3 31.6
3 0.28 0.74 1.64 2.35 3.18 4.54 5.84 10.2 12.9
4 0.27 0.74 1.53 2.13 2.78 3.75 4.60 7.17 8.61
5 0.27 0.72 1.48 2.02 2.57 3.37 4.03 5.89 6.86
6 0.27 0.72 1.44 1.94 2.45 3.14 3.71 5.21 5.96
7 0.26 0.71 1.42 1.90 2.37 3.00 3.50 4.79 5.41
8 0.26 0.71 1.40 1.86 2.31 2.90 3.36 4.50 5.04
9 0.26 0.70 1.38 1.83 2.26 2.82 3.25 4.30 4.78
10 0.26 0.70 1.37 1.81 2.23 2.76 3.17 4.14 4.59
11 0.26 0.70 1.36 1.80 2.20 2.72 3.11 4.03 4.44
12 0.26 0.70 1.36 1.78 2.18 2.68 3.06 3.93 4.32
13 0.26 0.69 1.35 1.77 2.16 2.65 3.01 3.85 4.22
14 0.26 0.69 1.35 1.76 2.15 2.62 2.98 3.79 4.14
15 0.26 0.69 1.34 1.75 2.13 2.60 2.95 3.73 4.07
16 0.26 0.69 1.34 1.75 2.12 2.58 2.92 3.69 4.02
17 0.26 0.69 1.33 1.74 2.11 2.57 2.90 3.65 3.97
18 0.26 0.69 1.33 1.73 2.10 2.55 2.88 3.61 3.92
19 0.26 0.69 1.33 1.73 2.09 2.54 2.86 3.58 3.88
20 0.26 0.69 1.33 1.73 2.09 2.53 2.85 3.55 3.85
21 0.26 0.69 1.32 1.72 2.08 2.52 2.83 3.53 3.82
22 0.26 0.69 1.32 1.72 2.07 2.51 2.82 3.51 3.79
23 0.26 0.69 1.32 1.71 2.07 2.50 2.81 3.49 3.77
24 0.26 0.69 1.32 1.71 2.06 2.49 2.80 3.47 3.75
25 0.26 0.68 1.32 1.71 2.06 2.49 2.79 3.45 3.73
26 0.26 0.68 1.32 1.71 2.06 2.48 2.78 3.44 3.71
27 0.26 0.68 1.31 1.70 2.05 2.47 2.77 3.42 3.69
28 0.26 0.68 1.31 1.70 2.05 2.47 2.76 3.41 3.67
29 0.26 0.68 1.31 1.70 2.05 2.46 2.76 3.40 3.66
30 0.26 0.68 1.31 1.70 2.04 2.46 2.75 3.39 3.65
40 0.26 0.68 1.30 1.68 2.02 2.42 2.70 3.31 3.55
50 0.26 0.68 1.30 1.68 2.01 2.40 2.68 3.26 3.50
60 0.25 0.68 1.30 1.67 2.00 2.39 2.66 3.23 3.46
80 0.25 0.68 1.29 1.66 1.99 2.37 2.64 3.20 3.42
100 0.25 0.68 1.29 1.66 1.98 2.37 2.63 3.17 3.39
120 0.25 0.68 1.29 1.66 1.98 2.36 2.62 3.16 3.37
200 0.25 0.68 1.29 1.65 1.97 2.35 2.60 3.13 3.34
500 0.25 0.68 1.28 1.65 1.97 2.33 2.59 3.11 3.31
00 0.25 0.67 1.28 1.65 1.96 2.33 2.58 3.09 3.29
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Tabel 5 95%-fraktil F,,; i F-fordelingen F(f;.f). P(F < F,,.)=0.95

[, 1 4 5 6 7 8 9 10 12 14 16 18 20 25 30 40 60 120 o0
N

1 161.5 199.5 215.7 224.6 230.5 234.0 236.8 238.9 240.5 241.9 |243.9 245.4 246.5 247.3 248.0 |249.3 250.1 251.1 252.2 253.3 253.7
2 18.51 19.00 19.16 19.25 19.30 19.33 19.35 19.37 19.38 19.40 |19.41 19.42 19.43 19.44 19.45 |19.46 19.46 19.47 19.48 19.49 19.50
3 10.13 9.55 9.28 9.12 9.01 8.94 8.89 8.85 8.81 8.79 8.74 8.71 8.69 8.67 8.66 8.63 8.62 8.59 8.57 8.55 8.53
4 7.71 6.94 6.59 6.39 6.26 6.16 6.09 6.04 6.00 5.96 5.91 5.87 5.84 5.82 5.80 5.77 5.75 5.72 5.69 5.66 5.63
5 6.61 5.79 5.41 5.19 5.05 4.95 4.88 4.82 4.77 4.74 4.68 4.64 4.60 4.58 4.56 4.52 4.50 4.46 4.43 4.40 4.36
6 5.99 5.14 4.76 4.53 4.39 4.28 4.21 4.15 4.10 4.06 4.00 3.96 3.92 3.90 3.87 3.83 3.81 3.77 3.74 3.70 3.67
7 5.59 4.74 4.35 4.12 3.97 3.87 3.79 3.73 3.68 3.64 3.57 3.53 3.49 3.47 3.44 3.40 3.38 3.34 3.30 3.27 3.23
8 5.32 4.46 4.07 3.84 3.69 3.58 3.50 3.44 3.39 3.35 3.28 3.24 3.20 3.17 3.15 3.11 3.08 3.04 3.01 2.97 2.93
9 5.12 4.26 3.86 3.63 3.48 3.37 3.29 3.23 3.18 3.14 3.07 3.03 2.99 2.96 2.94 2.89 2.86 2.83 2.79 2.75 2.71
10 4.96 4.10 3.71 3.48 3.33 3.22 3.14 3.07 3.02 2.98 2.91 2.86 2.83 2.80 2.77 2.73 2.70 2.66 2.62 2.58 2.54
11 4.84 3.98 3.59 3.36 3.20 3.09 3.01 2.95 2.90 2.85 2.79 2.74 2.70 2.67 2.65 2.60 2.57 2.53 2.49 2.45 2.40
12 4.75 3.89 3.49 3.26 3.11 3.00 2.91 2.85 2.80 2.75 2.69 2.64 2.60 2.57 2.54 2.50 2.47 2.43 2.38 2.34 2.30
13 4.67 3.81 3.41 3.18 3.03 2.92 2.83 2.77 2.71 2.67 2.60 2.55 2.52 2.48 2.46 2.41 2.38 2.34 2.30 2.25 2.21
14 4.60 3.74 3.34 3.11 2.96 2.85 2.76 2.70 2.65 2.60 2.53 2.48 2.44 2.41 2.39 2.34 2.31 2.27 2.22 2.18 2.13
15 4.54 3.68 3.29 3.06 2.90 2.79 2.71 2.64 2.59 2.54 2.48 2.42 2.38 2.35 2.33 2.28 2.25 2.20 2.16 2.11 2.07
16 4.49 3.63 3.24 3.01 2.85 2.74 2.66 2.59 2.54 2.49 2.42 2.37 2.33 2.30 2.28 2.23 2.19 2.15 2.11 2.06 2.01
17 4.45 3.59 3.20 2.96 2.81 2.70 2.61 2.55 2.49 2.45 2.38 2.33 2.29 2.26 2.23 2.18 2.15 2.10 2.06 2.01 1.96
18 4.41 3.55 3.16 2.93 2.77 2.66 2.58 2.51 2.46 2.41 2.34 2.29 2.25 2.22 2.19 2.14 2.11 2.06 2.02 1.97 1.92
19 4.38 3.52 3.13 2.90 2.74 2.63 2.54 2.48 2.42 2.38 2.31 2.26 2.21 2.18 2.16 2.11 2.07 2.03 1.98 1.93 1.88
20 4.35 3.49 3.10 2.87 2.71 2.60 2.51 2.45 2.39 2.35 2.28 2.23 2.18 2.15 2.12 2.07 2.04 1.99 1.95 1.90 1.84
21 4.32 3.47 3.07 2.84 2.68 2.57 2.49 2.42 2.37 2.32 2.25 2.20 2.16 2.12 2.10 2.05 2.01 1.96 1.92 1.87 1.81
22 4.30 3.44 3.05 2.82 2.66 2.55 2.46 2.40 2.34 2.30 2.23 2.17 2.13 2.10 2.07 2.02 1.98 1.94 1.89 1.84 1.78
23 4.28 3.42 3.03 2.80 2.64 2.53 2.44 2.37 2.32 2.27 2.20 2.15 2.11 2.08 2.05 2.00 1.%96 1.91 1.86 1.81 1.76
24 4.26 3.40 3.01 2.78 2.62 2.51 2.42 2.36 2.30 2.25 2.18 2.13 2.09 2.05 2.03 1.97 1.94 1.89 1.84 1.79 1.73
25 4.24 3.39 2.99 2.76 2.60 2.49 2.40 2.34 2.28 2.24 2.16 2.11 2.07 2.04 2.01 1.96 1.92 1.87 1.82 1.77 1.71
30 4.17 3.32 2.92 2.69 2.53 2.42 2.33 2.27 2.21 2.16 2.09 2.04 1.99 1.96 1.93 1.88 1.84 1.79 1.74 1.68 1.62
40 4.08 3.23 2.84 2.61 2.45 2.34 2.25 2.18 2.12 2.08 2.00 1.95 1.90 1.87 1.84 1.78 1.74 1.69 1.64 1.58 1.51
50 4.03 3.18 2.79 2.56 2.40 2.29 2.20 2.13 2.07 2.03 1.95 1.89 1.85 1.81 1.78 1.73 1.69 1.63 1.58 1.51 1.44
60 4.00 3.15 2.76 2.53 2.37 2.25 2.17 2.10 2.04 1.99 1.92 1.86 1.82 1.78 1.75 1.69 1.65 1.59 1.53 1.47 1.39
120 3.92 3.07 2.68 2.45 2.29 2.18 2.09 2.02 1.96 1.91 1.83 1.78 1.73 1.69 1.66 1.60 1.55 1.50 1.43 1.35 1.25
0] 3.84 3.00 2.60 2.37 2.21 2.10 2.01 1.94 1.88 1.83 1.75 1.69 1.64 1.60 1.57 1.51 1.46 1.39 1.32 1.22 1.00
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Tabel 6 kumulerede sandsynligheder i binomialfordelingen b(n, p) . P (X < x)

Eksempel: For 5(6,04) er P(X < 3) = 0.821.

P(X < x) i binomialfordelingen b(n,p)

p
n x |0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50 0.55 0.60 O0.65 0.70 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95
2 0 |0.902 0.810 0.722 0.640 0.562 0.490 0.422 0.360 0.302 0.250 0.203 0.160 0.123 0.090 0.063 0.040 0.023 0.010 0.003
1 [j0.998 0.990 0.978 0.960 0.938 0.910 0.878 0.840 0.798 0.750 0.697 0.640 0.578 0.510 0.438 0.360 0.278 0.190 0.097
2 |f£.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
3 0 |0.857 0.729 0.614 0.512 0.422 0.343 0.275 0.216 0.166 0.125 0.091 0.064 0.043 0.027 0.016 0.008 0.003 0.001 0.000
1 [j0.993 0.972 0.939 0.896 0.844 0.784 0.718 0.648 0.575 0.500 0.425 0.352 0.282 0.216 0.156 0.104 0.061 0.028 0.007
2 |[£t.000 0.999 0.997 0.992 0.984 0.973 0.957 0.936 0.909 0.875 0.834 0.784 0.725 0.657 0.578 0.488 0.386 0.271 0.143
3 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
4 0 [[0.815 0.656 0.522 0.410 0.316 0.240 0.179 0.130 0.092 0.062 0.041 0.026 0.015 0.008 0.004 0.002 0.001 0.000 0.000
1 |0.986 0.948 0.890 0.819 0.738 0.652 0.563 0.475 0.391 0.312 0.242 0.179 0.126 0.084 0.051 0.027 0.012 0.004 0.000
2 ]1.000 0.996 0.988 0.973 0.949 0.916 0.874 0.821 0.759 0.688 0.609 0.525 0.437 0.348 0.262 0.181 0.110 0.052 0.014
3 1.000 0.999 0.998 0.996 0.992 0.985 0.974 0.959 0.938 0.908 0.870 0.821 0.760 0.684 0.590 0.478 0.344 0.185
4 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
5 0 [[0.774 0.590 0.444 0.328 0.237 0.168 0.116 0.078 0.050 0.031 0.018 0.010 0.005 0.002 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000
1 |0.977 0.919 0.835 0.737 0.633 0.528 0.428 0.337 0.256 0.188 0.131 0.087 0.054 0.031 0.016 0.007 0.002 0.000 0.000
2 110.999 0.991 0.973 0.942 0.896 0.837 0.765 0.683 0.593 0.500 0.407 0.317 0.235 0.163 0.104 0.058 0.027 0.009 0.001
3 [1.000 1.000 0.998 0.993 0.984 0.969 0.946 0.913 0.869 0.812 0.744 0.663 0.572 0.472 0.367 0.263 0.165 0.081 0.023
4 1.000 1.000 0.999 0.998 0.995 0.990 0.982 0.969 0.950 0.922 0.884 0.832 0.763 0.672 0.556 0.410 0.226
5 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
6 0 |0.735 0.531 0.377 0.262 0.178 0.118 0.075 0.047 0.028 0.016 0.008 0.004 0.002 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
1 [j0.967 0.886 0.776 0.655 0.534 0.420 0.319 0.233 0.164 0.109 0.069 0.041 0.022 0.011 0.004 0.002 0.000 0.000 0.000
2 |[0.998 0.984 0.953 0.901 0.831 0.744 0.647 0.544 0.442 0.344 0.255 0.179 0.117 0.070 0.038 0.017 0.006 0.001 0.000
3 [|1.000 0.999 0.994 0.983 0.962 0.930 0.883 0.821 0.745 0.656 0.558 0.456 0.353 0.256 0.169 0.099 0.047 0.016 0.002
4 1.000 1.000 0.998 0.995 0.989 0.978 0.959 0.931 0.891 0.836 0.767 0.681 0.580 0.466 0.345 0.224 0.114 0.033
5 1.000 1.000 0.999 0.998 0.996 0.992 0.984 0.972 0.953 0.925 0.882 0.822 0.738 0.623 0.469 0.265
6 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
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P(X < x) i binomialfordelingen b(n,p)

p

x |0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50 0.55 0.60 O0.65 0.70 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95

0 |0.698 0.478 0.321 0.210 0.133 0.082 0.04%9 0.028 0.015 0.008 0.004 0.002 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
1 [j0.956 0.850 0.717 0.577 0.445 0.329 0.234 0.159 0.102 0.062 0.036 0.019 0.009 0.004 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000
2 |[0.996 0.974 0.926 0.852 0.756 0.647 0.532 0.420 0.316 0.227 0.156 0.096 0.056 0.029 0.013 0.005 0.001 0.000 0.000
3 ||1.000 0.997 0.988 0.967 0.929 0.874 0.800 0.710 0.608 0.500 0.392 0.290 0.200 0.126 0.071 0.033 0.012 0.003 0.000
4 1.000 0.999 0.995 0.987 0.971 0.944 0.904 0.847 0.773 0.684 0.580 0.468 0.353 0.244 0.148 0.074 0.026 0.004
5 1.000 1.000 0.999 0.996 0.991 0.981 0.964 0.938 0.898 0.841 0.766 0.671 0.555 0.423 0.283 0.150 0.044
6 1.000 1.000 0.999 0.998 0.996 0.992 0.985 0.972 0.951 0.918 0.867 0.790 0.679 0.522 0.302
7 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0 |0.663 0.430 0.272 0.168 0.100 0.058 0.032 0.017 0.008 0.004 0.002 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
1 [[0.943 0.813 0.657 0.503 0.367 0.255 0.169 0.106 0.063 0.035 0.018 0.009 0.004 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
2 |[0.994 0.962 0.895 0.797 0.679 0.552 0.428 0.315 0.220 0.145 0.088 0.050 0.025 0.011 0.004 0.001 0.000 0.000 0.000
3 ||1.000 0.995 0.979 0.944 0.886 0.806 0.706 0.594 0.477 0.363 0.260 0.174 0.106 0.058 0.027 0.010 0.003 0.000 0.000
4 1.000 0.997 0.990 0.973 0.942 0.894 0.826 0.740 0.637 0.523 0.406 0.294 0.194 0.114 0.056 0.021 0.005 0.000
5 1.000 0.999 0.996 0.989 0.975 0.950 0.912 0.855 0.780 0.685 0.572 0.448 0.321 0.203 0.105 0.038 0.006
6 1.000 1.000 0.999 0.996 0.991 0.982 0.965 0.937 0.894 0.831 0.745 0.633 0.497 0.343 0.187 0.057
7 1.000 1.000 0.999 0.998 0.996 0.992 0.983 0.968 0.942 0.901 0.832 0.728 0.570 0.337
8 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0 [[0.630 0.387 0.232 0.134 0.075 0.040 0.021 0.010 0.005 0.002 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
1 |0.%929 0.775 0.599 0.436 0.300 0.196 0.121 0.071 0.039 0.020 0.009 0.004 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
2 110.992 0.947 0.859 0.738 0.601 0.463 0.337 0.232 0.150 0.090 0.050 0.025 0.011 0.004 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000
3 J0.999 0.992 0.966 0.914 0.834 0.730 0.609 0.483 0.361 0.254 0.166 0.099 0.054 0.025 0.010 0.003 0.000 0.000 0.000
4 |1.000 0.999 0.994 0.980 0.951 0.901 0.828 0.733 0.621 0.500 0.379 0.267 0.172 0.099 0.049 0.020 0.006 0.001 0.000
5 1.000 0.999 0.997 0.990 0.975 0.946 0.901 0.834 0.746 0.639 0.517 0.391 0.270 0.166 0.086 0.034 0.008 0.001
6 1.000 1.000 0.999 0.996 0.989 0.975 0.950 0.910 0.850 0.768 0.663 0.537 0.399 0.262 0.141 0.053 0.008
7 1.000 1.000 0.999 0.996 0.991 0.980 0.961 0.929 0.879 0.804 0.700 0.564 0.401 0.225 0.071
8 1.000 1.000 0.999 0.998 0.995 0.990 0.979 0.960 0.925 0.866 0.768 0.613 0.370
9 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
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P(X < x) i binomialfordelingen b(n,p)

p
n x |0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50 0.55 0.60 O0.65 0.70 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95
10 0 |0.599 0.349 0.197 0.107 0.056 0.028 0.013 0.006 0.003 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
1 [j0.914 0.736 0.544 0.376 0.244 0.149 0.086 0.046 0.023 0.011 0.005 0.002 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
2 |[0.988 0.930 0.820 0.678 0.526 0.383 0.262 0.167 0.100 0.055 0.027 0.012 0.005 0.002 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
3 [|0.999 0.987 0.950 0.879 0.776 0.650 0.514 0.382 0.266 0.172 0.102 0.055 0.026 0.011 0.004 0.000 0.000 0.000 0.000
4 [|1.000 0.998 0.990 0.967 0.922 0.850 0.751 0.633 0.504 0.377 0.262 0.166 0.095 0.047 0.020 0.006 0.001 0.000 0.000
5 1.000 0.999 0.994 0.980 0.953 0.905 0.834 0.738 0.623 0.496 0.367 0.249 0.150 0.078 0.033 0.010 0.002 0.000
6 1.000 0.999 0.996 0.989 0.974 0.945 0.898 0.828 0.734 0.618 0.486 0.350 0.224 0.121 0.050 0.013 0.001
7 1.000 1.000 0.998 0.995 0.988 0.973 0.945 0.900 0.833 0.738 0.617 0.474 0.322 0.180 0.070 0.012
8 1.000 0.999 0.998 0.995 0.989 0.977 0.954 0.914 0.851 0.756 0.624 0.456 0.264 0.086
9 1.000 1.000 1.000 0.999 0.997 0.994 0.987 0.972 0.944 0.893 0.803 0.651 0.401
10 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
11 0 |0.569 0.314 0.167 0.086 0.042 0.020 0.008 0.004 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
1 [j0.898 0.697 0.492 0.322 0.197 0.113 0.061 0.030 0.014 0.006 0.002 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
2 |[06.985 0.910 0.779 0.617 0.455 0.313 0.200 0.119 0.065 0.033 0.015 0.006 0.002 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
3 [j0.998 0.981 0.931 0.839 0.713 0.570 0.426 0.296 0.191 0.113 0.061 0.029 0.012 0.004 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000
4 [|1.000 0.997 0.984 0.950 0.885 0.790 0.668 0.533 0.397 0.274 0.174 0.099 0.050 0.022 0.008 0.002 0.000 0.000 0.000
5 1.000 0.997 0.988 0.966 0.922 0.851 0.753 0.633 0.500 0.367 0.247 0.149 0.078 0.034 0.012 0.003 0.000 0.000
6 1.000 0.998 0.992 0.978 0.950 0.901 0.826 0.726 0.603 0.467 0.332 0.210 0.115 0.050 0.016 0.003 0.000
7 1.000 0.999 0.996 0.988 0.971 0.939 0.887 0.809 0.704 0.574 0.430 0.287 0.161 0.069 0.019 0.002
8 1.000 0.999 0.998 0.994 0.985 0.967 0.935 0.881 0.800 0.687 0.545 0.383 0.221 0.090 0.015
9 1.000 1.000 0.999 0.998 0.994 0.986 0.970 0.939 0.887 0.803 0.678 0.508 0.303 0.102
10 1.000 1.000 1.000 0.999 0.996 0.991 0.980 0.958 0.914 0.833 0.686 0.431
11 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
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P(X < x) i binomialfordelingen b(n,p)

p
n x |0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50 0.55 0.60 O0.65 0.70 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95
12 0 |0.540 0.282 0.142 0.069 0.032 0.014 0.006 0.002 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
1 [j0.882 0.659 0.443 0.275 0.158 0.085 0.042 0.020 0.008 0.003 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
2 |[06.980 0.889 0.736 0.558 0.391 0.253 0.151 0.083 0.042 0.019 0.008 0.003 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
3 [|0.998 0.974 0.908 0.795 0.649 0.493 0.347 0.225 0.134 0.073 0.036 0.015 0.006 0.002 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
4 [|1.000 0.996 0.976 0.927 0.842 0.724 0.583 0.438 0.304 0.194 0.112 0.057 0.026 0.009 0.003 0.000 0.000 0.000 0.000
5 0.999 0.995 0.981 0.946 0.882 0.787 0.665 0.527 0.387 0.261 0.158 0.085 0.039 0.015 0.004 0.001 0.000 0.000
6 1.000 0.999 0.996 0.986 0.961 0.915 0.842 0.739 0.613 0.473 0.335 0.213 0.118 0.054 0.019 0.005 0.001 0.000
7 1.000 0.999 0.997 0.991 0.974 0.943 0.888 0.806 0.696 0.562 0.417 0.276 0.158 0.073 0.024 0.004 0.001
8 1.000 1.000 0.998 0.994 0.985 0.964 0.927 0.865 0.775 0.653 0.507 0.351 0.205 0.092 0.026 0.002
9 1.000 0.999 0.997 0.992 0.981 0.958 0.917 0.849 0.747 0.609 0.442 0.264 0.111 0.020
10 1.000 1.000 0.999 0.997 0.992 0.980 0.958 0.915 0.842 0.725 0.557 0.341 0.118
11 1.000 1.000 0.999 0.998 0.994 0.986 0.968 0.931 0.858 0.718 0.460
12 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
13 0 |0.513 0.254 0.121 0.055 0.024 0.010 0.004 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
1 [j0.865 0.621 0.398 0.234 0.127 0.064 0.030 0.013 0.005 0.002 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
2 |[0.975 0.866 0.692 0.502 0.333 0.202 0.113 0.058 0.027 0.011 0.004 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
3 [|0.997 0.966 0.882 0.747 0.584 0.421 0.278 0.169 0.093 0.046 0.020 0.008 0.003 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
4 [|1.000 0.994 0.966 0.901 0.794 0.654 0.501 0.353 0.228 0.133 0.070 0.032 0.013 0.004 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000
5 0.999 0.992 0.970 0.920 0.835 0.716 0.574 0.427 0.291 0.179 0.098 0.046 0.018 0.006 0.001 0.000 0.000 0.000
6 1.000 0.999 0.993 0.976 0.938 0.871 0.771 0.644 0.500 0.356 0.229 0.129 0.062 0.024 0.007 0.001 0.000 0.000
7 1.000 0.999 0.994 0.982 0.954 0.902 0.821 0.709 0.573 0.426 0.284 0.165 0.080 0.030 0.008 0.001 0.000
8 1.000 0.999 0.996 0.987 0.968 0.930 0.867 0.772 0.647 0.499 0.346 0.206 0.099 0.034 0.006 0.000
9 1.000 0.999 0.997 0.992 0.980 0.954 0.907 0.831 0.722 0.579 0.416 0.253 0.118 0.034 0.003
10 1.000 1.000 0.999 0.996 0.989 0.973 0.942 0.887 0.798 0.667 0.498 0.308 0.134 0.025
11 1.000 0.999 0.998 0.995 0.987 0.970 0.936 0.873 0.766 0.602 0.379 0.135
12 1.000 1.000 1.000 0.999 0.996 0.990 0.976 0.945 0.879 0.746 0.487
13 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
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P(X < x) i binomialfordelingen b(n,p)

p
n x |0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50 0.55 0.60 O0.65 0.70 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95
14 0 |0.488 0.229 0.103 0.044 0.018 0.007 0.002 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
1 [j0.847 0.585 0.357 0.198 0.101 0.047 0.021 0.008 0.003 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
2 |[0.970 0.842 0.648 0.448 0.281 0.161 0.084 0.040 0.017 0.006 0.002 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
3 [[0.996 0.956 0.853 0.698 0.521 0.355 0.220 0.124 0.063 0.029 0.011 0.004 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
4 [|1.000 0.991 0.953 0.870 0.742 0.584 0.423 0.279 0.167 0.090 0.043 0.018 0.006 0.002 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
5 0.999 0.988 0.956 0.888 0.781 0.641 0.486 0.337 0.212 0.119 0.058 0.024 0.008 0.002 0.000 0.000 0.000 0.000
6 1.000 0.998 0.988 0.962 0.907 0.816 0.692 0.546 0.395 0.259 0.150 0.075 0.031 0.010 0.002 0.000 0.000 0.000
7 1.000 0.998 0.990 0.969 0.925 0.850 0.741 0.605 0.454 0.308 0.184 0.093 0.038 0.012 0.002 0.000 0.000
8 1.000 0.998 0.992 0.976 0.942 0.881 0.788 0.663 0.514 0.359 0.219 0.112 0.044 0.012 0.001 0.000
9 1.000 0.998 0.994 0.982 0.957 0.910 0.833 0.721 0.577 0.416 0.258 0.130 0.047 0.009 0.000
10 1.000 0.999 0.996 0.989 0.971 0.937 0.876 0.780 0.645 0.479 0.302 0.147 0.044 0.004
11 1.000 0.999 0.998 0.994 0.983 0.960 0.916 0.839 0.719 0.552 0.352 0.158 0.030
12 1.000 1.000 0.999 0.997 0.992 0.979 0.953 0.899 0.802 0.643 0.415 0.153
13 1.000 1.000 0.999 0.998 0.993 0.982 0.956 0.897 0.771 0.512
14 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
15 0 [[0.463 0.206 0.087 0.035 0.013 0.005 0.002 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
1 |0.829 0.549 0.319 0.167 0.080 0.035 0.014 0.005 0.002 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
2 ]10.964 0.816 0.604 0.398 0.236 0.127 0.062 0.027 0.011 0.004 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
3 |0.995 0.944 0.823 0.648 0.461 0.297 0.173 0.091 0.042 0.018 0.006 0.002 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
4 |0.999 0.987 0.938 0.836 0.686 0.515 0.352 0.217 0.120 0.059 0.025 0.009 0.003 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
5 [|1.000 0.998 0.983 0.939 0.852 0.722 0.564 0.403 0.261 0.151 0.077 0.034 0.012 0.004 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000
6 1.000 0.996 0.982 0.943 0.869 0.755 0.610 0.452 0.305 0.182 0.0895 0.042 0.015 0.004 0.001 0.000 0.000 0.000
7 0.999 0.996 0.983 0.950 0.887 0.787 0.654 0.500 0.346 0.213 0.113 0.050 0.017 0.004 0.001 0.000 0.000
8 1.000 0.999 0.996 0.985 0.958 0.905 0.818 0.696 0.548 0.390 0.245 0.131 0.057 0.018 0.004 0.000 0.000
9 1.000 0.999 0.996 0.988 0.966 0.923 0.849 0.739 0.597 0.436 0.278 0.148 0.061 0.017 0.002 0.000
10 1.000 0.999 0.997 0.991 0.975 0.941 0.880 0.783 0.648 0.485 0.314 0.164 0.062 0.013 0.001
11 1.000 1.000 0.998 0.994 0.982 0.958 0.909 0.827 0.703 0.539 0.352 0.177 0.056 0.005
12 1.000 0.999 0.996 0.989 0.973 0.938 0.873 0.764 0.602 0.396 0.184 0.036
13 1.000 1.000 0.998 0.995 0.986 0.965 0.920 0.833 0.681 0.451 0.171
14 1.000 1.000 0.998 0.995 0.987 0.965 0.913 0.794 0.537
15 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
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Tabel 7 Kumulerede sandsynligheder i Poissonfordelingen p(1). P(X < x)

| P(X <Xx) i Poissonfordelingen p(u) |

H#[0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7

0
1
2
3
4
5
6
5

O OO OO oo
O OO OO oOoOo
R O OO OO oo
O OO OO oo

P(X <x) i Poissonfordelingen p(u)

x |[#4] 1.8 1.9 2.0 2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 3.0 3.1 3.2 3.3 3.4 3.5 3.6 3.7
0 0.165 0.150 0.135 0.123 0.111 0.100 0.091 0.082 0.074 0.067 0.061 0.055 0.050 0.045 0.041 0.037 0.033 0.030 0.027 0.025
1 0.463 0.434 0.406 0.380 0.355 0.331 0.308 0.287 0.267 0.249 0.231 0.215 0.199 0.185 0.171 0.159 0.147 0.136 0.126 0.116
2 0.731 0.704 0.677 0.650 0.623 0.596 0.570 0.544 0.518 0.494 0.469 0.446 0.423 0.401 0.380 0.359 0.340 0.321 0.303 0.285
3 0.891 0.875 0.857 0.839 0.819 0.799 0.779 0.758 0.736 0.714 0.692 0.670 0.647 0.625 0.603 0.580 0.558 0.537 0.515 0.494
4 0.964 0.956 0.947 0.938 0.928 0.916 0.904 0.891 0.877 0.863 0.848 0.832 0.815 0.798 0.781 0.763 0.744 0.725 0.706 0.687
5 0.990 0.987 0.983 0.980 0.975 0.970 0.964 0.958 0.951 0.943 0.935 0.926 0.916 0.906 0.895 0.883 0.871 0.858 0.844 0.830
6 0.997 0.997 0.995 0.994 0.993 0.991 0.988 0.986 0.983 0.979 0.976 0.971 0.966 0.961 0.955 0.949 0.942 0.935 0.927 0.918
7 0.999 0.999 0.999 0.999 0.998 0.997 0.997 0.996 0.995 0.993 0.992 0.990 0.988 0.986 0.983 0.980 0.977 0.973 0.969 0.965
8 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 0.999 0.999 0.999 0.999 0.998 0.998 0.997 0.996 0.995 0.994 0.993 0.992 0.990 0.988 0.986
9 1.000 1.000 1.000 1.000 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.998 0.998 0.997 0.997 0.996 0.995
10 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 0.999 0.999 0.999 0.999 0.998
11 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
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P(X <x) i Poissonfordelingen p(u)

u 3.8 3.9 4.0 4.1 4.2 4.3 4.4 4.5 4.6 4.7 4.8 4.9 5.0 5.1 5.2 5.3 5.4 5.5 5.6 5.7
0 J0.022 0.020 0.018 0.017 0.015 0.014 0.012 0.011 0.010 0.009 0.008 0.007 0.007 0.006 0.006 0.005 0.004 0.004 0.004 0.003
1 |[0.107 0.099 0.092 0.085 0.078 0.072 0.066 0.061 0.056 0.052 0.048 0.044 0.040 0.037 0.034 0.031 0.029 0.027 0.024 0.022
2 |0.269 0.253 0.238 0.224 0.210 0.197 0.185 0.174 0.163 0.152 0.143 0.133 0.125 0.116 0.109 0.102 0.095 0.088 0.082 0.077
3 ||0.473 0.453 0.433 0.414 0.395 0.377 0.359 0.342 0.326 0.310 0.294 0.279 0.265 0.251 0.238 0.225 0.213 0.202 0.191 0.180
4 |l0.668 0.648 0.629 0.609 0.590 0.570 0.551 0.532 0.513 0.495 0.476 0.458 0.440 0.423 0.406 0.390 0.373 0.358 0.342 0.327
5 |J0.816 0.801 0.785 0.769 0.753 0.737 0.720 0.703 0.686 0.668 0.651 0.634 0.616 0.598 0.581 0.563 0.546 0.529 0.512 0.495
6 |0.909 0.899 0.889 0.879 0.867 0.856 0.844 0.831 0.818 0.805 0.791 0.777 0.762 0.747 0.732 0.717 0.702 0.686 0.670 0.654
7 J0.960 0.955 0.949 0.943 0.936 0.929 0.921 0.913 0.905 0.896 0.887 0.877 0.867 0.856 0.845 0.833 0.822 0.809 0.797 0.784
8 0.984 0.981 0.979 0.976 0.972 0.968 0.964 0.960 0.955 0.950 0.944 0.938 0.932 0.925 0.918 0.911 0.903 0.894 0.886 0.877
9 |0.994 0.993 0.992 0.990 0.989 0.987 0.985 0.983 0.980 0.978 0.975 0.972 0.968 0.964 0.960 0.956 0.951 0.946 0.941 0.935
10 |0.998 0.998 0.997 0.997 0.996 0.995 0.994 0.993 0.992 0.991 0.990 0.988 0.986 0.984 0.982 0.980 0.977 0.975 0.972 0.969
11 [[0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.998 0.998 0.998 0.997 0.997 0.996 0.995 0.995 0.994 0.993 0.992 0.990 0.989 0.988 0.986
12 |j1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.998 0.998 0.998 0.997 0.997 0.996 0.996 0.995 0.994
13 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.998 0.998 0.998
14 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 0.999 0.999 0.999
15 1.000 1.000 1.000
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P(X <x) i Poissonfordelingen p(u)

5.8 5.9 6.0 6.1 6.2 3 6.4 .5 .6 LT .8 .9 .0 .1 7.2 7.3 7.4 7.5 7.6 7.7
0 J0.003 0.003 0.002 0.002 0.002 0.002 0.002 0.002 0.001 0.001 0.001 0.001 0.001 0.001 0.001 0.001 0.001 0.001 0.000 0.000
1 |({0.021 0.019 0.017 0.016 0.015 0.013 0.012 0.011 0.010 0.009 0.009 0.008 0.007 0.007 0.006 0.006 0.005 0.005 0.004 0.004
2 J0.072 0.067 0.062 0.058 0.054 0.050 0.046 0.043 0.040 0.037 0.034 0.032 0.030 0.027 0.025 0.024 0.022 0.020 0.019 0.017
3 [[0.170 0.160 0.151 0.143 0.134 0.126 0.119 0.112 0.105 0.099 0.093 0.087 0.082 0.077 0.072 0.067 0.063 0.059 0.055 0.052
4 [0.313 0.299 0.285 0.272 0.259 0.247 0.235 0.224 0.213 0.202 0.192 0.182 0.173 0.164 0.156 0.147 0.140 0.132 0.125 0.118
5 0.478 0.462 0.446 0.430 0.414 0.399 0.384 0.369 0.355 0.341 0.327 0.314 0.301 0.288 0.276 0.264 0.253 0.241 0.231 0.220
6 0.638 0.622 0.606 0.590 0.574 0.558 0.542 0.527 0.511 0.495 0.480 0.465 0.450 0.435 0.420 0.406 0.392 0.378 0.365 0.351
7 J0.771 0.758 0.744 0.730 0.716 0.702 0.687 0.673 0.658 0.643 0.628 0.614 0.599 0.584 0.569 0.554 0.539 0.525 0.510 0.496
8 |J0.867 0.857 0.847 0.837 0.826 0.815 0.803 0.792 0.780 0.767 0.755 0.742 0.729 0.716 0.703 0.689 0.676 0.662 0.648 0.634
9 0.929 0.923 0.916 0.909 0.902 0.894 0.886 0.877 0.869 0.860 0.850 0.840 0.830 0.820 0.810 0.799 0.788 0.776 0.765 0.753
10 |0.965 0.961 0.957 0.953 0.949 0.944 0.939 0.933 0.927 0.921 0.915 0.908 0.901 0.894 0.887 0.879 0.871 0.862 0.854 0.845
11 [j0.984 0.982 0.980 0.978 0.975 0.972 0.969 0.966 0.963 0.959 0.955 0.951 0.947 0.942 0.937 0.932 0.926 0.921 0.915 0.909
12 [j0.993 0.992 0.991 0.990 0.989 0.987 0.986 0.984 0.982 0.980 0.978 0.976 0.973 0.970 0.967 0.964 0.961 0.957 0.954 0.950
13 |0.997 0.997 0.996 0.996 0.995 0.995 0.994 0.993 0.992 0.991 0.990 0.989 0.987 0.986 0.984 0.982 0.980 0.978 0.976 0.974
14 [j0.999 0.999 0.999 0.998 0.998 0.998 0.997 0.997 0.997 0.996 0.996 0.995 0.994 0.994 0.993 0.992 0.991 0.990 0.989 0.987
15 |[1.000 1.000 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.998 0.998 0.998 0.998 0.997 0.997 0.996 0.996 0.995 0.995 0.994
16 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.998 0.998 0.998 0.997
17 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999
18 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
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P(X <£x) i pPoissonfordelingen p(u)

[ Y Y Sy S S
l'Cf o odo T Wh ko 9® Jo ok Wb k- o

.8 .9 .0 .1 .2 .3 .4 .5 .6 L7 .8 .9 .0 .1 .2 .3 .4 .5 .6 L7
0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 O0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 O0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.004 0.003 0.003 0.003 0.003 0.002 0.002 0.002 0.002 0.002 0.001 0.001 0.001 0.001 0.001 0.001 0.001 0.001 0.001 0.001
0.016¢ 0.015 0.014 0.013 0.012 0.011 0.010 0.009 0.009 0.008 0.007 0.007 0.006 0.006 0.005 0.005 0.005 0.004 0.004 0.004
0.048 0.045 0.042 0.040 0.037 0.035 0.032 0.030 0.028 0.026 0.024 0.023 0.021 0.020 0.018 0.017 0.016 0.015 0.014 0.013
0.112 0.106 0.100 0.094 0.089 0.084 0.079 0.074 0.070 0.066 0.062 0.058 0.055 0.052 0.049 0.046 0.043 0.040 0.038 0.035
0.210 0.201 0.191 0.182 0.174 0.165 0.157 0.150 0.142 0.135 0.128 0.122 0.116 0.110 0.104 0.099 0.093 0.089 0.084 0.079
0.338 0.326 0.313 0.301 0.290 0.278 0.267 0.256 0.246 0.235 0.226 0.216 0.207 0.198 0.189 0.181 0.173 0.165 0.157 0.150
0.481 0.467 0.453 0.439 0.425 0.412 0.399 0.386 0.373 0.360 0.348 0.336 0.324 0.312 0.301 0.290 0.279 0.269 0.258 0.248
0.620 0.607 0.593 0.579 0.565 0.551 0.537 0.523 0.509 0.496 0.482 0.469 0.456 0.443 0.430 0.417 0.404 0.392 0.380 0.368
0.741 0.729 0.717 0.704 0.692 0.679 0.666 0.653 0.640 0.627 0.614 0.601 0.587 0.574 0.561 0.548 0.535 0.522 0.509 0.49¢6
0.835 0.826 0.816 0.806 0.796 0.785 0.774 0.763 0.752 0.741 0.729 0.718 0.706 0.694 0.682 0.670 0.658 0.645 0.633 0.621
0.902 0.895 0.888 0.881 0.873 0.865 0.857 0.849 0.840 0.831 0.822 0.813 0.803 0.793 0.783 0.773 0.763 0.752 0.741 0.730
0.945 0.941 0.936 0.931 0.926 0.921 0.915 0.909 0.903 0.897 0.890 0.883 0.876 0.868 0.861 0.853 0.845 0.836 0.828 0.819
0.971 0.969 0.966 0.963 0.960 0.956 0.952 0.949 0.945 0.940 0.936 0.931 0.926 0.921 0.916 0.910 0.904 0.898 0.892 0.885
0.986 0.984 0.983 0.981 0.979 0.977 0.975 0.973 0.970 0.967 0.965 0.962 0.959 0.955 0.952 0.948 0.944 0.940 0.936 0.931
0.993 0.993 0.992 0.991 0.990 0.989 0.987 0.986 0.985 0.983 0.982 0.980 0.978 0.976 0.974 0.972 0.969 0.967 0.964 0.961
0.997 0.997 0.996 0.996 0.995 0.995 0.994 0.993 0.993 0.992 0.991 0.990 0.989 0.988 0.987 0.985 0.984 0.982 0.981 0.979
0.999 0.999 0.998 0.998 0.998 0.998 0.997 0.997 0.997 0.996 0.996 0.995 0.995 0.994 0.993 0.993 0.992 0.991 0.990 0.989
1.000 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.998 0.998 0.998 0.998 0.997 0.997 0.997 0.996 0.996 0.995 0.995

1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998
1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999
1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
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P(X <Xx) i Poissonfordelingen p(u)

WWNRN NN DNNNRNON PR R R B e
FOW®OW JONUIE WNRO WU W P o©® Jaos W o

9.8 9.9 10.0 10.2 10.4 10.6 10.8 11.0 11.2 11.4 11.6 11.8 12.0 12.5 13.0 13.5 14.0 14.5 15.0 16.0
0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.001 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.003 0.003 0.003 0.002 0.002 0.002 0.001 0.001 0.001 0.001 0.001 0.001 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.012 0.011 0.010 0.009 0.008 0.007 0.006 0.005 0.004 0.004 0.003 0.003 0.002 0.002 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.033 0.031 0.029 0.026 0.023 0.920 0.017 0.015 0.013 0.012 0.010 0.009 0.008 0.005 0.004 0.003 0.002 0.001 0.001 0.000
0.075 0.071 0.067 0.060 0.053 0.048 0.042 0.038 0.033 0.029 0.026 0.023 0.020 0.015 0.011 0.008 0.006 0.004 0.003 0.001
0.143 0.137 0.130 0.118 0.107 0.097 0.087 0.079 0.071 0.064 0.057 0.051 0.046 0.035 0.026 0.019 0.014 0.010 0.008 0.004
0.239 0.229 0.220 0.203 0.186 0.171 0.157 0.143 0.131 0.119 0.108 0.099 0.090 0.070 0.054 0.041 0.032 0.024 0.018 0.010
0.356 0.344 0.333 0.311 0.290 0.269 0.250 0.232 0.215 0.198 0.183 0.169 0.155 0.125 0.100 0.079 0.062 0.048 0.037 0.022
0.483 0.471 0.458 0.433 0.409 0.385 0.363 0.341 0.319 0.299 0.279 0.260 0.242 0.201 0.166 0.135 0.109 0.088 0.070 0.043
0.608 0.596 0.583 0.558 0.533 0.508 0.484 0.460 0.436 0.413 0.391 0.369 0.347 0.297 0.252 0.211 0.176 0.145 0.118 0.077
0.719 0.708 0.697 0.674 0.650 0.627 0.603 0.579 0.555 0.532 0.508 0.485 0.462 0.406 0.353 0.304 0.260 0.220 0.185 0.127
0.810 0.801 0.792 0.772 0.752 0.732 0.710 0.689 0.667 0.644 0.622 0.599 0.576 0.519 0.463 0.409 0.358 0.311 0.268 0.193
0.879 0.872 0.864 0.849 0.834 0.817 0.799 0.781 0.762 0.743 0.723 0.702 0.682 0.628 0.573 0.518 0.464 0.413 0.363 0.275
0.927 0.922 0.917 0.906 0.894 0.882 0.868 0.854 0.839 0.823 0.807 0.790 0.772 0.725 0.675 0.623 0.570 0.518 0.466 0.368
0.958 0.955 0.951 0.944 0.936 0.927 0.918 0.907 0.896 0.885 0.872 0.859 0.844 0.806 0.764 0.718 0.669 0.619 0.568 0.467
0.977 0.975 0.973 0.968 0.963 0.957 0.951 0.944 0.936 0.928 0.919 0.909 0.899 0.869 0.835 0.798 0.756 0.711 0.664 0.566
0.988 0.987 0.986 0.983 0.980 0.976 0.972 0.968 0.963 0.957 0.951 0.944 0.937 0.916 0.890 0.861 0.827 0.790 0.749 0.659
0.994 0.993 0.993 0.991 0.989 0.987 0.985 0.982 0.979 0.976 0.972 0.967 0.963 0.948 0.930 0.908 0.883 0.853 0.819 0.742
0.997 0.997 0.997 0.996 0.995 0.994 0.992 0.991 0.989 0.987 0.984 0.982 0.979 0.969 0.957 0.942 0.923 0.901 0.875 0.812
0.999 0.999 0.998 0.998 0.997 0.997 0.996 0.995 0.994 0.993 0.992 0.990 0.988 0.983 0.975 0.965 0.952 0.936 0.917 0.868
0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.998 0.998 0.997 0.997 0.996 0.995 0.994 0.991 0.986 0.980 0.971 0.960 0.947 0.911
1.000 1.000 1.000 1.000 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.998 0.998 0.998 0.997 0.995 0.992 0.989 0.983 0.976 0.967 0.942

1.000 1.000 1.000 1.000 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.998 0.996 0.994 0.991 0.986 0.981 0.963
1.000 1.000 1.000 0.999 0.999 0.999 0.998 0.997 0.995 0.992 0.989 0.978

1.000 1.000 0.999 0.999 0.998 0.997 0.996 0.994 0.987

1.000 1.000 0.999 0.999 0.998 0.997 0.993

1.000 0.999 0.999 0.998 0.996

1.000 0.999 0.999 0.998

1.000 1.000 0.999

0.999

1.000
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TABEL 8. Dimensioneringstabel.
Dimensionering med henblik pd udferelse af #-test vedrerende 1 statistisk variabel X som er normalfordelt

n(u,0), hvor i og o erukendte. (kopi af Statistik II side 689)

Sterrelse n af
stikprove pa X: Veardier af g for a = 5%.
Ensidet test H: pt < pyeller Hy: i 2 p, Tosidet test H: pt =
L =5% L =10% P =5% £ =10%
3 3.19 2.78 4.49 3.92
4 2.23 1.97 2.84 2.51
5 1.82 1.61 2.20 1.97
6 1.58 1.40 1.87 1.67
7 1.42 1.26 1.65 1.47
8 1.30 1.15 1.49 1.33
9 1.21 1.07 1.38 1.24
10 1.13 1.01 1.29 1.16
11 1.07 0.95 1.21 1.09
12 1.02 0.90 1.14 1.02
13 0.97 0.86 1.09 0.98
14 0.93 0.83 1.04 0.94
15 0.89 0.80 1.00 0.90
16 0.86 0.77 0.97 0.86
17 0.83 0.74 0.94 0.83
18 0.81 0.72 0.91 0.81
19 0.78 0.70 0.88 0.79
20 0.76 0.68 0.86 0.77
22 0.72 0.65 0.82 0.73
24 0.69 0.62 0.78 0.70
26 0.66 0.59 0.75 0.67
28 0.64 0.57 0.72 0.64
30 0.62 0.55 0.69 0.61
40 0.53 0.47 0.59 0.53
60 0.43 0.38 0.48 0.43
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FACITLISTE

KAPITEL 1

LT (HDf @- @17 9.41  3.068
12 (1) - () - (3)-09167 2.743 1.656
13 (- @- @3)-1 467 2.16

14 (D) - (- (38833 4631 6.805
L5 ()- (2 - (3)0.833 03056 0.5528 (4)0.1641 (5)0.764 (6)0.89 0.674
1.6 (- @- @15 0.75 0.866 (4)0.088

17 ()- (6 533 231 (30375 (44 (5495 2.173

1.8 ()- (5 1667 1291 (3)0.196  (4)5.278

1.9 (1) - (2)69.94 1591 (3)70

110 (1) - (2)348 136  (3)338 347 356

111 165876 5731 3.46%

L12 10332 26  2.52%

113 9963 4636 4.65%

KAPITEL 2
21 (1) 07734 00548 0.1718 (2) 0.7480

22 (1)69.15% (2)10.87% (3)112.2 (4)117.3 6.535
23 (1)86.64% (2)0.008  (3)0.020

24 (1)5.94%  (2)27.71%  (3)[783.51; 816.49]

25 (1)9.5 1265 (2)1245 (3)2.41%

2.6 (1)92.8%

27 (1)97.71% (2) 25.45

28 (1)65 04 (2)77.34%

KAPITEL 3
31 (1)325 205  (2)99%
32 (1)-2.13 295  (3)99%
33 (1)2.60 035

KAPITEL 4
4.1a (1)12.13 0.6783 (2)[11.65;12.61] (3)[10.52;13.74] (4)[11.73;12.53]
4.1b (5)[0.218;1.534] [0.467 ; 1.238]

4.2a (1)2259.92 35569 (2)[2237;2283] (3)[2178;2341]

4.2b (4)[25.21 ; 60.36]

4.3a (1)74.0362 0.00124 (2)[74.035;74.037] (3) [74.036 ; 74.037]

4.3b (4)[0.00083 ; 0.00231]

4.4 (1)750.2 (2)[740.1;760.3] (3)19.13 (4)[14.0;30.2]

4.5 (1)8268 0241 (2)[8.02:8.52] (3)[8.08;8.46]

4.6 [4.23;4.29] [0.028;0.076]

47  (1)0.965; 1.111] (2)[0.0263;0.1714]
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KAPITEL 5

5.1a

(Dnej (2)2.27% (3) 2.10 (4)[2.00;2.20] (5) 142

51b 62.7% 5.c (I)ngj t=2.0 (2)ca2,5% (3)2.10 (4)2.00:2.20] (5) 145
522 ja  (2) 3.46% (3)58.0 (4)[55.84:60.16] (5)260 5.2b432% 5.2¢ ja
53 (Dja t=-3.13** (2)12 nej

54 (1)ja t=-6.78%* (2)ca0.004% (3)13.1 (4)[12.80;13.40] (5) 12
55 (1)8447 685  (2)ja t=2.92%% (3)[8127:87.67]  (4)25.7%
56 t=172 [7.93:849]

57 ja t=3.76%*  [24.07;35.56]

58 (1)24  (2)ja t=-3.49%*  (3)[2.59;2.67]

50 (1)- (14 () 7> =333%  (4)t=2.03* (5)[83.1;85.9][1.74:3.87]
5.10 (1) y* =22.75 accept (2) y° =24.10 accept

511 (1) z° =89.79%

512 42 =2.19% (2)p ~ 0012 (3)0.987 (4) [0.68:1.80]

513 47 =55.5%

514 40 =46.7%

515 ()nej 72 =540  (2)ja u=220%  (3)[76.6:78.6]

516 (1) z° =716  (2)t=-240  (3)[0.07:0.24]

517 (1)19.5 2) 7> =107.1 t=3.08%*

5.18 (1)nej t=1.09

519 (1)t=1.426 (2)[0.22 :7.28 ]

520 (1) - (2)t=2.268*

KAPITEL 6

61 (1)- (201 08 02 07

6.2 (1)0.9134 (2)0.9678

63 (1)8.75% (2)38.75% (3)41.25%  (4)11.25%

64 (1)64% (2)784%  (3)7.2%

6.5 (1)37.5% 87.5% 333% 29.17% (2)11.11%

6.6 (1) - 0.05 020 0.04 0.19 001076 (2)- (3)0.185

6.7 (1)27.1% 36.0% 9.756% (2)53.34%  (3)49.20%

68 (1)- (2) 5 375 4082 4437 (3)41.67%  (4)12%
KAPITEL 7

71 (1)0435% (2)49.57%  (3)41.30%

72 (1)91.67% (2)25.00%  (3)9.167%

73 (1)17.68%  (2) 59.28%

7.4 (1)0.988%

75 (1) - 7375 3008 (2)221.25kr 57.48%

7.6 2.58%

77 (1)2.83% (2)70.04%  (3) 64.97%

7.8 77.86%

7.9 5.83%

710 (1)7.94% (2) 11.8%

711 40.33%
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712 8.72%
713 (1)66.48%  (2) 5 led

714 15.74%

715 (1)0.108  (2)[0.089;0.127] (3)21.04

716 (1)0.683  (2)[0.600 ;0.767]

717 [0.799 ; 0.847]

7.18  [0.0048 ; 0.0202]

719 u =-3.94%*x

720 (1)0.9%  (2)nej

721 ()u= -1.875* (2)0.030 (3)0.12 (4)[0.056;0.184]
7.22 (1)30.1% (2)87.9% (3)4

7.23 50.37%

724 ()15 (2)81.9%

725 75.3%

726 6.56%

727 76.3%

7.28 2.1%

729 26.5%

7.30 44.6%

731 (la)11  (1b)[4.5;17.5] (2a)1.1  (2b) [0.45;1.75]
7.32 (1)4.68 (2) [4.47 ; 4.89] (3) 69.44

7.33 nej u=-1.10

734 ()nej u=143 (2)7.7% (3)100.8 (4)[85.56;116.04]
7.35 5.6%

7.36  94.9%

737 (1)60.7% 91.4%  6.9%  (2)4.5%

7.38 13%

7.39 (1)84 (2)4.55%

7.40 (1)9.68% (2) 15.12%

741 ja p=17%

742 (1)0.539%  (2)0.119%

743 7.31%

7.44 0.188%

KAPITEL 8
8.1 (1)2.90 (2)14.6% (3)16.98

82 (1)77.88% (2)10.45% (3)77.88%  (4) 9.48%
83 1

84 (1)798%  (2)99.33% (3)22.8 (4) 14
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KAPITEL 9

9.1.1 (al)- (a2)- (a3)nej (a4)2.3 1.8 1345 1.470 (a5)12.6 (b1)22 1.5 1.316
1.5811

9.1.2 (a6) 0.06 0.0304 (b2)0.6667 0.3203

9.1.3 (a7) 52 15.52 (b3)53.33 17.51

9.2.1 (al)- (a2)nej (23)0.9 0.5 0.830 0.5 (a4)0.9707 (b1)0.6 0.6 0.843
0.516

9.2.2 (a5)0.15 036 (b2)0.2667 0.6124

9.2.3 (a6) 15300 3716.18 (b3) 15800 4131.18

9.3.1 (al)- (a2)nej a3)4.2 32 14 0.9798 (ad)0.625 (bl)4 3.2 1.633 1.033

9.3.2 (a5)0.16  0.0342 (b2) 0.4444 0.2635

9.3.3 (a6) 316 4436 (b3)300 28.28

9.4.1 178.33 71.833 11.428 10,870

9.4.2 10097  0.8128

9.4.3 139.13 2.089

9.5 4.6344
9.6 3.559
9.7 3.3466
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STIKORDSREGISTER

A
absolut usikkerhed 18
acceptomrade 54
additionssatning

for sandsynligheder 77

for linearkomb. af normalf. variable 34

alternativ hypotese 54

approksimation
binomial til normalfordeling 99
binomial til Poissonfordeling 98
hypergeometrisk til binomialford. 98
hypergeometrisk til binomialford. 98
Poisson til normalfordeling 100

B

bagatelgraense 57

betinget sandsynlighed 77

binomialfordeling 89,
tabel 159

binomialfordelingstest 91
oversigt 148

bade A og B 76

C
centrale grensevardis@tning 33
chi i anden fordeling 38

D

differensmeengde 76
dimensionering 57
dimensionerinstabel 169
disjunkte mengder 3, 77
diskret variabel 4, 85

E
eksperiment, tilfeeldigt 1
eksponentialfordeling 114
elementarhaendelse 77
ensfordelte variable 16
ensidet

binomialtest 91

chi test 63

Poissontest 95

t -test 62

test 54
enstjernet signifikans 54
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enten A eller B 76
estimat 10, 44
estimator 44

F
fakultet 79
fejl af type I 57
fejl af type II 57
F-fordeling 41
flerdimensional variabel 122
fordeling
binomial- 89
chi i anden- 38
eksponential- 114
F-fordeling 41
hypergeometrisk- 85
kontinuert 6, 112
logaritmisk normalfordeling 118
rektanguleer 112
t-fordeling 40
To-dimensional normalfordeling 119
Weibull 117
fordelingsfunktion 6, 14, 124
foreningsmangde 76
forkastelsesomrade 54
fraktil 14
fraktiltabel for
normalfordeling 154
chi i anden-fordeling 155
t - fordeling 157
F - fordeling 158
frihedsgrad 13, 123, 128
feellesmaengde 76

G

Galton apparat 26

Gauss fordeling 26

generaliseret hypergeometrisk ford. 97
gennemsnit 10

H

heltalskorrektion 99
histogram 7

hypergeometrisk fordeling 85
hypotesetest 53, 91, 95
hyppighed, relativ 2



Sti kord

handelse 2
A men ikke B 76
additionssatning 77
bade A og B 76
den sikre 77
den umulige 77
differensmangde 76
disjunkte 77
enten A eller B 76
foreningsmangde 76
fellesmangde 76
ikke A 75
komplementaermangden 76
uathengige 78
hypotesetest 53, 91, 95
hyppighed, relativ 2
handelse 2
A men ikke B 76
additionssatning 77
bade A og B 76
den sikre 77
den umulige 77
differensmangde 76
disjunkte 77
enten A eller B 76
foreningsmangde 76
fellesmangde 76
ikke A 75
komplementermangden 76
uathengige 78

I,J
ikke A 75

K

kombinatorik 79
komplementaermangde 75
konfidensinterval 45

kontinuert variabel 4, 6
korrelationskoefficient 122, 127
kovarians 122, 127

kumuleret binomialfordeling 101
kumuleret Poissonfordeling 101
kvadratregel 17, 123, 131
kvartil 14

L
levetid 116

Facitliste

linearitetsregel 16, 123, 132
linearkombination 15, 132
logaritmisk normalfordeling 118
lommeregner

TI-83 138

TI-89 136

M
Maple 144

median 14
middelverdi 5, 9, 124

N
nedre kvartil 14
n fakultet 79
normalfordeling 26, 28
logaritmisk 118
normeret 30
tabel 152
test, oversigt 144-147
todimensional 119
nulhypotese 54

O

observationer, parvise 64

OC - kurve 59

ophobningslov 18

oversigt
binomialtest 148
konfidensintervaller143
normalfordelingstest 144 -147
Poissontest 149

P
parvise observationer 64
Poissonfordeling 93

tabel 164 - 169
Poissonfordelingstest 95, 149
polynomialfordeling 97
poolet estimat 122, 129
population 7, 11
produktsatning 78
pradistinationsinterval 47
punktestimation 44
punktestimator 44
P-veerdi 55
R
random experiment 1
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random variable 1
rektanguler fordeling 112
relativ hyppighed 2
relativ usikkerhed 18

S
SAK 12, 128
sandsynlighed 75
additionssatning 77
betinget 77
produktsatning 78
SAP 129
signifikansniveau 55
sikre handelse 77
spredning 5, 9, 28
SS 12
standard deviation 5, 9
statistisk uathengige 2, 16, 78, 125
statistisk variabel 3
stikpreve 7, 17, 124
gennemsnit 10, 29
spredning 10, 29
varians 10, 129
stikprovestorrelse 57
stokastisk variabel 3
sumpolygon 15
symmetrisk sandsynlighedsfelt 79

T
tabeller over
binomialfordeling 159 - 163
dimensionering 169
normalfordeling 152,153
Poissonfordeling 164
tabeller over fraktiler i
normalfordeling 154
chi 1 anden-fordeling 155
t - fordeling 157
F - fordeling 158
test
ensidet 54, 62, 63, 91, 95
fejl af type I 57
fejl af type I1 57
P-veerdi 55
tosidet 54, 61
testfunktioner
y° - fordeling 38
F - fordeling 41
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t - fordelingen 40
t-fordeling 40
to-dimensional normalfordeling 119
tosidet test 54, 61
Ti-83 138
TI-89 136
t-test, ensidet 62
taethedsfunktion 4, 8, 124

U
uathangige handelser 78

uathaengige statistiske variable 2, 16, 78, 125

udfald 1
udfaldsrum 1
umulige hendelse 77
usikkerhed

absolut 18

relativ 18
usikkerhedsberegning 18
U-fordeling 30

v

variabel
binomialfordelt 89
diskret 4, 85
kontinuert 4, 6
statistisk 3

varians 5, 9, 129

variationsbredde 7

W
Weibullfordeling 117

0]
ovre kvartil 14



