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FORORD

Denne bog er en fortsaettelse af leerebogen “M. Oddershede Larsen : Statistiske grundbegreber”.

Det forudsettes, at man har radighed over en lommeregner med programmer indbygget, der til
givne data kan beregne gennemsnit og spredning. Det kan dog vare en lettelse, hvis lommeregneren
ogsd har indbygget et regressionsprogram, der kan beregne regressionskoefficienter og
korrelationskoefficient.

Ved de mere regneteknisk komplicerede analyser som eksempelvis tosidet variansanalyse er det
imidlertid langt lettere at benytte en PC med et passende statistisk software.
Regnearkprogrammet “Microsoft Excel” er ikke udviklet med henblik pa statistik, men har den
fordel, at den findes pa et stort antal PC-er. Notatet bygger derfor for visse kapitlers vedkommende
p4, at leeseren har adgang til programmet “Exell”, og at man der har installeret “tilfojelsesprogram-
met” “Analysis Toolpak”.

Ved mere avancerede statistiske problemer kan det dog anbefales at kebe et egentligt
statistikprogram. Der findes s@rdeles mange udmaerkede statistikprogrammer, som kan udfere disse
analyser.

Forfatteren har skrevet en udvidet version af dette notat (indeholder flere statistiske metoder), hvori
der benyttes statistikprogrammet “Statgraphics”. Der er her i en reekke eksempler vist, hvorledes
man kan udnytte et sddant software, og hvorledes udskrifter herfra kan tolkes. Specielt er de
grafiske muligheder fremhavet.

Juni 2003 Mogens Oddershede Larsen

12 udgave er der udover en reekke mindre &endringer foretagt en ombytning af kapitlerne 11 og 12.

Februar 2004
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10.2 Planlegning af forseg

10 HYPOTESETESTNING
(TO STATISTISKE VARIABLE)

10.1 Indledning

Afsnit 10,2 giver en kort beskrivelse af hvorledes forseg bedst planlegges ud fra et statistisk
synspunkt. Hertil anvendes bl.a. den i tabel 8 angivne dimensioneringsstabel. I afsnit 10.3 sammen-
lignes to normalfordelte variable, mens de variable i afsnit 10.4 og 10.5 forudsattes at vaere hen-
holdsvis binomial - og Poisson - fordelte. I appendix 10.1-10.6 findes en raekke oversigter over de
forskellige test.

De grundleggende begreber vedrerende konfidensintervaller og hypotesetest for én statistisk
variabel, blev beskrevet 1 “Statistiske Grundbegreber”. Da det er de samme begreber og analoge
udledninger der anvendes, nar det drejer sig om at sammenligne 2 statistiske variable, vil de ikke
blive gentaget her.

10.2 Planlaegning af forseg

Vi vil 1 dette afsnit som udgangspunkt tage folgende eksempel.

Eksempel 10.1. Problemstilling.
En fabrik der producerer maling, har udviklet to nye additiver A, og A,, som bevirker en kortere
torretid. Additiv A, er det dyreste, men man forventer ogsd, at det giver den korteste torretid. Pd
grund af prisforskellen, skal torretiden dog veere mindst 10 minutter kortere for A,, for man vil
gd over til den. For at undersoge disse forhold produceres nogle liter maling, som derefter deles
op i mindre portioner. Til nogle af portionerne tilscettes additiv A, og til andre additiv A, .
Torretiden mdles derefter.

2

Generelt gelder, at hvert delforseg i1 et forseg udferes under en rekke forsggsbetingelser, De
betingelser som med forsat varieres som led i forsegets formal, kaldes forsegsbehandlingerne eller
blotbehandlingerne (engelsk: treatment). Alle andre delforsegsbetingelser ssmmenfattes i et begreb,
der kaldes forsegsenheden. I eksempel 10.1 er additiverne = behandlingerne og forsegsenhederne
er den enkelte portion maling, anvendt apparatur og personale, tidspunkt for delforseget og de
forhold med hensyn til temperatur, luftfugtighed osv. som galder pa forsegstidspunktet. Bemeerk,
at forsegsenhederne ofte indeholder faktorer, som ikke kan geres ensartet fra delforseg til delforsog.
Dette bevirker, at resultatet af de enkelte delforseg varierer. Dette giver forsegsvariablens variation”
eller kort forsggets “stoj” .




10. Hypotesetestning (2 statistiske variable)

Randomisering.
For at sikre et statistisk gyldigt forseg foretager man en sdkaldt fuldsteendig randomisering. Dette
betyder at man ved lodtraekning fordeler “forsegsenhederne” tilfaeldigt pa behandlingerne. Dette sker,
for at man ikke ubevidst kommer til at favorisere en af de to behandlinger. Hvis man eksempelvis
helt systematisk i1 eksempel 10.1 forst laver alle delforseg med additiv A, kunne dette bevirke en
favorisering af A, nemlig hvis forsegsomstendighederne (apparater, personale, luftfugtighed ) er
mest “gunstige” ved begyndelsen af forsegsperioden.
For at anskueliggere denne randomiseringsproces antager vi, at vi i eksempel 10.1 skal lave 4 forsag
med hver additiv. Endvidere antages, at forsegene skal indgé i den almindelige produktionsgang, dvs.
at man af tidsmassige, personalemessige og pad grund af begraenset maengde apparatur mé lade
forsegene forlabe over flere dage. Da dage apparatur og laborant kunne taenkes at have betydning
lader vi dem indga i forse@gsenhederne. I forsggsenhederne indgér sandsynligvis ogsa andre forhold
udenfor vor kontrol, og som tilsammen bevirker, at selv om man udferer gentagne forseg med samme
behandling, s far vi afvigende resultater.
Lad os antage at der geelder folgende:
Mandag er det kun muligt at lave 1 forseg, idet apparatur nr 1 og laborant A er de eneste der er
ledige.
Tirsdag er der kapacitet ledig til 3 forseg:

Et forseg hvor apparatur nr 2 og laborant A benyttes

Et forseg hvor apparatur nr 1 og laborant B benyttes, og

Et forseg hvor apparatur nr 3 og laborant C benyttes.
Onsdag kan der ogsé laves 3 forseg osv. (se det folgende skema).

Forsegsenheder Behandlinger
Dag Apparatur Laborant (apparater)
mandag 1 A
tirsdag 2 A
tirsdag 1 B
tirsdag 3 C
onsdag 3 B
onsdag 4 C
onsdag 1 A
torsdag 3 B

Vi foretager nu randomiseringen som kort sagt er en form for lodtrak-
ning. Sedvanligvis vil man benytte et program der kan generere tilfal-
dige tal (mange lommeregnere har et sédant program). For at anskuelig- A A,

gore randomiseringen vil vi mere primitivt foretage lodtrakningen pa
folgende made. Pa 4 sedler skrives A,, pa andre 4 sedler skrives A,. As A As
Hver seddel krolles sammen til en kugle og placeres i en dase. Sedler- A, A, A,
ne blandes ved at dasen rystes (se figur). Hvis den ferste seddel der

udtreekkes er A, sd betyder det, at det delforsog der mandag udferes

med apparatur 1 og laborant A skal anvende additiv A, . Hvis den naeste seddel der udtraekkes er A,
sa betyder det , at det delforseg der tirsdag udferes med apparatur 2 og révareleverance 1 skal
anvende additiv A, osv. Resultaterne kunne eksempelvis vere som angivet pé felgende skema:



10.2 Planlegning af forseg

Forsegsenheder Behandlinger
Dag Apparatur Laborant (apparater)
mandag 1 A A,
tirsdag 2 A A,
tirsdag 1 B A,
tirsdag 3 C A,
onsdag 3 B A,
onsdag 4 C A,
onsdag 1 A A,
torsdag 3 B A,

Pa denne méde sikrer man sig, at vi far et sd vidt muligt "statistisk gyldigt" forseg. Hvis vi derfor
efter beregninger (som ses 1 de folgende kapitler ) konkluderer, at der er forskel pa additiverne, s
er det "korrekt", idet det ville vaere helt tilfeeldigt, hvis én af additiverne har varet begunstiget med
serlig gode forsegsenheder.

Herved har man ogsa sikret sig, at de to stikprover (variable) er statistisk uathengige.

Forseg ber udfores, sa alle behandlinger far lige mange gentagelser.

Ved planleegningen af forsgget er det ganske klart, at hvis man eksempelvis har ressourcer til at lave
20 delforsog, sa ville det vaere en meget darlig plan, hvis man lavede 18 delforseg med A, og kun
2 delforseg med A, . Der ber 1 naturligvis tilstrabes at lave 10 delforseg med hver behandling.
Forseg kan mislykkes, s& maélet i praksis ikke bliver opfyldt, og i sddanne tilfeelde kan de i de
folgende kapitler anforte statistiske analyser stadig gennemfores. Resultaterne bliver dog mere
usikre, og beregningerne mere komplicerede og vil 1 visse tilfelde ikke blive anfort 1 dette notat. I
stedet antages et statistikprogram benyttet.

Dimensionering
Analogt med forklaringen i “Statistiske Grundbegreber” side 57 kan man under visse forudsatninger beregne hvor mange

gentagelser (portioner) der skal anvendes for hver behandling, hvis P(fejl af type ) < & og P(fejl af type 1) < .

Man skal naturligvis angive en bagatelgrense A , men desuden kraever beregningerne, at spredningerne ved de to
behandlinger er (tilnermelsesvis) ens, og at man kan give et nogenlunde realistisk skon for denne falles spredning & .
Det er naturligvis en svaghed ved dimensioneringen, at man inden forseget er udfert skal give et sadant sken.

En vurdering heraf kunne baseres pa erfaringer fra tilsvarende forseg. Findes sadanne erfaringer ikke kunne man forst
at lave nogle fa forseg og derfra fé et rimeligt gaet pa spredningen o .

At spredningerne er nogenlunde ens vil i praksis ofte vaere tilfeeldet, da forsegsenhederne jo er valgt ved randomisering.
Nar forseget s er lavet, kan man (lidt sent) se, om man har skennet rigtigt.

Dimensioneringen skal jo bevirke, at man laver det “rigtige” antal gentagelser. Man kan fristes til at tro, at jo flere
gentagelser jo bedre. Dette er imidlertid jo ikke tilfeeldet, idet man med “for mange” gentagelser kan risikere at opdage
s& sma forskelle, at de ikke har praktisk betydning, og s er de mange forseg jo spild af arbejdskraft og penge.
Formler for dimensionering af 2 variable findes i appendix 10.2 og 10.3, en tabel til dimensionering findes i tabel 7.
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Eksempel 10.2. (fortszettelse af eksempel 10.1) Dimensionering.
a) Hvor mange portioner skal anvendes ved forsoget, hvis man onsker, at P(fejl af type I) = a <0.05,

P(fejl af type II) = < 0.10 og bagatelgreensen A =10 minutter, idet man fra mange tilsvarende forsog ved,

at den feelles spredning er O = 15 minutter.

b) Samme sporgsmal og krav som i sporgsmdl a), men nu antages, at man ikke kender spredningen, men ud fra nogle
fa delforsog skonner, at den er ca. 15 minutter.

¢) Samme sporgsmal og krav som i sporgsmdl b), men nu antages P(fejl af type ) = a < 0.01.

LASNING:

a) Af oversigt appendix 10.2 fas

2 2 2
U, TU_, Upyos T Uy 1.645 + 1.282
n A LO & 38,55
o 15 15

dvs. der skal udferes i alt n = 39 delforseg af hver behandling

A2
b) Af tabel 7 fés idet — = 5 = (.67, at det storste tal mindre end 0.67 fis for n ~ 40
(o3

10.3 Test og konfidensintervaller for 2 normalfordelte variable.

Lad os igen betragte det i eksempel 10.1 og 10.2 angivne forseg. For hver af de 2 additiver udferes
en rekke delforseg. Forsagsresultaterne kan generelt skrives:

For additiv A,: Statistisk variabel X|. Stikprove: x,,,X,,,X3,... Xy -

For additiv A,: Statistisk variabel X, ~Stikprove :  x,,,X,,,X,5,....%,, -
Viantager, at X, og X, er statistisk uafhaenglge normalfordelte Varlable med henholdsvis middelvzr-
dierne x4, og u, ogspredningerne o, 0g o, .
Sadvanligvis vil bdde middelverdier og spredninger ikke vare kendt eksakt, og ma derfor estimeres
ud fra forsggsresultaterne.

Generelt er man interesseret i at teste nulhypotesen
H,:p, = p, +d ,hvord er en given konstant (seedvanligvis 0)

Denne omskrives til H,: g, — 1, —d = 0.
Testproceduren er nu baseret pa fordelingen af differensen X, - X, - d .

Ifolge additionssatningen (se eventuelt “Statistiske Grundbegreber side 34) er X, - X, - d
normalfordelt og fra regnereglerne fas E()? - X, - d) = E()?l)— E(Yz) = [, - [, OZ

P, - X, - d)= (X)) v(x,)= T4 %

n,.n
. : , X -X,-d
Heraf folger, athvis spredningerne er kendt (eksakt), vil U = — -~ veere normeret normalfor-
%, %
n,n

delt, og pa sedvanlig made kunne anvendes til test af nulhypotesen.



10.3 Test og konfidensintervaller for 2 normalfordelte variable

Er spredningerne ikke kendt, vil det vaere naturligt at betragte teststorrelsen
X -X, -d
. (10.1)

Denne er imidlertid ikke normalfordelt.

Man kan sd benytte benytte “Satterthwaite’s approksimation” som angivet i appendix 10-3.

Har de to variable samme spredning, vil teststorrelsen (10.1) vaere ¢ - fordelt. Denne har storre
styrke' end “Satterwaite’s approksimation”, og ma derfor foretrekkes.

Er stikprovesterrelserne store (over 30) er teststorrelsen (10.1) med god tilnermelse normalfordelt,
og det er da ikke nedvendigt at foretage en indledende testning af, om spredningerne er ens eller
forskellige.

Testning af H: 41, = 1, + d foretages derfor i folgende reekkefolge:

1) Er stikprovesterrelserne > 30 foretages en U - test (jeevnfor eksempel 10.3 og appendix 10.2)

2) Erstikprovesterrelserne < 30 underseges forst om varianserne er ens (selvom det egentlige formal
er at undersoge forskelle i middelvaerdier)

Man opstiller nulhypotesen H,:0; = o, mod den alternative hypotese H: o 12 * 0'22 .

2
. S : .
Testen bygger p4, at storrelsen ' = ) er F - fordelt (jevnfor appendix 10.4)
2
Far man en accept af nulhypotesen, har man naturligvis ikke hermed vist at varianserne er ens,
men da testen er robust overfor mindre forskelle i varianserne, blot vi har samme antal gentagel-
ser, er det tilladeligt 1 den folgende test af middelverdierne at antage dette.

2a) Accepteres nulhypotesen H,:o] = o, , beregner man et estimat for den fzlles varians som
et veegtet gennemsnit s, af de to estimater for varianserne s; og s; . Disse vagtes i

(nl—l)-s12+(n2 —1)-522

forhold til frihedsgraderne, dvs. sg = . Frihedsgradstallet for
n+n,—2
Sé er f,=n,+n, —2. Man siger man har foretaget en “pooling” af de to estimater.
: X, -X,-
Man tester nu nulhypotesen H:u, = u, pa basis af teststorrelsen ¢ = 172a]som

Tr
k noon,
er t- fordelt med ffrihedsgrader (jevnfor eksempel 10.4 og appendix 10.3).

2b) Forkastes nulhypotesen H,:o; = o, , benyttes “Satterthwaite’s approksimation” (jevnfer
eksempel 10.5 og appendix 10-3).

Hvis spredningerne kan antages ens kan man foretage en dimensionering, dvs. valge antal
gentagelser n, s& P(fejl af type II) holdes under £. Hvorledes dette kan geres er beskrevet i

eksempel 10.2.

En test har “starre styrke” end en anden, hvis den med givne data og et givet signifikansniveau giver den sterste

chance for at forkaste nulhypotesen.
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De folgende 3 eksempler belyser disse 3 situationer.

Eksempel 10.3. Store stikprovestorrelser (> 30) (fortsattelse af eksempel 10.1).

Pa basis af resultatet i eksempel 10.2 udforte man 40 delforsog af hver behandling. Efter at forsogs-
reekken var afsluttet, opdagede man, at et af forsogene var mislykket og mdtte kasseres. Der var
folgelig kun 39 delforsog med additiv A, . Man fik folgende resultater (i minutter)

A, |117,0 130,7 117,4 142,4 106,8 115,7 116,5 86,7 124,7 127,9 103,0 133,4 103,6 114,4
132,0 130,2 110,5 119,4 117,2 125,6 126,5 94,0 122,77 106,0 124,0 135,2 124,1 107,9
113,4 116,2 113,9 131,4 125,6 128,0 110,6 97,2 124,4 134,1 115,7

A, |116,7 112,2 133,7 108,9 111,6 157,6 124,2 124,9 102,6 124,1 158,6 136,9 127,4 127.,5
138,9 122,77 120,5 133,2 122,4 143,0 135,6 135,4 136,8 121,4 116,2 135,7 128,2 122,1
132,7 107,0 138,2 121,6 131,1 157,3 162,5 130,2 126,0 138,6 138,5 106,5

1) Kan man ud fra disse data bevise pd mindst signifikansniveau o = 0.05 , at malingen med
additivet A, tilsat har en mindre middeltorretid end konkurrentens?

2) Hvadvil du anbefale virksomheden at gore, ndr man ogsd tager det okonomiske (bagatelgreensen)
i betragtning.

LOSNING:

1) X, = terringstiden for maling tilsat additiv 4,
X, = tarringstiden for maling tilsat additiv 4,
X, og X, antages at vaere uathaengige normalfordelte variable, med henholdsvis middelvardierne
1,08 u, ogspredningerne o, og o, .

Nulhypotese H: g, > p,  Alternativ hypotese: H:pu, < 1,

Vi finder ud fra stikproverne, atx, =118.6, s, =12.13 og x, =129.2, s, =14.2.

Da stikprovestorrelserne er over 30 anvendes en U-test (se eventuelt appendix 10.2).
X, -x,-0 118.6-129.2

u= =
252 \/ 12.13> 1427
n, n, 39 40
Da - uj g9 = - 3.090 > - 3.57 (eller P-vaerdi = P(U < -357) = @ (-3.57) = 0,000178529 < 0.001

forkastes nulhypotesen (3-stjernet) dvs.
der er et staerkt statistisk bevis for at additiv 4, i middel har en kortere torringstid end additiv 4,.

= -357

2) Et 95% konfidensinterval for differensen er (se eventuelt appendix 10.1 nummer 1)

o s; s 1213*  142°
X=Xy E g T = 118612925196, =+ ) = = ~106:+ 582
1 2

Konfidensintervallet er [— 16.43;- 4.78] )

Da bagatelgransen er 10, og differensen kun er 10.6, sdledes at naesten 50% af konfidensinterval-
let ligger under 10, kan det ikke anbefales at ga over til det mere kostbare additiv.

Bemark, at dimensioneringen reelt kun har betydning i en acceptsituation, hvor man s med stor
sikkerhed kan konkludere, at muligvis giver additiv A, en kortere sterkningstid, men ikke sa
meget kortere, at det har praktisk betydning.

Excel losning: Man foretager analysen pd samme méde, som det vises 1 de folgende 2 eksempler.

*



10.3 Test og konfidensintervaller for 2 normalfordelte variable

Som det fremgar af det folgende eksempel er det overkommeligt ved hjelp af en lommeregner at
foretage de nedvendige test i tilfaeldet, hvor der er samme spredning. Excel kan dog ogséd udfere
disse test.

Eksempel 10.4. Sma stikprevestorrelser (< 30), accept af ens spredning.

To katalysatorers indflydelse pd udbyttet ved en kemisk proces skal undersoges. Den ene katalysator
K, er billigere end den anden katalysator K, , sa hvis K, ikke i middel giver et udbytte, som er mindst
2 enheder storre end det udbytte K, giver, vil vi veelge katalysator K.

Da forsogene er bdde tidskreevende og kostbare, har man kun afsat midler til 8 forsog med hver
katalysator. Resultaterne blev:

K, 86.41 9192 86.27 88.99 9259 8938 9140 88.70

K, 93.65 9297 9796 94.01 9156 91.85 99.99 90.99

1) Undersog pa basis af disse resultater, om det pd et signifikansniveau pa 5% kan padvises at K,
giver et udbytte der er 2 enheder storre end K,
2) Angiv endvidere et 95% konfidensinterval for differensen mellem de to middeludbytter.
LOSNING:
1) Lad X, = udbyttet ved anvendelse af katalysator K, og
X, = udbyttet ved anvendelse af katalysator K,.
X, og X, antages approksimativt normalfordelte med middelvardi og spredning henholdsvis

H,0, O H;,0,.

Ved indtastning af forsegsresultaterne i lommeregneren fs de tilsvarende estimater
x, = 8946, s, = 2387 og x, =9412, s, = 3213.
a) Forsttestes om varianserne er ens, dvs. ILIOIGI2 = 0'22 mod den alternative hypotese H. 10'12 * 0'22 .

Vi anvender formlen i appendix 10.4 storrekke 2:

. s; 3213°
Teststarrelsen £ = 512 = 53872
(Bemark: Velg teller og naevner i F, sé breken bliver storre end 1, sd skal kun vurderes “opad”).
Ved opslag i tabel 6 findes F,,5(7,7) =4.99 .
Da1.811<4.99 (eller P-vaerdi = P(X>1.811)=0.23 > 0.025) accepteres nulhypotesen, dvs.
vi vil i den folgende test antage, at spredningerne er ens.
Et estimat for den fzlles spredning er
2 (n,-1)st+(m,-1)s; _ (8- 1)-2.387% + (8- 1)-3.2137 - 801 med f, = 14
n+n,-2 14
b) Vi tester nu om udbyttet ved katalysator K, er 2 storre end ved katalysator K, hvilket betyder, at
vi opstiller nulhypotesen /,: 1, < g, + 2 mod den alternative hypotese H: g, > g, + 2.

%, % -2 9412-8946-2

Af appendix 10.3 fas teststorrelsen ¢ = =
1 1 I 1
So. [+ — 801, [+ =
n, n, 8 8

Da t = 1.88 > ¢,,:(14) = 1.76 (eller P - veerdi=P(X>1.88)=0.041 <0.05) forkastes nulhy-

potesen, dvs. vi har et (svagt) statistisk bevis for at K, giver et udbytte der er 2 enheder storre end
K, (vier dog tat pa en accept).

= 1811, er F-fordelt F(f,, f,)=F(7,7).

= 1.88




10. Hypotesetestning (2 statistiske variable)

Excell lesning: I appendix A afsnit a9 ses, hvilke ordrer der er nedvendige.
a) Forst testes om varianserne er ens, dvs.

H,:o! = o2 mod den alternative hypotese H,:o7 # o .

Lad stikprevevardierne for K, og K, st i to sgjler eksemplevis i cellerne Al til A8 og B1 til B8

Inddata:
86,41
91,92
86,27
88,99
92,59
89,38

91,4
88,7

93,65
92,97
97,96
94,01
91,56
91,85
99,99
90,99

Test af nulhypotese /1,: 1, < 1y +2 (samme spredning)

Indtast data fra eksempel 10.4. K1's vardier placeres i cellerne Al - A8. K2's vaerdier placeres i

cellerne B1 - B8

1) Forst testes om spredningerne er ens: Hy:of = o5

Metode 1: P - verdi = FTEST(A1:A8;B1:B8) =0.451401 . Da 0.451 > 0.05 accepteres H,.
Metode 2: Velg “Funktioner”, “Dataanalyse”, “F-test: Dobbelt stikprove for varians”
Den fremkomne tabel udfyldes:
“Omrade for variabel 1": A1:A8
“Outputomrade”: Skriv cellenummer for gverste venstre celle 1 det onskede outputomrade.

Udskrift:
F-test:

“Omrade for variabel 2": B1:B8

Dobbelt stikpregve for varians

Variabel 1Variabel 2

Middelverdi

Varians

Observationer

fg
F
P (F<=f)

en-halet
F-kritisk en-halet

89,4575
5,699364
8

7
0,552101
0,225701
0,264058

94,1225
10,32305
8

7

H,_accepteres, da P-verdi=0.2257 < 0.025

2) Nutestes oy =0, : Hy:pty < p; +2
Metode 1: P - vaerdi = TTEST(B1:B8;A1:A8 + 2;1;2) = 0,040314
Da 0.040314 < 0.05 forkastes H,

29 <¢

Metode 2: Valg “Funktioner”, “Dataanalyse”, “t-test: to stikprever med ens varians”
Den fremkomne tabel udfyldes:
“Omréde for variabel 1": B1:B10
“Hypotese for forskel i middelvaerdi”: 2
“Outputomrade”: Skriv cellenummer for gverste venstre celle 1 det enskede outputomrade.

Udskrift:

“Omréade for variabel 2";: A1:A8



10.3 Test og konfidensintervaller for 2 normalfordelte variable

t-test: To stikprgver med ens varians

Variabel 1 Variabel 2

Middelverdi 94,1225 89,4575
Varians 10,32305 5,699364
Observationer 38 8
Puljevarians 8,011207
Hypotese for forskel i middelverdi 2
fg 14
t-stat 1,883121
P(T<=t) en-halet 0,040314 H, forkastes, da P-

verdi=0.0404 < 0.05
t-kritisk en-halet 1,761309
P (T<=t) to-halet 0,0800628
t-kritisk to-halet 2,144789

Det ses, at vi far de samme resultater og konklusion som for.

2) Et 95% konfidensinterval for differensen er (se eventuelt appendix oversigt 10.1 nummer 2)

L 11 11
Xy = Xt lggp(14) 5, -4 = 9412 8946+ 215 /801 [ + o = 467 30427
1 2

Konfidensintervallet er [1.63 ; 7.71].

Atkonfidensintervallet indeholder 2 skyldes, at ved ensidede test er et 95% konfidensinterval for
differensen ogsa “ensidet” [ g ; o[ hvor den nedre granse g er bestemt ved:

1 1 1 1
8= X, — X, —tyos(14) -5, | —+ — =9412-8946- 1.76-/8.01 - g-l— g =467-249 =2.18
n,n,

dvs. differensen er storre end 2.18.

Excell kan ikke umiddelbart beregne konfidensintervallet, men man ma opskrive formlen for

konfidensradius .

Forudsattes varianserne i forrige skem placeret i P16 og Q16 osv. fis radius af formlen

r=(P16*(P17-1)+Q16*(Q17-1))/(P16+Q16-2))"(0,5)*(1/P17+1/P18)"(0,5)*TINV(0,05;14)

¢

Hvis der er stor forskel pa stikprevestorrelserne, er det meget vigtigt for anvendelsen af ovenstaende
test, at forudsatningen om, at varianserne er ens er holdbar. Til gengzld er det ogsd i sddanne
tilfelde, man virkelig ser den store forbedring ved at benytte 7 - testen fremfor “Satterthwaite’s
approksimation”.

Eksempel 10.5. Sma stikprovestorrelser (< 30), forskellig spredning.
Lad os antage, at vi har samme problemstilling som i eksempel 10.4, men at vi denne gang anvender
to andre katalysatorer A og B. Der planleegges med 10 delforsog men desveerre mislykkedes to af
forsagene med katalysator A , sa der ikke er lige mange gentagelser.

Vi far folgende resultater:

Al 84.66 [ 77.51 | 7832 ] 83.71 | 86.88 | 79.26 | 91.3 | 85.71
B | 87.82 87.9 | 90.43 | 89.46 | 84.99 | 86.36 | 89.47 | 86.86 | 87.39 | 86.25

Undersog pd basis af disse resultater, om det pd et signifikansniveau pd 5% kan pdvises, at B giver
et udbytte der er 2 enheder storre end A.



10. Hypotesetestning (2 statistiske variable)

LOSNING:
1) Lad X, =udbyttet ved anvendelse af katalysator A og
X; = udbyttet ved anvendelse af katalysator B.
X, og Xy antages approksimativt normalfordelte med middelvaerdi og spredning henholdsvis
M40, O8 Hg,0p.
Ved indtastning af forsegsresultaterne i lommeregneren eller 1 Exell fis de tilsvarende estimater
X, =834188, s, =4.7686 og xz =87.693, sz =16925

a) Forst testes om varianserne er ens, dvs. H: o-j = af; mod den alternative hypotese H: O'i # 0'2 .

2 2
Af appendix 10.4 storreekke 2 fas, at teststorrelsen F = 24 _ 47686 =7938, er F - fordelt

sz 16925
F(f,,f3)=F(19) (bemark, at vi igen serger for, at breken bliver storre end 1)

Idet F,5(7,9) = 482 (eller P-vardi = P (X>7.938) =0,00302 <0.025) forkastes nulhypo-

tesen, dvs. vi kan ikke tillade os at antage, at spredningerne er ens.
b) Vi tester nu om udbyttet ved katalysator B er 2 storre end ved katalysator A, hvilket betyder, at

vi opstiller nulhypotesen Hy: p < 1, +2 mod den alternative hypotese H:pp > 1 +2.

Xp—X,-2 87.693-834188-2

s% sy 47686% 16925°
n, n, g 10

= 12857

Af appendix 10.3 fas teststorrelsenz =

ngy npg

Frihedsgradstallet fberegnes ved Satterthwaite’s metode som det n&ermeste hele tal, som er storre

s 52 2
ny npg

2
(476862 L69252J

+
8 10
end g= 5 ;= 5 5 =842~8
2 2 2 2
5% 53 (47686 j (16925 J
ny ) ng 8 . 10
nA—l nB—l 8—-1 10-1

Da ¢=1286<1;45(8) =186 (eller P - vaerdi = 0.117 > 0.05) , accepteres nulhypotesen.

Vi kan ikke pa dette grundlag vise, at udbyttet ved katalysator B er 2 sterre end ved katalysator
A.

Excel lesning: P4 grund af de omfattende regninger kan det her anbefales at benytte et statistikpro-
gram

a) Test af om varianserne er ens: H,:0", = o, mod den alternative hypotese H:c”, # o .

F-test: Dobbelt stikpreove for varians
Variabel 1Variabel 2

Middelvardi 83,41875 87,693

Varians 22,73936 2,864579

Observationer 8 10

fg 7 9

F 7,938115

P(F<=f) en-halet 0,00302 H,_accepteres, da P-verdi=0.003 < 0.025

F-kritisk en-halet 3,29274

b)Vi tester nu om udbyttet ved katalysator B er 2 enheder storre end ved katalysator A.

10



10.4 Test og konfidensintervaller for 2 binomialfordelte variable

t-test: To stikprggver med forskellig varians

Variabel 1Variabel 2

Middelvaserdi 87,693 83,41875
Varians 2,864579 22,73936
Observationer 10 8
Hypotese for forskel i middelvazrdi 2
fg 8
t-stat 1,285713
P (T<=t) en-halet 0,117254 H, _accepteres, da
"P-vaerdi=0.2257 <
0.025
t-kritisk en-halet 1,859548
P (T<=t) to-halet 0,234508
t-kritisk to-halet 2,306006
Det ses, at vi far de samme resultat som ved benyttelse af tabel. L 2

10.4 Testog konfidensintervaller for 2 binomialfordelte variable.

Som naevnt i bind 1 kan man ofte approksimere en binomialfordeling med en normalfordeling.
Det er en sddan approksimation, som formlerne 1 appendix 10.5 bygger pa. I praksis vil disse
forudsetninger for approksimation sedvanligvis vaere opfyldt.
Vi belyser anvendelsen af oversigten ved felgende eksempel.

Eksempel 10.6. Binomialfordelingstes

t.

Ved et forsog der skulle afgore om C - vitamin har en forebyggende virkning mod forkelelse, fik
halvdelen af en gruppe pa 280 franske skilobere C - vitamin mens de ovrige fik kalktabletter
(placebobehandling). Fordelingen skete randomiseret, og forsegspersonerne var uvidende om

gruppeinddeling og hvilket medikament

de fik.

Efter en passende tid optaltes hvor mange af forsogspersonerne der var forkolede.

Resultaterne kan ses af folgende skema:

Forkelet Ikke forkolet Total
C-vitamin 17 122 139
Kalktabletter 31 109 140

Bemcerk, at en enkelt forsogsperson gled ud af forseget, sd grupperne blev ikke helt lige store.
1) Kan det pa et signifikansniveau pd 5% vises, at C - vitamin har en forebyggende virkning?

2) I bekreeftende fald angiv er 95% konfidensinterval for differensen mellem parametrene.

11



10. Hypotesetestning (2 statistiske variable)

LOSNING:
X, = antal forkelede personer der har fiet C-vitamin. X, er binomialfordelt b(139, p,).
X, = antal forkelede personer der har fiet Kalktabletter. X, er binomialfordelt b(140, p,).

Da vi ensker at vise, at p, < p, bliver
nulhypotesen H: p, > p, mod den alternative hypotese H:p, < p,.

Appendix 10.5 storreekke 2 anvendes :

~ x 17 _  x, 31 X, tx, 17+ 31 48

p="t=——.p=""=_"_0gp= = =
n, 139 n, 140 n,+n, 139+140 279

~ 48 ~
Dan, -p= 139-ﬁ= 239 €[5139-5]og n, - p= 14O~24789= 24.1 €[5;140 - 5]

er forudsaetningerne for at approksimere med normalfordelingen opfyldt. Vi finder af formel (1)
17 31

= PP, _ 139 140 _—00%9 _ ,

a1 48(1_48j-(1+1)_0.0452_
PrA=p ) 279U 279) Uiz T a0

Da u,, =1645< 2.193 < u,,, =2.326 (eller P - vaerdi = ®(-2.193)=0.0142) forkastes

nulhypotesen (‘enstjernet’), dvs.

der er pé signifikansniveau 5% vist, at C-vitamin har en vis forebyggende virkning mod forkelelse,

Et 95% konfidensinterval for differensen p, — p, er ifelge appendix 10.1 rakke 8:

5 -5, —u '\/ﬁ'(l_ﬁ) , P(1-Dy) Jﬁl(l—ﬁ) WA
-3 n n,

Spl_pzspl_p2+ul_a'

n n, 2 1

0.122(1- 0.122) . 0223(1- 0223) 0.122(1- 0.122) . 0.223(1- 0.223)
139 140 139 140

& -0.1007 - 0.08787 < p, - p, < -01007 + 0.08787 & - 0.1886< p, - p, < -0.0128

& 0122-0223- 1.960-\/ <p -p, £0122-0223+ 1.960-\/

Excell har ikke direkte nogle programmer til beregningerne, sé eneste mulighed er at beregne direkte
ud fra formlerne.

¢
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10.5 Test og konfidensintervaller for 2 Poissonfordelte variable

10.5 Test og konfidensintervaller for 2 Poissonfordelte variable.

Som navnt i bind 1 kan man ofte approksimere en Poisonfordeling med en normalfordeling.

Det er en sddan approksimation, som formlerne i appendix 10.6 bygger pa. I praksis vil disse
forudsetninger for approksimation seedvanligvis vere opfyldt. Vi belyser anvendelsen af oversigten
ved folgende eksempel.

Eksempel 10.7. Poissonfordelingstest.

En bestemt type TV-apparat produceres pa 2 fabrikker A og B. Man har mistanke om, at der er
forskel pa antallet af loddefejl der findes i apparater fra de to fabrikker. For at teste dette, udtages
af den lobende produktion stikprover pa 5 TV-apparater, og man optalte antallet af loddefejl i de 5
apparater. Resultaterne blev:

Fabrik A: Pd 20 apparater fandtes i alt 12 loddefejl

Fabrik B: Pa 19 apparater fandtes i alt 7 loddefejl (et apparat mdtte udskydes)

Test pa dette grundlag, om der er forskel pa fejlintensiteten pa de to fabrikker.

LOSNING
X, = antal loddefejl pr. apparat pa fabrik A. X, antages Poissonfordelt p( ).
X, = antal loddefejl pr. apparat pa fabrik B. X, antages Poissonfordelt p( x, ).

Da vi ensker at vise, at u, # u, bliver

nulhypotesen H,: u, = u, mod den alternative hypotese H:u, # u, .

Appendix 10.6 storreekke 3 anvendes :

- x 12 ,_xz_l

X, +x, 12+7 19
X, = = = =—

n, 200 0 197 no+n, 20419 39°

Da nl-f=2O-E:9.7425 og nz-f:19-gz9.2625
39 39

= e og x =

er forudsatningerne for at approksimere med normalfordelingen opfyldt.

' 12 7
Vi finder : X, — X, B % E _ 02316

u= =
(1 1) \/19 (1 1) 02236

o e

n o 39 \20 19

Da u=1036< 1o, = 1960 (eller P-vaerdi = P(X > 1.036) = 1- ®(1.036) = 0.1501> 0.025))

=1.036

accepteres nulhypotesen, dvs. man kan ikke pd det grundlag vise, at der er forskel pé fejlintensiteten

pé de to fabrikker,

¢

Excell har ikke direkte nogle programmer til beregningerne, sé eneste mulighed er at beregne direkte

ud fra formlerne.
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10. Hypotesetestning (2 statistiske variable)

OPGAVER

Opgave 10.17

Det pastas at modstanden i en trad af type A er storre end modstanden i en trad af type B. Til afklaring af denne péstand
udtages ved et fuldsteendigt randomiseret forseg tilfeldigt n trdde af hver type og deres modstande maéles.

Find det mindste antal n

1) hvis man ensker at P(fejl af type I) = a < 0.05, P(fejl af type II) = < 0.05 og bagatelgrensen er A
= 0.1 ohm, og man ved, at spredningen & = 0.1 ohm.

2) hvis man ensker at P(fejl af type I) = a < 0.05, P(fejl af type II) = < 0.05 og bagatelgreensen er A
= 0.1 ohm, og man har en forhdndsformodning om, at spredningen er ca. & =0.1 ohm.

3) Hvilkekonklusioner vedrerende behandlingernes virkning kan geres, safremt man ved testning af forsggsresultaterne
finder a) signifikans b) ingen signifikans

4) Huvilke yderligere analyser af forsegsresultaterne ber foretages, sdfremt testningen
a) viser signifikans b) ikke viser signifikans.

Opgave 10.2
I et forseg ensker man at sammenligne udbyttet ved benyttelse af 2 reaktortyper.

Man egnsker at kunne péavise eventuelle forskelle i middeludbytte ned til ca. A = 6.0.
Find den mindste vardi af n = “antal delforseg med hver reaktortype”, for hvilken

P(fejl af type I) = a < 0.05, P(fejl af type I1) = £<0.10.

Man kender ikke spredningen eksakt, men mener, den hgjst er ca 7 enheder.

Opgave 10.3"

Et levnedsmiddelfirma havde udviklet en diet, som har lavt indhold af fedt, kulhydrater og kole-
sterol. Diten er udviklet med henblik pé patienter med hjerteproblemer, men firmaet ensker nu at
undersoge diztens virkning pd folk med vaegtproblemer.

To stikprever pa hver 100 personer med vagtproblemer blev udtaget tilfaeldigt. Gruppe A fik den
nye diet, mens gruppe B fik den dieet, man normalt gav. For hver person blev registreret storrelsen
af vaegttabet i en 3 ugers periode.

Man fandt folgende verdier for gennemsnit og spredning:

Gruppe A: x, =931 kg, s, =4.67

Gruppe B: x, = 740 kg, s, = 4.04.

1) Undersog om vagttabet for gruppe A er signifikant sterre end for gruppe B. Signifikansniveau
a=5%.

2) Beregn et 95% konfidensinterval for differensen mellem de to gruppers middelverdier.

Opgave 10.4
Pé et laboratorium undersegtes filtreringstiden for en oplesning af et bestemt gedningsstof ved
benyttelsen af to forskellige filtertyper (F,) og (F,). Folgende stikpravevardier observeredes:

(F) 8 [ 10 [ 12 [ 13 13 9 14 4

(F,) 9 (10 |10 | 7 9
Det antages, at filtreringstiderne X, og X, er normalfordelte n(u,,o0,) og n(w,,o,)

1) Test, om det kan antages, at o, = o, .

2) Test under hensyntagen til det i 1) fundne, om det kan antages, at £, = £, .

3) Opstil et 95% -konfidensinterval for: a) x4, —u,, b) &.
02
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Opgaver til kapitel 10

Opgave 10.5"

Det pastds at modstanden 1 en trad af type A er storre end modstanden i en trad af type B. Til
afklaring af denne péstand udtages tilfeldigt 6 trade af hver type og deres modstande méles.
Folgende resultater fandtes:

Modstand i trdd A (i ohm) 0.140 0.138 0.143 0.142 0.144  0.137

Modstand i trdd B (i ohm) 0.135 0.140 0.142 0.136 0.138 0.140

Hvilke konklusioner kan drages med hensyn til pastanden?

Opgave 10.6

I etlaboratorium foretoges 15 uathangige bestemmelser af furfurols kogepunkt, idet 8 af bestemmel-
serne foretoges af én kemiingenier, de resterende bestemmelser af en anden kemiingenior. Resulta-
terne var (°C) :

1. ingenior | 162.2 [ 161.3 [ 161.9 | 161.2 | 163.4 162.4 162.5 162.0

2. ingenior | 163.3 | 162.6 | 161.8 | 163.8 | 163.0 163.2 164.1

Undersag, om de to ingenigrers resultater i middel er ens.

Opgave 10.7

Med henblik pé at sammenligne de farmakologiske virkninger af stofferne morphin og nalbuphin
foretoges et fuldsteendigt randomiseret forseg, hvorved man pa 10 forsggspersoner malte 2endringen
1 pupildiameter (millimeter) efter indsprejtning af en standarddosis af en oplesning af morphin (M)
eller nalbuphin (N) .

Forsegsplan og forsggsresultater var:

M:1.0 [N:0.0 [M:19 ([(M:2.0 [N:0.8 ([M:0.8 [M:0.1 N:-03 [N:04 |N:0.2

Analyser forseggsresultaterne og opstil et 95%-konfidensinterval for differensen
(M) — p(N) mellem de to middelvaerdier.

Opgave 10.8

En produktion af plastikvarer ma omlaegges pa grund af bestemmelser 1 en ny miljelov.

Ved den fremtidige produktion kan inden for miljelovens rammer vaelges mellem 2 pro- duktionsme-
toder I og II. Metode I er den dyreste, og fabrikanten har regnet ud, at det (kun) kan betale sig at
benytte metode I, sdfremt den giver et middeludbytte, som er mindst 10 maleenheder (udbytteprocen-
ter) storre end udbyttet ved benyttelse af metode II.

Ved et fuldstendigt randomiseret forsog fandtes folgende maleresultater:

Metode I | 35.2 | 38.1 [ 37.6 |37.634.9(37.9]36.5]|40.0(36.2 (374 | 37.2 | 379
Metode II | 26.2 | 22.2 | 24.3 |24.5(22.0 (27.6 |123.8 |22.8 [23.4 | 20.8

Fabrikanten valgte herefter at benytte metode 1.

Foretag en undersogelse af, om valget var statistisk velmotiveret.

Opstil et 95% - konfidensinterval for differensen mellem middeludbytterne ved benyttelse af
metoderne 1 og II.
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10. Hypotesetestning (2 statistiske variable)

Opgave 10.9"

To sjellandske fabrikker producerer begge en bestemt type kvegfoder, for hvilken det onskes, at
proteinindholdet i faerdigvaren skal vere 26%. P4 de 2 fabrikkers driftslaboratorier foretoges
folgende malinger af proteinindholdet i en uges produktion:

Fabrik 1 27.3 26.1 26.9 24.8 26.2 25.7 26.5

Fabrik 2 |26.0 | 26.7 | 25.6 | 26.1 26.2 25.5 26.0 26.1 262 | 259

Foretag en statistisk vurdering af, om de to produktioner kan antages i middel at give kvaegfoder med
samme proteinindhold.

Opgave 10.10
Maling af intelligenskvotient pd 16 tilfeeldigt udvalgte studerende ved en diplom-retning (med mere

end 200 studerende) viste et gennemsnit pd x, = 107 og en empirisk varians pa s; =100, medens en
tilsvarende maling pa 14 tilfeeldigt udvalgte studerende fra en anden diplomretning viste et gennem-
snit pd x, =112 og en empirisk varians pa S22 = 64.

Tyder disse tal pa en forskel pé studentermaterialet pa de to retninger?

Opgave 10.11

1) 100 studerende, 52 piger og 48 drenge, indstillede sig til en preve, ved hvilken 39 piger og 27
drenge bestod.

Undersog. om det anforte tyder pa, at resultatet ved den pigeldende prove athenger af delta-
gerens kon.

2) Det oplyses supplerende, at pigerne ved ovennavnte preve opnéede et gennemsnit pa 64% med
en empirisk spredning pa 10%, medens drengenes gennemsnit var 59% med en empirisk spred-
ning pé 8%.

Undersog, om det anforte kan tages som vidnesbyrd om, at piger i almindelighed klarer sig bedre
end drenge ved den omhandlede prove.

Opgave 10.12"

To sjellandske fabrikker producerer begge en bestemt type kveegfoder, for hvilken det enskes, at
proteinindholdet i feerdigvaren skal vaere 26%. For den omhandlede produktion er der fastsat en gvre
og en nedre tolerancegrense for proteinindholdet. Partier med et proteinindhold uden for tolerancein-
tervallet klassificeres som "dumpere".

I en 3-méneders periode havde fabrik 1 af en produktion pa 60 foderstofpartier 5 dumpere, medens
fabrik 2 af en produktion pa 100 foderstofpartier havde 12 dumpere. Kan det heraf statistisk konklu-
deres, at dumpeprocenten i middel har varet storst for fabrik 2?
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Opgaver til kapitel 10

Opgave 10.13
To virksomheder A og B fremstiller daser med nominelt 100 g rejeost. 10 tilfaeldigt udtagne daser
fra A's produktion og 20 tilfeeldigt udtagne daser fra B's produktion viste folgende resultater:

Virksomhed
A B
Totalt antal rejer 81 216
Gennemsnittet x af nettoindhold 1012 ¢ 983 ¢g
Empirisk spredning s af nettoinshold 10g 27¢

1) Test, om det gennemsnitlige antal rejer pr. dase kan antages at veere det samme for virksomheder-
nes produktion.

2) Test, om det gennemsnitlige nettoindhold i en ddse kan antages at vaere det samme for virksomhe-
dernes produktion.

Opgave 10.14

1) Mange forbrugere tror, at sdkaldte "mandagsbiler", dvs. biler produceret om mandagen, har flere
alvorlige fejl end biler produceret pa ugens ovrige arbejdsdage.
For atundersoge, om der er noget grundlag for denne tro, udtog man pa en bilfabrik tilfeldigt 100
"mandagsbiler" og underseggte dem for fejl. Man fandt at 8 biler havde alvorlige fejl. Tilsvarende
udtog man tilfeeldigt 200 biler, der var produceret pd ugens evrige arbejdsdage, og man fandt 12
biler, der havde alvorlige fejl.
Giver denne undersogelse stotte til formodningen om, at "mandagsbiler" er af darligere kvalitet
end andre biler.

2) De 100 ovennavnte "mandagsbiler" havde i alt 1030 konstaterede storre eller mindre enkeltfejl,
medens de 200 ovennavnte andre biler i alt havde 1899 konstaterede fejl. Tyder dette p4, at der
er forskel 1 fejlintensiteten pa bilerne i de to grupper?

Opgave 10.15
Ved en undersggelse af en eventuel sammenhang mellem luftforurening og forekomsten af lunge-
cancer sammenlignedes bl.a. sygdommens forekomst i byen X - kebing inden for den gamle bygren-
se (i nerheden af byens industrivirksomheder) med dens forekomst i samme bys forstadsomrade
(villakvarter):

Antal tilfeelde af lungecancer | Samlet indbyggerantal

Indre by 30 9000

Forstadsomrade 40 27000

1) Det ses. at den relative hyppighed af cancertilfeelde i den indre by afviger fra den relative hyppig-
hed i forstadsomradet. Kan dette forklares som et tilfaeldigt udsving? Den opstillede nulhypotese.
som testes, onskes specificeret med angivelse af den alternative hypotese.

2) Diskuter muligheden for at drage arsagsmassige konklusioner ud fra det fundne testresultat.
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11. Regressionsanalyse

11 ENKELT REGRESSIONSANALYSE

11.1 Indledning

I dette kapitel betragtes forseg, hvor man har mlt sammenherende vardier af to variable x og
v. Det folgende eksempel demonstrerer et sadant tilfelde.

Eksempel 11.1

1 et spinderi udtrykkes garnets kvalitet bl.a. ved en norm for den forventede treekstyrke. Kvaliteten
anses sdledes for at veere i orden, hvis middeltreekstyrken mindst er lig med 10 maleenheder (me).
Ved uldgarn opfylder garnets naturlige treekstyrke ikke det ncevnte kvalitetskrav, hvorfor der
tilscettes en vis meengde kunstfibre, hvilket foroger treekstyrken. Herved sker der dog det, at andre
kvalitetsegenskaber, sasom elasticitet og isoleringsevne, forringes. Man har eksperimenteret med
forskellige tilsatte meengder kunstfibre x og registreret garnets treekstyrke y ved disse forskellige
meengder. Herved fremkom falgende observationsmateriale:

Mangde x (i gram) af| 40 [ 50 |55 [60 |70 [ 75|80 [85]90 [ 95 [100| 105|110 |120 | 130
kunstfibre pr kg uld

Traekstyrke (me): Y|4.5[6.5|5.4(7.0(8.218.0(7.1]8.9(8.2110.3]9.6 |10.8[10.5(11.2| 12.0

| 4

Mzangden af kunstfibre x er blevet bestemt pa forhdnd (har faet ganske bestemte vaerdier), s den
er ikke en statistisk variabel. Traekstyrken Y synes derimod udover mangden af kunstfibre ogsa
at vere pavirket af andre ukendte og ukontrollable “stgjfaktorer”. ¥ ma derfor opfattes som en
statistisk variabel.

[ andre situationer er bade X og Y statistiske variable. Dette geelder eksempelvis, hvis man ensker
at undersege om der er en sammenhang mellem personers hgjde Y og vaegt X, og derfor for en
rekke personer maler ssmmenherende verdier af hgjde og vaegt.

Er den ene variabel som 1 eksempel 11.1 en (kontrolleret) ikke statistisk variabel, s& har man
mulighed for hver x- verdi, at foretage gentagne malinger af den statistiske variabel ¥ (randomi-
seret). Dette giver mulighed for at beregne et estimat for den spredning der skyldes stgjen, hvilket
(som det vises i afsnit 11.3.6) kan udnyttes 1 regressionsanalysen.

11.2. Valg af model, der “bedst mulig” beskriver de fundne data.
Betragtes igen eksempel 11.1 ville man umiddelbart sige, at da man har 15 punktpar, sa vil et
polynomium af fjortende grad gd igennem alle punkter, og det mé derfor vare en god model.
Dette er imidlertid ikke tilfeldet, da Y - vaerdierne jo er resultater af forseg der er pavirket af
ukontrollable stejkilder. Polynomiets koefficienter vil derfor afspejle disse tilfeldige udsving, og
det giver derfor en ganske meningsles model. Endvidere er modellen alt for matematisk kompli-
ceret til at kunne bruges 1 praksis. Vi seger derfor en enklere model.
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11.2 Valg af model, der “bedst mulig” beskriver de fundne data

11.2.1.Linezer model.

Ved en lineer model forstds her en model der er lineer med hensyn til parametrene.

Et polynomium af 2. grad y = a + bx + cx” er sdledes lineeer i de 3 parametre a, b og c (selv
om grafen naturligvis ikke er en ret linie).

Etandeteksempeler y = a+ b- P+ ¢ T ,hvor den atheengige variable atheenger af to uathan-
gige variable “temperatur” 7 og “tryk™ P. Vi har s en sékaldt “multipel regressionsanalyse”.
Som et eksempel pd en model der ikke er linear i parametrene kan neevnes y = a + bx°.

Ved en regressionsanalyse sgger man at finde den lineaere model, som indeholder det faerreste
antal koefficienter (parametre), og som samtidig beskriver dataene tilstraekkelig godt.

Vi vil i dette kapitel betragte det ved anvendelserne meget ofte forekomne tilfelde, som kaldes
enkelt regressionsanalyse, og hvor modellen er lineer i 2 parametre.

Som eksempler herpéd kan nevnes y = a+ bxog Iny=a+b-Inx.

Benyttes et egentligt statistikprogram (som eksempelvis Statgraphics) til beregningsarbejdet, kan
metoderne herfra nemt overfores til mere komplicerede regressionsmodeller som:

Y=0a, +ﬂ1x+ﬂ2x2 +ﬂ3x3+...+ﬂpx” og Y=a,+ Bx + f,x, + fx; + f,x, .

11.2.2.Regressionslinie og regressionskoefficienter.

Lad os antage, at der foreligger en raekke malinger af ssmmenherende vardier af to sterrelser x
og y. Som eksempel herpa betragter vi igen dataene i eksempel 11.1.

Afszttes de mélte punktpar (x,,),)1 et koordinatsystem for at fa et overblik over forlebet, fis

folgende tegning:
Plot of styrke vs kunstfibre

12,5 F 3

10,5 .

2 i ]
5 &5 ]
@ 3 )
6,51 ]

45 L. | | | | ]

40 60 80 100 120 140

kunstfibre

Punkterne ligger ikke eksakt pé en ret linie, men det synes rimeligt at antage, at afvigelserne fra
en ret linie kan forklares ved den tilfzeldige variation (stejen).
Derfor er det nerliggende at antage, at middelvaerdien af den statistiske variable Y er en lineaer

funktion af x af formen E(ﬂx) =p, + Bx. (1)
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11. Regressionsanalyse

E (ﬂ x) skal leeses middelverdien af Y for fastholdt x.
Vivil i det folgende ofte i ligningen (1) kort skrive Yeller ¢ fremfor E (ﬂx) .

Ligning (1) kaldes regressionsligningen (eller den teoretiske regressionsligning), grafen kaldes
for regressionslinien (eller den teoretiske regressionslinie) , og konstantledet £, og heldnings-

koefficienten f, kaldes regressionskoefficienterne.

Mens middelverdien af Y ligger pa regressionslinien, kan den aktuelle observerede verdi af ¥
ikke forventes at ligge pa den.

For et punktpar (x,,y,) gelder derfor, at y, = 4 + Bx, + &, hvor &, kaldes den i’te residual.

11.2.3.Bestemmelse af regressionslinien ved mindste kvadraters metode.

P4 basis af en rekke sammenheorende vardier af x og y bestemmes estimatorer S, og B, for

regressionskoefficienterne ved “ mindste kvadraters metode*.

Det folgende eksempel viser metoden anvendt pa et sé (urealistisk) lille taleksempel, at regninger-
ne kan gennemfores uden anvendelse af et egentligt regressionsprogram.. De angivne metoder kan
imidlertid umiddelbart generaliseres til mere komplicerede eksempler.

Eksempel 11.2. Bestemmelse af regressionskoefficienter ved mindste kvadraters metode.
1 et medicinsk forsag mdles pd en forsegsperson sammenharende veerdier af en bestemt medicin
i blodet (i %) og reaktionstiden.

Resultaterne var:

x [1 123 6 8

y 21149 |7

Bestem ved mindste kvadraters metode et estimat for regressionslinien.

L 4

Residual. Ved et punkts residual til en linie forstas den “lodrette” afstand fra punktet til linien (se
tegningen).
A ¢

|
. |
Residual r4\ !

Pa figur 11.1 er afsat de 5 punkter,
og indtegnet en ret linie.

Figur 11.1 Residualer
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11.2 Valg af model, der “bedst mulig” beskriver de fundne data

Mindste Kvadraters metode. Regressionslinien ' = ﬁo + ﬁlx bestemmes som den af alle
mulige rette linier, for hvilket summen af kvadratet af residualerne til linien er mindst.

I eksempel 11.2 er kvadratsummen 1’12 + 1”22 + 1’32 + r42 + 1’52 .

Losningen af dette optimeringsproblem er angivet nedenfor (med petit).

Bestemmelse af regressionsligningen ved mindste kvadraters metode

LOSNING:

I vort tilfelde hvor vi har 5 punkter, indsettes vi disse 1 ligningeny = ,50 + ﬂle. Dette giver:
2=By+ Bl =B+ B2, 4=F+pB-3, 9=B+B-6, T= B+ B,-8-

De 5 ligninger med 2 ubekendte [)’NO og [:’1 kan 1 matrixnotation skrives:

2

Y=X-Bhvor y-=

I
(N,
0 O\ W N~

QS

0

s3]

|

N OO K~ =

De sogte vaerdier af ,EO og ,6~’1 findes som den lesning til dette overbestemte ligningssystem som giver den mindste
RMS - fejl. Lasningen er (se evt. “Matematik for ingenierer” bind 3) bestemt ved

normalligningssystemet X' - X -B= X"-Y.

Da matricen X " - X er en kvadratisk symmetrisk matrix, som saedvanligvis ved regressionsanalyse har en invers
matrix (X" - X)), sé er losningen B=(X"-X)"-X".Y.

I vort taleksempel er
-1

11 2
12 1 . 102
11111 11111 5 20 23 1 (114 -20\( 23 170 0.6
B= 13 4| = N - -
1 236 8 12368 20 114) \126) ~ 170\-20 5 )\126 170 1.0
16 9 170

1 8 7
Regressionsligningen bliver folgelig y = 0.6+ 1.0 x.

I praksis vil man benytte et feerdigt program til bestemmelse af regressionskoefficienterne.
Dataene indtastes enten i en lommeregner med regressionsprogram (som TI83) eller i et statistik-
program. I “Statistiske Grundbegreber” er der i appendix A for en rekke lommeregnere angivet,
hvorledes man kan finde et estimat for korrelationskoefficienten » . Samtidig hermed beregner
programmerne regressionskoefficienterne.

I ovenstaende tilfaelde vil man saledes af disse programmer finde, at fy = 06 og B =10

Liniens ligning bliver altsa ¥ = £ + fix = 0.6+ 1.0x
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11. Regressionsanalyse

11.2.4. Vurdering af om model beskriver data godt.

Det er altid muligt ved mindste kvadraters metode at finde en sadan “mindste kvadraters linie”.
Det er den af alle rette linier, der har den mindste kvadratsum af residualerne, men det betyder
ikke nedvendigvis, at linien sd ogsa er en rimelig model, som kan anvendes til at beskrive
sammenhaengen. Til vurdering (eventuel test) heraf foretages folgende:

a) Tegning.
“Mindste kvadraters linie” tegnes linien i et koordinatsystem sammen med punkterne. Hvis
den lineare model skal beskrive dataene godt, skal punkterne fordeler sig tilfeldigt omkring
linien.

bl) Model med gentagelser.
Hvis der til hver x - vaerdi er foretaget gentagne malinger af y har man (jevnfer afsnit 11.3.4)
mulighed for at beregne et estimat for den spredning der skyldes “stejen”. Den benyttes sa til
at foretage en statistisk test af om modellen kan accepteres (“lack of fit test™).

b2) Model uden gentagelser.
Er der ingen gentagelser kan man ikke foretage en “lack of fit test”. I stedet vil man udregnes
forklaringsgraden (ogsé kaldet determinationskoefficient) 7.
Den angiver et talmassigt mal for hvor taet punkterne ligger pa linien.
Definitioner:
SAK,, = sum af kvadrater af residualerne til den vandrette liniey = y,

SAK, 4 = sSum af kvadrater pa de enkelte punkters afstand fra den fundne regressionslinie
SAK gression = SUm af kvadrater af “regressionsliniens afstand” fra det totale gennemsnit y .

Endvidere gelder folgende frihedsgradstal:
SAK,,,, har frihedsgradstallet £, ,,, = (totale antal punkter) - 1

otal

SAK, 4 har frihedsgradstallet f,.,. = (totale antal punkter) - 2
SAK gression har frihedsgradstallet f; = (antal koefficienter i ligningen) - 1

regression

Der gelder generelt, at SAK ;- SAK, giua + SAKregression » OZ frotar = Sresidual +fregression

Forklaringsgraden 7 er bestemt ved
> SAK gesion  SAK,,, —SAK
© SAK.. SAK

Anskuelig forklaring:
Hvis Y er uathangig af x vil regressionslinien vaere vandret med ligningen y = y .

Det betyder igen at SAK ~ SAK .,
Hvis derimod Y er linezrt ath@ngig af x vil regressionslinien have en heldning forskellig fra
nul. Det betyder igen at SAK << SAK

Man siger ogs4, at den fundne model “forklarer “ »* - 100% af den “totale variation”
De enkelte SAK-starrelser kan anskueligt ses pd figur 11.2.

SAK

residual __ 1— residual

SAK

total total total

og dermed at 7* ~ 0.

residual

og dermedat #*> ~ 1.

residual total °
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11.2 Valg af model, der “bedst mulig” beskriver de fundne data

A
SAKresidual {

A

SAK

regression

model‘L

[ ]
1 2 3 4 5 6 7 8
Figur 11.2. SAK - sterrelser

Det folgende enkle taleksempel belyser yderligere ovennavnte grundleeggende begreber.

Eksempel 11.3. Beregning af forklaringsgrad (fortsattelse af eksempel 11.2)
Beregn de grundleggende SAK-storrelser og forklaringsgraden for forsoget i eksempel 11.2
direkte ud fra definitionerne.
LOSNING:
2+1+4+94+7

5
n=2-46=-26,r,=1-46=-36,r,=4-46=-06,1, =9-46=44,r,=7-46=24.
Vifar SAK, =7+ 7 +...+70 =26 +36>+06° + 44> + 24> = 452.
Frihedsgradstallet for SAK,, er f,., = (totale antal punkter)-1=5-1=4

Residualerne til den fundne regressionslinie y = 0.6 + 1.0 x:

r=2-06+11)=04,r, =1-(06+1-2)=-16,r, =4-(06+1-3)= 04,

7, =9-(06+1-6)=24,r,=7-(06+1-8)=04.

SAK s =77 + 1 4t 70 = 047 + (-16)° + 047 + 247 +.(-1.6)> = 112

Frihedsgradstallet bliver £, = (totale antal punkter) -2 =5-2 =3,
(jeevnfor, at det overbestemte ligningssystem har 5 ligninger og 2 ubekendte ).

Idet y = = 4.6 erde 5 punkters “residualer” til den vandrette linie y= y .

Residualerne for regressionslinien y = 0.6 + 1.0 x ‘s “afstand” fra det totale gennem-
snit y =4.6.
rp,=06+1-1-46=-30,r,=06+1-2-46=-20,r,=06+1-3-4.6=-10,
r,=06+1-6-46=20,r;,=06+18-46=40 .
SAK pession =11 F 75 +. .. +15 =(=3.0)° +(-2.0)° + (—1.0)* + 2.0°+.4.0° = 34
Frihedsgradstallet bliver f,.,..ion = (antal koefficienter i ligningen) - 1 =2 -1 =1
SAK

) ; 34
Forklaringsgraden »* = regresslon — =0.752
858 " T suk 452

total
Den fundne model “forklarer “ 75.2% af den totale variation. ¢
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11. Regressionsanalyse

Sadvanligvis finder man, at den fundne model pa tilfredsstillende méde beskriver data, hvis
forklaringsgraden er pd over 70% samtidig med, at tegningen viser, at punkterne fordeler sig
tilfeeldigt omkring den fundne regressionskurve. At man ikke alene kan stole pé forklaringsgra-

den illustreres ved felgende eksempel.

Eksempel 11.4 .Grafisk vurdering af model.
De folgende 4 figurer afspejler forskellige muligheder.

Plot of Fitted Model

12,5 F
10,5

8,5

styrke

6.5F

45k

40 60

Figur 11.3a: r=0.959 r*=91.9%
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I Plot of Fitted Model
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st u 3
4 7 . ’ o]
> 3 /—
20 ]
' i
ok | | i
0 4 8 12 16

X
Figur 11.3c: r =0.278  r*=7.73%

Plot of Fitted Model

Figur 11.3b: r=0.962 r*=92.6%

Plot of Fitted Model
20F ‘ ; ‘ 3
20 7 o e, o 1
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Figur11.3d: r=0229 r?=5.24%

figur 11.3a synes den linezere model at kunne beskrive dataene godt, idet punkterne fordeler sig
tilfzldigt omkring linien, og forklaringsgraden 7> =91.9% er hgj.

I figur 11.3b er forklaringsgraden ogsé hej, og punkterne ligger da ogsa tet ved linien. Imidlertid
ligger punkterne ikke tilfeeldigt omkring linien. Yderpunkterne ligger over og de midterste punkter
under linien, sd det er neppe rimeligt at anvende en ret linie som model. I stedet kunne man
overveje en eksponentialfunktion eller et andengradspolynomium.

I figur 11.3c er der naeppe nogen relation mellem x og y. Er x og y uathangige (ingen relation
mellem x og y) vil punkterne fordele sig tilfeeldigt omkring gennemsnitslinien y = y , og for-

klaringsgraden vare 0. Vi ser, at regressionslinien er naesten vandret, og forklaringsgraden ringe.
I figur 11.3d er forklaringsgraden ogsa lille, men alligevel mé vi antage at der er en sammenhang
mellem x og y. Den er blot ikke linezr, men muligvis en parabel. ¢
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11.2 Valg af model, der “bedst mulig” beskriver de fundne data

c¢) Outliers. Hvis en enkelt eller to mélinger afviger kraftigt fra den almindelige tendens kan det
skyldes fejlmalinger. Da sddanne punkter 1 uheldige tilfaelde pa grund af et stort bidrag til
residualsummen kan fé regressionslinien til at dreje er det vigtigt at undersege pd en figur om
sadanne punkter findes. Det er dog klart, at man ikke blot kan stryge sddanne “ubehagelige”
punkter. Det mé kun ske, hvis man er sikker p4, at punktet skyldes en fejl af en eller anden art
ved malingen.

d) Transformation. I eksempel 11.4 har vi set tilfeelde pa at der nok er en sammenhang mellem
x og ¥, men den ikke kan beskrives ved en ret linie. Man vil s sege efter en anden model som
kan beskrive sammenhangen.

Det er velkendt fra matematikken, at graferne for eksponentialfunktioner og potensfunktioner
ved en passende logaritmisk transformation kan blive til rette linier.

Eksempelvis vil en eksponentialfunktion y = ae”™ ved en logaritmisk transformation
Iny = Ina + bx blive linezr hvis man erstatter y - verdierne med In y.

Statistikprogrammer og ogsa en del lommeregnere kan let foretage en regressionsanalyse i
sadanne tilfzelde. I eksempel 11.8 er et sddant eksempel gennemgéet.

Sammenhzeng mellem korrelationskoefficient og forklaringsgrad.

Hvis bade X og Y er normalfordelte statistiske variable (som eksempelvis nir man afleser
sammenherende vaerdier af hgjde og vagt for en rekke personer) angiver korrelationskoefficienten
p (Jevnfer eventuelt “Statistiske Grundbegreber kapitel 10) en storrelse mellem -1 og 1 som kan

anvendes til at angive om der er en sammenhang (korrelation) mellem X og Y. Den er saledes
negativ hvis punkterne har en aftagende tendens. Et estimat for p er storrelsen ». Kvadreres den
er 7*den samme som forklaringsgraden.

Hvis kun Y er en statistisk variabel eksisterer p ikke, men r kan naturligvis stadig udregnes, men
er sd ikke estimat for p.

Ekstrapolation. Selv om modellen synes pa tilfredsstillende made at beskrive data, sa er det jo
faktisk kun sikkert indenfor méleomradet. Man skal vaere yderst forsigtig med at ekstrapolere,
dvs. pa basis af modellen for x - veerdier udenfor maleomradet beregne hvad y er.
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11. Regressionsanalyse

11.3 Statistisk analyse af linezer regressionsmodel.

11.3.1 Forudsatninger for regressionsanalyse:

De foregdende betragtninger kraver ingen statistiske forudsatninger, idet man jo altid ved mindste
kvadraters metode kan beregne regressionskoefficienterne, derefter beregne korrelationskoeffici-
enten, tegne kurver og punkter ind i et koordinatsystem og si herudfra vurdere om modellen er
acceptabel.

Onsker vi at foretage en ngjere statistisk analyse som eksempelvis at teste “om Y er uathengig af

x, dvs. afom S, =0", eller opstille konfidensintervaller for 3, osv. ma observationerne opfylde
folgende krav:

Forudsatninger for regressionsanalyse:
1) De enkelte observationer y,er indbyrdes uafthengige (eksempelvis hvis der udferes flere

malinger for samme mangde medicin skal de vere indbyrdes uathengige, ligesom det ogsa
skal geelde malinger baseret pa forskellige mangder medicin.

Punkt 1 kan opfyldes ved en hensigtsmassig forsegsplan. I eksempel 11.2 skal man séledes
vare sikker pa at den foregdende dosis medicin er ude af blodet inden man foretager en ny
indsprejtning, ligesom forsegene skal vaere randomiseret. Man kan nok i dette tilfaelde betvivle
uathengigheden, hvis man udferer forsegene pa samme person.

2) For hver vardi af x er ¥ = E()ﬂx) + &=, + B,x+ &, hvor residualen ¢ er en statistisk

variabel som forudszttes, at vaere normalfordelt med middelveerdi 0 og konstant varians .
DaV(Y)=V(B, + fx+¢&)=V(B, + B,x)+V(e)=0+ 0> betyder kravet om konstant

varians, at variansen af Y skal vare den samme uathaengig af x’s vaerdi, dvs. der forudsattes
varianshomogenitet.

Kravene i punkt 2 er seedvanligvis opfyldt i praksis, da det heldigvis er sddan, at analysen stadig
er gyldig, selv om der forekommer mindre afvigelser (testene er “robuste” overfor kravet normali-
tet og varianshomogenitet). Det er derfor unedvendigt at lave ekstra forseg m.m. for at kunne
kontrollere om kravene er opfyldt.

Er man i tvivl om kravet om normalitet er rimeligt opfyldt, kan man fa et indtryk af, om der er
alvorlige afvigelser, ved at tegne et normalfordelingsplot (vises i eksempel 11.7)

Har vi for hver x - vaerdi mélt flere y - vaerdier kan vi teste kravet om varianshomogenitet pa
ganske samme méde som ved variansanalyse (vises ogsé i eksempel 11.7).

Hvis der er det samme antal gentagelser for hver x - vaerdi er analysen sa robust overfor afvigelser,
at man kun behover at kontrollere det, hvis man har en stark mistanke til store forskelle.

Er der derimod et forskelligt antal gentagelser, bliver analysen folsom overfor afvigelser.
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11.3 Statistisk analyse af linexr regressionsmodel

11.3.2. Test af, om Y er uathzaengig af x.

Til hjeelp ved analysen udarbejdes en sakaldt “variansanalysetabel”, som pa overskuelig form
samler de vaesentligste teststorrelser.

En sddan er angivet nedenfor. Her er N antallet af punkter, og i parentes er angivet de tilsvarende

engelske betegnelser : SS = Sum of Squares, df = degree of freedom.
Variation SAK f ,  SAK 52 dl P - verdi
(Source) (SS) (df) s = f F=-%
residua
Regression | SAK|, 4 1 s SAK 4 &2 P(Z>F )
Stodel = 1 F model — %M
residual
ReSidual SAKresidual N‘ 2 2 _ SAKresidual
Sresidual - N=2
Total SAK i N-1

Den statistiske variabel Z er F - fordelt med frihedsgraderne (f,, f,)= (I, N-2).

Vihari forbindelse med beregningen af forklaringsgrad forklaret betydningen af SAK’sterrelserne
Lad os antage, at de i afsnit 11.2.2 angivne forudsatninger er opfyldt, og at vi ved de i forrige
afsnit beskrevne metoder har fundet, at modellen

E(Y|x)=pB, + Bx. (11.1)
galder.
Dette medforer, at punkterne burde ligge eksakt pa en ret linie (og dermed s° =0) hvis ikke

residual

forsggsresultaterne havde veret pavirket af “’stgjen” .

2
residual *

Et estimat for forsegsfejlens varians o~ er derfor s

Hvis Yeruathangig af x betyder det, at regressionslinien er vandret, eller at haeldningskoefficien-
ten [, er 0.

Vifaraltsa: H,:Yeruathengig afx< H:Regressionslinien er vandret & H,:f = 0.

. .. 2 . )
Er H, sand, s& burde (jeevnfor definitionen af SAK Sregression v&re nul. Nér det ikke er

regression )

tilfeeldet skyldes det, at forsegsresultaterne har vaeret pavirket af “stgjen”. Af samme grund som

o o o2 . 2
for ma derfor 0gsa Siegression VETE €t estimat for o~ .

2
. . . o s i
Vi har folgelig, at hvis H, er sand, sd er F el 2 1.

regression 2
residual

Det kan vises, at hvis nulhypotesen ikke er sand, s vil F, regression > 1

Testen bliver folgelig en ensidet F - test.
I eksempel 11.5 vises opstilling og testning pa det lille taleksempel 11.2, mens de folgende
eksempler viser, hvorledes beregningerne kan foretages pa sterre og mere realistiske eksempler.
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11. Regressionsanalyse

Eksempel 11.5. Test af uaftheengighed (fortszttelse af eksempel 11.3)

Idet det forudscettes, at forudscetningerne for regressionsanalysen er opfyldt, onskes testes om data
fra forsoget i eksempel 11.2 viser, at Y er uafheengig af x, eller anderledes udtrykt om heeldnings-
koefficienten for linien er nul

LOSNING:

H,:Y er uathaengig afx H:Regressionslinien er vandret & H:f5 = 0.

Variansanalysetabel opstilles (SAK-erne er beregnet i eksempel 11.3):

Variation SAK f ,  SAK 52 o P - verdi
(Source) (SS) (df) S= T F ="
Sresidua
Regression 34.0 1 340 340 340 011 0.0569
1 37333
Residual 11.2 3 112
——=3.7333
3
Total 45.2 4

Da F|,,(1,3) = 10.11>F =9.11 (eller P - veerdi = P (F > 9.11) = 0.0569) har vi en accept af
nulhypotesen, dvs. vi kan ikke afvise, at y er uathengig af x (at haeldningskoeficienten er 0).

| 4

Konfidensintervaller og przadistinationsintervaller.

Et led i analysen kan vere,at udregne et 95% konfidensinterval for £, . Endvidere vil man ofte
veare interesseret i en speciel vardi for x, for hvilken man ensker beregnet sével den tilsvarende
“forventede” y - veerdi (predicted value”) som et 95% -konfidensinterval for middelverdien u

og et 95% pradiktionsinterval for én ny observation.
I appendix 11.1 er angivet formler for bl.a. disse konfidensintervaller.

Pé figur 11.4 er her tegnet 95% kon-
fidensintervaller for middelvardier-
ne (de inderste buede kurver), og
95% pradiktionsintervaller (de
yderste to kurver).

Man ser tydeligt, at konfidensinter-
vallerne er smallest omkring “cen-
trum” (x,y).

Plot of Fitted Model

Figur 11.4. Konfidensintervaller
og preedistinationsintervaller
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11.3 Statistisk analyse af linexr regressionsmodel

11.3.3. Enkelt regressionsanalyse med én y - veerdi for hver x veerdi.

For storre datamaterialer er det alt for tidskraevende at foretage beregningerne manuelt. Derfor vil
vi 1 dette afsnit forudsette, at man enten har en lommeregner med regressionsprogram (afsnit
11.3.1) eller et regneark som Excel, der “automatisk” udregne de relevante sterrelser, og man skal
sa “blot” tolke udskriften. Alle egentlige statistikprogrammer kan naturligvis endnu simplere
udregne de nodvendige beregninger.

11.3.3.1. Regressionsanalyse beregnet ved hjalp af lommeregner med Regressionsprogram.
De forskellige typer lommeregnere har mere eller mindre avancerede regressionsprogrammer.
Formlerne 1 appendix 11.1 kreever dog ikke andet, end hvad selv et meget enkelt regressionspro-
gram har.

Eksempel 11.6 Regressionsanalyse regnet pa lommeregner(uden gentagelser).
1 et spinderi udtrykkes garnets kvalitet bl.a. ved en norm for den forventede treekstyrke. Kvaliteten
anses sdledes for at veere i orden. hvis middeltreekstyrken mindst er lig med 10 maleenheder (me).
Ved uldgarn opfylder garnets naturlige treekstyrke ikke det ncevnte kvalitetskrav, hvorfor der
tilscettes en vis meengde kunstfibre, hvilket foroger treekstyrken. Herved sker der dog det, at andre
kvalitetsegenskaber, sasom elasticitet og isoleringsevne, forringes. Man har eksperimenteret med
forskellige tilsatte meengder kunstfibre x og registreret garnets treekstyrke y ved disse forskellige
meengder. Herved fremkom folgende observationsmateriale:

Meengde x (i gram) af |40 {50 | 5560 [70]75]80|85[90| 95 |100| 105|110 [ 120 | 130
kunstfibre pr kg uld

Treekstyrke (me): Y(4.5(6.5(5.4(7.018.218.0(7.1(8.9(8.2(10.319.6 [10.8|10.5(11.2]| 12.0

1) Opskriv regressionsligningen.

2) Beregn forklaringsgraden r’ og anvend denne samt en figur pa lommeregnerens grafiske
display (eller figur 11.3a) til vurdering af modellen.

Der antages i det folgende at regressionsforudscetningerne er opfyldt.

3) Opskriv en variansanalysetabel, og test om Y er uafhengig af x.

4) Angiv et konfidensinterval for heeldningskoefficienten f3, .

5) Opstil et 95% konfidensinterval for middeltreekstyrken svarende til x - veerdien 100.

6) Opstil et 95% preedistinationsinterval for middeltreekstyrken svarende til x - veerdien 100.
LOSNING:

De nedvendige formler findes 1 appendix 11.1.

De 15 punktpar indtastes i en lommeregner, og et regressionsprogram aktiveres.

Blandt de beregnede sterrelser findes: x =84.333 og s, =26.38, y=8.5467 og 5,=2.198 .

Endvidere findes estimater for regressionskoefficienter: ,EO = 1.8087 og 51 = 0.0799 og korrela-
tionskoefficienten » = 0.958802.

1) Den estimerede regressionsligningen bliver y = 0.0799 x +1.8087

2) Forklaringsgraden er 7> = 0.958802% = 0.919301 .

Da punkterne pa figuren fordeler sig tilfaeldigt omkring linien og der ikke er enkelte punkter
(outliers) der afviger voldsomt fra linien, og forklaringsgraden samtidig er taet pa 1, sa er den
linezere model acceptabel.
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11. Regressionsanalyse

3) Man udregner SAK, ., =(N -1)- si =(15-1)-2638* =67.657,
SAK, oy on =7 - SAK y = 0.9588 -67.657 = 62.197 og

SAKresidual = SAKtotal - SAKregression =67657 - 62197 = 54599
Variansanlysetabel udfyldes:

Variation SAK f , SAK F
(Source) (SS) (df) § :*f
Regression | 62.1974 1 62.1974 148.09
Residual 5.4599 13 0.4200

Total 67.657 14

H,:y er uvathangigaf x & H,:Model=0< H,: 3, =0.
H, forkastes (steerkt), da Fgregion = 148.09 > F{ 455 (1,13) =17.8

(eller P-veaerdi= P(Z<148.09)=0.00001 <0.001)
Y er ikke uafhengig af x.
SAK 62.197 S o~ 504200
4 B regression . _ V — _fesiduar — =0.000043 s

~ \2
(3)
Konfidensinterval for f,:

B *1,0,5(15-2) - 17(51) = 0.0799 £ 2.16- 0.006565 = 0.0799 + 0.01418
[0.0657;0.0941]

5)  Til x - vardien 100 er et estimat for middelvaerdien z = 0.0799-100 +1.8087 = 9.80
1 - x)’ 1 100 - 84.33)°
(xx)j = 0.4200( ( )

¥ e - 00386
N S4K,

V 71 = 2 . *
(/,l) Sreszdual ( 15 974340

Konfidensinterval for u :

Httyy(15-2)- V(1) =980 £ 21601964 = 9.80 + 04243
[9.38;10.22]

6)  Predinistationsinterval for 1 ny observation svarende til x - vardien 100.

0- s @+1+u—nj_onm@+l+ﬂ%—wﬂf
= S esidual N SAK - 15 974340

Bt tys(15-2)- /0 = 980+ 216-0.6772 = 9.80 + 1.463.
[8.34;11.26]

= 04586.
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11.3 Statistisk analyse af linexr regressionsmodel

11.3.3.2. Regressionsanalyse beregnet ved Excel.

De nedvendige Excel - ordrer findes i appendix B

Eksempel 11.7. Regressionsanalyse regnet med Excel (uden gentagelser).

Opgaven er den samme som i eksempel 11.6, idet der enskes svar pa folgende sporgsmaél:
1) Opskriv regressionsligningen.

2) Vurdér modellen ved at se pa forklaringsgraden r?, og pd en figur med punkterne indtegnet.
undersog endvidere om der kunne tceenkes at veere outliers.

3) Giv en grafisk vurdering af om kravet normalitet er opfyldt ved hjcelp af et normalfordelings-
plot.

Det antages i det folgende, at regressionsforudscetningerne er opfyldt.

4) Test om Y er uafheengig af x.

5) Angiv et konfidensinterval for heeldningskoefficienten [, .

6) Opstil et 95% konfidensinterval for middeltrcekstyrken svarende til x - veerdien 100.

7) Opstil et 95% preedistinationsinterval for middeltreekstyrken svarende til x - veerdien 100.
LOSNING:

Data indtastes pa sedvanlig méde i to sejler.

X y
40 4,5
50 6,5
55 5,4
60 7
70 8,2
75 8
80 7,1
85 8,9
90 8,2
95 10,3

100 9,6
105 10,8
110 10,5
120 11,2
130 12

Velg “Funktioner”, Dataanalyse, Regression
Den fremkomne tabel udfyldes. Seedvanligvis er det ikke nedvendigt at udfylde alle felter, men for
at kunne forsta de fremkomne udskrifter er dette sket her. Udskrifterne vises dog i en lidt anden

rekkefolge.
1) Regressionsligning:
Udskrift 1:
Koeffici- Standard- t-stat P-verdi Nedre 95% @vre 95% Nedre gvre
enter fejl 95,0% 95,0%
Skering 1,808655 0,578421 3,126883 0,008021 0,559052 3,058258 0,559052 3,058258
X 0,079897 0,006565 12,1693 1,77E-08 0,065714 0,094081 0,065714 0,094081

Af udskriften ved “Skaering” afleses ﬂNO = 1.80866 og ved “x” 3,=0.0798 .
Regressionsligningen bliver derfor y = 1.80866 + 0.07989 - x
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11. Regressionsanalyse

2) Vurdering af model:
RESUMEOUTPUT
Regressionsstatistik

Multipel R 0,958802
R-kvadreret 0,919301
Justeret R-kvadreret 0,913093
Standardfejl 0,648068
Observationer 15

32

Af udskriften ses, at forklaringsgraden “R-kvadreret” er 0.9193. , hvilket er tilfredsstillende,
da modellen altsa “forklarer” 91,93% af variationen.

Nedenstaende plot (som er blevet redigeret i forhold til det oprindelige tegning i Excel ) viser,
at punkterne fordeler sig tilfeldigt omkring linien. Endvidere synes der ikke at vare nogen

“outliers” (punkter der afviger sd kraftigt fra det generelle billede, at man kunne frygte de var
fejlmalinger)

Linjetilpasningsplot

40 ‘ ‘ ‘ 75 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 100 +y

X —s— Forudsagty

Residualplot:

Hvis modellen indeholder flere uathaengige variable (eksempelvis udbyttets athengighed af
temperatur og tryk) ma man i stedet beregne residualerne og tegne et “residualplot” . Denne
metode til at vurdere modellen er derfor mere generel.

Afnedenstidende plot af residualerne, ses, at de fordeler sig tilfeldigt omkring “0 - linien”.

x Residualplot

_ 2
{% 1 % s L . * .
5 0 o * S " |
3_1% 50° +« * 100 150
2

X




11.3 Statistisk analyse af linexr regressionsmodel

Outliers:

Daundersogelse af outliers er vigtig, har Excel endvidere beregnet sakaldte “Standardresidua-
ler” , hvor man har “normeret” residualerne hvorved der tages hensyn til, at praedistinationsin-
tervallerne er smallest teet ved “midtpunktet”. Ligger en standardresidual numerisk udenfor 2
enheder er der grund til at undersege om den dertil svarende vardi skulle vare en “outliers”

RESIDUALOUTPUT SANDSYNLIGHEDSOUTPUT
Observation Forudsagt y Residualer Standardresidualer Fraktil %

1 5,00455 -0,50455 -0,80793 3,333333 4,5

2 5,803524 0,696476 1,115265 10 5,4

3 6,203011 -0,80301 -1,28586 16,66667 6,5

4 6,602497 0,397503 0,63652 23,33333 7

5 7,401471 0,798529 1,278682 30 7,1

6 7,800958 0,199042 0,318725 36,66667 8

7 8,200445 -1,10044 -1,76214 43,33333 8,2

8 8,599932 0,300068 0,480499 50 8,2

9 8,999418 -0,79942 -1,28011 56,66667 8,9

10 9,398905 0,901095 1,44292 63,33333 9,6

11 9,798392 -0,19839 -0,31768 70 10,3

12 10,19788 0,602121 0,964174 76,66667 10,5

13 10,59737 -0,09737 -0,15591 83,33333 10,8

14 11,39634 -0,19634 -0,3144 90 11,2

15 12,19531 -0,19531 -0,31275 96,66667 12

Da residualerne her ligger indenfor 2 enheder pd hver side, ses igen at der ikke er nogen
outliers.
Modellen synes pa tilfredstillende mide at beskrive data.

3) Normalfordelingsplot:
Forudsatningerne om uathangige malinger og varianshomogenitet antages opfyldt. For at fa
et anskueligt billede af om resualerne er rimeligt normalfordelte afsattes residualerne 1 et
koordinatsystem, hvor skalaen pa y-aksen er normalfordelt. Sa ber residualpunkterne tilnermel-
sesvis ligge pa en ret linie.

Normalsandsynlighedsplot
15
10 + R
> * * L 2 * L 2 ¢
5 Te ¢ ¢
0 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120
Stikprovefraktil

Daresidualpunkterne pa ovenstdende normalfordelingsplot tilnermelsesvis ligger pd en ret linie

antages forudsatningen om normalitet at vaere opfyldt.
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11. Regressionsanalyse

4) Test nulhypotesen H: Y er uathaengig af x
Ud for x i udskrift 1 ses, at P - veerdi = 1.7-1078 < 0.05, dvs.
H, forkastes Y er ikke uafh&engig af x.

Man kunne i stedet opskrive en variansanalysetabel:

ANAVA

fg SK MK E Signifikans F
Regression 1 62,19744 62,19744 148,0919 1,77E-08
Residual 13 5,459897 0,419992
I alt 14 67,65733

Det ses, ud for “Regression”, at ' = 148.09 og at P-value =1.7- 1078, dvs. samme resultat.

5) Konfidensinterval for E :
I udskrift 1 ud for x under “Nedre 95%” og “@Ovre 95%” afleses [0.0657 ; 0.0941]

I stedet kunne man benytte formlen for konfidensinterval:
Ud for “x” under “Standardfejl” star V7 (B)) = 0006565 .
,El T ty45(15-2)- 17(,51) =0.0799 £ 2.16-0.006565=0.0799 + 0.01418

[0.0657 ;0.0941]

5) 95% konfidensinterval for middeltraekstyrken svarende til x - vaerdien 100.
Excel har desverre ikke beregnet dette, s vi md benytte formlen til beregningen.
1 (x—x%)> j

Konfidensinterval for u : i+ o,s(15-2)- V(g) hvor V(i) = Sfesi vl .{NJF K
X

Til x - vaerdien 100 er et estimat for middelveaerdien 1,99 = 0.0799-100 +1.8087 = 9.80
Kunne ogsi beregnes ved ordren ;oo =TENDENS(B2:B16;A2:A16;100) =9,798392

S2 = 0419992 (ses af ANAVA-Tabel), N =15 (antal punkter),
SAK

SAK , = =" hyor SAK o4, = 62.19744 (ses ud for Regression i ANAVA-tabel)
1
2.19744
og B, =0.079897. SAK, = &72 = 974342
0.079897

Endelig kan x beregnes som gennemsnittet af x - verdierne. x =MIDDEL(A2:A16) =84,33333

P 5 (1()] _ 04200(1+<1<><>—84-33>2] 00386
H) = S esidual N SAKX e 15 9743.40 - .

2
Konfidensinterval for S E1975(15-2) /17(;,) hvor V(i) = sfesidua, {;Jr(x&ql?j

2
Herer s residual

=0419992 (ses af ANAVA-Tabel), N =15 (antal punkter),
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11.3 Statistisk analyse af linexr regressionsmodel

SAK
SAK , = ﬂmz"de’ ,hvor SAK 4. = 6219744 (ses ud for Regression i ANAVA-tabel)
1
2.19744
og B, =0079897 . SAK, = % = 974342
0.079897

Endelig kan x beregnes som gennemsnittet af x - verdierne. x =MIDDEL(A2:A16) =84,33333
V(i) =s; (1+ (x- x)zj = 04200(1+ (100-8433)7) _ 0.0386
HO= Sresiawat '\ T gqk ) T 15T 974340 ) T

Man kan naturligvis sla disse regninger sammen, idet mellemresultaterne jo star 1 bestemte
celler: 7 (z)=G13*(1/15+(100-MIDDEL(A2:A16))"2/(F12/E18"2)) = 0,03858

Httyy(15-2)- V(1) =980 £ 21601964 = 9.80 + 04243
[9.38:10.22]

X

6) Pradinistationsinterval for 1 ny observation svarende til x - vaerdien 100.
1 (x-x)° 1 (100-84.33)°

S 1++j:0.4200(1+ b T 04586,
O Seuta ( N S4K, 157 974340

Zttys(15-2)- /0 = 980+ 216-0.6772 = 9.80 + 1.463.
[8.34;11.26] .

11.3.4. Enkelt Regressionsanalyse med flere y - verdier for hver x - vaerdi.
Hvis man selv fastlegger sine x - niveauer, er det ofte muligt for hver x -veaerdi, at foretage flere
malinger af y - veerdien. Vi siger kort at analysen er “med gentagelser”.

Dette er saledes tilfeldet i folgende eksempel:

Eksempel 11.8 (F85) (regressionsanalyse med gentagelser)
Metalpladers overflader oxideres i en ovn ved 200° C. Med henblik pd en undersogelse af
sammenhcengen mellem det oxiderede lags tykkelse y (i dngstrom) og tiden t (i minutter) foretog
man folgende mdlinger:

Tiden t 20 30 40 60 70 90 100 120 150 180

Tykkelse | 4.2 7.4 8.8 13.6 | 13.1 149 | 200 | 23.1 | 27.5 | 32.9
y 4.9 6.9 8.2 120 | 124 | 168 | 21.2 | 252 | 25.1 | 324

L 4

Fordelen herved er, at man nu kan fa et estimat for forsegsfejlens spredning (“stgjen”), som kan
anvendes til at teste, om den line@re model kan accepteres, nar man tager stgjen i betragtning.
Endvidere kan man, hvis man finder det nedvendigt, teste om der er varianshomogenitet.
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11. Regressionsanalyse

Test af model.

For hver x-vardi beregnes gennemsnittet af de dertil harende y-vardier. Disse “gennemsnitspunk-
ter” ber ligge taet pd linien hvis modellen er god. Hvis modellen er den rigtige, sd er den eneste
grund til at “gennemsnitspunkterne ikke ligger eksakt pa linien, at der er stgj.

Vi kan derfor beregne et estimat (kaldet Slzack of fir ) for variansen af denne stoj ud fra de afvigelser

som gennemsnitspunkterne har.

Da vi samtidig ud fra gentagelserne kan beregne et andet estimat for stgjen (kaldet Sé ), har vi

2
Slack of fi
mulighed for at teste de to varianser mod hinanden, ved en seedvanlig F - test F_, 5, = 72t
So

Fér vi her en forkastelse, kan “gennemsnitspunkternes” afvigelser fra linien ikke forklares alene
ved stojen, og vi mé derfor forkaste modellen.

Vivil belyse dette ved at regne det folgende eksempel 11.8 bade med anvendelse af lommeregner
og med anvendelse af Excel.

Test af varianshomogenitet.
Som tidligere n&vnt, er analysen robust overfor afvigelser fra kravet om varianshomogenitet (kon-

stant varians ¢ ), hvis der er lige mange gentagelser (som i dette forseg). Man vil derfor kun
foretage en vurdering af dette krav, hvis man ud fra forsegets natur mener, at varianserne kan
teenkes at vaere voldsomt forskellige. Har man ingen gentagelser, ma man i alle tilfaelde basere sig
pa sin viden om, at “det er overvejende sandsynligt at der er nogenlunde samme varians”.

Vi vil derfor s&edvanligvis i eksempler og evelser undlade at foretage en testning.

Er der ikke lige mange gentagelser, s ber man dog foretage en ngjere undersogelse af kravet, da
analysen sa er folsom overfor afvigelser.

For at demonstrere hvorledes en sddan testning kan foregd, vil den dog blive udfert 1 de folgende
to eksempler.

Hvis man har et statistikprogram er en enkel made til at vurdere varianshomogenitet , at betragte
et residualplot:

Da vi i1 eksempel 11.6 har 2 gentagelser i hver af de 6 celler, ligger residualerne to og to
symmetrisk omkring 0 - linien. P4 et residualplot kan vi derfor se om afstanden mellem disse 10
punktpar er nogenlunde den samme. Hvis det er tilfaeldet kan man derfor godt tillade sig at konklu-
dere, at der er en rimelig varianshomogenitet.

En anden enkel méde er at foretage “en simplificeret F' - test” mellem den storste og mindste
varians. Far vi en accept herved gar vi ud fra der er varianshomogenitet.

Fér vi en forkastelse, ber man gé over til de mere avancerede test, som blev na@vnt under varian-
sanlyse, og kan findes i appendix 11.1
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11.3 Statistisk analyse af linexr regressionsmodel
11.3.4.1. Regressionsanalyse beregnet med lommeregner med Regressionsprogram.

Eksempel 11.9. Regressionsanalyse regnet pa lommeregner (med gentagelser)

Metalpladers overflader oxideres i en ovn ved 200° C. Med henblik pd en undersogelse af
sammenhcengen mellem det oxiderede lags tykkelse y (i dngstrom) og tiden t (i minutter) foretog
man folgende mdlinger:

Tiden t 20 30 40 60 70 90 100 120 150 180

Tykkelse y| 4.2 7.4 8.8 13.6 | 13.1 149 [ 20.0 | 23.1 | 27.5 | 329
4.9 6.9 8.2 120 | 124 | 16.8 | 21.2 | 252 | 25.1 | 324

Det antages, at mdlingerne y er veerdier af uafhengige normalfordelte variable med samme

varians.

1) Foretag en testning af forudscetningen om varianshomogenitet.

2) Det formodes pd forhand, at der er en linecer sammenhceng mellem x og y.
Test denne formodning, og bestem i bekreeftende fald ligningen for den empiriske regressionsli-
nie.

Det antages i det folgende, at der er en linecer sammenhceng mellem x og y.

3) I litteraturen vedrorende dette problem pdstas, at heeldningskoefficienten S, er 0.15

Test om dette pa et signifikansniveau pda 5% kan veere sandt.
4) Angiv et 95% konfidensinterval for middelveerdien af tykkelsen y, ndr t = 100 minutter.
LOSNING:
De nedvendige formler findes i1 appendix 11.3.
1) test af nulhypotesen HOZGIZ = 0'22 =...= 0',3
Estimater for varianserne beregnes: (i praksis er det hurtigst labende at leegge varianserne
sammen i et af regnemaskinens lagre.)

Tident | 20 30 40 60 70 90 100 120 150 180
Tykkelse [ 4.2 7.4 8.8 13.6 | 13.1 | 149 | 20.0 | 23.1 [ 27.5 | 32.9

y 4.9 6.9 8.2 12.0 | 124 | 16.8 | 21.2 | 252 | 25.1 | 324
s 0.24510.125 [ 0.180 | 1.280 | 0.245 | 1.805 | 0.720 | 2.205 | 2.880 | 0.125
2. 2880 .
DaF = S';"‘X = 0125 23.04 < F,,5(1,1) = 6478 (eller P- vaerdi= P(F > 23.04) = 0.1718 > 0.025)
A .

accepteres nulhypotesen, dvs. vi vil 1 det folgende antage, at forskellene i1 varians ikke er sd

store, at det edeleegger analysen.
2 2 2
Vi far 7 = S +8 +... s _ 981 — 098]
k 10

2) De N=n -k=2 -10 =20 punktpar (x,,y, ) indtastes i lommeregner.

Regressionsprogram aktiveres, og blandt beregnede storrelser findes:

Estimater for: Regressionskoefficienter: ﬂNO =1.654 og ,51 =0.1730,
korrelationskoefficient » = 0.9892, gennemsnit x = 86.0 og spredning s,=8.9412 .
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11. Regressionsanalyse

Man udregner ~ SAK,,, = (N — 1)-35 =19-89412* =1518.982,
SAK =72 -SAK, = 098921518982 = 148644 |

regression

SAK, = (N —k) s = (20— 10)-0.981 = 9.81
SAKlack of fit — SAKtotal - SAKmodel - SAKO :22732

Udfylder variansanlysetabel:

Variation SAK f » SAK F
(Source) (SS) (df) s = A
Regression 1486.44 1 1486.44
Lack of fit 22.732 8 2.8415 F _ 28410, 0
lack of fit — 0981 - e
Gentagelser 9.81 10 0.981
Total 1518.98 19

H:Linear model gelder & H:(x,, s, ) ligger pa en ret linie
Da [, p = 290< F5(8,10)= 3.07 (eller P - veerdi = P(F > 2.90) = 0.05891> 0.05)

accepteres /1, dvs. den linezre model galder.
Vi er dog sé tet pd forkastelse, at en nermere undersggelse kan vere rimelig.

Den empiriske regressionslinie bliver: ¥ = £, + f, -t = 1654+ 01730-¢

3) H,:p =015
SAKre ression 1486:44
Beregner hjzlpestorrelserne SAK = =R = 5 =49665.54
( Yii ) 0.1730
1
SAK, + SAK s or ie - 9814 22.7328
Spool = N-2 = 18 = 18079 ,
o Spa 18079 - _
7(B)= "2 = = 0.000036» o Pima  01730-015
SAK . 4966554 \/V( ,El) -/0.000036

H, forkastes, da ¢ = 3.81> #,,,5(17) = 2.11, dvs.
data giver ikke den i litteraturen angivne haldningskoefficient..
4) 95% konfidensinterval for middelverdien af tykkelsen y, ndr # = 100 minutter.
Beregner hjalpestorrelserne fi = ﬁo + ﬁlx = 1.654 + 0.1730-100 = 1895,

- s [1+<x—x>2)_18079 (1+<100—86>2j_00975
= 5o | N T gk )T 20" 4966554 )
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11.3 Statistisk analyse af linexr regressionsmodel

Konfidensinterval for X :

fi- zl_%(zv- 2)- (@) ; i+ tl_%(N— 2)-[7(&) | =[1895-2.10-03123;1895- 2.10-0.3123]

= [18.29;19.61]

11.3.4.2. Regressionsanalyse regnet med Excel.

Eksempel 11.10. Regressionsanalyse regnet med Excel (med gentagelser).
Opgaven er den samme som i eksempel 11.9.

LOSNING:
1) Undersogelse af varianshomogenitet.

Excell har intet saerligt program hertil, sé det kan kun ske som angivet i eksempel 11.9
2) Vivil teste H:Linear model gelder & H:(x,, 1, ) ligger pé en ret linie

Data indtastes s@jlevis

20 4,2
20 4,9
30 7,4
30 6,9
40 8,8
40 8,2
60 13,6
60 12
70 13,1
70 12,4
90 14,9
90 16,8
100 20
100 21,2
120 23,1
120 25,2
150 27,5
150 25,1
180 32,9
180 32,4

Opstilling af regressionsanalysetabel

ANAVA

fg SK MK F Signifikans F
Regression 1 1486,444 1486,444 822,2924 1,78E-16
Residual 18 32,53829 1,807683
I alt 19 1518,982

Da vi har gentagelser ignoreres den fremkomne udskrift i ferste omgang.
For at fa et estimat for “stgjen” foretages nu en sdkaldt “ensidet variansanalyse” som er n&rmere
beskrevet 1 kapitel 12, og hvortil ordrene kan ses 1 appendix A.

For at kunne dette ma data (desverre) omordnes til “rackker”
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11. Regressionsanalyse

20 4,2 4,9
30 7,4 6,9
40 8,8 8,2
60 13,6 12
70 13,1 12,4
90 14,9 16,8
100 20 21,2
120 23,1 25,2
150 27,5 25,1
180 32,9 32,4

Vealg “Funktioner”, “Dataanalyse”, “ANAVA: enkelt faktor”

Den fremkomne tabel udfyldes

1) Inputomréde udfyldes sa hele omradet er med

2) Markér “reekker” (da vi har arrangeret data i rekker)

3) Markér “Etiketter i forste reekke” da forste raekke jo er “variabelnavne”

4) I “Outputomradet” skrives gverste venstre celle 1 det enskede outputomrade.

Udskrift:
ANAVA
Variationskilde SK fg MK F P-vexrdi F krit
Mellem grupper 1509,172 9 167,6858 170,9335 9,42E-10 3,020382
Inden for grupper 9,81 10 0,981
I alt 1518,982 19

SAKlack of fit = SAKresidual - SAKinden for grupper — 32.53829 - 9,81 =22.728 med

Slack of fit = Sresidual — Sinden for grupper =18-10=28

Vi kan nu pé basis heraf foretage en “lack of fit” test

Variation SAK f » SAK F
(Source) (SS) (df) s = !
Lack of fit 22.728 8 2.8415 Frgurn = 23415 599
ack of fit 0.981 *
Gentagelser 9.81 10 0.981
Total 1518.98 19

Da [, p = 290< F5(8,10)= 3.07 (eller P - veerdi = P(F > 2.90) = 0.05891> 0.05)
accepteres /,, dvs. den linezre model galder.

Vi ser, at vi (panar afrundingsfejl) fir samme udskrift som i eksempel 11.9.
De resterende regninger er nu ganske analoge til regningerne i eksempel 11.7.

Af udskriften
Koeffici- Standard- t-stat P-verdi Nedre 95% @vre 95% Nedre gvre 95,0%
enter fejl 95, 0%
Skering 1,654147 0,599582 2,758832 0,012926 0,39447 2,913823 0,39447 2,913823

X-variabel 0,172975 0,006032 28,67564 1,78E-16 0,160302 0,185648 0,160302 0,185648
ses, at regressionsligningen bliver y=1.6542 + 0.1730 x .
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11.3 Statistisk analyse af linexr regressionsmodel

3) Test af om det kunne tenkes, at heeldningskoefficienten er 0.15.

Vi betragte et 95% konfidensinterval for 5’1

Af forrige udskrift fas intervallet [0.1657 ; 0.1857].
Da konfidensintervallet ikke indeholder 0.15, mé der konkluderes, at

haldningskoefficienten ikke kan vere 0.13.

4) Find det til # =100 svarende 95% konfidensinterval for tykkelsen y.
Metoden som beskrevet i eksempel 11.7.
,0o=TENDENS(M1:M20;L1:L.20;100) =18,95165

(eller fiyg0 = By + fyx = 1.654+0.1730-100 = 1895,
1 (x—x)°

V(1) = 5200 -(N ST J =H37*(1/20+(100-MIDDEL(L1:L20))"2/(G36/F42"2))=0,097516

X

Konfidensinterval for 4 :

Bt (N=2)[P(R):fivt ,(N-2)7(7)
2 2

= [18.29;19.61]

Vi far folgelig y(100) = 18.95 og 95% konfidensinterval [18.29 ; 19.61 ]

= [18.95- 2.10-03123 ;1895 - 2.10- 0.3123]

| 4

11.3.5. Transformation af data inden linezr regressionsanalyse kan foretages.
Ligger punkterne ikke tilneermelsesvis pa en ret linie, er det muligt, at man ved at valge en
passende transformation kan fore problemet over i en lineer model i de transformerede data.

Pa visse lommeregnere sdsom TI83 og HP48G kan man valge mellem forskellige ofte anvendbare
modeller. Man kan sa hurtigt grafisk og ud fra forklaringsgraden se hvilken transformation, der
bedst svarer til de opgivne data.

Den samme facilitet har mange statistikprogrammer. 1 appendix 11.3 er angivet en liste med
kommentarer over en reekke muligheder.

Har man pé forhand en viden om, at en bestemt transformation skal anvendes, kan man uden storre
besvar foretage den pidgeldende transformation pa dataene og sa udfere regressionsanalysen pé
de transformerede data.

Dette illustreres ved folgende eksempel.

Eksempel 11.11 (Eksamensopgave F78 omskrevet)(transformation af udtryk).

Ved et forseg enskedes en bestemt luftarts adiabateksponent y bestemt ved, at luftarten adiabatisk

komprimeres til forskellige forudvalgte rumfang v, idet de tilsvarende verdier af trykket P méiltes.

Man formodede pa forhand, at der gzlder regressionsmodellen P=c-v " .
Ved forseget fandtes folgende resultater:

vem’® 100 150 200 1250 (300 (350 |400 450 |500 |550 600

pkp/ecm® |29.58 [15.42 |11.67|7.48 [7.29 [3.90 [3.63 |1.69 [2.95 [2.16 [2.11
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11. Regressionsanalyse

Undersog om formodningen er rimelig, og angiv ligningen for den fundne model
1) ved at benytte en lommeregner med regressionsprogram.

2) ved at benytte Excel.

LOSNING:

1) Lommeregner: Idet funktionen er en potensfunktion, tages logaritmen pa begge sider (se evt.
appendix 11.3 punkt 7). Vi far

P=cv e InP=Inc-ylnve y=Inc—y-x hyor y=InP og x=Inv
Ved at tage logaritmen fés nu tabellen:

x=Inv [4.605(5.010(5.298]5.522]5.703 |5.859 |5.992 |6.109 |6.215 |6.310 |6.397

y=InP (3.387(2.736|2.4572.012]1.987 |1.361 |[1.289 |0.525 (1.082 |0.770 |0.747

De 11 punktpar indtastes i lommeregner.

Regressionsprogram aktiveres, og blandt beregnede storrelser findes:

Estimater for regressionskoefficienter: EO = In(c) = 10.6555 og Bl = -v=-15689

og korrelationskoefficient » = - 0.9734

Forklaringsgraden er > = 0.97219% = 0.9474.

Indtegnes punkterne og regressionslinien i lommeregnerens grafiske display fas felgende figur,
som viser, at punkterne pé figuren fordeler sig tilfeeldigt omkring linien og der ikke er enkelte

punkter (outliers) der afviger voldsomt fra linien. Da forklaringsgraden samtidig er taet pa 1,
sa er den linezere model acceptabel.

Plot of Fitted Model

Figur11.6 r=-0.973 1*=94.63

Den estimerede regressionsligning bliver
ln(P) =10.6555- 15689 ln(V) & P= 310‘6555 .V‘1‘5689 & P = 4242538, V—1A5689
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11.3 Statistisk analyse af linexr regressionsmodel

2) Excel losning:
Data indtastes

v P In v In p
100 29,58 4,60517 3,387098
150 15,42 5,010635 2,735665
200 11,67 5,298317 2,457021
250 7,48 5,521461 2,012233
300 7,29 5,703782 1,986504
350 3,9 5,857933 1,360977
400 3,63 5,991465 1,289233
450 1,69 6,109248 0,524729
500 2,95 6,214608 1,081805
550 2,16 6,309918 0,770108
600 2,11 6,39693 0,746688

Kolonnen med In(v) beregnes ved at skrive =LN(A2) og kopiere resultatet til alle celler.
a) Regressionsligning: Findes af folgende udskrift:

Koeffici- Standard- t-stat P-vaexrdi Nedre 95% d@vre 95% Nedre Pgvre

enter fejl 95,0% 95, 0%
Skering 10,66109 0,716487 14,87968 1,21E-07 9,040283 12,2819 9,040283 12,2819
ln v - 1,56967 0,124502 -12,6076 5,05E-07 -1,85132 -1,28803 -1,85132 -1,28803

In(P) =10.66109 - 156967 In(v) & P ="' .y s p = 42663.11. v %%
Kontrol af model:

RESUMEOUTPUT
Regressionsstatistik
Multipel R 0,972838
R-kvadreret 0,946413
Justeret R-kvadreret 0,940459
Standardfejl 0,224716
Observationer 11

Vi ser, at forklaringsgraden %= 0.946413 er hoj.
Vi far felgende tegning:

In_v Linjetilpasningsplot

4
e Inp

3 0
2‘, o I . » Forudsagtin p

1+ .

. — Lineeer (Forudsagt
0 : : In_p)
4 5 6 7

Da punkterne fordeler sig tilfeldigt omkring linien, og forklaringsgraden er hoj, synes
forh&dndsformodningen om en potensfunktion synes korrekt.
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11. Regressionsanalyse

OPGAVER

Opgave 11.1" (E94 lettere omskrevet)
Nedenstaende tabel angiver sammenherende vaerdier af den "radiale" afbgjning X (i milliradi aner)
og den totale energiflux Y (i kilowatt) pa et solvarmeanlag.

x [16.66]16.46]|17.66117.50|16.40116.28(16.06|15.93]16.60|16.41| 16.17 | 1592 | 16.04 |16.19(16.71

y 1271.81264.0|238.8 [230.7[251.6[257.91263.9 |1266.5 |229.1 [239.3 [ 258.0 | 257.6 | 267.3 |267.0 [263.8

x |16.6217.3718.1218.53115.54]15.70116.45[17.62 [18.12]19.05]| 16.51 | 16.02 | 15.89 [15.83

¥y 1259.6(240.41227.2[196.0 |278.7 |272.3 |267.4 (254.51224.7 [181.5 | 227.5 | 253.6 | 263.0 [265.8
Der er pa en lommeregner med regressionsprogram fundet felgende hjelpesterrelser:

X Yy
Antal 29 29
Gennemsnit 16,7021 249,638
Varians 0,824796 524,355
Spredning 0,908183 22,8988

Korrelationskoefficient -0,848837

Regressionskoefficienter [, = 607.103, B, = -214025

Punkterne er afsat pa nedenstiende figur.

Plot of y vs x
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1) Begrundiord pa baggrund af figuren og forannavnte oplysninger, om du finder det sandsynligt,
at der er uathengighed mellem X og Y.

I det folgende antages, at en lineaer model y = S, + fB,x gelder.
2) Angivet 99% konfidensinterval for haldningen f,. (Bemark, der enskes et 99% interval).

3) Beregn er 95% konfidensinterval for middelfluxen y i det tilfzelde, hvor den radiale atbgjning
x er 16.5 milliradianer.
Huvis et statistikprogram er til rddighed, er det tilladeligt at anvende dette.
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Opgaver til kapitel 11

Opgave 11.2

Man enskede pé et universitet at undersege om der var en sammenhang mellem de point de
studerende fik ved en indledende preve i matematik, og de point de fik ved den afsluttende prove
1 matematik.

Resultaterne var

Student 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Indledende prove x | 39 43 21 64 57 47 28 75 34 52
Afsluttende prove y | 65 78 52 82 92 89 73 98 56 75

1) Find en ligning for regressionslinien m, og tegn i et koordinatsystem sével punkterne som linien
m.

2) Man forventer en positiv korrelation mellem x og y. Finder du at dette er tilfeldet?

Det antages 1 det folgende at forudsatningerne for en regressionsanalyse er opfyldt.

3) Test om y er uathangig af x (signifikansniveau o =0.01)

4) Find er 95% konfidensinterval for haeldningskoefficienten £, .

5) En student har opnéet 50 point ved den indledende prove. Forudsig indenfor hvilket interval
denne student pointtal vil ligge ved den afsluttende prove. (signifikansniveau & =0.05)

6) Angiv et 95% konfidensinterval for middelverdien af det pointtal som studenter opnér ved den
afsluttende prove, nar de alle ved den indledende preve har opnéet 50 point.

Opgave 11.3 (F81)

Ved en kemisk proces vides reaktionshastigheden v at atheenge af mengden x af et bestemt
additiv, som virker som katalysator.

Man formoder, at der (approksimativt) gelder sammenhangen

v=a,+ B x. (1)
Ud fra teoretiske overvejelser forventes det yderligere, at £, = ca 45. Ved et fuldstendigt

randomiseret forseg fandtes folgende observationer:

Tilsat maengde additiv x 0 0.2 0.5 1.0 1.5

2.0

Reaktionshastighed v 1 17 29 41 50 58

1) Foretag en vurdering af, om model (1) kan antages at gelde.
2) Test, idet det forudszttes, at model (1) gaelder, nulhypotesen /H,: 5, = 45.

3) Opstil et 95% - konfidensinterval for £, .

4) Opstil et 95%-~konfidensinterval for middelvardien af reaktionshastigheden ved en additivtil-
setning pa 1.75.
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11. Regressionsanalyse

Opgave 11.4 (F90)

I et forsag undersogtes et ventilationsanlaegs effektivitet. Malingerne foretoges ved at fylde et
lokale med gas og vente til koncentrationen var stabil. Herefter startedes ventilationsanlegget og
gaskoncentrationen C, maltes til forskellige tidspunkter t.

Folgende resultater fandtes:

¢t (min. efter anleeggets start) |2.67|4.59(6.75| 7.67 |11.3414.34]16.25]18.25]23.09

C, [ppm] 34 | 28 | 26 | 22 16 14 12 10 8

Folgende 2 modeller for funktionssammenhangen overvejes:
Model 1 (linezrt henfald): E(Ct)=a,+f -t
Bt

Mode1 2 (eksponentielt henfald): E(C

1) Indtegn punkterne i et koordinatsystem og valg den af de to modeller du vurderer giver den
bedste beskrivelse.
2) Beregn determinationskoefficienterne for hver af modellerne og valg den model, for hvilken
determinationskoefficienten er storst. Er der overensstemmelse med valget 1 spergsmél 1)?
3) Antag, at model 2 galder. In(2)
Bestem et 95%-konfidensinterval for halveringstiden #, ; bestemt ved £, = — .
2

H=a,-e

Opgave 11.5 (E8S)

I et organisk-kemisk laboratorium undersegte man forskellige reaktionskinetiske processer. Ud fra
teoretiske overvejelser har man fundet frem til, at "middeludbyttet" (angivet 1 %'-enheder) af en
bestemt kemisk forbindelse for > 5 er approksimativt bestemt ved et udtryk af formen

(1) y=100- ¢, e’ hvor t angiver reaktionstiden og y procesudbyttet.

For at efterprove rigtigheden af de teoretiske overvejelser udferte man et forseg med folgende
resultater:

t 6.5 8.2 11.1 | 13.6 | 164 | 18.5 | 20.7 | 23.0 | 25.8 | 285 | 33.3

y 395 | 647 | 65.6 | 72.9 | 88.0 | 92.7 | 925 | 959 | 963 | 98.3 | 99.2

1) Omskriv ovennavnte udtryk for modellen siledes, at regressionsmodellen kan geres linezr i
parametrene ved en logaritmisk transformation.

2) Foretag den logaritmiske transformation og vurder sével grafisk som ud fra forklaringsgraden
om den formodede model (1) kan accepteres.

3) Foretag, idet det forudszttes, at modellen (1) gelder, en estimation af parametrene &, og /£, .
4) Opstil et 95% - konfidensinterval for middelvaerdien af udbyttet y svarende til t = 20.
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Opgaver til kapitel 11

Opgave 11.6 (E84)

Ved en standardisering af et bestemt hormonpraparat behandler man et mindre antal mus med
doser af forskellig starrelse og registrerer 1 hvert tilfelde tiden t, indtil musen der. Fra tidligere
undersogelser ved man, at t er normalfordelt med konstant varians og med en middelverdi, som
er en linear funktion af logaritmen til dosis.

Til brug for standardiseringen af et produktionsparti af preeparatet blev foretaget 5 delforseg, som
gav folgende resultater:

dosis (antal enheder) 1585 2239 2884 5248 6918

¢ (timer) 8.70 6.20 8.22 2.94 3.88

1) Angiv et estimat for regressionslinien, hvor ¢ er en funktion af (titals)-1ogaritmen til dosis.
2) Opstil et 95% - konfidensinterval for koefficienten til logaritmen til dosis.
3) Opstil et 95% - konfidensinterval for middelvardien af t for en dosis pd 6300 enheder.

Opgave 11.7 (E73) (regression, n > 1)

Man har erfaring for, at jerns viskositet Y under smeltning athanger af jernets siliciumindhold x.
Man besluttede sig til at foretage et forsog med henblik pa at undersege denne sammenhang
narmere. Ved forseget foretoges 3 viskositetsmalinger for hver af' 5 forskellige vardier af siliciu-
mindholdet. Forsggsresultaterne var:

X
1.25 1.50 1.75 2.00 2.25
47.5 60.0 65.0 72.5 77.5
Y 55.0 55.0 67.5 75.0 85.0
37.5 50.0 70.0 75.0 75.0

1) Angiv foruds@tningerne for at kunne udfere en variansanalyse.

2) Foretag en testning af forudsetningen om varianshomogenitet.

3) Test om der er en linezer sammenhang mellem jerns viskositet og siliciumindholdet, og angiv
1 bekreftende fald ligningen for den empiriske regressionslinie.

Det antages 1 det folgende, at der er en linezer sammenhang mellem x og y.

4) Foretag en testning af om regressionslinien er vandret.

5) Angiv et 95% konfidensinterval for heldningskoefficienten

6) Angiv et 95% konfidensinterval for middelvardien af middelviskositeten y, nar x = 1.60.
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11. Regressionsanalyse

Opgave 11.8 (F91) (regression, n > 1)

Koncentrationsbestemmelse af stoffet aprindin kan foretages ved hjelp af en gaskromatograf. Ved
denne metode indsprojtes en del af proven indeholdende aprindin i gaskromatografen, og den
sakaldte tophejde bestemmes. Sdfremt de laboratorietekniske procedurer er korrekt udfert, skal
tophejden, bortset fra tilfaeldige udsving, vere proportional med koncentrationen i proven. I et
eksperiment fremstillede man 12 prever med kendte koncentrationer af aprindin og mélte tophej-
derne. Resultaterne fremgér af nedenstdende tabel.

Koncentration x ( £g / ml)

0.5 1 2 3 4 5
Tophgjde 46 120 232 310 440 550
Y 55 90 241 318 435 539

1) Bestem den lineare regressionslinie for ¥ pé x
2) Test, om en sadan lineaer regression kan beskrive data.

3) Test, om tophejden y kan antages at vare proportional med koncentrationenx, dvs. y = a- x .

Opgave 11.9 (F85)

I et fuldsteendigt randomiseret forseg undersggtes rotters vagttilvaekst som funktion af mangde

riboflavin tilsat foderet. Forsegsresultaterne var:

Tilsetning x af riboflavin i pg / dag
2.5 5 10 20 40
Tilveekst Y i g/uge for 20 rotter 11.1 9.3 13.8 22.8 225
(4 for hver af de 5 tilsetninger) 34 14.5 18.5 25.8 26.6
7.9 9.1 20.3 23.0 19.3
6.1 14.2 13.2 21.5 26.5

Folgende 2 modeller for funktionssammenhangen overvejes:
Model 1: y = , + fx
Model 2: y = S, + S, In(x)

1) Foretag en grafisk testning af de to modeller og vaelg den, der vurderes at give den bedste
beskrivelse.

2) Udfer en testning af den i spergsmal 1) valgte model.

3) Opstil, idet det forudsattes. at den 1 spergsmaél 2) udferte testning giver accept af den valgte
model, et estimat og et 95% - konfidensinterval for middelvaegttilveeksten ved tilsetning af 30

g/ dag.
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Lesning opgave 11.10
Folgende sammenherende data er 25 mélinger mellem den jevnstrom (v) en vindmelle udvikler

Opgaver til kapitel 11

og vindhastigheden (x).
x |5.00] 6.00 | 3.40 [ 2.70 | 10.0 [ 9.70 [ 9.55 [ 3.05 | 8.15 | 6.20 [ 2.90 | 6.35 | 4.60
y [1.58(1.822(1.057 [0.500 (2.236(2.386|2.2940.588|2.166 | 1.866 |0.653 |11.930 | 1.562
2
x |5.80] 7.40 | 3.60 | 7.85 [ 8.80 [ 7.00 | 5.45 | 9.10 [10.20| 4.10 | 3.95 | 2.45
y [1.732.088|1.1372.179|2.112|1.800 | 1.501 {2.303 {2.3101.194 | 1.144|0.123
7

1) Vurder grafisk om en ret linie kan siges at vaere en god model for forsgget (benyt bade en figur

med indtegnet regressionslinie og en figur med residuageme indtegnet til vurderingen).
2) Ud fra en fysisk model vurderes, at en model Y = a + — kunne vare en bedre model.

Foretag pad samme made som i spergsmal 1) en Vurderi%g af denne model.
3) Angiv en ligning for den i1 spergsmaél 2 fundne kurve, og angiv et estimat og et 95% konfidens-
interval for y svarende til en vindhastighed pd x = 7.
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12.Variansanalyse (mere end 2 variable)

12 VARIANSANALYSE

12.1 Indledning

I dette kapitel sammenlignes flere end to middelvaerdier. Det karakteristiske er, at de forekommende
faktorer er kvalitative, dvs. har niveauer, som ikke er karakteriseret ved en malelig egenskab.

Safremt faktorerne er kvantitative, dvs. har niveauer, som er karakteriseret ved en mélelig egenskab,
kan man godt bruge variansanalyse, men det vil her vare bedre (give mest oplysning), hvis man som

beskrevet i kapitel 11 anvender regressionsanalyse.

12.2 Ensidet variansanalyse
Vi vil 1 dette afsnit behandle problemer, af den type, som er vist i det folgende eksempel.

Eksempel 12.1 (én faktor). Virkningerne af 4 tilscetningsstoffer T,, T,, Ts, T, pd meengden af
urenheder ved en kemisk proces onskes sammenlignet. For hvert tilscetningsstof mdles meengden af
“uonsket stof” 3 gange.

Forsogsresultaterne blev folgende:

T, T, T, T,
108 105 108 117
110 110 111 119
112 109 113 112

Der onskes fundet det tilscetningsstof der giver den mindste urenhed.

Scatterplot by Level Code

120 . ]
Afszttes punkterne fas ]
omstaende figur:

116 | ) ]

12} : : : ]

udbytte

108 | n ” n .

104 | ) .

100 & ]
Tl T2 T3 T4

tilsaetningsstof
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11.2 Ensidet variansanalyse

Det der vil vaere af interesse er at teste om middelvardierne for de 4 stoffer afviger fra hinanden, og
i bekraeftende fald hvilket stof der giver det storste udbytte.
Det svarer til pd figuren, at man underseger om middelverdierne ligger péd en vandret linie.

Umiddelbart kunne man synes, at sd foretager vi blot de samme parvise sammenligninger som i
kapitel 10, hvor vi sa pa differenser mellem 2 middelvaerdier. Det giver i alt 6 sammenligninger, som

anfort nedenfor:
Multiple Range Tests for udbytte by tilsaetningsstof

Method: 95,0 percent LSD

Level Count Mean Homogeneous Groups

T2 3 108,0 X

T1 3 110,0 X

T3 3 110,667 X

T4 3 116,0 X

Contrast Difference +/- Limits
Tl - T2 2,0 5,18496
Tl - T3 -0,666667 5,18496
Tl - T4 *-6,0 5,18496
T2 - T3 -2,66667 5,18496
T2 - T4 *-8,0 5,18496
T3 - T4 *-5,33333 5,18496

* denotes a statistically significant difference.

Metoden benavnes LSD (Least Significant Difference).
Problemet ved denne metode er, at har man mange niveauer, sa skal der foretages sardeles mange
nn-1) 65
22
Selv om de forskellige stofferne giver samme udbytte, sa ville stgjen i forseget bevirke, at de mange
differenser fordelte sig “klokkeformet” (normalfordelt). Det bevirker, at den storste og den mindste
differens ved ovennavnte metode let vil ligge sé langt fra hinanden, at deres konfidensintervaller
ikke overlapper. Man slutter altsé at der er forskel, selv om det ikke er tilfeeldet (fejl af type 1).
For at undga dette, skal man derfor altid starte med at foretage en sakaldt variansanlyse (en F - test).
Giver den, at der ikke er signifikant forskel pa middeludbytterne, sa skal man rette sig efter det, og
ikke derefter begynde at se pa konfidensintervaller.

sammenligninger. Eksempelvis ville n = 6 niveauer give =15 sammenligninger.

Det er muligt at foretage beregningerne ved hjelp af en lommeregner, og i appendix 12.1 er angivet
de nedvendige formler til beregningerne. Det er dog naturligvis en betydelig lettelse at benytte
Excel.

Det folgende eksempel tjener ikke kun til at vise, hvordan regningerne kan foretages med lommereg-
ner, men sgger ogsd at give en forstdelse for den teoretiske baggrund for variansanalyser.
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12.Variansanalyse (mere end 2 variable)
12.2.1.Ensidet variansanlyse beregnet med lommeregner.
Vi betragter igen eksempel 12.1.
Eksempel 12.1 (én faktor). Virkningerne af 4 tilscetningsstoffer T,, T,, T;, T, pd meengden af
urenheder ved en kemisk proces onskes sammenlignet. For hvert tilscetningsstof mdles meengden af

“uonsket stof” 3 gange.
Forsogsresultaterne blev folgende:

108 105 108 117
110 110 111 119
112 109 113 112

Der onskes fundet det tilscetningsstof der giver den mindste urenhed.

Opstilling af nulhypotese.
Lad X;=mengden af uensket stof ved tilsetning af stof 7; hvor i € {1,2,3,4}

Idet de 4 variables middelvardier kaldes £4, 14, , £ O 14, onsker vi at teste
Hyo oy = 1 = = 14y

H: “mindst én middelvardierne er forskellig fra de ovrige”.

nulhypotesen
mod den alternative hypotese

Forsoegets udferelse. Forsaget skal udferes som et fuldstaendigt randomiseret forseg. (jevnfor
kapitel 10 hvor et sddant forseg er beskrevet). Derved sikrer vi, at der udferes et "statistisk gyldigt"
forseg. Hvis vi derfor, efter at have foretaget en ensidet variansanalyse, konkluderer, at der er
forskel pa tilsetningsstofferne, sa er det "korrekt", idet det ville vaere helt tilfeldigt, hvis én af
tilsetningsstofferne har veret begunstiget med sarlig gode forsegsenheder.

Beregning af gennemsnit og spredning. For at fa et skon for mengden af urenheder, udregnes
gennemsnittene for hvert tilsaetningsstof. Disse er angivet i nedenstdende skema. Umiddelbart ud fra
gennemsnit synes 7, at adskille sig fra de tre gvrige, men hvis der er stor spredning, kan det maske
blot vere et tilfeelde. Det er derfor naturligt at udregne spredningerne, hvilket derfor ogsé er anfort
1 skemaet.

T, T, T, T,
Gennemsnit | 110.0 108.0 110.67 116.0
Spredning | 2.000 2.6458 2,5166 3.6056

Forudszetninger. Forudsatningerne er, at de 4 variable skal vare statistisk uathangige, at de er
tilneermelsesvis normalfordelte og har samme varians (kaldet at der er varianshomogenitet).
Uafhangigheden er meget vasentlig, og ma vere opfyldt 1 forbindelse med forsegets udferelse.
Analysen er derimod robust overfor afvigelser fra normalitet og varianshomogenitet hvis blot
antallet af gentagelser er den samme. Vi vil derfor i det folgende antage, at forudsatningerne er
opfyldte, medmindre der gives udtryk for tvivl herom.

Kravet om at de variable er normalfordelte kan vurdere grafisk ved et normalfordelingsplot (beskre-
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11.2 Ensidet variansanalyse

vet 1 kapitel 12).

Varianshomogenitet kan lettest testes ved den “simplificerede F - test” ,men fér vi en forkastelse her,
ma man ga til Levines test, hvis vi har mere end 2 gentagelser, eller “Bartletts test” . Disse test er
beskrevet i appendix 12.1.

Pooling. Da de 4 varianser antages at vaere nogenlunde ens, “pooles” disse.
, (B- 1):2.000° + (3-1)-2.6458% + (3-1)-25166° + (3~ 1)-3.6056

%o 7 12- 4

60.6667 SAK,

= = = 7.583
8 8

Idet hver varians er baseret pa n = 3 malinger, har hver varians 2 frihedsgrad (f=n-1=3-1).
Den poolede varians har derfor 2 -4 = 8 frihedsgrader.

Beregning af F - test. Antages nulhypotesen at vere sand, dvs. udbyttet fra de 4 tilsetningsstoffer
har samme middelverdi, er den eneste grund til, at vi ikke far samme gennemsnit i de 4 tilfeelde, den
ukontrollable “ste]” (forsegsvariablens variation) som forekommer ved forsegets udferelse.
Indtastes de fire gennemsnit i en lommeregner findes s)% = 11.667.

Et gennemsnit af n tal har en varians, der er n gange mindre end variansen pa den enkelte maling.
I dette tilfeelde er n = 3.
Et estimat for stgjens varians forudsat nulhypotesen er sand er derfor
sz =357 =3-11.667 = 35.00 Frihedsgradstallet er f; =antal niveauer - 1 =4 - 1 =3
2
Hvis nulhypotesen er sand burde derfor 7123 ~ 1 , mens hvis de er forskellige er forholdet signifikant

So
5> 35 .
storreend 1. Da F= “& _ = 4.62 er spergsmalet derfor, om dette tal er signifikant sterre
sé 7583

end 1. Da forholdet mellem de to varianser (som s&dvanlig) er F - fordelt med f; = 3 frihedsgrader
1 telleren og f, = 8 i n@vneren kan vi afgere dette ved opslag i en F - tabel, eller ved at regne P -
veerdien ud.

Da F,4(3,8) =4.07 <4.62 (eller P - vaerdi = P (F < 4.07) = 0.0372 < 0.05), ma nulhypotesen
forkastes, dvs. der er et signifikant forskel mellem mindst 2 af middelvardierne.

Resultaterne samles sedvanligvis i en variansanlysetabel (jevnfer eventuelt appendix 12.1):
r = antal niveauer og n = antal gentagelser af et niveau og N = n-r er det totale antal delforsgg.

Variation SAK f 52 F
Tilsetningsstof 105.0 r-1=4-1=3 35.0 4.62
Gentagelser 60.667 N -r=12-4=8 7.58
Total 165.667 N-1=12-1=11

Konklusion: De fire tilsetningsstoffer har ikke samme virkning.
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12.Variansanalyse (mere end 2 variable)

Konfidensintervaller.

Ud fra gennemsnittene ses, at 7, er signifikant mindre end 7,,. Om de gvrige tils@tningsstoffer giver
lige sé lidt urenhed som 7, mé afgeres ved opstilling af konfidensintervaller .

Som navnt i1 indledningen, ma man kun foretage en vurdering ud fra konfidensintervaller, hvis
ovennavnte F - test har vist, at der er en signifikant forskel.

Er der signifikant forskel er der naturligvis forskel mellem den storste og den mindste vardi, men
hvorledes de ovrige fordeler sig er ikke nogen entydig opgave, og man kan risikere, at finde forskel-
le som ikke er reelle (fejl af type 1),eller omvendt overse reelle forskelle (fejl af type 2).

De “saedvanlige” konfidensintervaller for hvert niveau (jevnfer appendix 12.1):

52 7583

X. 2t ,(N=r)| > =X, % 1,,5(8) 3 = % t2311589= x4 3673

= n
2
LSD konfidensinterval:

- S 7583 _

x,.tt a(N—r)' f:xi.it0975(8)' =Xx,.t231-1124 = x,. £ 2597
- 2n ' 6

T, T, T, T,

Gennemsnit 110.0 108.0 110.67 116.0

95% konfidensinterval [[106.33;113.67]|[104.33;111.67][ [107.00;114.33]([112.33;119.67]

95% LSD-konfidensinterval [107.40;112.60]{[105.40;110.60]| [108.07;113.26]| [113.40;118.60]

Som man ser, giver begge metoder, at man far den mindste urenhed, hvis man valger enten 7, , 7,
eller 7; (de kan ikke adskilles).
Konklusion: Man skal ikke veelge tilsaetningsstof 7, hvorimod de tre gvrige tilsatningsstoffer giver

nogenlunde den samme mangde urenhed.

De fleste statistikprogrammer har en rekke andre metoder til beregning af konfidensintervaller, som
soger at formindske sandsynligheden for at begé fejl af type 1 og type 2. Det ligger udenfor dette
notats forméal at g nejere ind pa fordele og ulemper ved disse metoder, men et rad er, at har man
radighed over et sddant program ser man hvad de forskellige metoder giver af resultater, og sa
benytter det til at komme med konklusionen.

¢
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11.2 Ensidet variansanalyse

12.2.2.Ensidet variansanlyse beregnet ved Excell.
Vi betragter igen eksempel 12.1.

Opstilling af nulhypotese.
Lad X, = mangden af uensket stof ved tilsetning af stof 7; hvor i € {1,2,3,4}

Idet de 4 variables middelvardier kaldes £4, 14, , £ O i, onsker vi at teste
nulhypotesen Hy: w= 1, = 145 = 1, ,mod
alternativ hypotese ~ H: “mindst én middelvardierne er forskellig fra de ovrige”.

Opstilling af data.

Inddata har felgende udseende
Tl T2 T3 T4
108 105 108 117
110 110 111 119
112 109 113 112

Analyse af data.

Vealg “Funktioner”, “Dataanalyse”, “ANAVA: enkelt faktor”

Den fremkomne tabel udfyldes

1) Inputomrade udfyldes sa hele omradet er med (eksempelvis A1:D4)

2) Markér “reekker” (da vi har arrangeret data i rekker)

3) Markér “Etiketter i forste reekke” da forste raekke jo er “variabelnavne”

4) I “Outputomradet” skrives gverste venstre celle 1 det onskede outputomrade.

Udskrift:
Anava: Enkelt faktor

RESUME

Grupper Antal Sum Gennem- Varians

snit

T1 3 330 110 4
T2 3 324 108 7
T3 3 332110,6667 6,333333
T4 3 348 116 13
ANAVA
Variationskilde SK fg MK F P-verdi F krit
Mellem grupper 105 3 354,615385 0,03718 4,06618

Inden for grupper 60,66667 87,583333

I alt 165,6667 11

Det ses, at vi far samme variansanalysetabel som i eksemplet.

Det ses, at man her ikke behever at sld op i en F - tabel, idet P-value direkte forteeller, at nulhypote-
sen forkastes 1 stjernet (3,72%).

Konklusion: De fire tilsetningsstoffer har ikke samme virkning.

Ud fra gennemsnittene ses, at 7, er signifikant mindre end 7). Om de ovrige tils@tningsstoffer giver
lige sé lidt urenhed som 7, mé afgeres ved opstilling af konfidensintervaller .
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12.Variansanalyse (mere end 2 variable)

Konfidensintervaller
Desverre kan Excell ikke direkte ud fra data udregne konfidensintervallerne, s& man kan nok lettest

udregne dem “i hdnden” idet man af tabellen kan finde gennemsnittene og s; =87.58333.

Kontrol af varianshomogenitet.
Simplificeret F-test:
Af tabellen ses, at T4 har den sterste varians pd 13 og T1 har den minste varians pa 4.

. s 13
Vidanner F = , = =325.
S'min
Da Fyos(2,2) = 19>3.25 (eller P - veerdi = 0.897 > 0.05) accepteres H,:oi =03 =03 =04
dvs. vi antager at forudsetningen om varianshomogenitet er tilstraekkeligt opfyldt. ¢

De foregidende betragtninger som var baseret pa eksempel 12.1 kan som angivet 1 appendix 12.1
generaliseres til et vilkérligt antal niveauer..

12.3 Tosidet variansanalyse
12.3.1 Indledning.

Har man 2 kvalitative faktorer vil det ogsd vare naturligt at udfere en variansanlyse, men da man
her kan risikere, at de to faktorer “spiller sammen” pd en uventet made, bliver forholdene noget
mere kompliceret. Til gengald kan begreberne her sd umiddelbart generaliseres til forseg med mere
end 2 faktorer.

12.3.2 Planlaegning af forseg.

I dette afsnit benyttes folgende eksempel som illustration af begreberne.

Eksempel 12.2. En bilfabrikant onsker at finde ud af hvorledes 3 olieblandinger O,, O,, og O;, og
2 karburatortyper K, og K, pavirker benzinforbruget.

Vi har et forseg med 2 kvalitative faktorer: olieblanding og karburator.

Faktoren "olieblanding" er pa 3 niveauer O,, O,, og O,, mens faktoren "karburator" har 2 niveauer
nemlig K, og K, .

Man har (ved en dimensionering) fundet, at for at fa de tilstraekkelig relevante oplysninger skal hvert
niveau gentages mindst 4 gange.

12.3.2.1 Een faktor ad gangen

I mange forsagsvejledninger stér, at man ber kun variere en faktor ad gangen. Alle andre faktorer
end den udvalgte fastholdes pa et bestemt niveau.

En forsegsplan efter disse retningslinier kunne eksempelvis vere som skitseret nedenfor, hvor hvert
delforseg er markeret med et x:

Karburator
K K
Ol X X X X
Olieblanding 0, X X X X X X X X
O3 X X X X
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I dette eksempel, hvor der kun er 2 faktorer, vaelger vi forst at variere olieblandingen, mens den
anden faktor fastholdes.

Idet vi har valgt forst at fastholde karburatoren pd niveauet K, kan forseget udfores séledes:

12 af de 16 biler, som skal anvendes, udstyres med karburator K,, og derefter (randomiseret) far 4
af disse biler olieblanding O,, 4 andre biler olieblanding O,, og de sidste 4 biler olieblanding O,.
Efter at have kort en udvalgt straekning males benzinforbruget.

Derefter varieres den anden faktor ( her karburator), mens olieblandingen fastholdes péd O,, dvs. de
sidste 4 biler udstyres med karburator K, og olieblanding O,.

Igen gennemkeres den udvalgte straekning, og benzinforbruget males.

Det er vigtigt, at hver behandling har lige mange gentagelser.

Da hvert af de 4 niveauer skal gentages mindst 4 gange, sa ma hver behandling gentages 4 gange,
sé der er 1 alt 16 delforsog.

Benzinforbrug
1080 - Karburator
1060 - o KI
1040 A ”
020 | [ @ K2
Indtegnes for hver karburator det gennemsnitlige |
benzinforbrug mod olie-blandingen, fremkom- 950 1 ©
. R 940 1
mer tegningen pa fig. 1. o0 |
900 -
880
860 1
840 o o
820 4
800
780 T
01 02 03
Fig. 1.

Umiddelbart ses, at K, giver lavest benzinforbrug, og O, (eller O;) skal foretrakkes.

Hvad nu med benzinforbruget i karburator K, , hvis vi anvender olieblanding O, eller O;?

Kan man slutte, at benzinforbruget ved olieblanding O, og O, er lavere, nar man bruger karburator
K,, end nar man bruger karburator K,?

Kun, hvis man ud fra tekniske eller andre grunde mener at vide, at "karburatorkurven" for K, er
parallel med kurven for K, (ingen vekselvirkning), s er forsegsplanen anvendelig, men ikke den
bedste.

En statistisk set bedre forsegsplan som endda ofte er mindre ressourcekraevende, er folgende:
12.3.2.2 Fuldstendig faktorstruktur

Denne plan bestér i, at hvert niveau af den ene faktor kombineres med ethvert niveau af den anden.
Planen kan skitseres séledes:

Karburator
K K
O1 X X X X
Olieblanding 0, X X X X
O3 X X X X
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Her er hver af de 6 behandlinger gentaget 2 gange, dvs. i alt er der udfert 12 delforsog.
Hermed er kravet opfyldt om at hvert niveau skal gentages mindst 4 gange.

I" en faktor ad gangen" var vi tvunget til at udfere 16 delforseg, mens vi kun skal lave 12 delforsog
1 det "fuldsteendige faktorforseg".

Vi kan altsi nejes med faerre delforseg, nir vi laver et fuldsteendigt faktorforseg.

Benzinforbrug
1080 - Karburator
1060 A Qo Kl
1040 A ° e
1020 A
Indtegnes for hver karburator det gennemsnitlige ]
benzinforbrug mod olie-blandingen, viser det sig, “ ] °
at man far figur 2. 20 | .
900 A
880 A
860 -
840 )
820 A b e
800 A
780 T
01 02 03
Fig. 2

Vi ser i modstrid med hvad vi troede ud fra "en faktor ad gangen forseget", at kombinationen af
katalysator K, og olieblanding O, giver det laveste benzinforbrug.

Det ses, at de to kurver ikke er parallelle. Dette kunne vare tilfeldigt og blot skyldes forsggets
“stej”, men det kunne ogsa vaere signifikant, og derfor vaere udtryk for en vis sakaldt "vekselvirk-
ning".

En model uden vekselvirkning (kurverne tilnaermelsesvis parallelle) siges at veere additiv.

Anskuelig forklaring pa hvorledes man kan beregne vekselvirkning: Her gives kun en kort
forklaring, som kan tjene til at forstd baggrunden for beregningerne, der i ovrigt med fordel kan
foretages af et statistikprogram som Statgraphics.

I nedenstdende skema er skitseret et forseg med 2 faktorer R og C. R er pa 3 niveauer, og C er pa 4
niveauer. Der er 2 gentagelser af hver "behandling"(treatment).

C, C, C, C,
R, 1 31261 5| 638
R, 7 11 |8 148 12 |13 15
R, 26 |5 7137 |8 10

For hver af de 12 celler kan man udregne et skon for spredningen. Hvis man forudsatter at sprednin-
gen er nogenlunde den samme i alle 12 tilfzlde, kan man poole de 12 s* sammen til et fzlles skon
s, for spredningen pé forsegsfejlen (stojen). Den vil have 12 frihedsgrader, da hvert enkelt s har 1
frihedsgrad.
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I nedenstdende skema er beregnet gennemsnit for hver celle, hver raekke, hver sgjle og totalt.

C, C, (0N C, | Gennemsnit
R, 2 7 4
R, 9 11 10 14 11
R, 4 6 5 9 6
Gennemsnit 5 7 6 10 7

Tallene er konstrueret sdledes, at vi har en helt preecis model uden vekselvirkning (R, =R, + 7, R,
=R, + 2). For en sddan model geelder helt pracist, at resultatet i celle (i, j) fas af formlen RC;;=R;
+ C,; - totale gennemsnit.

Eksempel: RC,; =10 og R, + C; - totale gennemsnit = 11 + 6 - 7 = 10.

I praksis vil dette naturligvis aldrig veere tilfaeldet pa grund af den tilfeeldige variation (stej), men
udregnes kvadratet pa afvigelserne (SAK), og disse afvigelser ikke er storre end hvad er rimeligt 1

forhold til stgjen (s, ), vil vi kunne konkludere at der ikke kan konstateres nogen vekselvirkning.

12.3.3. Forudsatninger for variansanalyse.

Som tidligere navnt er forudsaetningerne de samme som ved ensidet variansanalyse.

1) De observerede resultater (f.eks. benzinforbruget med en bestemt karburator og en bestemt
olieblanding) er verdier af tilneermelsesvis normalfordelte variable.

2) De observerede resultater er vaerdier af uafheengige variable. Dette kan man s@dvanligvis sikre
ved en fornuftig forsegsplan (randomisering).

3) I'hver celle skal resultaterne have tilnarmelsesvis samme varians so2 . Metoden er robust overfor

afvigelser, hvis antallet af gentagelser er det samme. Man kan eventuelt teste med Levine eller
Bartletts test.

Analysen er robust overfor afvigelser fra normalitet og varianshomogenitet, blot antallet af gentagel-
ser 1 hver celle er den samme.

Er forudsetningerne ikke opfyldt, kan man i mange tilfaelde foretage en transformation (f.eks. tage
logaritmen til alle forsegsresultater), som sd medferer at forudsa@tningerne er nogenlunde opfyldte.

12.3.4. Testprocedure.

Formler hvorefter man ved hjelp af en lommeregner kan foretage de for en tosidet variansanalyse
nedvendige beregninger kan findes 1 appendix 12.2.

I appendix 12.2 kan man ogsa i detaljer se, hvordan testrekkefelgen er, og formler for konfidensin-
tervaller m.m.

Da regningerne er temmelig omfattende, vil man dog sedvanligvis benytte et statistikprogram, der
automatisk udregner en variansanalysetabel.
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Nedenfor er kort beskrevet rekkefolgen for et fuldsteendigt faktorforseg med r rekker, g sgjler og
n gentagelser af hver behandling

Sejlefaktor (‘“Karburator”)
C, G, C,
Rl X X X X X, X X X, X
Raekkefaktor % % %
(“Olieblanding”) R, :
R X XX X XX X XX

1) Man beregner et variansanalyseskema som det nedenfor angivne, idet vi teenker os
Antal rekker » =5, Antal sojler ¢ =4, Antal delforseg i celler n =3,
Totalt antal forseg N = r-g-n=5-4-3=60 .

60

, SAK
Variation SAK=SS f s = ! F
Rakkefaktor R 400 fo=r-1=4 100
Sejlefaktor C 600 fc =qg-1=3 200
Vekselvirkning R*C 60 = (r- -1= 5 2
g fRC (r 1)(q 1) 12 FRC — SR;ZC — 1.0
So
Residual 200 fo=r-q-(n-1)=40 5
Total 1260 ftotal = N-1= 59
Testraekkefolge:

Lad « vere signifikansniveau.
1) H,:R*C = 0 (Ingen signifikant vekselvirkning)

H,

2a)

2b)

forkastes, hvis P-vaerdi= P(Z < Fy.) < a,hvor Zer F-fordelt (f,,fy) = (frcsSo)
eller hvis Fre > Fy_, (fresfo) . (Fre = 10< Fy45(12.40) = 2.00, accept)

Hvis H, forkastes, sa beregnes for hver celle et gennemsnit x ;i 08 der opstilles konfidensin-

tervaller til neermere vurdering af faktorernes virkning.
Hvis H, accepteres, antages, at der ikke er nogen signifikant vekselvirkning, og man pooler
de to varianser sammen, til et nyt estimat for forsegsfejlens variation (stejen).

, _ SAK, + SAK, 120+ 200

df = ( 2o ————— =613, =15
Sm fRC_l_fO me fm fRC+f0 Sm 12+40 fm

Dette estimat benyttes sa til vurdering af hovedvirkningerne.
H,:R = 0 (Ingen signifikant virkning af reekkefaktor)

H, forkastes. hvis P-veerdi= P(Z < Fy) < a, hvor Zer F - fordelt (froSv)=rs 1))

s 100
eller /1, = S%> F(fesf) (FR = 13" 1631> F,,,(4,15) = 3.06, forkastelse

Hvis H, forkastes, opstilles relevante konfidensintervaller.
Analogt testes for sgjlevirkning.




12.3 Tosidet variansanalyse

12.3.5 Tosidet variansanalyse udfert med lommeregner.

I appendix 12.2 er angivet de formler man skal benytte for at udregne de nedvendige SAK’er.
Formlerne er endvidere anvendt pa tallene 1 eksempel 12.2.

Har man forst fundet SAK’erne er det beregningsmassigt let at udfylde en variansanalysetabel og
drage konklusioner.

Da det beregningsmassigt bliver langt vanskeligere at foretage SAK-beregningerne hvis der ikke er
lige mange gentagelser i hver celle, eller hvis der indgér mere end 2 faktorer, vil man imidlertid
nappe 1 praksis benytte en lommeregner. I stedet benyttes et statistikprogram.

12.3.6 Tosidet variansanalyse udfort ved Excel.

Som navnt vil man seedvanligvis benytte et statistikprogram til at udfere flersidede variansanalyser.
For at vise begge hovedtilfelde deles op 1 et tilfelde hvor der konstateres vekselvirkning, og et
tilfeelde hvor modellen er additiv (uden en signifikant vekselvirkning).

12.3.6.1 Model med vekselvirkning.
Som illustration af fremgangsmaden benyttes igen eksempel 12.2.

Eksempel 12.3 (model med vekselvirkning). En bilfabrikant onsker at finde ud af, hvorledes 3
olieblandinger O,, O,, og O,, og 2 karburatortyper K, og K, pavirker benzinforbruget.
Forsagsresultaterne er folgende:

Karburator
K, K,
0, 830 860 810 840
Olieblanding 0, 940 990 1050 1020
0, 855 815 930 910

Angiv hvilke kombinationer af karburator og olieblanding der giver det laveste forbrug, og giv et
estimat for dette forbrug.

LOSNING:
Data indtastes:
K1 K2
01 830 810
860 840
02 9401050
990 1020
03 855 930
815 910

Velg “Funktioner”, “Dataanalyse”, “ANAVA: to faktor med gentagelse”

Den fremkomne tabel udfyldes

1) Inputomrade udfyldes sa hele omradet er med (eksempelvis A1:C7)

2) “Rakker pr. stikprove” : Skriv antallet af reekker 1 hver stikprove (1 vort eksempel 2)
4) I “Outputomradet” skrives overste venstre celle 1 det onskede outputomrade.
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Udskrift:

Blandt mange tabeller fas ogsé folgende variansanalysetabel:
ANAVA
Variationskilde  SK fg MK F P-vaerdi  F krit
Stikpreve 58716,67 2 29358,33 48,93056 0,000193 5,143249
Kolonner 6075 1 6075 10,125 0,019028 5,987374
Interaktion 6450 2 3225 5,375 0,045963 5,143249
Indenfor 3600 6 600
I alt 74841,67 11

Opstille model med vekselvirkning.

Vi starter med en model med 2 faktorer K (karburator) og O(olieblanding), og med mulighed for

vekselvirkning mellem de to faktorer.

Forst testes om der er en vekselvirkning K*O mellem karburator og olieblanding., dvs.
H;:K*O=0 mod H: K*O#0

Det ses af tabellen, at forsegsfejlens varians (“Indenfor”) er 600, mens bidraget fra en eventuel

vekselvirkning (“Interaktion”) er 3225, altsd vasentlig storre. Forholdet mellem de to led er F =

5.375, og sandsynligheden for at fa dette tal, hvis der ingen vekselvirkning var, er under 5% (4.60%-

). Anvender vi som saedvanlig et 5% signifikansniveau, sa forkaster vi nulhypotesen, dvs. vi konklu-

derer, at der er et svagt bevis for en vekselvirkning mellem karburator og olieblanding.

Opstille relevante konfidensintervaller og drage konklusion
Vi ensker nu for en given olieblanding at finde hvilken karburator, der giver det laveste benzinfor-
brug.
Vi ser derfor nu pa de gvrige tabeller der blev udskrevet:
Anava: To-faktor med gentagelse

RESUME K1 K2 I alt
01
Antal 2 2 4
Sum 1690 1650 3340
Gennemsnit 845 825 835
Varians 450 450433,3333
02
Antal 2 2 4
Sum 1930 2070 4000
Gennemsnit 965 1035 1000
Varians 1250 450 2200
03
Antal 2 2 4
Sum 1670 1840 3510
Gennemsnit 835 920 877,5
Varians 800 2002741, 667
I alt
Antal 6 6
Sum 5290 5560
Gennemsnit 881,6667 926,6667
Varians 4686, 667 9066, 667
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Vived, der er en signifikant forskel mellem det laveste benzinforbrug (825), som fis med kombina-
tionen K, O,, og det hgjeste benzinforbrug (1035) svarende til kombinationen K, O,. Det ses
umiddelbart af gennemsnittene, men derimod er det ikke sikkert at der er en reel forskel mellem K,
0,,K,0;0gK, O,.

Dette kan man forst vurdere ved at beregne konfidensradius r.

Aftabellen fas, at s; = 600 med f; = 6.

2
Vi far derfor (se appendix 12.2): r = ¢, 475(6) 20 _245, /6(2)0 =4243
n

Afstanden mellem 2 gennemsnit skal derfor vare 2-r = 84.87

benyttes LSD skal den veere /2 - = 60.01.

Det ses heraf, at umiddelbart giver kombinationen K, O, det laveste benzinforbrug (825), men af
konfidensintervallerne ses, at der ingen signifikant forskel er mellem K, O, , K, O; 0og K, O,.

Man kan dog med sikkerhed sige, at man ikke ber velge olieblanding O,.

2
12.3.6.2. Additiv model: Model uden vekselvirkning
Eksempel 12.4 (model med vekselvirkning) [ forbindelse med nogle brudstyrkebestemmelser for
Portland-cement udfores et fuldsteendigt randomiseret forsog til undersogelse af middelbrudstyrkens
afheengighed af cementblandere og cementknusere.
Med hver af 4 cementblandere udstobtes efter blanding med vand 12 cementterninger, som efter en
uges lagring underkastedes en brudstyrkeprove ved hjcelp af en af 3 cementknusere.
Forsagsresultaterne var:

Cementknusere
1 2 3 4
1 147,175,130 | 99,85,75 | 67,23,35 | 215,97, 180
Cemg:i’lan' 2 211,145, 163 | 131, 100, 145 | 75,45,71 | 151, 157, 167
123,85,153 | 137,143,82 | 67,2583 | 135,91,129

Angiv hvilke kombinationer af cementblander og cementknuser, der giver den storste brudstyrke, og
giv et estimat og et 95% konfidensinterval for denne storste middelbrudstyrke.

LOSNING:

Data indtastes:
knuserl knuser?2 knuser3 knuseri4

blanderl 147 99 67 215
175 85 23 97
130 75 35 180
blander?2 211 131 75 151
145 100 45 157
163 145 71 167
blander3 123 137 67 135
85 143 25 91
153 82 83 129

Velg “Funktioner”, “Dataanalyse”, “ANAVA: to faktor med gentagelse”
Den fremkomne tabel udfyldes
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Udskrift:

Blandt mange tabeller fas ogsé folgende variansanalysetabel:
ANAVA
Variationskilde SK fg MK E P-verdi F krit
Stikprgve 4299,389 2 2149,694 2,425531 0,109798 3,402832
Kolonner 51995,22 3 17331,74 19,55565 1,24E-06 3,008786
Interaktion 7122,611 6 1187,102 1,339424 0,278669 2,508187
Indenfor 21270,67 24 886,2778
I alt 84687,89 35

Da P - value er 0.2787 for vekselvirkningen “Interaktion”, og dette er over vort signifikansniveau
pé 5%, tillader vi os i det folgende at antage, at vekselvirkningen er forsvindende.

Vi foretages nu en “pooling”:

Velg “Funktioner”, “Dataanalyse”, “ANAVA: to faktor uden gentagelse”

Den fremkomne tabel udfyldes

Udskrift:
ANAVA
Variationskilde SK fg MK F P-verdi F krit
Raekker 11370,39 8 1421,299 1,59979 0,177252 2,35508
Kolonner 51995,22 3 17331,74 19,50832 1,26E-06 3,008786
Fejl 21322,28 24 888,4282
I alt 84687,89 35

Vi ser nu, at forsegsfejlens varians er 946.44, og at

cementknuserne har en sterk signifikant virkning, da P - value = 0.0000 er under 0.1%., mens
cementblanderne ikke har en signifikant virkning, da P - value = 0.121 er over 5%.

Da cementblandere ikke mere indgar i modellen slettes de af modellen, hvorved vi jo far en ensidet

variansanalyse:

Anava: Enkelt faktor

RESUME

Grupper Antal Sum Gennemsnit Varians

knuserl 9 1332 148 1234,5

knuser? 9 997 110,7778 791,6944

knuser3 9 491 54,55556 518,7778

knuser4 9 1322 146,8889 1541,611

ANAVA

Variationskilde SK fg MK F P-verdi F krit
Mellem grupper 51995, 22 3 17331,74 16,96453 8,96E-07 2,901118

Inden for grupper 32692,67 32 1021, 646

I alt 84687,89 35

Det ses umiddelbart, at knuser 1 ma foretraekkes for knuser 3.
For at se om der er en signifikant forskel pa knuser 4 og de 2 andre knusere beregnes konfidensra-
dius r.

2
r=ty975(fo )\/; =t975(32) 10291’65 =2.04-10.654 =21.73
n

Signifikant forskel er 2-7 = 4347 (eller LSD: /2 - = 30.74
Konklusion: Man skal ikke velge cementknuser 3, og nr 1 og 4 mé foretreekkes,
Estimat for sterste middelbrudstyrke: 148.0 , 95 % konfidensinterval [126.3 ; 169.7 ]
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12.4 Fuldstendigt randomiseret blokforseg.

I forbindelse med planleegningen af et forseg, kan man blive tvunget til at benytte forsegsenheder,
som er ret uensartede. Derved far den tilfaeldige forsegsfejl en relativ stor spredning (stor “stej”).
Dette kan bevirke, at man skal op pa et urealistisk stort antal gentagelser for at kunne opnéd den
enskede information. For at “dempe stgjen” kan man inddele forsegsenhederne i grupper (blokke),
hvor de forsagsenheder der ligger i samme blok er vaesentlig mere ensartede end forsegsenhederne
1 forskellige blokke. Man siger, at man har et fuldstendigt randomiseret blokforseg, hvis hver
behandling forekommer det samme antal gange (s&dvanligvis netop én gang) 1 hver blok.

Til illustration heraf, sa betragter vi igen forseget beskrevet i eksempel 12.2.

Eksempel 12.5 (randomiseret blokforseg). En bilfabrikant onsker at finde ud af, hvorledes 3

olieblandinger O,, O,, og O,, og 2 karburatortyper K, og K, pavirker benzinforbruget. Forsoget

planlcegges som et fuldsteendigt faktorforsog idet hvert niveau skal gentages mindst 4 gange. Dette

betyder at der skal udfores 12 delforsog.

Et delforsog med én bil tager 1 dag.(1 tank = 40 liter: Korer ca. 15 km/l sa 40 liter = 600 km,

hvilket giver ca. 7 timer med 80 km/time). Af tidsmeessige grunde kan man ikke benytte 12 dage til

forsoget. Der benyttes 2 biler med tilhorende chauffor, hvilket forkorter forsogstiden til 6 dage.

Da de to biler (med tilhorende chauffor) kan frygtes at give systematisk forskellige resultater, onskes

foretaget et randomiseret blokforseg med biler som blokke.

1) Angiv fordele og ulemper ved at foretage et randomiseret blokforsog fremfor et fuldsteendigt
randomiseret forsog.

2) Beskriv hvorledes en randomisering kunne teenkes at forega.

3) Skitser udseendet af en variansanalysetabel med angivelse af frihedsgrader.

LOSNING:

1) Fordele: Begrundelsen for ikke at foretag et fuldstendigt randomiseret forseg er, at to biler
frygtes at give sé stor spredning, at selv betydelige forskelle ikke kan pavises.

Ved blokforseget er stgjen, der skyldes eventuelle forskelle mellem biler elimineret

Sterre mulighed for stabilt vejr i 6 dage end 1 12 dage, hvilket ogsé formindsker spredningen.
Ret fa delforsog,

Ulempe: Selv péa 6 dage kan vejret skifte og give anledning til stor spredning.

2) Randomisering: To daser merkes henholdsvis bill og bil2. Behandlingen O,K, skrives pd 2
sedler som anbringes 1 hver sin dse, behandlingen O, K, skrives pa 2 sedler som anbringes i hver
sin dase osv. (se figuren).

Man treekker nu forst de 6 sedler fra ddse med meerket bil 1.

Lad den forste seddel der treekkes vere O,K,. Det betyder nu, at bil 1 skal forsynes med karbura-
tor 2 og olieblanding 1 og kere dag 1. Lad den naeste seddel der trekkes vare O;K, . Det betyder
tilsvarende at bil 1 skal forsynes med karburator 2 og olieblanding
3 og kare dag 2. Saledes fortsettes indtil alle 6 sedler er udtrukket
Resultatet blev:

bil 1 |dag 1 |dag?2 |dag 3 |dag 4 |dag 5|dag 6
OIKZ O3K2 O2K2 OlKl O2Kl 03K1

0K, ||OK, || O:K,

02K1 O3K1 Osz

Bil 1
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Derefter fortsaettes med at treekke sedler fra dasen med meerket bil 2.  Resultatet blev:

bil 2 |dag 1 |dag 2 |dag 3 [dag 4 [dag 5 [dag 6
0K, |0K, |0K, |0.K, |0K, |0XK, O:K, [| O)K, ||O.K,

OK, || 0K, ||O:K;

Bil 2
3) Analyse: Tresidet variansanalyse:
Bemzerk: Vi antager altid, at blokke ikke vekselvirker med faktorerne, idet vi forudsetter, at
den ene blok (eksempelvis bil 1) bidrager med en systematisk hgjere resultat end den anden blok
(eksempelvis at bil 1 pd alle dage giver et storre benzinforbrug end bil 2).

K, | K, Variansanalyse SAK f

0O, - - Blokke (biler) 1

Bil1 |©: - - Olieblanding 2
0O, - - Karburator 1

0O, - - Olie * karburator 2

Bil2 | O: - - Residual 5
O, - - Total 11

Bemeark: Selv om analysen viser, at blokkene mod forventning ikke kan antages at have betyd-
ning, ma man ikke poole blokkene ned, da det svarer til, at man analyserer forsgget som om det
var et fuldstendigt randomiseret forseg. L 2

Eksempel 12.6 (randomiseret blokforseg).

I nedenstdende tabel er anfort resultaterne af et fodringsforseg med svin. Formdlet med forsaget var
at undersage, hvorvidt en cendring af vitaminindholdet i foderet gav en forskel i svinenes veegtforo-
gelse. Vegtforagelsen afheenger imidlertid ogsd af det enkelte individs genetiske egenskaber. Et
Sfuldsteendigt randomiseret forsog vil derfor sandsynligvis kunne bevirke, at forsogsfejlens spredning
bliver sa stor, at intet kan pavises (forsoget drukner i stoj). Da grise fra samme kuld md forventes
at veere mere ensartede, veelger man at lave et randomiseret blokforseg med kuld som blokfaktor.
Fra hvert af 4 forskellige kuld grise udtages 3 grise, der bliver fodret med hver sin af tre fodertyper
A, B og C med forskelligt vitaminindhold.

Forsagsresultaterne (veegtforogelse i kg) var

Fodertype
A B C
| 7.0 14.0 8.5
2 16.0 15.5 16.5
Kuld 3 10.5 15.0 9.5
4 13.5 21.0 13.5

Test, om der er nogen veesentlig virkning af cendringen i foderets vitaminindhold.
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12.4 Fuldstendigt randomiseret blokforseg

Losning:

Analyseres svarende til en tosidet variansanalyse uden vekselvirkning (da vi forudsatter at blokke
ikke vekselvirker med faktorer.

Indtastning af data:

A B C
kuldl 7 14 8,5
kuld2 16 15,5 16,5
kuld3 10,5 15 9,5
kuld4 15,5 21 13,5

Velg “Funktioner”, “Dataanalyse”, “ANAVA: to faktor uden gentagelse”
Den fremkomne tabel udfyldes:

Udskrift:
RESUME Antal Sum Gennemsnit Varians
Rxkke 1 3 29,5 9,83333313,58333
Raekke 2 3 48 16 0,25
Rzkke 3 3 35 11,666678,583333
Rzkke 4 3 48 16 18,75
Kolonne 1 4 47 11,7515,08333
Kolonne 2 4 65,5 16,3759,895833
Kolonne 3 4 48 1213,66667
ANAVA
Variationskilde SK fg MK F P-vaerdil F krit
Raekker 87,72917 3 29,243066,2200890,0284764,757055
Kolonner 54,125 2 27,06255,756278 0,040217 5,143249
Fejl 28,20833 6 4,701389
I alt 170,0625 11

Det ses heraf, at forsegsfejlens varians (residual) er 4.701.

Vi ser endvidere, at der pd et signifikansniveau pd 5 % er signifikant forskel pd fodertyperne. Af
gennemsnittene ses, at fodertype B (kolonne 2) er signifikant bedre end fodertype A (kolonne 1).
Om fodertype C er signifikant ringere end B kan kun afgeres ved at opstille konfidensintervaller.
Vi ser endvidere, at det var fornuftigt at dele op 1 kuld, da der ogsé er signifikans for kuld.

Vi er imidlertid ikke interesseret i at finde ud af hvilket kuld der er det bedste, da vi jo blot har taget
nogle tilfeldige kuld ud.

Bemark: Da der er en blokvirkning vil vaegtforegelsen jo athaenge af hvilket kuld man betragter.
Konfidensintervaller kan derfor kun anvendes til relative sammenligninger. 2
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12.Variansanalyse (mere end 2 variable)

OPGAVER

Opgave 12.1
Fire forskellige typer teknik til blanding af cement enskes undersogt med hensyn til resultatets
trykstyrke. Folgende data blev opnéet:

Blandingsteknik Trykstyrke (psi)
B1 3129 3000 2865 2890
B2 3200 3300 2975 3250
B3 2800 2900 2985 3050
B4 2600 2700 2600 2765

Undersag om forskellen i blandingsteknik har betydning for trykstyrken , og angiv 1 bekraftende
fald den (de) blandingsteknik(er) der har storst trykstyrke.

Opgave 12.2 (E81)
I folgende tabel er angivet resultaterne af gentagne bestemmelser af blodets alkoholkoncentration
(i promille) hos 6 forskellige personer efter indtagelsen af 4 cl. alkohol.

Person
1 2 3 4 5 6
0.76 0.84 0.83 1.00 0.88 0.86
0.82 0.79 0.78 0.90 0.90 0.89
0.79 0.82 0.97 0.92 1.03 0.87
0.86 0.79 0.88 0.88 0.87 0.84

Vurdér pé grundlag af dette materiale en antagelse om, at alkoholkoncentrationen i blodet ikke
athaenger af andre faktorer end den indtagne alkoholmaengde.

Opgave 12.3"

Modstanden af 5 spoler méltes for at kontrollere, om spolerne har samme elektriske modstand. For
hver spole méltes 4 uathangige observationer:

Man fandt for hver spole folgende gennemsnit og varians:

Spole nr. Antal gentagelser Gennemsnit Varians
1 15.2 0.035
2 4 14.95 0.015
3 4 14.8 0.0216667
4 4 15,15 0.0333333
5 4 14.7375 0.065625

1) Underseog om det kan antages, at de 5 spolers modstande er ens.

2) Pé alle 5 spoler er angivet, at modstanden er 15.0 Ohm. Undersgg under hensyntagen til be-
svarelsen af spergsmal 1) ved opstilling af et eller flere konfidensintervaller, om nogle af
spolerne kan antages at have modstanden 15.0 Ohm og i bekraftende fald hvilke.
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Opgaver til kapitel 12

Opgave 12.4

I et forseg undersogtes, om det kemiske udbytte af en proces ath@nger af hvilken af 2 katalysatorer,
der anvendes. Endvidere kan man benytte 3 forskellige apparater, og de kunne ogsé tenkes at have
indflydelse pd resultatet. Der fandtes folgende udbytter:

Katalysator K, | Katalysator K,
Apparat A, 69 72 65 66
Apparat A, 72 71 70 69
Apparat A, 70 71 72 73

1) Undersog. om det kan antages, at udbyttet fra de 6 behandlinger har samme spredning.
2) Idet det antages at forudsatningerne for at udfere en variansanalyse er tilstede, skal der udferes
en test til vurdering af, om middeludbyttets (eventuelle) afhaengighed af de benyttede katalysa-
torer og apparater kan beskrives ved en additiv model.
3a) Hvis man af gkonomiske grund vealger apparat A, hvilken katalysator skal man sé vaelge?
Samme sporgsmal vedrerende apparat 2 og 3.

3b) Hvis man af gkonomiske grunde velger katalysator 1 hvilket apparat skal man sa vaelge?
Samme sporgsmal vedrerende katalysator 2

3¢) Huvilken (hvilke) kombinationer af apparat og katalysator giver det sterste udbytte.

Opgave 12.57

Man ensker at undersege den virkning som 2 faktorer (typen af glas og fosfor) har péd skarpheden
af billedet pa en TV-skaerm. Responsvariablen er den strem (i microampere) som er nedvendig for
at opna et specifik skarpheds niveau.

Data er vist i nedenstéende tabel:

Fosfortype
1 2 3

280 300 290

1 290 310 285

285 295 290

Glastype 230 260 220
2 235 240 225

240 235 230

1) Underseg om forudsatningen om varianshomogenitet er opfyldt.

2) Idet det antages at foruds@tningerne for at udfere en variansanalyse er tilstede, skal der udferes
en test til vurdering af, om middelskarphedens (eventuelle) athaengighed af de benyttede glasty-
per og fosfortyper kan beskrives ved en additiv model.

3) Foretag en grafisk kontrol af, om kravet til at residualerne er tilneermelsesvis normalfordelt er
opfyldt. (betragt residualerne i et “normal probability plot”).

Undersog endvidere om enkelte observationer kunne vere “outliers”.

4) Ud fra svaret i sporgsmal 2 skal angives, hvilken glastype og fosfortype der giver den storste

skarphed (giver den mindste respons)
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12.Variansanalyse (mere end 2 variable)

Opgave 12.6 "(E93)

Pé en fabrik for glasvarer ensker man at undersgge hvilken blandt 3 typer lim, der er bedst ved
sammenlimning af 3 forskellige glastyper. Forsoget foregik ved, at man limede to glasplader
sammen, og efter en passende tid undersegte, hvor stor en kraft der skulle til for at trekke pladerne
fra hinanden. Man valgte at lave et fuldsteendigt faktorforseg med 5 gentagelser af hver behandling.
Resultatet af forseget var:

Glastype A Glastype B Glastype C Gennemsnit
LimI  |----- |- ---- " |----- 21.3333
LimIl ~ |----- " |-=-=--- |- - 25.9333
LimIonr |-----  [-=---- " |----- 24.8667

25.06667 23.5333 23.5333
En beregning af SAK’sterrelserne gav felgende resultat:

SAK

Lim 17391111
Glastype 23.51111
Vekselvirkning 100.48889
Gentagelser
Total 903.91111

1) Udfyld resten af variansanalysetabellen.

2) Angiv hvilke faktorer der har en virkning.

3) Angiv den eller de kombinationer af type lim og type glas, der har den sterste sammenhangs-
kraft. Angiv et 95% konfidensinterval for de padgeldende kombinationer.

Opgave 12.7 (E83)

Fabrikationen af et kemikalium baseres pd en bestemt kemisk proces, som forudsetter tilsetning af
katalysator og en PH - veerdi pa ca. 5.

Som led i en laboratoriemessig undersggelse af mulighederne for at forage procesudbyttet foretoges
bl.a. et forseg, hvor man dels sammenlignede virkningen af tilsetning af 3 forskellige katalysatorer,
dels undersogte, om udbyttet athang af, om den nedvendige PH - verdi opndedes ved tilsetning af
HCl i stedet for som hidtil H,SO0,.

Forsegsresultaterne var (udbytteprocenter):

Tilsat syre
HCI H,SO0,.
1 27.0 27.7 30.1 29.1
Katalysatorer 2 255 27.0 30.6 289
3 265 250 258  28.0

1) Foretag en statistisk analyse af forsegsresultaterne og drag konklusioner.

2) Estimer under hensyn til resultatet af den under punkt 1) foretagne analyse procesudbyttet ved
benyttelse af katalysator 2 under tilsetning af HCI og opstil et 95% - konfidensinterval for dette
udbytte.
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Opgaver til kapitel 12

Opgave 12.8" (E78)
Hver af tre laboranter har bestemt hydroquinons smeltepunkt (° Celcius) med (de samme) 4 termo-
metre. Resultaterne var:

Termometre
1 2 3 4
1 174.0 173.0 171.5 173.5
Laboranter
2 173.0 172.0 171.0 171.0
3 173.5 173.0 173.0 172.5

Det antages, at de nedvendige variansanalyseforudsatninger er opfyldt, og at termometre og la-

boranter ikke vekselvirker.

Folgende 2 sporgsmaél enskes belyst:

1. Aflaeser laboranterne termometrene pa samme made?

2. Viser termometrene ens.

3. Vurder ved et residualplot, om forudsatningen om at termometre og laboranter ikke vekselvirker
er rimelig.

Opgave 12.9"

Pa en ingeniorskole ensker man at sammenligne effektiviteten af undervisningen, nér man undervi-
ser efter tre forskellige undervisningsmaterialer. En reekke studerende meldte sig frivilligt til forse-
get. [ det felgende er angivet 12 studerende ordnet efter studentereksamensgennemsnit.

Navn|JK| AL | TS | BS [ DT | HN |MO | FD | PJ [ KM | SR | RA
Snit |63 68|73 [73|79]|82]84(85]09.0]102|11.1(11.2

1) Hvordan ville du opdele disse studenter pa tre hold med 4 pé hver hold?
2) Hvordan ville du gere det, hvis karaktererne gik fra 7.8 til 8.2 ?

Opgave 12.10.

Folgende resultater blev opnéet fra et eksperiment, hvor man ville undersege om der var forskel pa
de resultater, som 5 analyseapparater gav, ndr man analyserede kvelstofindholdet i1 jordprover.
P& hver af 3 dage blev en portion jord udvalgt og delt i 5 dele, som ved lodtraekning blev givet til
analyse i hver sin maskine. Resultaterne var:

Maskiner
P Q R T U
Tirsdag 376 379 399 373 376
Onsdag 372 374 409 387 386
Torsdag 332 339 365 350 342

Undersag pa dette grundlag om der er forskel mellem analyseapparaterne, og angiv 1 bekraftende
fald hvilke der er forskellige.
Mener du, at det i denne situation var en god ide at foretage forsgget som et blokforsag?
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12.Variansanalyse (mere end 2 variable)

Opgave 12.11".

Fire forskellige produktionsmetoder P, Q, R, og T enskes sammenlignet med hensyn til det procenti-
ske udbytte ved udvinding af et metal fra et bestemt mineral. Da man ved forseget er nodt til at
benytte forskellige ravarepartierer, og er bange for, at det vil give stor spredning, veelger man at lave
et fuldstendigt randomiseret blokforseg med ravarepartier som blokke. Nedenstdende skema angiver
resultatet af dette forsog.

Metode P | Metode Q | Metode R | Metode T
Révarepartil 2.5 2.7 4.7 33 2.8 33 55 5.0
Révareparti2 | 4.6 4.3 79 59 5.1 6.9 7.2 6.8
Révareparti 3 | 4.7 3.9 4.7 4.4 44 3.7 6.4 5.7

1) Undersog pd grundlag af disse oplysninger, om der er forskel pd metoderne, og angiv 1 bekraef-
tende fald de(n) metode som give storst udbytte

2) Foretag grafisk en kontrol af den fundne model og s vidt det er muligt ogsé af dens forudsatnin-
ger.
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13.1.Indledning

13 ANTALSTABELLER

13.1. Indledning

Vi vil i dette kapitel betragte observationer, som bliver katalogiseret i klasser (categorical data).
Et eksempel herpé er folgende:

Eksempel 13.1.(antalstabel)

Et ministerium planleegger en oplysningskampagne om de fysiske og psykiske virkninger af at
ryge hash. For kampagnen viste en undersogelse at 7% af indbyggerne onskede at hash blev
legaliseret, 65% at man beholde det nuveerende forholdsvis liberale straffepolitik, 18 % onskede
strengere straffe og 10 % havde ingen mening. Efter kampagnen spurgte man 500 personer
(repreesentativt udvalgt) , og svarene fremgik af folgende tabel.

Legalisering | Efter eksisterende lov| Strengere straf | Ingen mening

Efter kampagnen 39 336 99 26

Kan man pa dette grundlag vise pa et signifikansniveau pa a = 0.01,at kampagnen har betydet
en cendring af folks mening? ¢

Af central betydning for testning af sddanne speorgsmél er begrebet “multinomial eksperiment”.

Definition af et multinomialt eksperiment.

1) Lad et eksperiment have k£ mulige udfald. Disse udfald kaldes “klasser”,  kategorier”
eller “celler”

2) Eksperimentet gentages n gange uathaengigt af hinanden.

3) Sandsynligheden for de k udfald er p, p,, . .., p, (hvorp, + p, + ...+ p,=1)erde
samme ved de n gentagelser.

4) De statistiske variable der er af interesse er antallet ,, n,, . . ., n, 1 hver af de k klasser.

Betragter vi eksempel 13.1 ses, at betingelserne er opfyldt:

Eksperimentet bestar i tilfeldigt at udtage n = 500 personer af en stor population og sperge dem

om strafferammen for besiddelse af hash

1) Udfaldene er svar pa spergsmalet, og der er k£ =4 (og kun 4) svarmuligheder (4 klasser).

2) Resultatet af hvad en person svarer vil vere uathaengigt af hvad de ovrige svarer.

3) Sandsynligheden for udfaldene i de 4 klasser vil vaere p,, p,, p; 0g p4 , hvor disse sandsynlig-
heder er ukendte.

4) De statistiske variable X; er antal personer blandt 500 som har en af de i meninger om straffen
for hash.
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13 Antalstabeller

13.2. En-vejs tabel

Eksempel 13.1.(fortsat)

Kan man pa det i eksempel 13.1 angivne grundlag vise pa et signifikansniveau pa a = 0.01,at
kampagnen har betydet en cendring af folks mening?

LOSNING:

Lad

X,= antal personer blandt 500 , der gar ind for legalisering. P(X)) =p,

X,= antal personer blandt 500 , der gar ind for den nuvarende straffepolitik. P(X,) =p,
X;= antal personer blandt 500 , der gar ind for en strengere straf. P(X;) =p;

X,= antal personer blandt 500 , der ingen mening har. P(X,) = p,

Vi ensker at teste nulhypotesen

H,:p, =007, p, = 065, p, = 018, p, = 0.10

mod den alternative

H: “Mindst én af sandsynlighederne afviger fra den angivne vaerdi i nulhypotesen.”

Vi beregner nu de forventede vaerdier, forudsat nulhypotesen er sand.
Resultatet opstilles i1 det folgende skema:

nr 1 2 3 4
0. 39 336 99 26

1

E. |E, =500-007=35(E, = 500-0.65= 325| E, = 500-018=90| E,=500-01=50

1

Da alle de forventede verdier er storre end 5 er forudstningerne for at kunne foretageen y 2.
test opfyldt.
, v (o- E) (39-357  (336-325)° (99-90)* (26-50)°
7= = + + +
E, 35 325 90 50
Da y° > y0,(4-1)=1135(eller P - veerdi = 0.0041) forkastes nulhypotesen (tostjernet),

dvs. kampagnen har haft en betydning for meningen om legalisering af hash.

=13.249.

Excel - losning:
De observerede vardier skrive i en sgjle, de forventede vardier 1 en anden sojle:

39 35
336 325
99 90
26 50

Vi far P - veerdi =CHITEST(A1:A4;B1:B4) =0,004127
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13.3 To-vejs tabel

Testning af fordelingstype.
Er der data nok, er der ved ovennavnte metode muligt at teste om en statistisk variabel har en
forventet fordeling. Det folgende eksempel demonstrerer dette.

Eksempel 13.2. (Testning af om data er normalfordelt).
1 Statistiske Grundbegreber eksempel 1.3 havde man for 75 patienter med ddrligt knce malt pH

i ledveesken. Man fandt, at X = 7.287 og s = 0.134.
Lad X = pH for en patient. Vi antog dengang, at X var normalfordelt n(x,s) .

Foretag en )(2 - test af denne pdstand.

LOSNING:

Vi ensker at teste nulhypotesen H,: X er normalfordelt n(7.287, 0.134)

I eksempel 1.3 blev intervallet fra den sterste pH-verdi til den mindste pH-vaerdi delt op i en
passende mangde intervaller, og man talte op hvor mange resultater der faldt i hvert interval.
Resultatet ses 1 nedenstdende skema som de observerede vardier.

Under foruds@tning af, at nulhypotesen er sand, kan man nu beregne det forventede antal i hvert
interval. Som et eksempel pd beregnes den forventede verdi i intervallet ]7.10 ; 7.18]:

E =75 [@(7'18_7'287) [710_7287)] = 75 (0 (-0.7985) - ® (- 1.3955
P 0.134 0.134 - (0. )= 01 )
= 75-(0212- 0.081) = 982~ 98 .

Daingen forventede veerdier ma veere under 1 slas de yderste klasser sammen. Da endvidere hojst
20% ma vere under 5, slds yderligere sammen som vist pd skemaet.

Klasser Observerede verdi- | Forventede vardi- Klasser sammenlaegges
er er
]- o - 6.94] 0 0.36 1.73
16.94 - 7.02] 2 1.37 6.10
17.02 - 7.10] 5 437 437
17.10 - 7.18] 8 9.8 9.8 9.8
17.18 - 7.26] 17 15.6 15.6 15.6
17.26 - 7.34] 18 17.5 17.5 17.5
17.34 - 7.42] 16 13.9 13.9 13.9
17.42 - 7.50] 4 7.84 7.84 7.84
17.50 - 7.58] 3 3.12 3.12
17.58 - 7.66] 1 0,88 4.21
17.66 - 7.74] 1 0.18 1.09
1774 - o [ (0] 0.03
2 2 2
) _ (7-6.10) N (8-9.8) . (5-421) _ 505
6.10 9.8 421

Da vi har brugt to vaerdier (gennemsnit og spredning) til at udregne de forventede verdier, er
f=k-1-2=7-3=4.
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13 Antalstabeller

Da y;,s(4)=9.49 > 295 (eller P - veerdi= 0.566)
accepteres nulhypotesen, dvs. vi kan ikke pé det grundlag afvise, at X er normalfordelt. ¢

Excel - losning:

Det er sa besvarligt at foretage testen 1 Excel, at det naeppe er umagen veerd.
Excel sxtter sdledes frihedsgradstallet “forkert” til k- 1 =6.

Data beregnes:

Eksempel:
E, = 75*(NORMFORDELING(A17;7,287;0,134;SAND)-NORMFORDELING(A16;7,287;0,134;SAND))= 9,814405

Man kopierer cellerne nedad.

klasser observerede forventede Sam obs Sam forv
6,94 0 0,360381
7,02 2 1,376319
7,1 5 4,370493 7 6,107193
7,18 8 9,814405 8 9,814405
7,26 17 15,59016 17 15,59016
7,34 18 17,52109 18 17,52109
7,42 16 13,93208 16 13,93208
7,5 4 7,83749 4 7,83749
7,58 3 3,118565 5 4,197591
7,66 1 0,877413
7,74 1 0,174486
10000 0 0,027127

P - veerdi =CHIFORDELING(CHIINV(CHITEST(D16:D22;E16:E22);6):4) = 0.566932485

Vi far samme P - verdi som for.

13.3. To-vejs tabel

I dette afsnit betragter vi multinominale eksperimenter hvor data er karakteriseret ved to kriterier.
Et eksempel herpé er folgende:

Eksempel 13.3. (E87) (testning af uafhaengighed)

Ved en uddannelsesinstitution indstillede et ar 500 studerende sig til en darsprove, der bl.a.
omfattede matematik og fysik.

De opndede karakterer i de to fag inddeltes i 4 grupper:

Fysikkarakterer
Observerede vardier Total
0,3,5 6,7 8,9 10,11, 13
0,3,5 18 46 13 0 77
Matematik- 6,7 22 60 42 5 129
karakterer 8,9 7 123 42 16 188
10,11, 13 2 28 68 8 106
Total 49 257 165 29 500

Undersog om der er en sammenhceng mellem de opndede fysikkarakterer og de opndede
matematikkarakterer.
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LOSNING:

X, = antal studerende med opnaet matematikkarakter
X, = antal studerende med opnaet fysikkarakterer
H,: X, og X, er statistisk uathengige.

13.3 To-vejs tabel

Udfaldene antages at veere uafthangige, og da de studerende antages at vare reprasentative for
en drgang med samme sandsynlighed fra argang til argang.
Dette kan derfor opfattes som et multinomialt eksperiment.
Vi fér folgende tabel over de forventede vardier:

Fysikkarakterer
Forventede vardier
0,3,5 6,7 8,9 10,11, 13
0,3,5 77-49 77-257 77-165 77-29
>3 _ - = 2541 | 222 - 4466
500 7546 500 39578 500 500
Matematik- 7= = 1 g 40 129.257 129165 129.29
karakterer ) i aad 4257 =7 7482
500 12.642 500 66306 500 . 500 .
8,9 188-49 188257 188-165 188-29
> = 18424 - - i
500 500 = 96.632 500 62.04 500 10.904
10, 11, 13| 106-49 106-257 106-165 106-29
’ ’ = . = = 4 = 0.
500 10.388 500 54484 S00 34.98 00 6.148

Da alle de forventede verdier er over 1, og kun 1 klasse af 16 ligger under 5 er betingelserne for

en y ? _ test opfyldt.

Vi beregner nu teststorrelsen

, _ (18- 7546)° . (46 - 39.578)°

7.546

39.578

(8- 6.148)>
6.148

Frihedsgradstalleter f = (r-1)-(¢-1)=(4-1)-(4-1)=9
Idet 7 = 108.92 > y2000(9) = 27.9 forkastes nulhypotesen (stzerkt bevis) dvs.
der er ikke uath@ngighed mellem fysikkaraktererne og matematikkaraktererne.

Nar vi ser pa tallene er det tydeligt at gode karakterer i det ene fag ogsd har en tendens til at
bevirke gode karakterer i det andet fag.

Excel - losning:

= 108917

Det er ret besvarligt at beregne de forventede verdier i Excel, men er det forst gjort, er det nemt

at fa P-veerdien.
Observerede data:
18
22
7
2

46 13
60 42
123 42
28 68
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13 Antalstabeller

Forventede data:

Beregning i celle D1A1 sker ved folgende ordre:
=SUM(D1:G1)*SUM($§D§1:$D$4)/SUM($D$1:8G$4) = 7.546

Bemark at ensker man at kopiere ned gennem en sgjle, skal visse adresser vare absolutte

(med $ tegn)
7,546 39,578 25,41 4,466
12,642 66,306 42,57 7,482
18,424 96, 632 62,04 10,904
10,388 54,484 34,098 6,148

P - verdi = CHITEST(D1:G4;11:L4) = 2,44228E-19
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Opgaver til kapitel 13

OPGAVER

Opgave 13.1(E79)

For en stovfyldt gasart enskede man at bestemme antallet af stovpartikler pr. volumenenhed.
Til brug herfor sendte man 500 gange en lysstrile gennem et volumen. der var sa lille (10
cm’), at det kun indeholdt f4 stgvpartikler. Man iagttog hver gang volumenet gennem et
ultramikroskop og optalte antallet af stovpartikler. Forseggsresultaterne var:

Antal partikler 0 1 2 3 4 5 6 |7 8 | lalt

Antal gange 95 163 | 134 | 67 [ 24 |12 | 4 |0 1 500

1) Angiv hvilken fordelingstype du vil benytte for antallet X af stgvpartikler pr. 10 cm’.
2) Estimer parameteren/parametrene i den formodede fordeling.

3) Foretag en testning af den opstillede model.

4) Estimer middelantallet af stovpartikler pr. cm’.

Opgave 13.2(F93)
Ved maling af 100 akslers diametre fandtes folgende grupperede empiriske fordeling:

Intervalinddeling Antal observationer
Nedre grense Ovre graense

1.155 1.165 1
1.165 1.175 7
1.175 1.185 10
1.185 1.195 22
1.195 1.205 27
1.205 1.215 18
1.215 1.225 8
1.225 1.235 7

[ alt 100

Udfer en ;52 - testning af, om akseldiameteren kan antages at vare normalfordelt.

(Vink: Ved beregningen af estimater for middelvaerdi og spredning tankes alle observationer
1 et interval samlet i midtpunktet af intervallet)

Opgave 13.3(E74)
En terning kastedes 120 gange, hvorved folgende resultater fandtes:
Antal Qjne
1 2 3 4 5 6
Antal gan- 25 17 15 23 24 16
ge

Test nulhypotesen: Terningen er en @rlig" terning.
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13 Antalstabeller

Opgave 13.4

5 typer vaccine mod en bestemt sygdom blev undersogt ved, at 6 grupper pa hver 200
forsegsdyr (mus) blev udsat for smitte. De 5 af grupperne fik hver sin type vaccination, mens
den sidste gruppe ikke blev vaccineret. Efter en passende tid undersggte man hvor mange af
de 200 dyr, der havde faet sygdommen. Folgende resultater fandtes:

Gruppe nr 1 2 3 4 5 6

Antal syge dyr 12 13 18 10 16 27

Vi ensker at foretage en statistisk analyse af, om procenten af smittede dyr i de 6 grupper kan
antages at vaere den samme.

Opgave 13.5(ES81)

En kemikaliefabrik har pdbegyndt en fabrikation af kunstgedning. Ved fabrikationen hzldes
gadningen i seekke af 5 "ens" maskiner, idet det tilstreebes, at nettoindholdet i saekkene er 25
kgihver.

Ved indkerselen af produktionen fandt man, at der var mange overveagtige og undervagtige
sekke. Folgende antalstabel indeholder produktionsresultatet ved forste provekorsel:

Maskiner
1 2 3 4 5
Under 24 kg 5 3 7 3 12
Nettovaegt
Mellem 24 og 26 14 17 16 15 13
kg
Over 26 kg 11 10 7 12 5

Foretag en testning af, om det kan antages, at vaegtfordelingen er den samme for de 5
maskiner.

Opgave 13.6(E81) (test i antalstabel)

Ved start af en stor amerikansk industrivirksomhed underkastedes alle 173 ansegere til et
bestemt job pa fabrikken en psykoteknisk prove. Idet ansegerne grupperedes efter, om de var
medlemmer af en fagforening eller ikke, er nedenstaende anfort resultaterne af den pigelden-
de prove.

Resultat af preven
godt middel darligt
Medlem af en fagforening 37 42 23
Ikke medlem af en fagforening 17 26 28

Hvad kan der sluttes om sammenhang mellem prastation ved preven og medlemskab af en
fagforening?
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Opgave 13.7(ES81)

En fabrik, der arbejdede i 3 - holdskift, fremstillede b1.a. en bestemt maskindel i mas-
sefabrikation.

For at undersege, om kvaliteten af denne maskindel pavirkedes af omstendigheder, der
athang af, inden for hvilket tidsrum af degnet fabrikationen fandt sted (traethed, belysnings-
forhold m.v.), lod man et bestemt arbejdshold arbejde pa hvert af de 3 skift en uge ad gangen.
Man regnede med, at produktionsbetingelserne fra uge til uge var i det vaesentlige uendrede.
Arbejdsholdets ugentlige produktion var:

Skift Antal ikke - defekte emner Antal defekte emner
kl. 8% - 16% 1602 88
kl. 16% - 24% 1590 122
kl. 0% - 8% 1507 103

Foretag en statistisk analyse af, om produktionens kvalitet ma antages at athaenge af

produktionsperioden.

Opgave 13.8(ES81)

Et forsikringsselskab har i lobet af et kalenderdr undersogt bilkaskoskaderne og registreret

antallet af skadesanmeldelser og forsikringstagerens (forerens) alder.

Resultatet blev:
Forsikringstagerens alder
18-27 28 -37 38 -47 48 - 57 > 58
1 74 60 51 66 50
Antal ska-
der 2 31 25 22 16 15
>3 29 10 6 5 7

1) Man havde en forhdndsformodning om, at aldersgruppen 18-27 ar skadesmassigt adskiller
sig fra de evrige grupper. Bekraftes denne forhdndsformodning?

2) Tillader det ovennavnte materiale en antagelse om, at der er uathaengighed mellem antallet
af skader og forsikringstagerens alder for de sidste 4 aldersgrupper?

81



Statistik med Excel

Appendix A. Statistik med Exell

al: Forudsatninger.

1) Excel har en statistikpakke “Analysis ToolPak” , som ikke automatisk bliver installeret.
Dette “tilfojelsesprogram” skal man ofte serskilt “bede” om. Hvorledes dette gares, kan
ses ved at trykke pa hjelpetasten F1 og sege “Analysis ToolPak”+Analysis ToolPak
VBA”

2) Excel er oversat til dansk. Skulle man have den engelske version, vil det dog nappe give
storre problemer.

a2. Inddata.
Placering: Vi vil i det folgende for kortheds skyld antage, at den forste stikproves veardier
star i cellerne Al, A2, A3 ... An.
Kreves der flere variable vil den naste sta i cellerne B1, B2, B3 . . . Bn, den naeste igen 1
cellerne C1, C2, C3 ... Cn osv.
Navngivning: Sedvanligvis vil vi kun angive dem ved deres placering sdsom A1:A10.
I nogle tilfelde kan det dog vere praktisk at navngive dem f.eks med “x”, hvilket sker ved at
markére x - cellerne og skrive x oppe 1 navngivningsfeltet gverst til venstre.

a3. Beregning af (statistiske) funktioner:
1) Velg den celle hvor resultatet skal sta (eksempelvis Al).
2) Pa verktejslinien foroven:
2a) Trykpa=
2b) Til venstre trykkes pa U hvorved der fremkommer en rullemenu
2c) Padenne vaelges den enskede funktion eksempelvis “NORMALFORDELING”
2d) Der fremkommer en tabel med anvisning pa, hvordan den skal udfyldes.

a3.1. Normalfordeling.

Lad X veere normalfordelt n(u, o)

P(X < x) =NORMFORDELING(x ; £ ; o ; SAND)

P(X = x) =NORMFORDELING(x ; 1£; o ; FALSK)

Fraktil

u, =NORMINV(« ; 11; o) (se figur)

Eksempel:

1) Find for n(89.6,0.5) P(89.2 < X <90.8) . (jevnfer eksempel 2.3)

P(892< X<908)=P(X <908)— P(X <89.2)

=NORMFORDELING(90,8;89,6;0,5;SAND)-NORMFORDELING(89,2;89,6;0,5;SAND)
Resultat:  0.69146

2) Find for den normerede normalfordeling u 975
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al: Generelle forhold

a3.2 ;- fordeling.
Lad X vare y?- fordelt med f frihedsgrader
P(X <x) =1-CHIFORDELING(x;f)
(bemerk: CHIFORDELING(x;f) udregner “ovre hale” af fordelingen)
Fraktil
22 (f) =CHINV(1- & 3f)
(bemerk: CHIINV( & if) udregner “evre hale™)
Eksempel: (j&vnfor eksempel 3.1)
Find for z?- fordelingen med 8 frihedsgrader

1) P(X<5)
P(X <5)=1- CHIFORDELING(5;8) = 0,242424

2) Zo025(8) 02 Z5975(8).
Z 6975 (8) =CHIINV(0,025;8) = 17.53454

72025 (8) =CHIINV(0,975:8) = 2.179725

a3.3 - fordeling.
Lad X veare ¢ - fordelt med ffrihedsgrader, og lad x >0.
P(X < x)=1-TFORDELING(x;f;1) (bemark: TFORDELING(x;/;1) udregner “ovre hale” af fordelingen)

P(X <—x)+ P(X > x) = TFORDELING(x; f;2) (se figur)
Fraktil

t, () =TINVQ(1- ax);f) ,a>05

t,(f)=-TINVQ & ;f) ,a <0.5

Bemark: TINV( « ;f) udregner “ovre hale”, svarende til 1 - %

Bemark: Man mé mé udnytte symmetrien i t-fordelingen, for veerdier mindre end 0 (svarende til ¢ < 0.5)

Eksempel:(jevnfor eksempel 3.2)
Lad X vare ¢ - fordelt med 12 frihedsgrader
Find 1)P(X>1) og P(X<-1)
P(X =21)=TFORDELING(1;12;1) =0,168525
P(X <-1) = P(X =1)=TFORDELING(1;12;1) =0,168525

2) ty975(12) og 1gp5(12) .
to.075(12) = TINV(2(1-0.975):12) = 2.178813
f 0,005 (12) = - TINV(0,05;12) = - 2.178813

a3.4. F - fordeling.
Lad X veere F - fordelt F(f7, f3)
P(X < x)=1-FFORDELING(x ; f; ; fy)
Fraktil
Fo(fr,fn) ==FINV( - a ; f;: /)

Eksempel:
Lad X vaere F - fordelt F(8,12) (jevnfer eksempel 3.3)

Find 1) P(X =2)
P(X > 2)=FFORDELING(2;8;12) = 0.,134677
2) Fo5(8,12) og Fy5(8,12).
Fyo5(8,12) ==FINV(0,05;8;12) = 2.848566
Fy05(8,12) =FINV(0,95;8;12) = 0,304512
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a3.5. Hypergeometrisk fordeling

Lad X vare hypergeometrisk fordelt & (N, M, n)
P(X = x)=HYPGEOFORDELING(x ; n ; M ; N)
Eksempel:(jevnfor eksempel 7.1)

Find for £(600,10,25) P(X <1)

P(X <£1)=HYPGEOFORDELING(1;25;10;600)+HYPGEOFORDELING(0;25;10;600) = 0,938876

a3.6. Binomialfordeling

Lad X vare binomialfordelt b (n, p)
P(X = x) = BINOMIALFORDELING(x ; n; p; FALSK)
P(X < x) = BINOMIALFORDELING(x ; n; p; SAND)
Eksempel (jevnfor eksempel 7.4 og 7.5)
1) Find for binomialfordelingen 5(7,0.3333), P(X =3)
P(X = 3)=BINOMIALFORDELING(3;7;0,3333;FALSK) = 0,256033
2) Find for binomialfordelingen 5(24,0.3333) P(X >13)
P(X >13)=1- P(X <12) =1- BINOMIALFORDELING(12;24;0,3333;SAND) =0,028418

a3.7. Poissonfordeling

Lad X vere Poissonfordelt p ( &)
P(X = x)=POISSON(x; 1 ;FALSK)
P(X < x)=POISSON(x; £t ;SAND)

Eksempel (jevnfor eksempel 7.8)
Find for Poissinfordelingen p(2.46) P(X <4) (eksempel 7.8)
P(X <4) =POISSON(4;2,46;SAND) = 0.896458

a4. Beregn gennemsnit, spredning , median, kvartiler af » tal x, x,, x5, ... X,

X =MIDDEL(A1:An), s =STDAFV(A1:An), 1. kvartil =KVARTIL(A1:An;1),
Median = 2 kvartil =K VARTIL(A1:An;2), 3. kvartil =EKVARTIL(A1:An;3)
Eksempel: Beregn gennemsnit, spredning og madian af tallene 1 3 4 8
X =MIDDEL(A1:A4)=4, s=STDAFV(A1:A4)=2.9439, median =KVARTIL(A1:A4;2)=3.5

aS. Beregning af histogram

84

Indtast data (ecksempelvis data fra eksempel 1.3 side 6)
Velg “Funktioner”, Dataanalyse, Histogram
I den fremkomne tabel udfyldes “inputomrédet” med Al:An.
1) Trykkes pa OK fas en tabel med hyppigheder, hvor intervalgrenserne er fastlagt.
2) Onsker man selv at bestemme granserne, skal man ogsa udfylde intervalomradet. Dette gores ved at skrive
de nedre greenser i en sgjle (f.eks i B1 til B7) og sa skrive B1:B7 i inputomrédet (man fér s& samme tal som
pa side 7).
Onskes ogsa en beregning af de kumulative frekvenser satter man yderligere saetter et meerke ved “kumulativ
frekvens”.
3) Onskes et histogram (som tegning pa side 8), s&
3a)  Marker udskriften (inklusive overskrifter) for bade grenser og hyppighed, og tryk pa “ikonet”
Diagram i vaerktgjslinien
3b) Vealg sgjle og tryk pa “udfer”, sa fas en figur nogenlunde svarende til tegningen pa side 8
Tegningen kan justeres f.eks ved at markere en tilfeldig kolonne, tryk hejre musetast, og valg
”formater dataserie”, “indstillinger”, og saet mellemrumsbredde til 0.
4) Onskes tegnet en sumpolygon, sa
4a)  Marker udskriften (inklusive overskrifter) for bade granser og kumultativ frekvens (slet evt.
frekvenssgjle og flyt de andre sgjler sammen)
4b)  Velg kurve og tryk pa “udfer”



ab: Beregning af histogram

a6. Konfidensintervaller for 1 normalfordelt variabel.

a6.1. 95%- konfidensinterval for middelveerdi af stikprove idet o er kendt
Radius r i et 95% konfidensinterval for f/:x+r=Xtug g5 %
n
r=KONFIDENSINTERVAL(0,05; & , n).
Eksempel. (javnfer eksempel 4.2)
Indtast data. Lad stikprevens veerdier vere 6 verdier og lad o =0.25
Gennemsnittet =MIDDEL(A1:A6) = 8,268333
Vealg den celle, hvor konfidensintervallets radius skal sta
Vazlg “KONFIDENSINTERVAL” og inds®t de onskede vardier i den fremkomne tabel

r=KONFIDENSINTERVAL(0,05;0,25;6). Resultat 0,200038  95% konfidensinterval: 8,268 + 0.200

a6.2. 95%- konfidensinterval for middelvaerdi af stikpreve idet o er ukendt

Radius 7 i et 95% konfidensinterval for g£: xtr=xx1y4;5(f )
n

7

Eksempel: Lad stikprevens vardier vare de 6 vaerdier i eksempel 4.2
Indtast data.
Velg “Funktioner”, Dataanalyse, Beskrivende statistik
I den fremkomne tabel udfyldes “inputomradet” med A1:A6, Outputomradet til B1,
og konfidensniveau for middelvaerdi settes til 95%
Velg den celle, hvor konfidensintervallets radius skal sta
Resultat:

Kolonnel
Konfidensniveau(95,0%) 0,253035

r =0,253035 95% konfidensinterval: 8,268 + 0,253035
Velges “Resumestatistik” fis ogsd gennemsnittet + en reekke andre oplysninger.

a6.3. 95%- konfidensinterval for spredning af stikprove idet u er ukendt

(n-1)-s>

2o (n=1)
B

95% konfidensinterval for o :

Der er ingen funktion hertil i Excell, s& man mé beregne konfidensintervallet direkte ud fra formlen.

Eksempel. (hentet fra eksempel 4.3)

Indtast de 12 data i en sgjle, og navngiv dem eksempelvis som “saltindhold”
Velg den celle, hvor konfidensintervallets nedre endepunkt skal st

Beregn =(STDAFV(saltindhold)"2*11/CHIINV(0,025;11))"0,5 = 0,224014
Vealg den celle, hvor konfidensintervallets gvre endepunkt skal sté

Beregn ==(STDAFV(saltindhold)"2*11/CHIINV(0,975;11))"0,5 = 0,536917
Konfidensinterval [0.224 ; 0.537
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a7.

Hypotesetest: 1 kontinuert variabel)
Lad X veere normalfordelt n(u, o).

Lad stikpreveveardierne sta i en sgjle med navnet “resultater”

a7.1.H,: u <y, o kendt. :

a7.2.

P - vardi = ZTEST(resultater; 44 ; 0 )

Eksempel (hentet fra eksempel 5.1):
Test af nulhypotese Hy: 12 < 69.2 idet o = 1.0 er kendt

Valg “Z-TEST” og indsat de enskede vaerdier i den fremkomne tabel.
P - verdi =ZTEST(resultater;69,2;1) = 0,026549.

Hy:pu=> py, o kendt.:
P - veerdi =1 - ZTEST(resultater; 14 ; o)

a7.3. Hy: u= u,, o Kendt. :

P - verdi =ZTEST(resultater; £, ; o ) eller P - vaerdi = 1 - ZTEST(resultater; £y ; 6 ) (den mindste af de
to veerdier)

Eksempel (hentet fra eksempel 5.4)

Test af nulhypotese Hy: £ = 8.40 idet o = 0.25 er kendt

Velg “Z-TEST” og indsat de enskede vaerdier i den fremkomne tabel.
ZTEST(resultater;8,4;0,25). Resultat 0,901486. Heraf fas P - veerdi =1 - 0.901486 = 0.0985

7.4.Hy: >y, , o er ukendt:

Da der ikke 1 Excel findes en t-test for 1 variabel ma man skrive formlen direkte.
_(X—p)n

K
Eksempel (hentet fra eksempel 5.5)
Test af nulhypotese H;: 12> 1.7 idet o er ukendt

t

Dat-fordelingen i Excel ikke accepterer negative veerdier ma man tage den numeriske vaerdi (abs) af resultatet.
P - verdi = TFORDELING((ABS(MIDDEL(resultater)-1,7)/STDAFV(resultater)*15°0,5);14;1)=10,105782

75. Hy: Hy:0”? <oj » u er ukendt

Da der ikke i Excel findes en ;(2 -test for 1 variabel ma man skrive formlen direkte.

2 (n— l)os2
- 703
Eksempel (hentet fra eksempel 5.6)
Test af nulhypotese H: ;2 <22 idet 4 er ukendt

P - vaerdi = CHIFORDELING((20-1)*0,2472/0,272;19) = 0,096543

8. Sandsynlighedsregning

8.1. Beregn fakultet n!
Eksempel :
Beregn 5!
5! =FAKULTET(5) = 120

8.2. Beregn kombination K(n,p) =(nj .
p

5 5
Eksempel : Beregn K(5,3)= (3) . (3} =KOMBIN(5;3) =10
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a8: Sandsynlighedsregning

a9. Hypotesetest: 2 kontinuerte variable
Lad X, og X, vare uafhengige normalfordelte variable henholdsvis n(y,,0,) og n(u,,0,),

hvor 4, u, , 07 , 0, erukendte

Lad stikprevevaerdierne for X; og X, std i sgjlerne Al - A6 og B1 - B6 (man kunne eventuelt navngive sgjerne med
navnene henholdsvis “resultater 1 og “resultater 2")
I en raekke tilfeelde giver Exell mulighed for at lese problemet pa 2 méder:
Metode 1. Der beregnes kun en P - veardi
Metode 2. Der beregnes en razkke mere eller mindre interesante sterrelser herunder P - vaerdien.
I det folgende beskrives begge metoder.
a9.1. H,: 0} =0} :
Metode 1: P - verdi = FTEST(A1:A6 ; B1:B6).
FTEST beregner arealet til begge sider svarende til, at man skal sammenligne med 5% (og ikke 2.5%)
Metode 2: Velg “Funktioner”, “Dataanalyse”, “F-test: Dobbelt stikprave for varians”
Den fremkomne tabel udfyldes:
“Omréde for variabel 1": A1:A6  “Omréde for variabel 2": B1:B6
“Outputomrade”: Skriv cellenummer for gverste venstre celle i det enskede outputomrade.
Metoderne og deres udskrift er vist i eksemplerne 10.4 punkt 1 og 10.5 punkt 1
Metode 1: P - veerdi =TTEST(A1:A6 ; B1:B6;1 ;2)

Metode 2: Velg “Funktioner”, “Dataanalyse”, “t-test: to stikprever med ens varians”

Den fremkomne tabel udfyldes som under punkt 1, metode 2.
a93. o, #0, Hypuy <y -
Metode 1: P - verdi = TTEST(A1:A6;B1:B6;1;3)
Metode 2: Valg “Funktioner”, “Dataanalyse”, “t-test: to stikprever med forskellig varians”
Den fremkomne tabel udfyldes som under punkt 1, metode 2.
a94. o, =0, Hypy =1, :
Metode 1: P - veerdi =TTEST(A1:A6 ; B1:B6;1 ;3) eller
P - verdi =TTEST(A1:A6 ; B1:B6;1 ;3) (den mindste af de to vardier)
Metode 2: Samme fremgangsmade som under de forrige punkter.
Metoderne og deres udskrift er vist i eksemplerne 10.4 punkt 1 og 10.5 punkt 1
a9.5. Parvise observationer:

Hoipy <ty
Metode 1: P - veerdi =TTEST(A1:A6 ; B1:B6;1 ;1)
Metode 2: Valg “Funktioner”, “Dataanalyse”, “t- test: parvis dobbelt stikprove for middelvaerdi”
Den fremkomne tabel udfyldes som under de forrige punkter.

Eksempel: (hentet fra eksempel 5.6
Ho:pry = pp
Metode 1: P - vaerdi =TTEST(A1:A108;B1:B10;1;1) = 0,003067. Da 0.003 < 0.05 forkastes H,
Metode 2: Velg “Funktioner”, “Dataanalyse”, “t- test: parvis dobbelt stikprove for middelvaerdi”
Den fremkomne tabel udfyldes:
“Omréade for variabel 1": B1:B10 “Omréade for variabel 2": A1:A10

“Outputomrade”: Skriv cellenummer for gverste venstre celle i det enskede outputomréde.
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Udskrift:
t-test: Parvis dobbelt stikprave for middelvaerdi

Variabel 1 Variabel 2

Middelverdi 10,61 11,07
Varians 5,663222  6,191222
Observationer 10 10
Pearson-korrelation 0,986882

Hypotese for forskel i middelveardi 0

fg 9

t-stat -3,5584

P(T<=t) en-halet 0,003067 . Da 0.003 < 0.05 forkastes H,
t-kritisk en-halet 1,833114

P(T<=t) to-halet 0,006135

t-kritisk to-halet 2,262159

al0. Regressionsanalyse
Skriv x-vaerdierne i en sejle, markér dem og navngiv dem eksempelvis som x
Skriv y-vaerdierne i en sgjle, markér dem og navngiv dem eksempelvis som y
Velg “Funktioner”, Dataanalyse, Regression
Den fremkomne tabel udfyldes
1) Input for Y-omrade skrives y, input for X - omrade skrives x
2) I outputomréadet skrives gverste venstre celle i det enskede outputomrade.
Der skal bruges mindst 7 kolonner til regressionsanalysetabellen.
3) Det kan vaere hensigtsmaessigt at afkrydse yderligere nogle rubrikker, men det er ikke obligatorisk.
Eksempel med tilhgrende udskrift kan ses i eksempel 11.7 og 11.10

al0.1 Korrelationskoefficient
Beregne korrelationskoefficient for den i eksempel 9.2 navnte stikprove
(1,2), (0,0), (2,2), (2,2), (1,0), (2,2), (0,2), (2,2), (0,2), (2,2).
Skriv x-verdierne i en sgjle (eksempelvis C-sgjlen) og y-vaerdierne i en anden sejle(eksempelvis D-sgjlen).
Marker x-verdierne og navngiv “vektoren” eksempelvis som X
Marker y-verdierne og navngiv “vektoren” eksempelvis som Y
Velg den celle hvor korrelationskoefficienten skal sta (eksempelvis D11).
Tryk pa verktejslinien pa =, og veelg til venstre herfor en rullemenu, pa denne velges “Korrelation”,
Skriv X og Y i den fremkomne tabel. Resultat r=0.4014 i celle D11.

all. Variansanalyse

all.l. Ensidet variansanalyse
Inddata har folgende udseende (hentet fra eksempel 12.1)
T1 T2 T3 T4
108 105 108 117
110 110 111 119
112 109 113 112

Velg “Funktioner”, “Dataanalyse”, “ANAVA: enkelt faktor”

Den fremkomne tabel udfyldes

1) Inputomride udfyldes si hele omrédet er med (eksempelvis al:D4)

2) Markér “rekker” (da vi har arrangeret data i reekker)

3) Markér “Etiketter i forste raekke” da forste raekke jo er “variabelnavne”

4) I “Outputomradet” skrives everste venstre celle i det enskede outputomréde.

Udskrift svarer til udskriften i afsnit 12.2.2
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all0: Variansanalyse

all.2. Tosidet variansanalyse
Idet data i eksempel 12.3 anvendes ses inddata séledes ud:
K1 K2
O1 830 810
860 840
02 940 105
0
990 102
0
03 855 930
815 910

Velg “Funktioner”, “Dataanalyse”, “ANAVA: to faktor med gentagelse”

Den fremkomne tabel udfyldes

1) Inputomrade udfyldes s& hele omradet er med (eksempelvis A1:C7)

2) “Rakker pr. stikpreove” : Skriv antallet af reekker i hver stikpreve (i vort eksempel 2)
4) 1 “Outputomradet” skrives gverste venstre celle i det enskede outputomrade.
Udskriften svarer til den beskrevne i afsnit 12.3.6.1 og 12.3.6.2.

al2. Antalstabeller
al2.1. En - vejs tabel

Skriv de observerede verdier i en sgjle f.eks Al- A4 og de forventede verdier i en anden sgjle f.eks B1 - B4
Eksempel: (hentet fra eksempel 13.1)

Inddata:
39 35
336 325
99 90
26 50

Skriv =CHITEST(A1:A4;B1:B4) P - veerdi = 0,004127

Bemark, at frihedsgradstallet altid er k - 1 , hvilket jo ikke altid er korrekt, jevnfer eksempel 14.3.

al2.2. To - vejs tabel
Skriv de observerede verdier i et omrade f.eks Al - D4 og de forventede verdier i eksempelvis A6 - D9
Eksempel: (hentet fra eksempel 13.3)

18 46 13 0
22 60 42 5
7 123 42 16
2 28 68 8

7,546 39,578 25,410 4,466
12,642 66,306 42,570 7,482
18,424 96,632 62,040 10,904
10,388 54,484 34,980 6,148

skriv = CHITEST(D1:G4;D6:G9) Resultat: P - veerdi = 2,44228E-19
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APPENDI X 10. 1

APPENDIX 10.1. Oversigt over konfidensintervaller(2 variable).

X,0g X, er normalfordelte henholdsvis n(u,,0,) og n(u,,o0,) .
Givet 2 stikprover af X,0g X,. Sterrelse, gennemsnit og spredning henholdsvis n,, X, s, og n,, X, s,
nr [Forudseet- [Parameter (100 (1 - o) % konfidensinterval for parameter
ninger og estimat
n, 2 30 = iy s; s s; s
1 og/eller | — — X, =Xy —uU o S -, X Xy tu
nz > 30 xl _ x2 1 2 175 nl n2 1 2 1 2 175 nl n2
n, < 30 - _ 1 _ 1
2 (1) ill flz X = (f)S *+7<,u1 /uzgxl_xz"'t (f)S 7‘*‘7
g X — X \'n, n, n,oon,
n, < 30 ! 2 ( -5 +( .52
o, R O, hvor s2 = /1 5+ (n, % og f=n+n,-2
f 1 2
3 n, < 30 M — U S2 S
og — 1 72 Lad a="1 + 2%
n, < 30 T noon
;1 _;52 — a(f)'\/gg,ul —Hy Sfl _;2 +1 a(f)\/g
o, * O, Y Y
a2
8= 2 2
hvor fer det nermeste hele tal, som er storre end ( st j ( 5 j
n, N n2
-1 n-1
4 Hy 08 U, ilz F O-IZ <F. F (”2 n) hvor F = ((nl_1)S12+n1'(f1_:u1)2)‘n2
kendte 0-22 F (nl’n ) 02 ((nz - l)szz +n, - (X, _;uz)z) L
2
5 ,ulkendt o, . F Gl <F. F (”z L,n,) hvor F = (n, = 1)s} +n1 (6 )’
qu ukendt 022 1_%(7’11’”2 - ) Uz 52 n
H, 08 H, 0'12 F o'1 <F. F 2
L < n,—1,n —1 =1
6 lukendte o, FI L =Ln, —1) o, ( > ~Lm=1) hvor F 52
2
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APPENDI X 10. 1

X, og X, er binomialfordelt henholdsvis b(n,, p,) og b(n,,p,),hvor n, og n, er kendte og p, og p,
ukendte. Observerede stikproveveardier x, og x,.

nr (Forudsaet- (Parameter [100 (1 - « ) % konfidensinterval for parameter
ninger og estimat
P, 08 p, P D, _ _ _ _ _ _ _ _
7 Ukendte. _ xl 51_ﬁ2_u a-\/pl(l_p')JrPZ(l_pZ)SPI—P2S51—52+M a.\/pl(l_pl)_,'_pz(l_pz)
X, 6[5 n, —5] 1= 2 g g 2 g &
n
X, e[5;n2—5] ~2=x72
n,

X, og X, er Poissonfordelte henholdsvis p(x;) og p(u,),hvor u; og u, er ukendte.
Givet 2 stikprever af X,0g X,. Sterrelse og gennemsnit henholdsvis n,, X; ogn,, X, .

nr (Forudseet- [Parameter |[100 (1 - « ) % konfidensinterval for parameter
ninger og estimat
o B - — - —
8 Hi OB o) M m X—X—u ey <X -X tu e |2
ukerldte. X, — X, = \'n,  n, = \\n n,
n -x, =10
n, x, =10
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APPENDIX 10.2

APPENDIX 10.2. Oversigt over test af middelvzerdier

oy

for 2 normalfordelte variable (stor stikprevesterrelse)

X, og X, er normalfordelte henholdsvis n(u,,0;) og n(u,,0,) . Givet 2 stikprover af X,og X,. Sterrelse, gennemsnit og spredning henholdsvis n,, X,

§,0gn,, X,,s,. n; =230 og n, 230 Signifikansniveau er « . Lad d vare en konstant, og Y en statistisk variabel, der er fordelt 7{0,

2 2
O o>
7_'_7 .
n) nj

Forud- Nulhypotese Metode Beregning H, forkastes Dimensionering
setn.
Enten X, —-x,-d A = -u,-d
n, 2 30 Hyp, <, +d tabelmetode |U = 2 5 u>u._, 'ul_ +h ‘ o
og S8 Formel (1) er den mindste &ndring i 1
n, 2 30 : n, N, der har praktisk interesse.
H: My > Hy td e ﬂ = P(type I fejl)
eller eller P-veerdi | p=P(Y2u)=1-®(u), hvor u er vaerdieni (1) | p < & 2
o, 0g o,
kendte >0, U_, Tu_g,
5, 0g 5, Enten u findes af formel 1 u< -u,, A
erstattes | Hy: 4 > 1, + d tabelmetode o
Sé af H: < +d ....................................................................................................................................................................... _
o, 0g o, = A eller P-veerdi | p= P(Y <u)=®(u), hvoruervardieni (1) |p< o = max{s,s, }
Enten U > u Betegnelser som ovenfor:
tabelmetode u findes af formel (1) 1—% 2
+
H il = Jy + 0 [ttt “1_% “ip
_ _ >
H:p, # p, +d eller p=PXYz2u)=1-®(u),for x, > x, +d n=2 A
P - veerdi - 1 —
verdi p=PY<u)=®(u), for X, < X, + d p<;a >
hvor u er vaerdien i formel (1)
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Appendix 10.3

APPENDIX 10.3. Oversigt over test af middelvzerdier M 0g ti, for 2 normalfordelte variable. (lille stikprevestorrelse)

X, og X, er normalfordelte henholdsvis n(u,,0;) og n(,,0,) . Givet 2 stikprover af X, og X,.

Sterrelse, gennemsnit og spredning henholdsvis n,, Xy, s, og n,, X5, s,. n, < 30 og n, < 30. Signifikansniveau er « . Lad d vare en given konstant
T er en statistisk variabel der er ¢ - fordelt med frihedsgradstallet f.

Hopy <p,+d

Forud- Nulhypotese Metode Beregning H, forkastes Dimensionering
saetn.
Enten f= X -X,-d A= ‘,ul - U — d‘ er den mindste
tabelmetode - 1 1 t>t_,(f) o o
m<30 |H:u <, +d g |— 4 — Formel (2) hvor @ndring 1 ¢ der har praktisk interesse.
0-r1 = ;
og n,n f=n+n-2 [ = P(type 11 fejl)
n, <30 Hep > gy +d hvor s* — (n,=1)-s7 +(n, = 1)-s3 Ant‘aLigeIflvtagelsetrw (fi(?r hve.r af dfe to
no+n,—2 variable findes af dimensioneringsta-
01 = 0-2 .............................................................................................................................................................................. bel 8
(accept eller P - verdi | p= P(T > t) hvor ¢ er verdien i formel(2) p<a For vardier der ikke star i tabellen
ved benyt Mapleprogrammet i appendix
F - test) Enten t findes af formel (2) t<—t_,(f) 10.7
Hy:p > o, + d | tabelmetode hvor
f=n+n,-2

eller P- verdi | p= P(T < t) hvor t er veerdien 1 formel (2) pL o
Enten t findes af formel (2) >t ,(f) Benyt dimensioneringstabel tabel 8
- i : .
Hypy = 1, +d tabelmetode hvor 2 For verdier der ikke stér i tabellen
f=n+n,-2 benyt Mapleprogrammet i Appendix
. e B 109
T My eller p=P(T>1t)forx, > X, +d
P - verdi p<ta

p=P(T<t)for X, < X, +d
hvor ¢ er vaerdien i formel (2)
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APPENDIX 10.3

Appendix 10.3 fortsat
X, og X, er normalfordelte henholdsvis n(u,,0;) og n(,,0,) . Givet 2 stikprover af X, og X,.

Sterrelse, gennemsnit og spredning henholdsvis n,, Xy, s, og n,, X5, s,. Signifikansniveau er « . Lad d vere en given konstant.

T er en statistisk variabel der er ¢ - fordelt med frihedsgradstallet f.

p= P(T<t)for X, < X, +d , hvor ter verdien i formel (3)

Forudsatn Nulhypotese Metode Beregning H, forkastes
Approksimativ Enten B X -x,-d S12 S22 t>t_, (f)
metode tabelmetode l=———F7,hvor ¢c= — + —= Formel 3)

) \E n n hvor fer
Hyp <, +d 1 2 bestemt i foregdend.
. géende

0,08 0, Frihedsgradstallet fer det nermeste hele tal, som er storre end celle

ukendte I 2 )

>y +d g= ¢
- 2 2

o, % 0, ( i j [ i j (Satterthwaites test)

(forkastelse i 2

ved . e H—

- test) eller P - verdi p= P(T > t),hvor t er vaerdien i formel(3) p<a
Enten ¢t findes af formel (3), og frihedsgradstal f'bestemmes pa samme t<—t,_,(f)
Hy g > o, + d | tabelmetode made.
Hep <y, +d eller P - verdi p= P(T<t), hvor t er verdien 1 formel (3) p<a
Enten t findes af formel (3), og frihedsgradstal fbestemmes pa samme ‘ t‘ >t (f)
Hy o= p, + d |tabelmetode made. —%
H:py # py, +d eller P - verdi p=P(T>t)forx, > X, +d p<ia
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APPENDIX 10.4

APPENDIX 10.4. Oversigt over test af varianser o> og o> for 2 normalfordelte variable.
X, og X, er normalfordelte henholdsvis n(y,,c,)0g n(u,,o,).
Givet 2 stikprover af X, og X,. Sterrelse, gennemsnit og spredning henholdsvis n,, X;, s, og n,, X5, s,. Signifikans-

niveau er
-1 2+ (x — 2.
og 1, kendte: F= ((nl s+ ()i' #) ) o Formel (1), Q er F - fordelt F(n, ,n,).
H,08 U, > > 171
((nz =Dsy +n, (X, — 1) )'”1
2
1,08 u,ukendte: F= S—lz Formel (2), Q er F - fordelt F(n, —1,n, —1)
s

2

2 = 2
4, kendt og u, ukendt: F = (m = Dsi +m (6 = 44) Formel (3), Q er F' - fordelt F(n,,n, —1)

2
Sy 1y

Oversigt der forudsatter benyttelse af /- tabel

Forudsztn. | Nulhypotese Beregning H, forkastes

Hyol<o? F beregnes af formel (1) F>F_ (n,n)

2

H,08 KU, H:O'l2 >o-22
kendte Hy.ol>0) F beregnes af formel (1) Fe 1
H:012<O-22 E—a(n2’n1)

Hyol = o? F beregnes af formel (1) F>F (n.n) eller F<——
H:o} #0; 5 £ a(mom)
2

Hyol<o? F beregnes af formel (2) F>F__ (n, —1n,-1)

2

H, 08 K, H:o! >0}
ukendte Hy.ol>0) F beregnes af formel (2) Fe 1
H:of <o F_,(n,—Ln -1

1

Hy.o} =0) F beregnes af formel (2) -
F; «(m=1n 1)
)

F> F;—%(nl ~Lm -1 eller

2 2
H:o[ # 0,

Hyo! <ol F beregnes af formel (3) F>F,_,(n,n,-1)

2

p kendt H:o! >0}
1, ukendt H,:o} >0 F beregnes af formel (3) Fe 1
H:of <o) F_,(ny =1,n))

1

— 1)
F<——
eller F< F (L)

B

2

H,ol =02 F beregnes af formel (3) E>F  (n,n,
2

2
H:o} # 0}
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APPENDIX 10.4

APPENDIX 10.4 (fortsat)

Oversigt til beregning af P-verdier. Forudsatter lommeregner/statistikprogram med F - fordeling.
(O = D8] +m-(5 = )’} 7

U, 08 u,kendte: F= e - ® Formel (4), Q er F - fordelt F(n,,n,).
((nz 1)S2 +n, '(xz ll'lz) )'”1
2
4,08 u,ukendte: = s—lz Formel (5), Q er F - fordelt F(n, —1,n, —1)
SZ
2 = 2
u, kendt og 1, ukendt: F = (m = Ds; +2n1 On=p) Formel (6), Q er F - fordelt F(n,,n, —1)
sy,
Forudsatn. | Nulhypotese Beregning H, forkastes
Hyo! <o) p=P(O=F), hvor F er verdien i formel (4)
H, 08 K, H:o! >0} p<a
kendte H,.o! >0’ p=P(O<F), hvor F er vaerdien i formel (4)

H:o} <o}

Hyol =0; p=P(O=2F)for F>1 p<sa
H:c? # o2 p=P(O=<F)for FF <1,hvor F er verdien i formel (4)

H,.o! <ol p=P(O=F), hvor F er verdien i formel (5)
H, 08 U, H:o! >0} p<L<

ukendte Hyo!>0; p=P(O<F), hvor F er verdien i formel (5)

2 2
H.o; <o,

Hyo!l =0, p=PQO=F)for F>1 p<ra
H:o} #o? p=P(O=<F)for F <1, hvor F er vardien i formel (5)

Hyo! <o) p=P(O=F), hvor F er veerdien i formel (6)

w, kendt Hoo? > o2 p<a
u, ukendt Hy.o! >0’ p=P(O<F),hvor F er verdien i formel (6)

H:o} <o}

H,o! =0, p=PO=F)for F>1 p<ra

H:o? #0o? p=P(O<F)for FF <1,hvor F er verdien i formel (6)
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APPENDIX 10.5. Oversigt over test af parametre p, og p, for binomialfordelte variable.
X, og X, er binomialfordelt henholdsvis b(n,, p,) og b(n,, p,), hvor n, og n, er kendte og p, og p, ukendte. Observerede stikprovevardier x, og x,.

Signifikansniveau er « .

APPENDIX 10.6

Forudsetning: Nulhypotese Metode Beregning H, forkastes
Approksimativ . D — D, Formel (1)
metode Enten tabelmetode u>u
~ ~ 1 1 lI-a
o . p-(-p)|—+—
pl g p2 Ho-pl—p2 nl }12
ukendte.
n-p e[S;n1 —5]
. X X
nzoﬁe[S;nz—S] H:p, > P hvor p, = 0gﬁ2=*2
" 1 n,
VOI' ..................................................................................................................................................................................................................................................................
‘4 eller P-veerdi P-verdi=1-® (u) , Formel (2) P-verdi < «
~ _ "1 2
P n, +n, . hvor u er veerdien i1 formel (1)

Hy:p 2 p,

H:p, <p,

Enten tabelmetode

eller P - veerdi

u beregnes af formel (1)

Formel (3)

hvor u er vaerdien i formel (1)

H,:p, =p,

H:p, # p,

Enten tabelmetode

eller P-veerdi

u beregnes af formel (1)

Hvis p, > p, sa formel (2)

Hvis p, < p, sé formel (3)

P-verdi< L &
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APPENDIX 10.6. Oversigt over test af parameter ;, og 4, for Poissonfordelt variable .
X, og X, er Poissonfordelte variable fordelt p( Hq ) og p( y25 ) hvor M08 Ly er ukendte. Der foreligger to stikprever af storrelsen n, med

gennemsnit X og n, med gennemsnit X2 . Signifikansniveau er « .

Forudsatning Nulhypotese Metode Beregning H, forkastes
Approksimativ X, — X,
u=
metode Enten tabelmetode u>u._,
Formel (1
H Og K, H:pu <y, @
ukendte.
H: py >,
n x5 og hvor x = A M1 M %
n, +n,
n2 . f 2 5 .............................. : .................................................................... e
eller P-veerdi P-verdi=1- O (u), Formel 2) | p< &
hvor u er vaerdien i formel (1)
Enten tabelmetode u beregnes af formel (1) u< -u,,
HO : ﬂl Z ﬂz ....................................................................................................................................................................................................................................................
H:pu, < u, eller P - vardi P -verdi= O (u), Formel 3) | p< &
hvor u er vaerdien i formel (1)
Enten tabelmetode u beregnes af formel (1) \u\ > U
a
1-—
Hoy = e e G,
H:p, # u, eller P-vardi Hvis ;1 > g sa formel (2) P-verdi< + o
Hvis ;1 < xj sa formel (3)
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APPENDIX 11.1. Formler til beregning af enkelt regressionsanalyse uden
gentagelser.

I dette appendix vises hvorledes man kan beregne en enkelt regressionsanalyse uden gentagelser, blot man
har en lommeregner med regressionsprogram. I eksempel 11.5 er formlerne anvendt pa et konkret eksempel.

Forudszetning:

Data :

X X, X, X3 XN
Y Y1 W2 )3 IN

De N - verdier er uathengige observationer af statistisk uathengig normalfordelte variable ¥, med samme
: 2
varians o~ .

Det antages endvidere at man har fundet, at data kan beskrives ved en linezer model.
Vi har derfor at middelveerdien af den statistiske variable Y er en lineer funktion af x af formen

E(ﬂx) =py + Bix

Beregninger:
1) De N punktpar indtastes i lommeregner.
Regressionsprogram aktiveres, og blandt beregnede storrelser findes

Estimater for: regressionskoefficienter: B, og P, . Korrelationskoefficient r.
Gennemsnit x og y . Spredning s_og s, .

2) Udfylder variansanlysetabel:

Udregner SAKtotal = (N - 1) ) S)ZJ > SAKregreSSiOH = ]/'2 ’ SAKtotal og SAKresidual = SAKtotal - SAKmodel :
Variation SAK f , SAK F
(Source) (SS) (df) ST S
Regression SAK gression 1 , SAK,ression 2
regression f regression = Zgi
residual
ReSidual SAKresidual N - 2 2 SAKresidual
S =
residual N — 2
Total SAK i N-1
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Test:
Lad « vere signifikansniveau.

1) H,:Regressionslinien er vandret < H,:y er uvathengigaf x & H ;:Model=0& H: 5, =0
H, forkastes, hvis F,_ ., > F,__(I,N-2),

eller hvis P - vaerdi = P(Z < Fion) <@, hvor Z er F - fordelt (f,,fy)=(1,N-2).

2) H,:p, =a,hvor aer en given konstant.

2 ~
SAK : > n Sresidual ﬂ -a
regression , V = — _ 1
T V(S) o4 f= L

() K i(B)

H, _forkastes, hvis ‘f ‘ >1 L (N —=2) (for a =0 kan denne test erstatte F - testen)
2

Beregner hjzlpestorrelserne SAK =

3) H,:f3, = b hvor b er en given konstant.

residual

o 1 x’ B -b
Beregner hjzlpestorrelserne |~ =5 (4- j , _ o )
gner hjzlp (By)=s N saK t

H, forkastes, hvis M > tl—ﬁ (N-2)
2
Konfidensinterval for f;: [ﬂwl — lf1 L(N=2)- V(ﬁw’l) ;ﬁN’l + tl L(N=2)- 17(51) }
2 2

Til en given x - vaerdi er 1 et estimat for middelvaerdien s for Y.

o~ o~ ~ 1 (x_x)2j
=, + Bx V)=s | —+— 7.
/’l ﬂO ﬁl 0g (lu) residual (N SAKX

Konfidensinterval for 4 : {E—tl_j(N—Z)u/V(ﬁ) ;ﬁ+tl_Z(N—2)u/I7(,t7) }

Przediktionsinterval: (Konfidensinterval) for 1 ny observation for en given x - veerdi:

1 (x—x)zj

-t (N-2)- cu+t (N-2)- ,hvor O =52 -[1+ +
H 1_1;( )\/é H 1_(;( )\/@] \j Q Sreszdual N SAKX
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APPENDIX 11.2. Formler til beregning af enkelt regressionsanalyse med

lige mange gentagelser
Forudsztning: Data :

X X, X, X, X
Yy Y1 Va1 Y31 Yxi
Y12 Y2 Y32 Y2
yln y2n y3n ykn

¥y - verdierne er uatheengige observationer af statistisk uathangig normalfordelte variable Y, .

For hver af de k x - veerdier er der lige mange gentagelser n af y - verdier, dvs. i alt N=n - k observationer.
Beregninger:

1) For hver x - vaerdi x, indtastes de n y-vaerdier, og man beregner spredningen s; .

Man tester om der er varianshomogenitet (se evt. under punkt d). Hvis det er tilfeeldet beregnes et estimat
2 2 2
. S +s, +...+8 .
for den fzlles varians s; = -2 p k. sl har k(n—1)= N — k frihedsgrader .

2) De N=n-k punktpar (x,,y, ) indtastes i lommeregner.

Regressionsprogram aktiveres, og blandt beregnede starrelser anvendes folgende estimater:

Regressionskoefficienter: 5, 0g S, , korrelationskoefficient 7, gennemsnit x . og spredning s )

3) Man udregner  SAK, . =(N - 1)-35 , SAK resion = r*-SAK ., og SAK,=(N-k)-s]

total

SAKlack of fit SAKtotal - SAKregression - SAKO
4) Udfylder variansanlysetabel:
Variation SAK f ,  SAK F
(Source) (SS) (df) § = N
Model SAKregression 1 s SAKregression s
. = _ regression
regression 1 regression = 2
pool
Lack of fit SAKlack of fit k-2 2 SAI{laCk of fit Slzack of fit
Stack of fit = k-2 Eack offit — 2
S
Gentagelser SAK, N-k »  SAK,
S, =—
" N-k
Total SAK, N-1
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Test:
Lad o vare signifikansniveau.

a) H,:Linear model gelder & H:(x,, ) ligger pé en ret linie
& H,:Residual for gennemsnitspunkter = 0.
H, forkastes, hvis  Fyoq > Fl,(k=2,N-k) | eller
hvis P - verdi= P(Z > Fiy o) < &, hvor Zer F - fordelt (f,f,)=(k—2,N—k).

Safremt H, accepteres (og et residualplot ogsa virker rimelig) fortsatter testningen:
b) Derefter testes
H :Regressionslinien er vandret < H:y er uafh@ngigaf x < H:Regression=0< H: 3, =0

Da savel Sg som s ,hu er et udtryk for forsegsfejlens varians o, foretages en pooling:

residual

e (N - k)'Sg + (k- 2)'Slzack of fit SAK, + SAK,,, of fit

poct N-2 N-2
og F, .4 beregnes (se variansanalysetabel.
H, forkastes, hvis £, > F,__(1,N-2),
eller hvis P - vaerdi = P(Z> F i) < @, hvor Z er F - fordelt (f,,fy)=(,N-2).

c) H,: =a. hvora vare en given konstant.

SAK . ~ ~ S -a
regression V(ﬂl) — pool _ ﬁl

g T

Beregner hjelpestorrelserne SAK =

1

H, forkastes, hvis ‘l‘ ‘ >1 a (N —=2) (for a =0 kan denne test erstatte F - testen)
Konfidensinterval for £, : {5’1 -t (N-2)- I7(ﬂ~1) ;,51 +t (N-2)- 17(,51) }
1-— 1-=
2 2

Til en given x - veerdi er 4 et estimat for middelvaerdien for Y .

- - - 2
Beregner hjelpesterrelserne 1 = 3, + Bx, V(i) = séool (;] + (x&éll?j )

Konfidensinterval for 4 : |:,L~t—t1(21(N—2)-4/T7(,L~1) ;ﬁ-l—tlZ(N—Z)u/V(ﬁ) }

Przdiktionsinterval (Konfidensinterval) for 1 ny observation for en given x - vaerdi:

_\2
- zl_g(N—Z)-@;,uJr tl_g(N_Z)'\/é ]’hVor Q= sfwo,[1+ ]17+ (xSAI;)]

d H,: 612 = 622 =..= o‘lf Test for at de variable Y, har samme varians o

Simplificeret F-test, Bartletts test og Levines test (se appendix 12.1)
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APPENDIX 11.3. Transformation til linezer model.

Nr

Model

Kommentar

1

Linear model: Y = a + b*X

Y =normal(a + b*In(X))

2 |Exponential model: Y = exp(a + b*X) Y = oY — ot phX o In(Y) =a +bX
Settes Z =In(Y) fas Z=a+b - X
3 [Reciprocal-Y model: Y = I/(a + b*X) 1 1
Y=— o —=a+b- X
a+b-X
1
Settes Z = — fas Z=atb-X
Y
4 |Reciprocal-X model: Y =a + b/X b 1
Y=a+—. Szttes W=— fis Y=ath-W
X X
5 |Double reciprocal model: 1 1 1
Y =1/(a+ b/X) Y=7b<:>—=a+b—
Y
a+-—
X
1 1
Sxttes Z =—o0g W=— fas Z=atb -W
Y X
6 |Logarithmic-X model: Y = a + b*In(X) Saettes W =In(X) fis Y=atb -W
7 |Multiplicative model: Y = a*X"b Y=a- X' In(Y) = In(a) +b-In(X)
Settes Z =1In(Y) og W = In(X) fas Z= a+b- W
8 [Square root-X model: _ _ o _
= . . Seett =/ X fis Y=atb -
Y = a+ b*sqrt(X) Y=a+b--/X .Se«ttes W=/ as atb -W
9 [Square root-Y model: Y = (a + b*X)"2 Y= (a +b. X)z o Y =a+bh-X
Sattes Z =Y fas Z=ath -X
10 [S-curve model: Y = exp(a + b/X) arl b
Y=e Yo In(Y)=a+—
X
1
Seettes Z=1In(Y) og W = 5% fis Z=at+b -W
11 |Logistic model: ety 1
Y =exp(a + b*X)/(1 + exp(a + b*X)) Y=— - ln( + 1) =a+bX
I+e Y
|
Settes Z = In v +1| fas Z=at+b -X
12 |Log probit model:

Y=®(a+b-In(X)) < D '(Y)=a+b-In(X)
Sattes Z =D (Y) og W=In(X) fis Z=a+b - W
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APPENDIX 12.1. Formler til beregning af ensidet variansanalyse
I dette appendix vises hvorledes man kan beregne en ensidet variansanalyse, blot man har en lommereg-
ner der kan beregne gennemsnit og spredning.

For hvert observationssat udregnes gennemsnit og spredning.

Faktor [ Observationer Gennemsnit | Spredning
R, Xis Xi2s Xizo oo o5 Xy X,. S,
R, Xa1s X225 X35 -+ -5 Xy X,. S,
R, X315 X320 X335 - 05 X3y X;. S5
Rr Xets Xi2o Xp3s - -+ 5 Xpg ir' S,

Forudsztning: x; - verdierne er uathengige observationer af statistisk uathengig normalfordelte
variable X; med middelvardi 1, og samme varians o’

For hver af de » - faktorniveauer er der lige mange gentagelser n af x - veerdier, dvs.1alt N=n-r
observationer.

Beregninger:
2,2 2
Man beregner s2 = SUESH T ES SAK,=(N —r)-s; .
r
sq har r(n-1)= N - r frihedsgrader .
Man indtaster de » gennemsnit x,. , X,. ,...,X,. i lommeregneren og finder spredningen s§ .
Sy =n-s. SAK , = (n—1)-53 (alternativt: SAK. =(n—1)-s2, SAK =n-SAK.)
SAK, ., = SAK, + SAK
Udfylder variansanlysetabel:
Variation SAK f , SAK F P - verdi
(Source) (SS) (df) s = I
Behandlinger SAKy r-1 E SAK, [ S;
(Between groups) R R~ g
Gentagelser SAK, N-r , SAK,
(Within groups) So = N—
Total SAK, N-1
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Model.
Lad o vare signifikansniveau.
Lad 7= Pyt i+ttt
r
Vikan da skrive g, = pu4+(u, — p.) = u+R = pu+Raekkevirkning

Testprocedure.
Nulhypotese: Hy:pt, = g, =...=u, < H;:R=0

H, forkastes, hvis ~ F, > F, (r—1,N—r) ,ellerhvisP-verdi= P(Z> F})< «,
hvor Zer F - fordelt (f;,fy)=(r-1L,N-r).

/ 2
S

Konfidensinterval for u. : ( N-r)- ( N-r) 0
n

2 2

S S
LSD Konfidensinterval for y,: | x,.— ¢t (N -7r)- e ; X,.+t ,(N-r): e
1—5 2” 1—5 21’1

Varianshomogenitet. /1 : 012 = 022 =...= o',f Test for, at de variable Y; har samme varians &

a) Simplificeret F - test. Lad den storste vardi af de k varianser vere O'IZnaX og den mindste vere o’

2

Beregn teststorrelsen F/ = —5

min

<F y Fos Foun)

H, accepteres, hvis

Hvis nulhypotesen accepteres, sa antages kravet om varianshomogenitet at vaere opfyldt.

Hvis nulhypotesen forkastes, ma anvendes en test med storre styrke.

Levines test (se appendix 12.1) er god og beregningsmassig ret enkel, men kraever mere end 2
gentagelser.

min *
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b) Bartletts test (se nedenfor) er beregningsmaessigt vanskelig, og har den svaghed, at den er saerdeles
folsom overfor afvigelser fra normalitet.

Bartletts test. Hy:0? = o) =...= o} accepteres, hvis y° < ygos(k-1).
k
2 (=15
(N-k) In INT - (n,- 1)-In(s?)
2 _
z = 1 &1
N-k “‘on-1
3(k-1)
¢) Levines test. God test, som imidlertid kraever mere end 2 gentagelser.(andre test se appendix 12.2)
A i=12,....k
Lad d;, =y, - J, hvor =12 hvor J, er medianen af de n, gentagelser af i’te behand-

ling.
Man udferer en s&dvanlig ensidet variansanlyse pa tallene d i
Median: Tallene ordnes i voksende rekkefolge:

Ulige antal tal: median = midtertal blandt de ordnede tal,
Lige antal tal: median = genemsnit af de to midterste blandt de ordnede tal

Eksempel: Tal fra eksempel 12.1.

5[4,
T, 108, 110, 112 110 2,02 En ensidet variansanlyse pa d; giver
T, 105, 110, 109 109 4, 1, 0 F=0.15, og dermed
P -verdi = 0.9285, dvs. en accept af
T, |108, 111, 113|111 3,0.2 | pulhypotesen.
T, 117, 119, 112 117 0, 2,5
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APPENDIX 12.2. Formler til beregning af tosidet variansanalyse

I dette appendix vises hvorledes man kan beregne en tosidet variansanalyse, blot man har en lommeregner
med gennemsnit og spredning.

Som taleksempel benyttes eksempel 12.2.

Forsegsresultaterne er folgende:

Karburator
K, K,
0, 830 860 810 840
0, 940 990 1050 1020
Olieblanding 0, 855 815 930 910
Beregning af gennemsnit. Karburator
K, K, Rakkegennems-
nit
0, 845 825 ‘ 835
0, 965 1035 1000
Olieblanding 0 835 920 877.5
Sejlesum 881.667 926.667

Antal rekker =3,  Antal sgjler g =2,  Antal delforseg i celler n =2
Antal delforseg i rekke = n-q = 2-2 = 4. Antal delforsegiseojle n-r=2-3=6

Antal cellerr- g = 3-2= 6, Totaltantal forseg N =r-g-n=3-2-2=12.
Spredning pa de » reekkegennemsnit: s = 85.6714
Spredning pa de ¢ sgjlegennemsnit: s,, = 31.8198

Spredning pd de r g cellegennemsnit: s, = 844048

Beregninger:

SAK e = (N = n-q)s.. = (12~ 4)-856714% = 5871667, fo=r-1=2
SAK e = (N - n-r)-siq = (12- 6)-31.8198% = 607500, f.=q-1=1

SAK .. = (N-n)-s’, = (12-2)-844048° = 7124166, f. .. =7r-qg-1=5

celler
SAKvekselvirkning = SAK - SAKraekker - SAKSﬁjle = 6450007 fRC = .f;’eller - fR - fC =2

celler
SAK . = (N - Ds2, = (12— 1)-82.485% = 7484166, f.,= N-1=11

SAKO(=residual) = SAKtotal - SAKceller = 60000 fO = f‘total - fceller = 6

(alternativt: SAK . or =n-q-SAK - yper» hVOT SAK- 1o = (r—1)-52

SAK.

sejler

2
=n-r-SAK; sejler > hvor SAK)? sejler = (q —1)- Sxq

SAK

2
celler = 7° SAK)? hvor SAK)? celler ~ (r' q- 1) “Sceller

celler »
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Opstilling af variansanalysetabel:

Variation ,  SAK
S =
f
Rakkefaktor R : Olieblan- |58716.67 fro=r-1=2 29358.33
ding

Sejlefaktor C :Karburator | 6075.00 f c=q- 1=1 6075.00

Vekselvirkning R*C [ 6450.00 | £, = (r—1)(g-1)= 2| 3225.00

residual

8

3600.00 fresidual =rq (n B 1) =6

7484167 £ = N-1=11

Test:
Lad « vare signifikansniveau.

1) H,:R*C = 0 (Ingen signifikant vekselvirkning)
H, forkastes, hvis Fy > F|_,(frcs o)

eller hvis P - vaerdi= P(Z > F,.) < a,hvor Zer F - fordelt (f,,fy) = (frc»So) -
2a) Hvis H, forkastes, sé opstilles konfidensintervaller til neermere vurdering af faktorernes virkning.

2b) Huvis H, accepteres, antages, at der ikke er nogen signifikant vekselvirkning, og man pooler de to
varianser sammen, til et nyt estimat for forseggsfejlens variation (stgjen).

 SAK,. + SAK

2 residual

Sm
f RC + f residual
Dette estimat benyttes sa til en samtidig vurdering af hovedvirkningerne.
2b.1) H,:R = 0 (Ingen signifikant virkning af reekkefaktor)
2
S
H, forkastes, hvis F, = 5 > Fi__(fr>fo)
)

m

med f m = f RC + residual

eller hvis P - vaerdi = P(Z > F,) < a,hvor Zer F - fordelt (f,, fy) = (fz>f,,)-

Hvis H, forkastes, sa opstilles konfidensintervaller til vurdering af faktorerens virkning.
2b.2) H,:C = 0 (Ingen signifikant virkning af sejlefaktor)
2
s
H, forkastes, hvis F. = % >F  (fe. f,)
s

m

eller hvis P - vaerdi= P(Z > F.) < o, hvor Zer F - fordelt (f,,fy)= (fc.f,,)-
Hvis H, forkastes, sa opstilles konfidensintervaller til vurdering af faktorerens virkning.
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Opstilling af konfidensintervaller og drage konklusion.
Lad X, veere gennemsnittet af verdierne 1 cellen 1 i’te rekke og j’te sgjle.

Lad x, vaere gennemsnittet af vaerdierne i den i’te reekke.
Lad x jveere gennemsnittet af veerdierne 1 den j’te sgjle.

HR*¥*C=0".
S S,
Konfidensintervaller for hver celle:| x;, - ¢, (r-q-(n- 1))70;)?,.1. +t ,(rq-(n- )=,
1—5 NN 1—3 \Nn

2) R*C=0? R#0AC=0:
For celle 1 i’te reekke og j’te sgjle er den estimerede middelvardi
ﬁi]. = X;.+X.,—X.. (jevnfer betragtningerne i afsnit 12.3.2.2 side 59.)

Konfidensintervaller for hver celle:

+g-1 +g-1
/’lji/_t a(N_r_q+1) (r g )Sn1;ll7i/'+t a(N_r_q+1) (r g )Sm
’ 175 N ’ 1*? N

Det giver et bedre overblik, hvis man udregner de marginale konfidensintervaller:

Sm ‘Sm

Konfidensintervaller for hver rekke:| X, -¢ ,(N-r-qg+1) ; X, 4t ,(N-r-g+1)
|: 1—5 /\n'q l—; /\n'q_

s s
Konfidensintervaller for hver sgijle: | x..-t (N-r-g+1)———=;x. +t (N-r-qg+1)—7—=
j { it a(Normg e D (N g DR

3) R*C=0
Rz0AC=0:

For hver raekke i beregnes et rekkegennemsnit X;.

2 SAKresidual + SAKRC + SAKC f f f f N
Sm = > m = residual u t = -r
1 fresidual u fRC u fC 1 ot e ¢

s s
Konfidensintervaller for hver raekke: | x, ~t (N - r)—2=;x, 4+t (N - r)—=
|: 1—5 An-q 1—5 A/n-q

'Kort skriveméde for, at H,:R* C = 0 forkastes.

*Kort skrivemade for, at H,: R * C = 0 accepteres
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4) R*C=0
R=0AC=z0:

For hver sgjle j beregnes et sojlegennemsnit x.,

2 SAKresidual + SAKRC + SAKR

> ) 2 = : + + = N_
" f residual T f re T f R f m2 f residual f RC f R q

s s
Konfidensintervaller for hver sgjle:| x. . —¢ (N - "2_.x.+t (N- "
] J l_02,( q) by 1—‘;‘( q) _—
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APPENDIX 13.1. 4°-test af hypotese om multinominale sandsyn-
ligheder (1 variabel).

Hyp =¢,p=0Cpseee s Py =€
mod den alternative
H: Mindst én af sandsynlighederne afviger fra den angivne verdi 1 nulhypotesen.

Lad Ol. = n, vare den observerede veerdi i den i’te klasse,
n=n, +n,+...+ n, den totale stikprovestorrelse og

Forudsat H,er sand beregnes de forventede veerdier £, = n- ¢, (E =expected values) i den

i’te klasse
Resultatet opstilles 1 det folgende skema:

Klasse nr 1 2 k
Observerede veerdier O, n, n, n,
Forventede vaerdier £, |E, =n,-¢,|E, =n, ¢, E =n, c

2
(Oi B Ei)

k
Teststorrelse: ;(2 = Z

1

Forudszetning: ;52 er approksimativt ZZ - fordelt med et frihedsgradstal pa k- 1,

hvis ingen af klasserne har en forventet verdi under 1,
og mindst 80% af klasserne har en forventet vaerdi over 5.

H, forkastes hvis y° > y7 (f),hvorf=k- 1

Hvis man for at kunne beregne de forventede veardier forst ma benytte de observerede vardier
til at beregne m parametre, sa bliver f=k -1 - m.
jevnfer eksempel 13.2.
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APPENDIX 13.2. »°- test af hypotese i 2-vejs tabel.

Som illustration af metoden benyttes en generalisation af det i eksempel 13.3 omtalte forseg med
at undersgge om der er uathengighed mellem opndede matematik- og fysik-karakterer.

X, = antal studerende med opnaet matematikkarakter
X, = antal studerende med opnéet fysikkarakterer
Vi gnsker at teste nulhypotesen: H,: X, og X, er statistisk uathengige.

Den folgende tabel viser symbolikken, hvor r; angiver antal studerende, der har opnéet den til
klassen k; svarende karakter.

Observerede Sejlefaktor C (Fysikkarakterer) Marginalt
veaerdier ] antal
Opdeling 1 2 - q

1 ny n, . Ny d,
Raekkefaktor
R 2 ny, Ny, . Ny d,
(Matematikka
rakterer)
r n, n, o - d,
Marginalt antal C c, . Cq n

Tilsvarende angiver p, den tilsvarende sandsynlighed for at fa den til cellen k; svarende karakter.

Observerede Sejlefaktor C (Fysikkarakterer) Marginal
veerdier sandsynlighe
Opdeling 1 2 . q d
1 P P2 . Pig Pia
Rakkefaktor
R 2 P P . Py P
(Matematikka
rakterer)
r P 2% s prq Prd
Marginal sandsynlighed Do P o Deq 1

Vi ser saledes, at de marginale sandsynligheder er
Pia=Pant Port .-t Pyog Py =Pt Pyt .-t Dy

Det antages, at udfaldene er uathengige. At dette sa er et multinomialt eksperiment ses af, at der
er nudfald, 7+ g klasser og sandsynligheden for hver klasse er vist i ovenstiende tabel.
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Forudsat nulhypotesen er sand, vil der ifelge sandsynlighedsregningens produktsatning geelde,
at Py Py = Dy
Det forventede antal i klasse k; er derfor £, =n-p, - p,

Nu kendes de sande marginale sandsynligheder ikke, men vi kan estimere dem med

d. .
pu=—0g ﬁcj = —. Vi har derfor
n

)

E.=n

g

n
d;, ¢; di-c; (rzkkei total)- (sejle j total)
n n no total antal 1 stikpreven

2
r (0. - E.
Teststorrelse: y* = Zq: Z (”E”)

J=li=1 j
Da antallet af klasser er 7 - ¢ og vi primert har estimeret g - 1 marginale raekkesandsynligheder

og r - 1 marginale sgjlesandsynligheder (da summen af rekkesandsynlighederne = summen af
sojlesandsynlighederne = 1) er frihedsgradstallet

f=rq-1-(r-D-(q-D=r-q-r-g+1=(-1(g-1)

Forudsatning: ;{2 er approksimativt ;(2 - fordelt med et frihedsgradstal pa / = (- 1)-(g- 1)

hvis ingen af klasserne har en forventet vaerdi under 1,
og mindst 80% af klasserne har en forventet vaerdi over 5.

Nulhypotesen forkastes, hvis y> > y7 () hvorf = (r-1)-(q-1)
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Tabel 1 Fordelingsfunktionen ® for U-fordelingen 7(0,1).

O(u)= PU<Lu)=

1
27

—00

t2

: Ju e 2dt

Eksempler: ®(-1.97)=0.0244 og ®(1.97)=0.9756

Tabel

1: Nor mal f or del i ngen

O (u)

u 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 .08 0.09
-3.4 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0002
-3.3 0.0005 0.0005 0.0005 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0003
-3.2 0.0007 0.0007 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0005 0.0005 0.0005
-3.1 0.0010 0.0009 0.0009 0.0009 0.0008 0.0008 0.0008 0.0008 0.0007 0.0007
-3.0 0.0014 0.0013 0.0013 0.0012 0.0012 0.0011 0.0011 0.0011 0.0010 0.0010
-2.9 0.0019 0.0018 0.0018 0.0017 0.0016 0.0016 0.0015 0.0015 0.0014 0.0014
-2.8 0.0026 0.0025 0.0024 0.0023 0.0023 0.0022 0.0021 0.0021 0.0020 0.0019
-2.7 0.0035 0.0034 0.0033 0.0032 0.0031 0.0030 0.0029 0.0028 0.0027 0.0026
-2.6 0.0047 0.0045 0.0044 0.0043 0.0041 0.0040 0.0039 0.0038 0.0037 0.0036
-2.5 0.0062 0.0060 0.0059 0.0057 0.0055 0.0054 0.0052 0.0051 0.0049 0.0048
-2.4 0.0082 0.0080 0.0078 0.0075 0.0073 0.0071 0.0069 0.0068 0.0066 0.0064
-2.3 0.0108 0.0104 0.0102 0.0099 0.0096 0.0094 0.0091 0.0089 0.0087 0.0084
-2.2 0.0139 0.0136 0.0132 0.0129 0.0126 0.0122 0.0119 0.0116 0.0113 0.0110
-2.1 0.0179 0.0174 0.0170 0.0166 0.0162 0.0158 0.0154 0.0150 0.0146 0.0143
-2.0 0.0228 0.0222 0.0217 0.0212 0.0207 0.0202 0.0197 0.0192 0.0188 0.0183
-1.9 0.0287 0.0281 0.0274 0.0268 0.0262 0.0256 0.0250 0.0244 0.0239 0.0233
-1.8 0.0359 0.0352 0.0344 0.0336 0.0329 0.0322 0.0314 0.0307 0.0301 0.0294
-1.7 0.0446 0.0436 0.0427 0.0418 0.0409 0.0401 0.0392 0.0384 0.0375 0.0367
-1.6 0.0548 0.0537 0.0526 0.0516 0.0505 0.0495 0.0485 0.0475 0.0465 0.0455
-1.5 0.0668 0.0655 0.0643 0.0630 0.0618 0.0606 0.0594 0.0582 0.0571 0.0559
-1.4 0.0808 0.0793 0.0778 0.0764 0.0749 0.0735 0.0722 0.0708 0.0694 0.0681
-1.3 0.0968 0.0951 0.0934 0.0918 0.0901 0.0885 0.0869 0.0853 0.0838 0.0823
-1.2 0.1151 0.1131 0.1112 0.1093 0.1075 0.1056 0.1038 0.1020 0.1003 0.0985
-1.1 0.1357 0.1335 0.1314 0.1292 0.1271 0.1251 0.1230 0.1210 0.1190 0.1170
-1.0 0.1587 0.1562 0.1539 0.1515 0.1492 0.1469 0.1446 0.1423 0.1401 0.1379
-0.9 0.1841 0.1814 0.1788 0.1762 0.1736 0.1711 0.1685 0.1660 0.1635 0.1611
-0.8 0.2119 0.2090 0.2061 0.2033 0.2005 0.1977 0.1949 0.1922 0.1894 0.1867
-0.7 0.2420 0.2389 0.2358 0.2327 0.2297 0.2266 0.2236 0.2206 0.2177 0.2148
-0.6 0.2743 0.2709 0.2676 0.2643 0.2611 0.2578 0.2546 0.2514 0.2483 0.2451
-0.5 0.3085 0.3050 0.3015 0.2981 0.2946 0.2912 0.2877 0.2843 0.2810 0.2776
-0.4 0.3446 0.3409 0.3372 0.3336 0.3300 0.3264 0.3228 0.3192 0.3156 0.3121
-0.3 0.3821 0.3783 0.3745 0.3707 0.3669 0.3632 0.3594 0.3557 0.3520 0.3483
-0.2 0.4207 0.4168 0.4129 0.4090 0.4052 0.4013 0.3974 0.3936 0.3897 0.3859
-0.1 0.4602 0.4562 0.4522 0.4483 0.4443 0.4404 0.4364 0.4325 0.4286 0.4247
-0.0 0.5000 0.4960 0.4920 0.4880 0.4840 0.4801 0.4761 0.4721 0.4681 0.4641
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Tabel 1 (fortsat) Fordelingsfunktionen ® for U-fordelingen 7(0,1).

O(u)= PU<Lu)=

u

t2

e 2dt

1
RN

O (u)

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.5 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.7 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7703 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.8 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
1.0 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
1.1 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.2 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
1.3 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177
1.4 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
1.5 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9430 0.9441
1.6 0.9452 0.9463 0.9474 0.9485 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
1.8 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9700 0.9706
1.9 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9762 0.9767
2.0 0.9773 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
2.1 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
2.2 0.9861 0.9865 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
2.3 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
2.4 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
2.5 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
2.6 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
2.7 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974
2.8 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
2.9 0.9981 0.9982 0.9983 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986
3.0 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990
3.1 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993
3.2 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995
3.3 0.9995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997
3.4 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9998
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Tabel 2:Fraktiler i nornalfordelingen

Tabel 2 Fraktiler u,, i U-fordelingen 1(0,1). PU<u,)=p.

Bemark: u,=-u, _,

Eksempler: ;4,5 = 1.960

Blat areal
=1-p
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Tabel 3 Fraktiler i ;5127 -fordelingen y° (). P(y’ < )(;) =p

2 2 2 2,
x =U, +U2+...+U_ ,hvor U LU, U,

1 2
Approksimativ formel: )(i (f)= 5(4/2f -1+ up) forf > 30

0.0005 0.001 0.005 0.01 0.025 0.05 0.10

.000
.001
.015
.064
.158

.299
.485
.710
.972
.26

.59
.93
.31
.70

.000
.002
.024
.091
.210

.381
.598
.857
.15
.48

.83
.21
.62
.04
.48

.94
.42
.90
.41
.92

.98
.08
.22

.000
.010
.072
.207
.412

.676
.989
.34
.73
.16

.60
.07
.57
.07
.60

.14
.70
.26
.84
.43

.64
.89

.000
.020
.115
.297
.554

.872
.24
.65
.09
.56

.05
.57
L11
.66
.23

.81
.41
.01
.63
.26

.001
.051
.216
.484
.831

.24
.69
.18
.70
.25

.82
.40
.01
.63
.26

.91
.56
.23
.91
.59

.004
.103
.352
711
.15

.64
.17
.73
.33
.94

.57
.23
.89
.57
.26

.96
.67
.39
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Tabel

3: Fraktiler

Chi -i

Tabel 3 (fortsat). Fraktiler i Zi -fordelingen ;{2 (f)- P(}(z < )(;) =p
Eksempler: For 7°(10) er P(X < 20,.5) = 0.975 og Z(%m(?)()) =185

anden fordeling

P 0.80 0.90 0.95 0.975 0.99 0.995 0.999 0.9995
f
1 1.4 2.71 3.84 5.02 6.63 7.88 10.8 12.1
2 3.22 4.61 5.99 7.38 9.21 10.6 13.8 15.2
3 4.64 6.25 7.81 9.35 11.3 12.8 16.3 17.7
4 5.99 7.78 9.49 11.1 13.3 14.9 18.5 20.0
5 7.29 9.24 11.1 12.8 15.1 16.7 20.5 22.1
6 8.56 10.6 12.6 14.4 16.8 18.5 22.5 24.1
7 9.80 12.0 14.1 16.0 18.5 20.3 24.3 26.0
8 11.0 13.4 15.5 17.5 20.1 22.0 26.1 27.9
9 12.2 14.7 16.9 19.0 21.7 23.6 27.9 29.7
10 13.4 16.0 18.3 20.5 23.2 25.2 29.6 31.4
11 14.6 17.3 19.7 21.9 24.7 26.8 31.3 33.1
12 15.8 18.5 21.0 23.3 26.2 28.3 32.9 34.8
13 17.0 19.8 22.4 24.7 27.7 29.8 34.5 36.5
14 18.2 21.1 23.7 26.1 29.1 31.3 36.1 38.1
15 19.3 22.3 25.0 27.5 30.6 32.8 37.7 39.7
16 20.5 23.5 26.3 28.8 32.0 34.3 39.3 41.3
17 21.6 24.8 27.6 30.2 33.4 35.7 40.8 42.9
18 22.8 26.0 28.9 31.5 34.8 37.2 42.3 44 .4
19 23.9 27.2 30.1 32.9 36.2 38.6 43.8 46.0
20 25.0 28.4 31.4 34.2 37.6 40.0 45.3 47.5
22 27.3 30.8 33.9 36.8 40.3 42.8 48.3 50.5
24 29.6 33.2 36.4 39.4 43.0 45.6 51.2 53.5
26 31.8 35.6 38.9 41.9 45.6 48.3 54.1 56.4
28 34.0 37.9 41.3 44.5 48.3 51.0 56.9 59.3
30 36.3 40.3 43.8 47.0 50.9 53.7 59.7 62.2
32 38.5 42.6 46.2 49.5 53.5 56.3 62.5 65.0
34 40.7 44.9 48.6 52.0 56.1 59.0 65.2 67.8
36 42.9 47.2 51.0 54.4 58.6 61.6 68.0 70.6
38 45.1 49.5 53.4 56.9 61.2 64.2 70.7 73.4
40 47.3 51.8 55.8 59.3 63.7 66.8 73.4 76.1
45 52.7 57.5 61.7 65.4 70.0 73.2 80.1 82.9
50 58.2 63.2 67.5 71.4 76.2 79.5 86.7 89.6
60 69.0 74.4 79.1 83.3 88.4 92.0 99.6 103
70 79.7 85.5 90.5 95.0 100 104 112 116
80 90.4 96.6 102 107 112 116 125 128
90 101 108 113 118 124 128 137 141
100 112 119 124 130 136 140 149 153
110 122 129 135 141 147 152 162 165
120 133 140 147 152 159 164 174 178
130 143 151 158 163 170 175 186 190
140 154 162 169 175 182 187 197 202
150 164 172 180 186 193 198 209 214
160 175 183 191 197 205 210 221 225
180 196 205 212 219 227 233 244 249
200 217 226 234 241 249 255 268 272
300 320 332 341 350 360 367 381 387
400 424 437 448 457 469 477 493 500
500 527 541 553 564 577 585 604 611
1000 1038 1058 1075 1090 1107 1119 1144 1154
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Tabel 4 Fraktiler ¢ , i t-fordelingen #(f).

P(T'<t))= p hvor T=m

s
Eksempler: Forz(27)er P(X <£342)=0.999.

£ p 0.60 0.75 0.90 0.95 0.975 0.99 0.995 0.999 0.9995
1 0.33 1.00 3.08 6.31 12.7 31.8 63.7 318 637
2 0.29 0.82 1.89 2.92 4.30 6.97 9.93 22.3 31.6
3 0.28 0.74 1.64 2.35 3.18 4.54 5.84 10.2 12.9
4 0.27 0.74 1.53 2.13 2.78 3.75 4.60 7.17 8.61
5 0.27 0.72 1.48 2.02 2.57 3.37 4.03 5.89 6.86
6 0.27 0.72 1.44 1.94 2.45 3.14 3.71 5.21 5.96
7 0.26 0.71 1.42 1.90 2.37 3.00 3.50 4.79 5.41
8 0.26 0.71 1.40 1.86 2.31 2.90 3.36 4.50 5.04
9 0.26 0.70 1.38 1.83 2.26 2.82 3.25 4.30 4.78
10 0.26 0.70 1.37 1.81 2.23 2.76 3.17 4.14 4.59
11 0.26 0.70 1.36 1.80 2.20 2.72 3.11 4.03 4.44
12 0.26 0.70 1.36 1.78 2.18 2.68 3.06 3.93 4.32
13 0.26 0.69 1.35 1.77 2.16 2.65 3.01 3.85 4.22
14 0.26 0.69 1.35 1.76 2.15 2.62 2.98 3.79 4.14
15 0.26 0.69 1.34 1.75 2.13 2.60 2.95 3.73 4.07
16 0.26 0.69 1.34 1.75 2.12 2.58 2.92 3.69 4.02
17 0.26 0.69 1.33 1.74 2.11 2.57 2.90 3.65 3.97
18 0.26 0.69 1.33 1.73 2.10 2.55 2.88 3.61 3.92
19 0.26 0.69 1.33 1.73 2.09 2.54 2.86 3.58 3.88
20 0.26 0.69 1.33 1.73 2.09 2.53 2.85 3.55 3.85
21 0.26 0.69 1.32 1.72 2.08 2.52 2.83 3.53 3.82
22 0.26 0.69 1.32 1.72 2.07 2.51 2.82 3.51 3.79
23 0.26 0.69 1.32 1.71 2.07 2.50 2.81 3.49 3.77
24 0.26 0.69 1.32 1.71 2.06 2.49 2.80 3.47 3.75
25 0.26 0.68 1.32 1.71 2.06 2.49 2.79 3.45 3.73
26 0.26 0.68 1.32 1.71 2.06 2.48 2.78 3.44 3.71
27 0.26 0.68 1.31 1.70 2.05 2.47 2.77 3.42 3.69
28 0.26 0.68 1.31 1.70 2.05 2.47 2.76 3.41 3.67
29 0.26 0.68 1.31 1.70 2.05 2.46 2.76 3.40 3.66
30 0.26 0.68 1.31 1.70 2.04 2.46 2.75 3.39 3.65
40 0.26 0.68 1.30 1.68 2.02 2.42 2.70 3.31 3.55
50 0.26 0.68 1.30 1.68 2.01 2.40 2.68 3.26 3.50
60 0.25 0.68 1.30 1.67 2.00 2.39 2.66 3.23 3.46
80 0.25 0.68 1.29 1.66 1.99 2.37 2.64 3.20 3.42
100 0.25 0.68 1.29 1.66 1.98 2.37 2.63 3.17 3.39
120 0.25 0.68 1.29 1.66 1.98 2.36 2.62 3.16 3.37
200 0.25 0.68 1.29 1.65 1.97 2.35 2.60 3.13 3.34
500 0.25 0.68 1.28 1.65 1.97 2.33 2.59 3.11 3.31
00 0.25 0.67 1.28 1.65 1.96 2.33 2.58 3.09 3.29
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Tabel 5 95%-fraktil F,,, i F-fordelingen F(f;.f). P(F < F,,.) =095

Tabel

5: F-fordelingen

f, 1 2 8 10 12 14 16 18 20 25 30 40 60 120 o0
fx
1 161.5 199.5 215.7 224.6 230.5 234.0 236.8 238.9 240.5 241.9 |243.9 245.4 246.5 247.3 248.0 |[249.3 250.1 251.1 252.2 253.3 253.7
2 18.51 19.00 19.16 19.25 19.30 19.33 19.35 19.37 19.38 19.40 |19.41 19.42 19.43 19.44 19.45 [19.46 19.46 19.47 19.48 19.49 19.50
3 10.13 9.55 9.28 9.12 9.01 8.94 8.89 8.85 8.81 8.79 8.74 8.71 8.69 8.67 8.66 8.63 8.62 8.59 8.57 8.55 8.53
4 7.71 6.94 6.59 6.39 6.26 6.16 6.09 6.04 6.00 5.96 5.91 5.87 5.84 5.82 5.80 5.77 5.75 5.72 5.69 5.66 5.63
5 6.61 5.79 5.41 5.19 5.05 4.95 4.88 4.82 4.77 4.74 4.68 4.64 4.60 4.58 4.56 4.52 4.50 4.46 4.43 4.40 4.36
6 5.99 5.14 4.76 4.53 4.39 4.28 4.21 4.15 4.10 4.06 4.00 3.96 3.92 3.90 3.87 3.83 3.81 3.77 3.74 3.70 3.67
7 5.59 4.74 4.35 4.12 3.97 3.87 3.79 3.73 3.68 3.64 3.57 3.53 3.49 3.47 3.44 3.40 3.38 3.34 3.30 3.27 3.23
8 5.32 4.46 4.07 3.84 3.69 3.58 3.50 3.44 3.39 3.35 3.28 3.24 3.20 3.17 3.15 3.11 3.08 3.04 3.01 2.97 2.93
9 5.12 4.26 3.86 3.63 3.48 3.37 3.29 3.23 3.18 3.14 3.07 3.03 2.99 2.96 2.94 2.89 2.86 2.83 2.79 2.75 2.71
10 4.96 4.10 3.71 3.48 3.33 3.22 3.14 3.07 3.02 2.98 2.91 2.86 2.83 2.80 2.77 2.73 2.70 2.66 2.62 2.58 2.54
11 4.84 3.98 3.59 3.36 3.20 3.09 3.01 2.95 2.90 2.85 2.79 2.74 2.70 2.67 2.65 2.60 2.57 2.53 2.49 2.45 2.40
12 4.75 3.89 3.49 3.26 3.11 3.00 2.91 2.85 2.80 2.75 2.69 2.64 2.60 2.57 2.54 2.50 2.47 2.43 2.38 2.34 2.30
13 4.67 3.81 3.41 3.18 3.03 2.92 2.83 2.77 2.71 2.67 2.60 2.55 2.52 2.48 2.46 2.41 2.38 2.34 2.30 2.25 2.21
14 4.60 3.74 3.34 3.11 2.96 2.85 2.76 2.70 2.65 2.60 2.53 2.48 2.44 2.41 2.39 2.34 2.31 2.27 2.22 2.18 2.13
15 4.54 3.68 3.29 3.06 2.90 2.79 2.71 2.64 2.59 2.54 2.48 2.42 2.38 2.35 2.33 2.28 2.25 2.20 2.16 2.11 2.07
16 4.49 3.63 3.24 3.01 2.85 2.74 2.66 2.59 2.54 2.49 2.42 2.37 2.33 2.30 2.28 2.23 2.19 2.15 2.11 2.06 2.01
17 4.45 3.59 3.20 2.96 2.81 2.70 2.61 2.55 2.49 2.45 2.38 2.33 2.29 2.26 2.23 2.18 2.15 2.10 2.06 2.01 1.96
18 4.41 3.55 3.16 2.93 2.77 2.66 2.58 2.51 2.46 2.41 2.34 2.29 2.25 2.22 2.19 2.14 2.11 2.06 2.02 1.97 1.92
19 4.38 3.52 3.13 2.90 2.74 2.63 2.54 2.48 2.42 2.38 2.31 2.26 2.21 2.18 2.16 2.11 2.07 2.03 1.98 1.93 1.88
20 4.35 3.49 3.10 2.87 2.71 2.60 2.51 2.45 2.39 2.35 2.28 2.23 2.18 2.15 2.12 2.07 2.04 1.99 1.95 1.90 1.84
21 4.32 3.47 3.07 2.84 2.68 2.57 2.49 2.42 2.37 2.32 2.25 2.20 2.16 2.12 2.10 2.05 2.01 1.96 1.92 1.87 1.81
22 4.30 3.44 3.05 2.82 2.66 2.55 2.46 2.40 2.34 2.30 2.23 2.17 2.13 2.10 2.07 2.02 1.98 1.94 1.89 1.84 1.78
23 4.28 3.42 3.03 2.80 2.64 2.53 2.44 2.37 2.32 2.27 2.20 2.15 2.11 2.08 2.05 2.00 1.96 1.91 1.86 1.81 1.76
24 4.26 3.40 3.01 2.78 2.62 2.51 2.42 2.36 2.30 2.25 2.18 2.13 2.09 2.05 2.03 1.97 1.%94 1.89 1.84 1.79 1.73
25 4.24 3.39 2.99 2.76 2.60 2.49 2.40 2.34 2.28 2.24 2.16 2.11 2.07 2.04 2.01 1.96 1.%92 1.87 1.82 1.77 1.71
30 4.17 3.32 2.92 2.69 2.53 2.42 2.33 2.27 2.21 2.16 2.09 2.04 1.99 1.96 1.93 1.88 1.84 1.79 1.74 1.68 1.62
40 4.08 3.23 2.84 2.61 2.45 2.34 2.25 2.18 2.12 2.08 2.00 1.95 1.90 1.87 1.84 1.78 1.74 1.69 1.64 1.58 1.51
50 4.03 3.18 2.79 2.56 2.40 2.29 2.20 2.13 2.07 2.03 1.95 1.89 1.85 1.81 1.78 1.73 1.69 1.63 1.58 1.51 1.44
60 4.00 3.15 2.76 2.53 2.37 2.25 2.17 2.10 2.04 1.99 1.92 1.86 1.82 1.78 1.75 1.69 1.65 1.59 1.53 1.47 1.39
120 3.92 3.07 2.68 2.45 2.29 2.18 2.09 2.02 1.96 1.91 1.83 1.78 1.73 1.69 1.66 1.60 1.55 1.50 1.43 1.35 1.25
0 3.84 3.00 2.60 2.37 2.21 2.10 2.01 1.94 1.88 1.83 1.75 1.69 1.64 1.60 1.57 1.51 1.46 1.39 1.32 1.22 1.00
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Tabel 6 97.5%-fraktil F,,.; i F-fordelingen F(f.f.). P(F < F,,..)= 0975

fy |2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 14 16 18 20 25 30 40 60 120 00

1 647.8 799.5 864,2 899.6 921.8 [937.1 0948.2 956,7 963.3 968.6 |976.7 982.4 986.8 990.3 999.1 |997.2 1001 1006 1010 1014 1018
2 38.51 39.00 39.17 39.25 39.30 |39.33 39.36 39.37 39.3939.40 [39.41 39.43 39.44 39.44 39.45|39.46 39.46 39.47 39.48 39.49 39.50
3 17.44 16.04 15.44 15.10 14.88 |14.73 14.6214.54 14.47 14.42 [14.34 14.28 14.23 14.20 14.17 |14.12 14.08 14.04 13.99 13.95 13.90
4 12.22 10.65 9.98 9.60 9.36 9.20 9.07 8.98 8.90 8.84 8.75 8.69 8.64 8.60 8.56 [8.50 8.46 8.41 8.36 8.31 8.26
5 10.01 8.43 7.76  7.39 7.15 6.98 6.85 6.76 6.68 6.62 6.52 6.46 6.41 6.37 6.33 [6.27 6.23 6.18 6.12 6.07 6.02
6 8.81 7.26 6.60 6.23 5.99 5.82 5.70 5.60 5.52 5.46 5.37 5.30 5.25 5.21 5.17 [5.11 5.07 5.01 4.96 4.90 4.85
7 8.07 6.54 5.89 5.52 5.29 5.12 4.99 4.90 4.82 4.76 4.67 4.60 4.54 4.50 4.47 |4.40 4.36 4.31 4.25 4.20 4.14
8 7.57 6.06 5.42 5.05 4.82 4.65 4.53 4.43 4.36 4.30 4.20 4.13 4.08 4.03 4.00 [3.94 3.89 3.84 3.78 3.73 3.67
9 7.21 5.71 5.08 4.72 4.48 4.32 4.20 4.10 4.03 3.96 3.87 3.80 3.74 3.70 3.67 [3.60 3.56 3.51 3.45 3.39 3.33
10 6.94 5.46 4.83 4.47 4.24 4.07 3.95 3.85 3.78 3.72 3.62 3.55 3.50 3.45 3.42 [3.35 3.31 3.26 3.20 3.14 3.08
11 6.72 5.26 4.63 4.28 4.04 3.88 3.76 3.66 3.59 3.53 3.43 3.36 3.30 3.26 3.23 [3.16 3.12 3.06 3.00 2.94 2.88
12 6.55 5.10 4.47 4.12 3.89 3.73 3.61 3.51 3.44 3.37 3.28 3.21  3.15 3.11 3.07 |[3.01 2.96 2.91 2.85 2.79 2.72
13 6.41 4,97 4.35 4.00 3.77 3.60 3.48 3.39 3.31 3.25 3.15 3.08 3.03 2.98 2.95 [2.88 2.84 2.78 2.72 2.66 2.60
14 6.30 4.86 4.24 3.89 3.66 3.50 3.38 3.29 3.21 3.15 3.05 2.98 2.92 2.88 2.84 |(2.78 2.73 2.67 2.61 2.55 2.49
15 6.20 4.76 4.15 3.80 3.58 3.41 3.29 3.20 3.12 3.06 2.96 2.89 2.84 2.79 2.76 [2.69 2.64 2.58 2.52 2.46 2.40
16 6.12 4.69 4.08 3.73 3.50 3.34 3.22 3.12 3.05 2.99 2.89 2.82 2.76 2.72 2.68 [2.61 2.57 2.51 2.45 2.38 2.32
17 6.04 4.62 4.01 3.66 3.44 3.28 3.16. 3.06 2.98 2.92 2.82 2.75 2.70 2.65 2.62 [2.55 2.50 2.44 2.38 2.32 2.25
18 5.98 4,56 3.95 3.6l 3,38 3.22 3.10 3.01 2.93 2.87 2.77 2.70 2.64 2.60 2.56 |2.49 2.44 2.38 2.32 2.26 2.19
19 5.92 4.51 3.90 3.56 3.33 3.17 3.05 2.96 2.88 2.82 2.72 2.65 2.59 2.55 2.51 (2.44 2.39 2.33 2.27 2.20 2.13
20 5.87 4.46 3.86 3.51 3.29 3.13 3.01 2.91 2.84 2.77 2.68 2.60 2.55 2.50 2.46 |2.40 2.35 2.29 2.22 2.16 2.09
21 5.83 4.42 3.82 3.48 3.25 3.09 2.97 2.87 2.80 2.73 2.64 2.56 2.51 2.46 2.42 |2.36 2.31 2.25 2.18 2.11 2.04
22 5.79 4.38 3.78 3.44 3.22 3.05 2.93 2.84 2.76 2.70 2.60 2.53 2.47 2.43 2.39 (2.32 2.27 2.21 2.14 2.08 2.00
23 5.75 4.35 3.75 3.41 3.18 3.02 2.90 2.81 2.73 2.67 2.57 2.50 2.44 2.39 2.36 |2.29 2.24 2.18 2.11 2.04 1.97
24 5.72 4.32 3.72  3.38 3.15 2.99 2.87 2.78 2.70 2.64 2.54 2.47 2.41 2.36 2.33 |2.26 2.21 2.15 2.08 2.01 1.94
25 5.69 4.29 3.69 3.35 3.13 2.97 2.85 2.75 2.68 2.61 2.51 2.44 2.38 2.34 2.30 |2.23 2.18 2.12 2.05 1.98 1.91
30 5.57 4.18 3.59 3.25 3.03 2.87 2.75 2.65 2.57 2.51 2.41 2.34 2.28 2.23 2.20 (2.12 2.07 2.01 1.94 1.87 1.79
40 5.42 4.05 3.46 3.13 2.90 2.74 2.62 2.53 2.45 2.39 2.29 2.21 2.15 2.11 2.07 [1.99 1.94 1.88 1.80 1.72 1.64
50 5.34 3.98 3.39 3.06 2.83 2.67 2.55 2.46 2.38 2.32 2.22 2.14 2.08 2.03 1.99 [1.92 1.87 1.80 1.72 1.64 1.55
60 5.29 3.93 3.34 3.01 2.79 2.63 2.51 2.41 2.33 2.27 2.17 2.09 2.03 1.98 1.94 [1.87 1.82 1.74 1.67 1.58 1.48
120 5.15 3.80 3.23 2.89 2.67 2.52 2.39 2.30 2.22 2.16 2.05 2.05 1.91 1.86 1.82 [1.74 1.69 1.61 1.53 1.43 1.31
00 5.02 3.69 3.12 2.79 2.57 2.41 2.29 2.19 2.11 2.05 1.94 1.94 1.80 1.75 1.71 [1.63 1.57 1.48 1.39 1.27 1.00
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TABEL 7. Dimensioneringstabel.

APPENDI X 7.1

Dimensionering med henblik pd udferelse af #-test vedrerende 2 statistiske variable X, og X, som er normalfordelte
n(,ul,a])og n(4,,0,) , hvor Uy . Ly . O 08 O, er ukendte.

Sterrelse n af stik- A
prove pa X, og X;: Verdier af ; for @ =5%.

Ensidet test H,: g1, < pyeller H i p, 2 p, Tosidet test H: p, = u,
n L =5% £ =10% = 5% £ =10%
3 332 2.94 4.02 3.59
4 2.65 2.36 3.09 2.77
5 2.29 2.03 2.62 2.35
6 2.05 1.82 2.32 2.08
7 1.87 1.66 2.10 1.89
8 1.73 1.54 1.94 1.75
9 1.62 1.44 1.82 1.64
10 1.53 1.36 1.71 1.53
11 1.45 1.29 1.62 1.46
12 1.39 1.23 1.54 1.39
13 1.33 1.18 1.48 1.33
14 1.28 1.14 1.42 1.27
15 1.23 1.10 1.37 1.23
16 1.19 1.06 1.32 1.19
17 1.15 1.03 1.28 1.15
18 1.12 1.00 1.24 1.11
19 1.09 0.97 1.20 1.08
20 1.06 0.94 1.17 1.05
22 1.01 0.90 1.11 1.00
24 0.96 0.86 1.06 0.96
26 0.93 0.82 1.02 0.92
28 0.89 0.79 0.98 0.88
30 0.86 0.76 0.95 0.85
40 0.74 0.66 0.82 0.73
60 0.60 0.54 0.66 0.60
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Facitliste

FACITLISTE
KAPITEL 10
1.1 (D22 (224 (3)- (@) -
102 30

103 (1)u=3.09, P - veerdi=0.001 (2)[0.70; 3.12]
104 (1)F=7.42 (2)t=0.837, P - verdi = 0.2007
(3a) [- 2.09 ; 4.84] (3b) [0.91 ; 6.40]
105 F=1.11, P-vardi=04557, t=1.393, P -vardi=0.0969
106 F=1.18, P-verdi=04117 ¢t=-2.64, P-vardi=0.0102
107 F=3.68,P-vardi=0.1175, t=2.34, P-vardi=0.0237, [0.031 ; 1.87]
108 (1)18 (2)F=2.171 P-vardi=0.113, t=4.74 P - veerdi = 0.00006, [11.9 ; 15.0]
109 F=6.02, P-vardi=0.0089, ¢=0.55, P - verdi=0299
10.10 F=1.563, P-veerdi=0,2125 ¢=-1.497, P - veerdi = 0.0728
10.11. (1) u=1.98, P - vaerdi =0,0238
(2) F=1.56, P - veerdi = 0,0627, t=2.75, P - veerdi =0.00355
10.12  u=-0.729, P - veerdi =0.233
10.13 (1) u=221,P-verdi=0.0135
(2) F=729,P-vardi= 0,0022, t =4.25, P - veerdi = 0.00012
10.14 (1) u=0.654, P-vardi=02566 (2) u=2.10,P - verdi=0.0179
10.15 u=3.45, P-vardi=0.00028

KAPITEL 11

11.1 ()nej (2) [-28.51;-1430] (3) [249.2:258.8]

11.2 (1)y=40.78 + 0.766 x (2)ja  (3)F=19.14, P - vaerdi = 0.024
(4)[0.362 ; 1.170] (5)[57.91 ; 100.21] (6) [72.50 ; 85.62]

113 (1) =09984 (2)t=-6.73, P-vardi=0.00123 (3)[38.92;42.48 ]
(4) [52.73;55.25]

11.4 (1)Model 2, (2)0.9293, 0.9883 (3)[8.703 ; 10.584]

115 (1) - ()rP=0980 (3) &, =1718 S, =-01585 (4) [91.7;93.7]
11.6 (1) ¢ = 35435- 8380 log(dosis) (2) [-17.39;0.6277]  (3) [0.257 ; 6.929]
11.7 (1)- (2) P-verdi = 0.2639 (3) P(lack of fit) = 0.6099, y = 5.583 + 33.667 x

(4) F=84.41, P-vardi=0.000 (5) [25.75:41.58] (6) [56.41;62.49]
11.8 (1) Y=-0.1438 + 108.959 x (2) F=2.57, P - veerdi = 0.144

(3) t=-0.019, P - veerdi = 0.9845
11.9 (1) P (lack of fit) = 0.0026, model 2.  (2) F = 1.20, P (lack of fit) = 0.3535

(3) 23.55, [21.35;25.76]

69158
11.10 (1) - (2)- (3) Y =29764-

, Y = 1988, [1.944:2.033 ]

(3) 23.55, [21.35;25.76]
(4) -(5) Y= -1144+ 0.7197x - 0.0379x%, Y =2.036, [1.959;2.114].
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Facitliste

KAPITEL 12

12.1 ja, F=13.4, P - verdi = 0.0004, B2 nok bedst, men et lille overlap med B3

12.2 F=3.51, P-vaerdi=0.0218

12.3 (1) F=4.94, P -vardi=0.0096 (2)S2, S4

12.4 (1) P-veerdi=0.838 (2) nej,P - verdi=0.0108, (3a) Alsd K1, A2:frit valg, A3:frit valg.
(3b) K1: frit valg, K2 sé ikke A1, (3¢) ikke A1 K2

12.5 (1)ja, P-verdi=0.4575 (2) ja, P - vaerdi = 0.3178 (3) ja, ingen outliers,
(4)glas 2 og enten fosfor 1 eller 3.

12.6 (1)- (2) limtyper (3) 1I:[23.76;28.10], III:[22.69 ;27.04]

12.7 (1) Kun syrer har virkning, Svovlsyre sterst.  (2) 26.45, [25.17;27.73]

12.8 (1) Nej, P - verdi =0.0463 (2)ja, P-verdi=0.0777 (3) -

129 (1) - (2) -

12.10  ja, R forskellig fra de ovrige, ja

12.11 (1) T evt.Q ma foretraekkes. (2) -

KAPITEL 13

13.1 (1) Poisson (2)1.64 (3) y° =2.8, P-vardi=0.7308 (4) 1640000
132 y° =3.24, P - vardi = 0.6638.

133 y*=5,P - vardi = 0.4158

134 y’=12.64, P-vardi=0.027

13.5 x> =13.78, P - vardi = 0.0877

13.6 y° =6.31, P - vardi = 0.0426

13.7 y’ =544, P-vardi=0.0658

13.8 (1) y*=1621,P-vardi=0.00030 (2) y° =4.87, P-vardi=0.560
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N
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plot 32
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SAK 22

Satterwaites test 5,10, 106
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styrke af test 5
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T
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to - vejs tabel 76

transformation 25, 41, 103

U
uathangige statistiske variable 26, 28
uathaengighed , to - vejs tabel 76
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ved Excel 55, 88
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pa lommeregner 61, 107
ved Excel 61, 63, 89
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